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Erklärung  der  Citate. 


Eine  eingeklammerte  (arabische)  Zahl  vor  der  (römischen)  Bandzahl 
bezeichnet  die  Reihe  (Serie),  zu  der  der  Band  gehört.  Einige  periodische 
Schriften,  in  welchen  nar  zuweilen  eine  vereiozelte  mathematische  Arbeit 
erschienen  ist,  sind  in  dieses  Verzeichnis  nicht  aufgenommen  worden;  das 
bezägliche  Citat  im  Texte  ist  dann  in  hinreichender  Ansfnbrlichkeit  gegeben. 


Acta  Math.:  Acta  Mathematica.    Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
^      Leffler.    Stockholm.  4°    VII,  VIII,  IX. 

Almeida  J.:   Journal  de  pbysiqne  th^orique  et  appliqn^e.    Fond6  par  J.  Ch. 
^      d'Almeida  et  publik  par  MM.  E.  Bouty,  A.  iJornu,    E.  Mascart,  A.  Po- 
tier.  V.  1886  Paris.    Au  Bureau  du  Journal  de  Physiqne. 

Amst.  Jaarb.:  Jaarboek  van  de  Koninklijke  Akademie  van  Weteoschappen. 
Amsterdam. 

o  Amst,  Verh.:  Verhandelingen  der  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappen. 
Amsterdam. 

Amst.  VertL  en  Meded.:     Verslagen    en    Mededeelingen    der    Koninklijke 
^     Akademie    van  Wetenschappen.     Afdeeling  Natuurkunde.      Amsterdam. 
(3)  H,  III. 

Q  Ann.  d.  Chim,  et  Phys.:  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  par  MM.  Che- 
vreul,  Dumas  etc.    Paris.    Masson.  8°. 

^  Ann.  de  r £e.  Norm, :  Annales  scientifiques  de  Pficole  Normale  Snp^rieure, 
publikes  sous  les  anspices  du  Ministre  de  Tinstruction  publique  par  uo 
comit4  de  r^daction  compos^  de  MM.  les  maitres  de  Conferences  de 
rficole.    Paris.  Gauthier- Villars.  4».    (3)  III. 

Ann.  Hydr.:  Annalen  der  Hydrographie  und  maritimen  Meteorologie. 
Berliir.  49. 

AnnaU  of  Math.:   Annais  of  Mathematics.    Ormond  Stone,  editor.  William 
^      M.  Thornton,  associate  editor.    Office  of  publication:    University  of  Vir- 
ginia.    B.  Westermann  u.  Co.     New-Tork. 

Areh  f.  Art.:  Archiv  für  die  Artillerie-  und  Ingenieur-Officiere  des  Deut- 
schen Reichsheeres.  Hedaction:  Schröder,  Meioardos.  50.  Jahrgang. 
Bd.  XCill.    Berlin.     Mittler  u.  Sohn. 

^  A$tr.  Nachr.:  Astronomische  Nachrichten,  begründet  von  H.  C.  Schumacher, 
herausgegeben  von  C.  A.  P.  Peters.    Altona.  4*.  ÜXIV. 


#     IV  Erklärnng  der  Citate. 

o  Astr.ViertMchr.:  Vierteljahrsscbrift  der  AstroDomischen  Gesellschaft.  Heraas- 
gegebeo  von  B-  Schoenfeld  in  Bodo,  H.  Seliger.  Leipzig.  W.  Engel- 
maon.   8*. 

.^  Batt.  O,:  Gioroale  di  matematiche  ad  aso  degli  studenti  deile  aniversita 
italiane  pubblicato  per  cora  del  Prof.  G.  Battaglioi.  Napoli.  gr.  8*. 
XXIV. 

^  Belg.  Annu.:  Annuaire  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et 
des  beaox-arts  de  Belgiqae.    Braxelles.    F.  Hayez. 

\  Belg.  Ann  :  Anoales  de  TAcad^mie  Royale  des  scieoces,  des  lettres  et 
des  beaux-arts  de  Belgiqoe.     Brnxelles. 

-r  Belg.  Bull.:  Balletio  de  TAcad^mie  Royale  des  scieoces,  des  lettres  et 
des  beaaz-arts  de  Belgiqoe.    Brazelles.   8*.  (3)  XI,  XII. 

c  Belg,  M4m  :  M^moires  de  TAcad^mie  Royale  des  scieoces,  des  lettres 
et  des  beaaz-arts  d$  Belgiqoe.     ßroxelles.     F.  Hayez.    XLYI. 

Belg.  Mim.  C:  M^moires  coorooo^s  et  aotres  M^moires  pobli^s  par  TAca- 
d^roie  Royale  des  scieoces,  des  lettres  et  des  beaoz-arts  de  Belgiqoe. 
Gollectioo  io  80.    Brozelles.    F.  Hayez.    XXVII-XXIX. 

^  Belg.  Mim.  S.  £.:  M^moires  cooroou^s  et  M^moires  des  savaots  ^traogers 
pobli^s  par  rAcad^mie  Royale  des  scieoces,  des  lettres  et  des  beaox- 
arte  de  Belgiqoe.    Brozelles.    F.  Hayez    4».    XLVII,  XLVIII. 

^  Beri  Abk.:  Mathematisch -physikalische  Abhaodloogeo  der  Kgl.  Preossi- 
sehen  Akademie  der  Wisseoschafteo  zo  Berlio.     Berlio.   4^ 

o  Berl.  Ber.:  Sitzoogsberichte  der  Kgl.  Preossischeo  Akademie  der  Wissen- 
schafteo  zo  Berlio.    Berlio.  8^   1886. 

Berl.  phy$.  Ges.  Verh.:  Verhaodloogeo  der  physikalischen  Gesellschaft  io 
Berlio.    Berlin.    G.  Reimer.  8*.  18:^. 

Bern  Mitt.:  Mitteiloogeo  der  Natorforscheoden  Gesellschaft  in  Bern  aus 
dem  Jahre  1886.     Bern.  Hoher  o.  Co. 

Beeeo  Per,  mat.:  Periodico  di  matematica  per  l'insegnamento  secondario 
diretto  da  D.  Besso.    Roma.   8^.    1. 

Bibl,  Math.:  Bibliotheca  Mathematica,  heraosgegeben  von  G.  Bneström. 
Stockholm  1886. 

Bökkn  Miu.:  Mathematisch  •  natorwisseoschaftliche  Mitteiloogeo  heraos- 
gegeben Too  Dr.  0.  Bökleo.     Tübiogeo.  Fr.  Foes. 

^  Bologna  Mem.:  Memorie  dell'  Accademia  Reale  di  scienze  dell'  Istitoto 
di  Bologoa.     Bologoa.  4».  (4)  VI,  VII. 

Bolognß  Rend :  Reodiconti  dell'  Accademia  Reale  di  scienze  dell*  Istitnto 
di  Bologna     Bologoa. 

^  Bone.  Bull.:  BoUetioo  di  bibliografia  e  di  storia  delle  eoieoze  matema- 
tiche e  fisiohe  pobblioato  da  B.  Bonoompagni.    Roma.  4*.   XVI II,  XIX. 

ßord.  Mim. :  M^moires  de  la  Soci^t^  des  sciences  physiqoes  et  natorelles 
de  Bordeaoz-     Bordeaoz.   Paris.   8*.  (3)  11.  III. 

Q  Briotchi  Ann.:  Aooali  di  matematica  pora  ed  applicata  diretti  dal  prof.  Fran- 
cesco Brioschi  colla  cooperaziooe  dei  professori:  L.  Cremooa,  E.  Beltrami, 

E.  Betti,  F.  Casorati.    Milaoo.  4«.  (2)  XIV. 

«  Brit.  A$$.  Rep.:  Reports  of  the  meeting  of  the  British  Associatioo  for  the 
advaocemeot  of  scieoce.     Loodoo.    gr.    8*. 

^  Brux.  Ann.:  Aooales  de  TObservatoire  Royal  de  Brozelles,  pobli^es  aox 
frais  de  Tfitat.     Brozelles.    F.  Hayez.  4*. 

Brux.  S.  sc:    Aooales    de  ia  societö  scieotifiqoe  de  Brozelles.    Brozelles. 

F.  Hayez.     (Doppelt  paginirt,  ooterschiedeo  durch  A  uod  B.).    X. 


Erkläraog  der  Oitate.  v 

Bull.  Soc.  Vaud.:  Bulletin  de  la  sociöt^  vandoise  des  scieoces  oatorelles. 
Pabli6  sour  la  direction  da  Comit^  par  M.  F.  Roax.  Laaaanne.  F.  Ronge. 
(3)  XXII. 

«  Cambr.  Proe.:    Proceedings  of  the  Cambridge  Pbilosophical  Society.     Cam- 
bridge. 

o  Cambr.  Trans.:  Transactions  of  the  Pbilosophical  Society  of  Cambridge. 
Cambridge. 

Oa$op  :  Casopis;  Zeitschrift  zur  Pflege  der  Mathematik  und  Physik,  redigirt 
mit  besoDclerer  Rücksicht  auf  Studireude  der  Mittel-  und  Hochschulen 
von  F.  J.  Studoi^ka,  herausgegeben  vooi  Vereine  böhmischer  Mathema- 
tiker in  Prag.    Prag.  8».    (Böhmisch.)  XV. 

Centralb.  d.  Bauverw.:  Centralblatt  der  Bauverwaltung.  Herausgegeben  im 
Ministerium  der  öffentlichen  Arbeiten.  Redacteure  0.  iSarrazin  und 
K.  Schäfer.     Berlin.    Ernst  u.  Korn.  VI. 

Ckark.  Ge$,:  Sammlung  der  Mitteilungen  und  Protokolle  der  mathematischen 
Gesellschaft  in  Charkow.     (Russisch.)  I,  II 

Chri$tiania  Forh.:    Forhaudlingar  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiauia.    ^. 

Christ.  G.  d.  W.:  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Christiania.  Christiania. 

^  Civilmg.:  Der  Civilingenieur.  Organ  des  sächsischen  Ingenieur-  und  Archi- 
tekten-Vereins. Unter  Mitwirkung  einer  Redactions  -  Commissioo  her- 
ausgegeben von  Dr  E.  Hartig.  Jahrg.  1886.  (Der  neuen  Folge  Bd.  XXXII.) 
Leipsig.  Arthur  Felix.  4^ 

o  C  Ji.:  Comptes  Rendus  hebdomadaires  des  s^ances  de  TAcademie  des 
Sciences.     Paris.  4\    CH,  CHI. 

0  Darb.  Bull.:     Bulletin    des   sciences   math^matiques,    r^dige  par   MM.  0. 
^        ^   Darboux,   J.   Hoüel    et  J.  Tannery   avec  la   collaboration    de  MM.  An- 
S  ^O  br   (jp^^  Battaglioi  etc.,  90U8  la  direction  de  la  (Kommission  des  Hautes  fitudes. 
Paris.  Gauthier- Villars.   8».   (2)  X. 

Delß  Ann,  d.  V£c.  Polyt.:  Annales  de  Tficole  Polytechnique  de  Delft. 
Leiden.   E.  J.  Brill.    II. 

DorpaU  Naturforscher  Ges.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  Dorpaler  Natur- 
forscher-Gesellschaft.    Dorpat. 

Dtsehe  Bauztg.:  Deutsche  Bauzeitung.  Verkundigungsblatt  dei4  Verbandes 
deutscher  Architekten-  nnd  Ingenieurvereioe.  Redacteure  K.  E.  0.  Fritsch 
und  E.  W.  Büsing.     Berlin.    £.  Toecbe.     XX. 

O  Dublin  Trans.:  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy    Dublin.    XXVIII. 

O  Edinb.  M.  S.  Proc:  Proceedings  of  the  Edinburgh  Mathematical  So- 
ciety.    IV. 

^  Edinb,  Proc:  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh. 8».  xm. 

0  Edinb.  Trans.:  Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh. 4**. 
Ed.  Times:  Mathematical  questions,  with  their  Solutions  from  the  «Ednca- 
tional  Times*  with  many  papers  and  Solutions  not  published  in  the 
„Educational  Times.»'  Edited  by  W.  J.  C.  Miller.  London.  8^. 
Francis  Hodgson.    XLIV,  XLV. 

0  Elektrot.  Z.:  Elektrotechnische  Zeitschrift.  Herausgegeben  vom  elektro- 
technischen Verein.     Berlin.    4*. 

Erlang.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  physikalisch-medicinischen  Societät  zu 
Erlangen.    Eriangen.  8o.    XVIII. 

Ermakow  J.:  Journal  der  elementaren  Mathematik,  herausgegeben  von 
Ermakow.     Kiew.     (Russisch) 


vx  Erkläroüg  der  Citate. 

^    Exner  Rep.:   Kepertoriaro  der  Physik  herausgegeben  von  Ezner.    MüDchen 
und  Leipzig,    gr.  8*.  XXII. 

Flammarion,  Rev.  dAstr.:  L'AstroDomie.  Revue  d'astronomie  populaire,  de 
m^t^orologie  et  de  pbysique  du  globe,  exposaot  les  progres  de  la  Bcience 
peodant  rannte.    Paris.    Gauthier-Villars.    gr.  8°.    V. 

Q  Franc,  Ats.:  Associatioo  FraD9ai8e  pour  ravaDcement  des  scieooes  natu- 
relles. 

9  Gen.  M€m.:  M^moires  de  la  soci^t^  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de 
Genöve.    Geneve.  4^.    Librairie  H.  Georg. 
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Erster  Abschnitt 

Geschichte  und  Philosophie. 

Gapitel  1. 

Geschichte. 

A.     Biographisch- Liter  arisch  68. 

B.  BoNCOMPAGNi.  Sur  r^Histoire  des  sciences  mathe- 
nmtiques    et    physiques*     de    M.    Maximilien    Marie. 

Bibliotb.  Mathem.  43-45,  87-90. 

Der  Verfasser  zeigt  verschiedene  Fehler  an,  welche  in  der 
Arbeit  des  Herrn  Marie  vorkommen,  und  beweist  an  Beispielen, 
dass  besonders  die  Behandlung  des  Mittelalters  unvollständiger 
ist,  als  zulässig  erscheint.  £. 

A.  Starkopf  und  W.  Habbb.  Die  russische  Bibliographie 
der  Mathematik,  Mechanik,  Astronomie,  Physik  und 
Meteorologie  für  das  Jahr  1885.      Odessa.  Gea.    Bd.  vir 

(Russisch.) 


Zbbrawski.    Ergänzungen  zu  der  (im  Jahre  1873  heraus- 
gegebenen) „Polnischen  Bibliographie  im  Gebiete  der 

Mathematik   und    Physik".      Krakau.    Verlag  der  Kumik'schen 
Bibliothek.    (Polnisch.) 

Dn. 

Fortschr.  d.  Math.  XVIII.  1.  1 


2  I.  Abschnitt.    Geschichte  and  Philosophie. 

« 

P.  Tannery.  Question  9;  G.  Eneström.  Qne.stions  10— 13  ; 
P.  RicCARDi.     Röponse  a  la  question  4.  Biblioth.  Mathem. 

47-48,  96.  144,  244,  95-96. 

Sämtlich  Fragen  mathematisch  historischen  Inhalts: 

9)  Ueber    die    Original -Ausgabe   von   SneH's    „ApoUonias 
Batavus". 

10)  Ueber    ein    von    Maclaurin    angegebenes    Convergenz- 
kriterium. 

11)  Ueber  eine  allgemeine  Summenformel. 

12)  Ueber  die  Original- Ausgabe  von  Rudolff's  „Behend  und 
hübsch  Rechnung  etc." 

13)  Ueber  eine  von  Vieta  angegebene  Formel  für  das  Aus- 
ziehen von  Quadratwurzeln. 

Die  Antwort  des  Herrn  Riccardi  bezieht   sich  auf  eine  An- 
frage betreffs  eine  Schrift  von  Frisi  und  Melanderlijelm. 

E. 


G.  EnestrOm.       Notice    siir    les    Berits    math^matiques 
d'auteurs   ^trangers   publi^s   en  Sufede   ou    traduits  eii 

SUtJdois.       Biblioth.  Mathem.  45-47,  92-95,  140-141. 

Fortsetzung  und  Schluss  des  in  F.  d.  M.  XVII.  1885.  14. 
erwähnten  bibliographischen  Verzeichnisses.  Hier  w^erden  21 
deutsche  und  2  griechische  Arbeiten  besprochen.  Für  die  in 
Schweden  gedruckten  Uebersetzungen  des  Euklid  wird  auf 
Aufsätze  in  der  ßibl.  Mathem.  1884  und  im  Bulletino  des  Für- 
sten Boncompagni  verwiesen.  E. 


P.  Tannery.      La  tradition  touchant  Pythagore,    Oeno- 

pide   et   Thaies.      Darb.  Bull.  (-2)  X.  115-128. 

Die  Stelle  des  Jamblichus  „ixaXstxo  S^  tj  Ys^ixsTpia  Tupi?  Oo- 
öa-jfopoü  WTopia"  tibersetzt  Tannery  so:  „et  la  göomötrie  fut  ap- 
pel6e  Tradition  touchant  Pythagore";  er  construirt  sich  hieraus 
den  Titel  eines  Buches,  des  „ersten  Lehrbuches  griechischer 
Geometrie",  welche«  um  die  Mitte  des  f).  Jahrhunderts  v.  Chr.  von 
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versprengten  mittellosen  Pjthagoreern  des  Gelderwerbes  wegen 
veröffentlicht  wurde  und  die  Lebren  ihres  Meisters  enthielt:  des 
Buches  ^Rahmen  war  schon  der,  welchen  Euklid's  Elemente 
ausfallen",  und  höchst  wahrscheinlich  waren  in  ihm  auch  schon 
die  zwei  Aufgaben  enthalten,  welche  Endemns  dem  Oinopides 
zuschreibt,  nicht  minder  auch  die  sonst  dem  Thaies  zugeschriebenen 
Einzelbeweise  für  den  Satz,  dass  die  Summe  der  Dreieckswiukel 
zwei  Rechte  beträgt.  „Was  Thaies  kannte  und  was  ihm  unbe- 
kannt war,  vermögen  wir  nicht  zu  beurteilen."  Tn. 

P.  Tannery.     Les   g^omfetres   de  rAcademie.     Darb.  BdII. 

(2)  X.  303-314. 

Der  Verfasser  bespricht,  hauptsächlich  dem  von  Proklus 
gegebenen  Verzeichnis  folgend,  die  Mathematiker  der  Akademie, 
sammelt  die  dieselben  erwähnenden  Stellen  der  Alten,  hebt  die 
wissenschaftliche  Bedeutung  Athens  im  vierten  Jahrhundert  her- 
vor, handelt  eingehender  von  Eudoxus  und  Menächmus  und 
sucht  die  wesentlichen  Fortschritte  der  Geometrie  in  der  Zeit 
von  370  bis  300  v.  Chr.  festzustellen.  Tn. 


Fr.  Hültsch.  Autolyci  de  sphaera  quae  movetur  liber.  — 
De  ortibus  et  occasibus  libri  duo.  —  üna  cum  scholiis 
antiquis  e  libris  manu  scriptis  edidit,  latina  inter- 
pretatione    et    commentariis    instruxit    F.   H.     Leipzig. 

Teubner.  —  Darb.  Bull.  (2)  X.  195-205. 

Durch  diese  neue  streng  kritische  Ausgabe  eines  lange  nur 
wenig  berücksichtigten  Autors  hat  Herr  Hultsch  seinen  vielen 
Verdiensten  um  die  Mathematik  der  Alten  ein  neues  hinzugefügt 
Antolykus  war  ein  älterer  Zeitgenosse  des  Euklides,  seine  Be- 
arbeitung der  Sphaerik  lässt  erkennen,  dass  damals  auch  noch 
nicht  die  allererste  Grundlage  des  später  als  Trigonometrie 
bekannt  gewordenen  Wissenszweiges  vorhanden  war;  allein 
gerade  dieser  primitive  Standpunkt  des  Autors  verleiht 
seinen  beiden  Werkchen  ein    besonderes   historisches  Interesse. 

1* 
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Wir  ersehen  aus  denselben,  wie  die  Fixirung  des  Auf-  und 
Untergangspunktes  eines  Gestirnes  und  die  damals  natürlich 
nur  approximativ  zu  leistende  Berechnung  seines  Tages-  und 
Nachtbogens  das  erste  und  bedeutsamste  Untersuchungsobject 
der  älteren  griechischen  Astronomen  bildete.  Bis  jetzt  besass 
man  nur  eine  einzige  Druckausgabe  dieses  ältesten  vollständigen 
Denkmals  der  mathematischen  Literatur  Griechenlands,  diejenige 
von  Auria  (XV.  Jahrhundert);  der  neue  Herausgeber  hat  Auria's 
Scholien  mit  in  seine  Bearbeitung  aufgenommen.  Tannery's  oben 
erwähnte  gründliche  Besprechung  enthält  auch  einige  kritische 
Bemerkungen.  Gr. 


EüCLiDis   Opera   Ümnia.      Ediderunt  J.   L.   Heiberg    et 
H.  Menge.     Euclidis  Elementa.     III.  Librum  X  con- 

tinens.      Lipsiae.  Teubner.  417  S. 

Das  zehnte  Buch  behandelt  bekanntlich  die  Lehre  von  den 

rationalen  und    irrationalen  Zahlen.      Der   eigentliche  Text  mit 

lateinischer    Uebersetzung   umfasst   371  Seiten;    dann    folgt  ein 
Appendix.                                                                               M. 


P.  Tannery.     La  Constitution  des  ifil^ments.    Darb.  Bull.  (2) 

X.  183-194. 

Das  geschichtliche  Entstehen  des  Inhalts  der  Euklidischen 
Elemente  nachzuweisen,  die  Bausteine  zu  bezeichnen,  welche  unser 
Altmeister  schon  vorfand  und  die  er  in  genialer  Weise  verwertete, 
ist  wiederholt  versucht  worden,  zuerst  am  gründlichsten  von  Bret- 
schneider.  Auch  Tannery's  Arbeit  gilt  diesem  Ziele.  Er  weist, 
wie  seine  Vorgänger,  als  Leistung  des  Eudoxus  nach  die  Theorie 
der  Proportionen,  den  wesentlichen  Gehalt  des  5.  Buches,  ebenso 
den  des  12.  über  die  Ausmessung  von  Pyramide  und  Kegel,  er 
hebt  die  nach  Entdeckung  der  Incommensurabilität  besonders 
wichtige  Fundirung  der  Aehnlichkeitslehre  hervor  und  die  durch 
Euklid  bewirkte  Späterstellung  der  letzteren  im  System;  Tannery 
schreibt,  im  Gegensatze  zu  Bretschneider,  dem  Theätet  die  Haupt- 
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Bache  des  13.  Buches  zu,  nämlich  die  BestiiiimuDg  der  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Seiten  der  regelmässigen  Körper  und  dem 
Radius  ihrer  umgeschriebenen  Kugel  statthaben,  und  damit  in 
inniger  Gedankenverknüpfung  die  Grundlagen  des  berühmten 
10.  Buches.  Zur  Kontrole  gewissermassen  werden  die  Leistungen 
der  genannten  zwei  Mathematiker  mit  denen  der  Pythagoreer 
verglichen,  um  noch  etwaige  Lücken  festzustellen.  Tn. 


P.  Mansion.     Sur  Euclide.     Brux.  s.  sc.  x.  a.  46. 

Von  den  dreizehn  Büchern  der  Elemente  Euklid's  ist  das 
zehnte  über  die  incommensurablen  Grössen  am  meisten  seine 
eigenste  persönliche  Schöpfung.  Mn.  (Lp.) 


P.  Tannery.     Le  rösuniö  historique  de  Proclns.    Darb.  Bull. 

(2)  X.  49-64. 

In  des  Proklus  Commentar  zum  ersten  Buch  von  Euklid's 
Elementen  findet  sich  eine  für  die  Geschichte  der  griechischen 
Mathematik  höchst  wichtige  Stelle  (Friedlein's  Ausgabe  S.  64-70), 
deren  auf  die  voreuklidische  Zeit  bezüglicher  Teil  gewöhnlich 
als  aus  des  Eudemus  Werk  entnommen  betrachtet  wird,  wie 
denn  namentlich  Bretschneider  (S.  27)  denselben  als  „ganz  un- 
bezweifelt  aus  des  Eudemos  Geschichte  der  Geometrie  ausgezogen*' 
erwähnt  und  verwertet. 

Tannery  tritt  dem  entgegen,  und  nachdem  er  eine  Ueber- 
setzung  der  Stelle  gegeben,  „versucht  er  z^  beweisen,  dass  das 
Bruchstück  ganz  und  gar  Geminus  zugehört^  abgesehen  von  einigen 
minder  bedeutenden  Abänderungen,  welche  sich  Proklus  erlauben 
konnte".  Er  begründet  seine  Meinung  durch  den  Hinweis  auf 
die,  stoische  Glaubenssätze  verratende  Einleitungsstelle,  auf  die 
chronologische  Erörterung  betreffs  der  Lebenszeit  des  Euklid, 
auf  die  reine  Namenserwähnung  der  „Trugschlüsse^  Euklid's,  auf 
die  an  ihrem  Platz  ungehörige  Lobeserhebung  der  „Elemente", 
die  für  den  Geminus  erklärlich  sei.     Des  weiteren  findet  Tannery 
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eine  Bestätigung  seiner  Meinung  bei  der  Untersucbung  der 
Quellen  des  Geminus  und  auch  in  der  Erwähnung  der  apokryphen 
„Nebenbuhler"  Platon's  und  im  ständigen  Zuraekkommen  auf 
die  Elemente  Euklid's.  Zum  Schlüsse  wendet  sich  der  Verfasser 
noch  gegen  Bretschneider's  Meinung  (S.  168)  betreffend  :,den 
Schnitt^,  von  welchem  in  unserer  Stelle  die  Rede  ist:  nicht  der 
einer  Geraden  nach  mittlerem  und  äusserem  Verhältnis  sei  ge- 
meint, sondern  der  Schnitt  von  Körpern,  der  das  Vorspiel  war 
zur  Auffindung  der  Kegelschnitte.  Tn. 

M.  Stbinschnbidbr.     Euklid  bei  den  Arabern.    Schiomiich 

Z.  XXXr.  Hl.  A.  81-110. 

Enthält  in  §  1  die  Angabe  von  Uebersetzungen  der  „Elemente**, 
§  2-6  eine  Liste  von  39  Commentatoren  und  Bearbeitern  eben 
derselben  mit  einer  Fülle  bibliographischer  Bemerkungen,  in 
§6-9  Nachweise  von  Uebersetzungen  und  Bearbeitungen  der 
übrigen  ächten  und  unächten  Schriften  Euklid's.  Ein  erster 
Anhang  weist  als  den  rätselhaften  Tideus  den  Diokles  nach  und 
sein  bis  dahin  undeutbares  Buch  Trspl  Tiupsicuv  als  „von  Brenn- 
spiegeln" handelnd;  ein  zweiter  Anhang  weist  noch  5  arabische 
Gelehrte  nach,  welche  Euklid  studirten.  Tn. 


?•  Tannery.  D^mocrite  et  Archytas.  Darb.  Ball.  (2)  x.  295-302. 
Es  werden  Demokrit's  Beziehungen  zu  den  Pythagoreera 
dargethan;  durch  diese,  insbesondere  durch  seine  Atomenlehre, 
ward  er  auf  das  mathematische  Gebiet  gewiesen,  und  das  Er- 
gebnis seiner  Studien  sind  seine  mathematischen  Werke,  welche, 
bezw.  deren  Titel,  in  drei  Tetralogien  verteilt,  aufgezählt  werden. 
Die  Uebereinstimmung  der  Stoflffolge  der  ersten  mit  Euklid's 
Elementen  wird  hervorgehoben.  Des  Archytas  Lebenszeit  wird 
festzustellen  gesucht,  der  von  allen  Schriftstellern  behauptete 
mechanische  Charakter   seiner  Construction   mittlerer  Proportio- 

• 

nalen  wird  bestritten ,  die  Beziehungen  des  Pseudo-Boetius  zum 
Pseudo-Archytas  erläutert.  Tn. 
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P.  TaNNERY.       HippOCrate  de  Chios.     Darb.  Ball.  (2)  X.  213-226. 

Nach  einer  kaum  zum  Thema  gehörigen  Erörterung  über 
synthetisches  und  analytisches  Verfahren  und  über  Platon's  zweifel- 
hafte Bedeutung  für  letzteres  werden  des  Hippokrates  Versuche 
einer  Kreisquadratur  besprochen ;  insbesondere  wird  im  Vergleich 
zu  den  üarstellungen  der  Sache  durch  Bretschneider,  Allraan, 
Diels,  Usener  und  Heiberg  des  Verfassers  eigener  Standpunkt 
in  KQrze  klar  gemacht.  Tn. 


G.  Enkstköm.      Auteckningar  om    uiatematikern    Petrus 
de  Dacia  och  haus  skrifter.  III.     Stockh.  öfv.  XLll.  57-60. 

Nachträge  zu  den  Noten  über  Petrus  de  Dacia,  über  die  in 
F,  d.M.  XVII.  1885.  4.  berichtet  worden  ist.  E. 


A.  Favaro.  Appendice  agli  studi  intorno  alla  vita  cd 
alle  opere  di  Prosdocimo  de'  Beldomandi,  matematico 
padovano  del  aecolo  XV.     Bonc.  Ball.  XVIII.  405-423. 

Zusätze  zu  der  ausführlichen  Biographie  des  Prosdocimo  de' 
Beldomandi,  der  durch  Werke  über  Astrologie,  Mathematik  und 
Musik  sich  ausgezeichnet  hat  (Bonc.  Bull.  XII.  1-74,  115-261;  F. 
d.M.  XI.  1879.  9).  M. 


L.  DE  Marchi.     Sulp  ortografia  del  uome  del  matematico 

uaessinese   Maurolicio.     BibUoth.  Mathem.  90-92. 

Herr  de  Marchi  lenkt  die  Aufmerksamkeit  darauf,  dass  der 
italienische  Mathematiker  Maurolico  in  einer  1528  gedruckten 
Schrift  und  in  einer  handschriftlich  aufbewahrten  Arbeit  „Mau- 
rolicius''  genannt  wird,  und  dass  die  Form  „Maurolicus^  als 
ManroUcus  (nicht  Maurolicus)  ausgesprochen  werden  muss,  da 
sie  eine  lateinische  Form  des  griechischen  Namens  Marulf  ist. 

E. 
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A.  Pringsukim.      Historische  Notiz,   betreffend    die   Ori- 
ginalausgabe von  Chr.  Rudolff*s  ^Behend  und  hübsch 

Rechnung   etC.^     BibHoth.  Mathem.  239-244. 

Die  Originalausgabe  der  Algebra  RudolfiTs  ist  bekanntlich 
eine  bibliographische  Rarität,  und  man  hat  sogar  behauptet,  dass 
kein  Exemplar  dieser  Schrift  mehr  vorhanden  ist.  Herr  Prings- 
heim,  der  selbst  ein  solches  Exemplar  besitzt,  hat  die  Notizen, 
welche  frühere  Bibliographen  und  Historiker  darüber  gegeben 
haben,  zusammengestellt,  woraus  erhellt,  dass  nur  zwei  der  ge- 
nannten Verfasser  das  Buch  gesehen,  die  übrigen  aber  nur  aus 
der  zweiten  Hand  unvollständige  oder  incorrecte  Notizen  mit- 
geteilt haben.  E. 


A.  Favaro.     Intorno  ad  alcuni  nuovi  studi  sulla  vita  e 
sulle  opere  di  Galileo  Galilei.    Ven.  ist.  Atu.  (6)  IV.  355-362. 

Der  unermüdliche  Galilei -Forscher  begründet,  „wenn  auch 
nicht  die  absolute  Notwendigkeit,  so  doch  die  allerhöchste  Ntitz- 
liclikeit''  einer  neuen  vollständigen  und  handlichen  Galilei-Aus- 
gabe, führt  seine  28  seit  18S0  veröfiFentlichten,  Galilei  betreffen- 
den Arbeiten  auf  und  giebt  den  Plan  dreier  Bände  Miscellanea 
Galileiana  inedita,  deren  ersten  Band  er  dem  Institut  überreicht. 

Tn. 


A.  Favaro.      Intorno    ad    alcuni    documenti    Galileiani 
recentemente    scoperti    nella    biblioteea    nazionale    di 

Fireuze.  Bodo.  Bull.  XIX.  1-55. 
Enthält  S.  1-22  die  Angabe  des  Inhaltes  von  25  Schrift- 
paketen, welche  sich  in  der  Nationalbibliothek  zu  Florenz 
wiedergefunden  haben  und  auf  Galilei  bezügliche  Schriften  und 
Documente  enthalten,  und  S.  22-55  einen  „Anhang",  welcher  des 
genaueren  die  im  17.  der  genannten  Pakete  enthaltenen  Manu- 
scripte  Nelli's  aufzählt,  des  Biographen  Galilei's.  Tn. 
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A.  Favaro.      La   libreria  di  Galileo  Galilei  descritta  ed 

illustrata.      Bodo.  Ball.  XIX.  219-290. 

Auf  den  Nachweis  der  Quellen  für  Abfassung  dieser  Arbeit 

und    die    Begründung    der    getroffenen    Anordnung    folgt    (von 

S.  235  ab)  der  „Catalogo  sistematico  della  libreria  di  Galileo", 

521  Werke  verschiedensten  Inhaltes  aufzählend,  von  welchen  u.  a. 

der  Astronomie  87,  der  Astrologie  15,  der  Mathematik  37,  der 

Theologie  25,  der  Philosophie  34  zugewiesen  werden. 

Tn. 


C.  AnschOtz.  Drei  noch  unbekannte  Briefe  des  Astro- 
nomen Job.  Kepler  an  Herwart  von  Hobenburg.  1599. 
Aus  der  k.   Staatsbibliothek    zu   München.      Prag.  Ber. 

417-523. 

Die  drei  umfangreichen  Originalbriefe  Kepler's,  welche  von 
Herrn  Anschütz  in  dem  Codex  l(i()7  der  Münchener  Staats- 
bibliothek aufgefunden  und  in  den  Prag.  Ber.  mit  eingehenden 
Erläuterungen  abgedruckt  sind,  fllllen  eine  Lücke  im  Briefwechsel 
zwischen  Kepler  und  Herwart  aus,  deren  Vorhandensein  Frisch, 
der  Herausgeber  der  Opp.  Omnia  Kepleri,  an  verschiedenen 
Stellen  angezeigt  hat.  Frisch  hatte  den  betreffenden  Codex  des- 
halb nicht  durchgesehen,  weil  dieser  im  Zettelkatalog  aus  Ver- 
sehen bei  Kepler  nicht  erwähnt  ist.  Die  drei  Briefe  datiren  vom 
9.  und  10.  April,  vom  30.  Mai  und  vom  6.  August  1599.  Der 
Text  der  Briefe  umfasst  65  Druckseiten.  Der  sehr  reiche  Inhalt 
erstreckt  sich  auf  chronologische  Fragen  (über  Lucanus,  den 
Geburtstag  des  Octavianus),  in  welche  astrologische  Betrachtungen 
verwebt  sind,  auf  den  Magnetismus  der  Erde,  auf  die  atmo- 
sphärische Strahlenbrechung  und  auf  eine  Reihe  astronomischer 
Fragen.  Lp. 


A.  Favaro.     Ricerche  ulteriori  intorno  alla  vita  ed  alle 
opere   di  Bartolomeo  Sovero,  mateinatico  svizzero  del 

secolo   XVIL      Bonc.  Bull.  XIX.  99-114. 
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Nachträge  zu  den  Nachrichten  Über  Soverus  in  Bonc.  Bull. 
XV.  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  12).  1)  Ein  Schreiben  dieses  Mathe- 
matikers vom  26.  Febr.  1623,  in  welchem  er  sich  um  die  Pro- 
fessur der  Mathematik  zu  Bologna  bewirbt,  mit  Angaben  aus 
dem  Leben  des  Bewerbers.  2)  Ein  Schreiben  von  Cesare  Mar- 
sili  vom  5.  Juli  1626  an  Galileo  Galilei  mit  der  Nachricht,  dass 
B.  Soverus  sich  mit  der  Verstärkung  von  Magneten  beschäftigt 
hat.  .3)  Ein  Protokoll  der  Academia  Delia  zu  Padua,  aus  wel- 
chem hervorgeht,  dass  Soverus  während  seiner  Professur  zu 
Padua  im  Jahre  1627  für  100  Dukaten  an  dieser  Akademie  die 
Mathematik  gelehrt  hat.  4)  Ein  Schriftstück  vom  24.  August  1629, 
welches  darüber  Aufklärung  giebt,  wie  die  Manuscripte  des 
Soverus  in  die  Universitäts  -  Bibliothek  von  Padua  gekommen 
sind,  von  wo  sie  dann  in  die  Bibliotheca  Marciana  von  Venedig 
tibergeführt  wurden.  Lp. 


D.  BiERENS  DE  Haan.     Bouwstoffeu  voor  de  geschiedenis 
der  wis-en  natuurkundige  wetenschappen  in  Nederlanden. 

Amst.  Versl  en  Meded.  (3)  III.  69-119. 

Fortsetzung  der  früheren  historischen  Notizen  (siehe  F  d.  M. 
XVIL  1885.  12). 

XXX.  Handelt  über  Jan  Jansz.  Stampioen  den  Jüngern 
und  Jacob  a  Waessenaer.  Der  erstere  hat  seiner  Zeit  eine  ge- 
wisse Berühmtheit  dadurch  erhalten,  dass  er  eine  Regel  für  die 
Wurzelziehung  aus  einem  Binom  mit  Wurzelzeichen  gab  und 
über  diesen  Gegenstand  mit  dem  zweiten  in  Streit  geraten  ist. 
Davon  wird  Erwähnung  gethan  in  dem  Briefwechsel  von  Con- 
stantyn  Huygens  mit  seinem  Sohne  Christiaan.  Stampioen  wurde 
im  Jahre  1610  in  Rotterdam  geboren;  1644  wurde  er  von  Con- 
stantyn  Huygens  zum  Lehrer  seiner  Söhne  in  der  Mathematik 
berufen.  Weiter  ist  über  sein  Leben  nicht  viel  bekannt.  Von 
seinem  Gegner  Jacob  a  Waessenaer  wissen  wir  noch  weniger ;  nur 
dass  er  ein  Anhänger  von  Descartes  war,  der  viel  von  ihm  hielt. 
Der  Streit  beider  über  die  Wurzelziehung,  woran  sich  auch  Descartes 
beteiligte,    wird    ausführlich    dargelegt.      Die    Entscheidung   fiel 
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zum  Nachteile  Stampioen's  aus,  der  in  Folge  einer  eingegangenen 
Wette  600 fl.  zum  Besten  der  Armen  bezahlen  musste.  Doch  auch 
für  die  Wissenschaft  wurde  dieser  Streit  fruchtbar.  Denn  F. 
van  Schooten  hat  die  richtigen  Resultate  in  seine  Ausgabe  der 
„Geometria  a  Renato  Descartes'^,  die  1649  erschien,  aufgenommen. 

G. 


Liste   alphabötique  de   la  correspondance  de  Christiaan 
Huygens  qui   sera  publice  par  la  sociötd  bollaudaise 

des  Sciences  ä  Harlem.  Uarlem.  Jean  Eosched^  &  fils.  xvs. 
Diese  Liste  muss  als  Vorläufer  der  vollständigen  Ausgabe 
von  Huygens*  Briefen  angesehen  werden,  wovon  der  erste 
Teil  bald  erscheinen  wird.  Schon  liegen  2700  Briefe  zur  Ver- 
öffentlichung bereit,  wovon  hier  die  Liste  mit  Angabe  des  Schrei- 
bers und  des  Datums  mitgeteilt  wird.  Nach  der  Einleitung  hat 
dies  den  Zweck,  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  auf  diese; 
Veröffentlichung  zu  lenken,  so  dass  immer  noch  vor  ihrem  Er- 
scheinen der  Commission  Mitteilung  gemacht  werden  kann,  wenn 
sich  hier  und  da  Briefe  befinden,  welche  auf  die  Sache  Bezug 
haben  und  der  Commission  unbekannt  geblieben  sind.  Jetzt  sind 
noch  108  Briefe  einzuordnen,  deren  Datum  oder  Adresse  nicht 
bestimmt  werden  kann.  Doch  hofft  die  Commission,  dass  auch 
dies  gelingen  werde.  G. 

MoNCHAMPS.      Histoire    du    Cart<^siaiiisme   eii    ßelgique. 

Belg.  mm.  C.  XXXIX.  1-643. 

Ein  für  die  Geschichte  der  philosophischen  Lehren  des 
Descartes  ungemein  wichtiges  Werk,  in  welchem  hier  und  da 
einige  Nachrichten  über  Mathematiker  vorkommen  (Sluse,  Huygens 
u.  8.  w.).  Mn.  (Lp.) 

Ch.  Hknry.     Correspondance  inödite  de  d'Alembert  avec 
Gramer,    Lesage,    Clairault  etc.  publice   avec  notices. 

BoDC.  Bull.  XViri.  507-570,  605-649. 
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Henry  hat  im  Jahre  1886  „Literarische  und  philosophische 
Schriften"  von  d'Alembert  (1717-1783)  herausgegeben,  hat  aber 
von  einer  Veröffentlichung  der  ungedruckten,  handschriftlich  noch 
vorhandenen  Werke  mathematischen  Inhaltes  Abstand  genommen, 
weil  dieselben  „keine  Ergebnisse  enthalten,  welche  nicht  schon 
in  der  gedruckten  Sammlung  seiner  Abhandlungen  mehr  oder 
weniger  klar  dargelegt  wären".  So  giebt  denn  Henry  am 
Schlüsse  des  von  uns  anzuzeigenden  Aufsatzes  (S.  646-648)  nur 
ein  Verzeichnis  jener  Werke  und  widmet  volle  105  Seiten 
dem  Abdrucke  von  d'Alembert*s  Briefwechsel  oder,  sagen  wir 
besser,  der  noch  vorhandenen  Briefe,  welche  d'Alembert  in  einem 
Zeiträume  von  viertehalb  Jahrzehnten  (1748-1783)  geschrieben 
und  empfangen  hat. 

Von  seinem  aus  besonderem  Grunde  hier  (S.  634)  abge- 
druckten Taufschein  und  von  einem  d'Alembert  nur  betreffenden 
Briefe  (Nr.  69,  S.  611),  sowie  von  zwei  aus  d'Alembert's  Feder 
geflossenen  Denkschriften  (S.  534-537  und  S.  567)  abgesehen,  sind 
es  im  ganzen  109  Briefe,  welche  dem  Leser  hier  geboten  wer- 
den: 78  derselben  sind  von  d'Alembert  geschrieben,  und  zwar  7 
an  unbekannte  Adressen,  71  aber  an  45  Personen  im  ganzen 
gerichtet;  die  übrigen  31  Briefe  tragen  seine  Adresse  und  rühren 
von  18  Personen  her.  Die  grosse  Mehrzahl  der  vorkommenden 
Namen  ist  bedeutungslos;  es  sind  nur  etwa  Gramer,  Rousseau,  Tur- 
got,  M™^  Necker,  Castillon,  Clairault,  Condorcet,  Friedrich  der 
Grosse  und  Papst  Benedict  XIV.,  die  sich  herausheben  lassen. 

Und  der  Inhalt  dieser  aus  ganz  Europa  zusammengesuchten 
Briefe?  Die  wissenschaftliche  Ausbeute  ist  nur  gering.  Bloss 
gelegentlich  erwähnt  werden  von  reiner  Mathematik  die  Grund- 
legung der  Infinitesimalrechnung  (S.  513,  560),  Convergenz  von 
Reihen  (513,  624),  arithmetische  Reihen  höherer  Ordnung  ein- 
fachster Art  (531),  von  Physik  der  Parallelogrammsatz  (638,  642), 
Reibung(51 7), Ballistik(642,544),Gravitation(64l), etwas  eingehen- 
der im  Briefwechsel  mit  Castillon  die  Anfertigung  und  Zusammen- 
fügung von  Linsengläsern  (543,  546,  549  f.,  606),  von  Astronomie 
die  Theorie  der  Mondbewegung  (511,  514,  614f.,  612,  wo  der  Ge- 
danke  au  eine  den  Mond  beeinflussende  und  der  magnetischen 
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Tergleicbbare  Kraft  der  Erde  besondere  Hervorhebung  verdient), 
die  Präcession  der  Nachtgleichen  (524,  o89,  630),  das  Problem 
der  drei  Körper  (629),  die  Gestalt  der  Erde  (630)  und  verhält- 
nismässig am  eingehendsten  der  betreffs  der  Förderung  der  Astro- 
nomie zwischen  Engländern  und  Franzosen  entbrannte  Streit 
(630ff.).  Weit  reicher  ist  die  Ausbeute  an  Urteilen  über  lite- 
rarische und  politische  Ereignisse:  so  über  Rousseau,  über  die 
Jesuiten  (540,  560),  über  die  Kriege  (ö2b  u.ff.),  am  reichsten  na- 
türlich Ober  persönliche  Verhältnisse;  so  betrefiFend  das  Fortschreiten 
der  Encyklopädie  (512,  515,  521,  524)  und  sieh  anknüpfende  reli- 
giöse Streitigkeiten  (532,  539,  626flF.)>  d»^  Berufung  nach  Russ- 
land (528),  Organisation  der  Akademie  (öGT)  und,  bei  einem  Aka- 
demiker so  naheliegend,  Wahlen  zu  derselben  (520,  523, 529,  609), 
ferner  das  Gesuch  bei  Friedrich  d.  Gr.  um  Gewährung  von 
2000  Thlrn.  für  eine  Erholungsreise  nach  Italien  und  dessen 
köstliche,  die  Bitte  gewährende  Antwort  (605),  dass  „ces  rois , . . 
sont  au  moins  bons  ä  quelque  chose''.  Tn. 

Ch.    Henry.      Lettres    inddites    d'Etiler    k    d'Alembert. 

Bonc.  Bull.  XIX.  136-148. 

Die  sechs  hier  veröfiFentlichten  Briefe  aus  den  Jahren  1747 
bis  1749  stammen  aus  den  d'Alcmbert'schen  Papieren  her,  welche 
Frau  O'Connor,  Tochter  Condorcet's,  der  Bibliothek  des  Institut 
de  France  vermachte.  Die  vier  ersten  beziehen  sich  auf  die 
eben  erschienene  Introductio  in  analysin;  insbesondere  muss 
Euler  wiederholt  d'Alembert^s  Bedenken  gegen  die  Theorie  der 
imaginären  Logarithmen  negativer  Zahlen  widerlegen.  Der 
vierte  Brief  giebt  darüber  Aufschluss,  wie  im  Cap.  14  lib.  II  §  33 
die  widerspruchsvolle  Darstellung  über  die  Spitzen  zweiter  Art 
an  Curven  entstanden  ist.  Der  fünfte  Brief  zeigt,  dass  Euler 
mit  der  Differentialgleichung  einer  von  ihm  erzeugten  Curve 

d'y   ^    O+x')   dy y_ 

dx*         x{\  —  x^)dx       1  — x' 
damals  nichts  anzufangen  wusste.     Endlich    der  letzte  Brief   ist 
das  Begleitschreiben  zur  Scieutia  navalis.  Lp. 
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P.  RiccARDi.      Per  una  completa  collezione  delle  opere 
matematiche  di  Lorenzo  Mascheroni.  Bonc.  Bull.  xix.  59-66. 

Aufzählung  und  kurze  Besprechung  derjenigen  Schriften 
von  Lorenzo  Mascheroni  (geb.  13.  Mai  1750,  gest.  H.Juli  1800), 
die  in  einer  Säcularausgabe  zum  Abdruck  zu  bringen  sind. 

Lp. 


E.  Mailly.     Les  soci^tds  savantes  et  litt^raires  Stabiles 
ä   Bruxelles   sous   la   domination   fran^aise.     Belg.  Ball. 

(3)  XII.  786-794. 

Ein  einziger  Mathematiker,  de  Nieuport,  spielte  darin  eine 
Rolle.  Mn. 


Ch.  Henry.  Lettres  in6dites  de  Laplace  publikes  avec 
une  preuiifere  r^daction  de  sa  niethode  pour  d^ter- 
miner  les  orbites  des  comfetes  et  une  notice  sur  les 
mauuscrits  de  Pinsr^.  Bonc.  Bull.  XIX.  149-178. 

Drei  Briefe  an  Cordorcet  (aus  den  Jahren  1771-75),  deren 
erster  auf  die  Integration  von  Differentialgleichungen  Bezug  hat, 
und  drei  Briefe  an  d'Alembert:  der  erste  derselben  (15.  Nov.  1777) 
hebt  des  Adressaten  Verdienste  um  das  eben  genannte  Thema 
hervor,  der  zweite  (aus  1777)  behandelt  das  Gleichgewicht  ho- 
mogener Sphäroide,  der  dritte  (10.  März  1782)  das  Problem  der 
schwingenden  Saiten.  Biographischen  Bemerkungen  über  Pingrö 
(S.  150f.)  und  einer  Aufzählung  seiner  Schriften  (S.  152-156) 
folgen  dann  zwei  Briefe  von  Laplace  an  denselben,  welche  sich 
auf  die  Bestimmung  der  Kometenbahnen  beziehen  sowie  (S.  166 
bis  176)  auf  die  erste  ursprüngliche  Darstellung  seiner  Lösungs- 
weise dieser  Aufgabe.  Tn. 


Ch.  Henry.     Sur   quelques  billets  in^dits  de  Lagrange, 

Bonc.  Bull.  XIX.  129-136. 

Sieben    kurze   Briefe   oder   Bruchstücke   von    Briefen    rein 
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privater  Natur;  dazu  ein  Brief  von  d'Alembert  (7.  Jan.  1764), 
worin  dieser  den  in  Paris  krank  liegenden  Lagrange  in  den 
höchsten  Lobsprüchen  dem  sardinischen  Gesandten  empfehlen 
lässt.  'In. 


J.   H.  Graf.     Der  Mathematiker  Johann  Georg  Tralles 

(1763  —  1822).       Bern.  K.  J.  Wyee.  21  S.  8o. 

Das  Schriftchen,  ein  Separatabdruck  aus  der  „Snmmhmg 
Bernischer  Biographien",  trägt  im  Titel  noch  den  Zusatz:  „Eine 
biographische  Skizze,  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern 
zur  Erinnerung  an  die  am  18.  Dez.  1786  erfolgte  Gründung  ge- 
widmet". Geb.  am  15.  Oct.  1763  zu  Hamburg,  studirte  Tralles 
in  Göttingen  unter  Kästner,  wurde  1785-1803  Professor  in  Bern, 
wo  er  1786  einer  der  sieben  Gründer  der  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft war,  hielt  sich  bis  1804  in  Neuenburg  auf  und  lehrte 
zuletzt  als  Akademiker  und  Professor  von  1804-1822  in  Berlin; 
gest.  in  London  am  18./ 19.  Nov.  1822  (Vgl.  Poggendorff,  Biogr. 
lit.    Handwörterbuch,  das  der  Verfasser  nicht  citirt).         Lp. 


Fr.   Porro.     Notizie  iiitoino  alla  vita  ed  agli  scritti  di 
Giuseppe    Zecehini    Leonelli,    matematico    cremonese. 

Booc.  Ball.  XVIII.  652-671. 

Biographische  Notizen  über  den  am  12.  October  1847  als 
Director  des  physikalischen  Kabinets  zu  Corfu  verstorbenen 
Giuseppe  Zucchini  Leonelli,  den  Erfinder  der  Additions-  und 
Subtractions- Logarithmen,  die  immer  nach  Gauss  genannt 
werden;  nebst  einem  Verzeichnis  der  von  ihm  hinterlassenen 
Schriften.  M. 


S.  Kealis.     Giovanni  Plana  (1781-1864).    Bonc.  Ball.  xix. 

121-128. 

Lobrede  auf  Plana,  insbesondere  als  Lehrer  der  sogenannten 
höheren  Mathematik;  seine  treffliche  Art,  die  Geschichte  seiner 
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Wissenschaft  zu  berücksichtigen,  wird   besonders  hervorgehoben 
und  an  einzelnen  Beispielen  erläutert.  Tn. 


C.  G.  J.  Jacobi.     Gesammelte    Werke.      Herausgegeben 
auf  Veranlassung  der  Königlich  Preussischen  Akademie 

der    Wissenschaften.      Borlio.  G.  Reimer.  4» 

Dritter  Band.    Herausgegeben  von  K.  Weierstrass.    1884. 

VIII  u.  612  S. 

Vierter  Band.    Herausgegeben  von  K.  Weierstrass.    1886. 

IV  u.  542  S. 

Supplementband.     Herausgegeben  von  E.  Lottner.     1884. 

VIII  u.  300  S. 

Das  Erscheinen  von  Bd.  II.  der  gesammelten  Werke  von 
C.  G.  J.  Jacobi  ist  F.  d.  M.  XIV.  1882.  314  angezeigt  worden. 
Bd.  III.,  der  1884  erschienen  ist,  vereinigt  die  sämtlichen  alge- 
braischen und  die  auf  die  Transformationen  vielfacher  Integrale 
sich  beziehenden  Abhandlungen  Jacobi's.  Die  letzteren  sollten 
nach  dem  ursprünglichen,  von  C.  W.  Borchardt  ausgearbeiteten 
Plane  einen  besonderen  Band  bilden;  es  ist  aber  Herrn  Weier- 
strass zweckmässiger  erschienen,  sie  von  ersteren  nicht  zu 
trennen,  weil  in  allen  die  algebraischen  Untersuchungen,  welche 
sie  enthalten,  die  Hauptt^ache  ausmachen.  Der  Inhalt  umfasst 
27  Nummern;  die  ersten  22  bringen  Arbeiten,  welche  Jacobi 
selbst  veröffentlicht  hat,  beginnend  mit  der  Inauguraldissertation 
Jacobi's  vom  Jahre  1825,  dann  in  chronologischer  Folge  fort- 
schreitend bis  zu  einem  Briefe  Jacobi's  an  Hesse  vom  Jahre 
1849.  Mit  Ausnahme  zweier  derselben,  von  denen  die  eine  in 
den  Astronomischen  Nachrichten,  die  andere  in  Liouville's  Journal 
erschienen  ist,  wurden  alle  übrigen  in  Crelle's  Journal  veröffent- 
licht. Die  folgenden  4  Nummern  geben  Arbeiten  aus  dem  Nach- 
lasse Jacobi's.  Zunächst  hat  sich  in  den  hinterlassenen  Papieren 
ein  Exemplar  der  Dissertation  vorgefunden,  in  welchem  von 
Jacobi  an  vielen  Stellen  stilistische  Aenderungcn  vorgenommen, 
zugleich  aber  auch  mehrere  Paragraphen  mit  handschriftlichen 
Zusätzen   von   erheblicher  Ausdehnung   versehen   worden    sind; 
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diese  Zas&tze  sind  unter  dem  Titel  ^Additamenta  ad  oommen* 
tationem  quae  inseripta  est^  etc.  abgedruckt  worden  (30  S.)- 
Die  nächstfolgenden  beiden  Nummern  sind  bereits  von  Borchardt 
im  Journal  f.  Math.  LIII.  265-270,  27o-280  bekannt  gemacht. 
Die  letzte  Nummer  des  Nachlasses  endlich,  welche  von  Herrn 
H.  Kortum  aus  den  hinterlassenen  Papieren  Jacobi's  mitge- 
teilt wird,  b^rifft  „Bemerkungen  zu  einer  Abhandlung  Euler's 
ttber  die  orthogonale  Substitution'^.  Die  Nummer  27  enthält  die 
Anmerkungen  des  Heransgebers,  aus  deren  letzter  hervorgeht, 
dass  die  Herren  Baltzer,  Kortum,  Hertens  und  Netto  neben 
Herrn  Weierstrass  für  diesen  Band  thätig  gewesen  sind. 

Der  von  Herrn  E.  Lettner  herausgegebene  Supplementband, 
welcher  ebenfalls  1884  erschienen  ist,  enthält  die  im  Jahre  1866 
von  A.  Ciebsch  herausgegebenen  „Vorlesungen  über  Dynamik" 
in  einer  zweiten,  revidirten  Ausgabe  ohne  die  damals  ihnen 
beigefügten  fünf  Abhandlungen  aus  Jacobi^s  Nachlasse.  Die 
letzteren  sollen  nämlich  nach  dem  für  die  Herausgabe  der  Werke 
festgestellten  Plane  in  diesen  ihren  Platz  finden,  und  zwar  in 
Bd.  V  neben  einigen  anderen.  Der  Herausgeber  der  neuen  Aus- 
gabe der  Dynamik  hat  gerade  wie  Ciebsch  nur  an  einigen 
Stellen,  wo  er  den  Ausdruck  nicht  genau  oder  nicht  deutlieh 
genug  fand,  leichte  stilistische  Aenderungen  an  dem  Texte  der 
ersten  Ausgabe  angebracht,  welchem  die  von  C.  W.  Borchardt 
mit  grosser  Sorgfalt  ausgearbeiteten  Vorträge  Jacobi's  im  Winter- 
semester 1842-43  zu  Grunde  liegen,  im  übrigen  aber  hat  er  sich 
darauf  beschränkt,  die  in  der  ersten  Ausgabe  stehen  gebliebenen, 
nicht  zahlreichen  Druck-  und  Rechenfehler  zu  berichtigen. 

Der  vierte  Band  endlich  enthält  sämtliche  auf  die  Theorie 
der  gewöhnlichen  und  der  partiellen  bifferentialgleichungen, 
sowie  auf  die  Dynamik  sich  beziehenden  Abhandlungen,  welche 
von  Jacobi  selbst  veröffentlicht  sind.  Aus  dem  bisher  unge- 
druckten Nachlasse  ist  nur  die  letzte  Abhandlung  (Nr.  19,  Pro- 
blema  trium  corporum  mutuis  attractionibus  cubis  distantiarum 
inverse  proportionalibus  recta  linea  se  moventium)  aufgenommen 
worden;  in  ihr  wird  ein  S.  484  dieses  Bandes  ohne  Beweis  aus- 
gesprochener Satz  begründet.    Von  den  Abbandlungen  des  Ban- 
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des  sind  die  Nummern  1, 2, 6  von  Herrn  Frobenius,  Nr.  9  vom 
Herausgeber,  alle  flbrigen  von  Herrn  Wangerin  revidirt  worden. 
Die  Reihenfolge  der  Abhandlungen  ist  wieder  die  chronologische. 
Während  die  umfangreichen  und  wichtigen  Arbeiten  zuerst  in 
Crelle's  Journal  ftlr  Mathematik  veröffentlicht  sind,  finden  sich 
auch  in  anderen  Zeitschriften,  den  C.  B.  der  Pariser  Akademie, 
dem  Giornale  arcadico  und  den  Astronomischen  Nachrichten, 
zerstreut  kleinere  Mitteilungen  über  die  Gegenstände,  welche 
in  den  grossen  Abhandlungen  untersucht  sind.  Lp. 


A.  F.  MöBiüS.  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben  auf 
Veranlassung  der  Königlich  sächsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften.     Bd.  II  und  III.     Herausgegeben 

von    F.   Klein.      Leipzig.   S.  Hirzel.   VIII  a.  708  8.,   VI  u.  508  S. 
gr.  8«. 

Der  erste  Band  dieser  Möbius -Ausgabe  ist  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  16-17  angezeigt  worden.  Nach  dem  dort  angegebenen 
Programme  bringt  der  vorliegende  zweite  Band  diejenigen  geo- 
metrischen Untersuchungen  von  Möbius,  welche  nicht  unmittelbar 
mit  dem  barycentrischen  CalcQl  zusammenhängen.  Dieselben 
umfassen  fünf  Gruppen  von  Abhandlungen,  nämlich:.!)  drei  ^- 
beiten  zur  analytischen  Sphärik,  2)  drei  über  die  Grundformen 
der  Curven  dritten  Grades,  3)  sieben  zur  Lehre  von  der  Kreis- 
verwandtschaft, 4)  fünf  zur  Theorie  der  Symmetrie  und  Invo- 
lution, 5)  vier  zur  Polyedertheorie,  unter  diesen  zwei  umfang- 
reiche aus  dem  Nachlasse.  Innerhalb  dieser  fünf  Abteilungen 
ist  die  Reihenfolge  der  Arbeiten  eine  chronologische.  Die  beiden 
hier  zum  ersten  Male  veröfTentlichten  Abhandlungen  des  Nach- 
lasses sind  Teile  eines  grösseren  Aufsatzes,  mit  welchem  Möbius 
1861  um  den  grossen  Preis  der  Mathematik  in  Paris  sich  be- 
worben hat  (question  des  polyßdres),  von  der  er  aber,  wie  sich 
das  jetzt  zeigt,  selber  bereits  den  wesentlichen  Inhalt  in  seinen 
beiden  letzten  Schriften  hat  erscheinen  lassen.  Herr  C.  Rein- 
hardt,  dem  die  Bearbeitung  des  Nachlasses  zugefallen  ist,  teilt 
mit,  dass  Möbius  elf  vollständige  datirte  Diarien  hinterlassen  hat, 
aus  denen  sich  die  Zeit  und  Art   der  Entstehung  aller  Möbius'- 
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sehen  Arbeiten  von  1820-65  erkennen  lässt,  und  dass  im  vierten 
Bande  ein  zusammenfassender  Berieht  über  den  sonstigen  Inhalt 
des  Nachlasses  abgedruckt  wird. 

Der  dritte  Band,  welcher  dem  zweiten  schnell  gefolgt  ist, 
gestaltete  sich  yerhältnismässig  einfach,  indem  es  sich  in  der 
Hauptsache  um  einen  Abdruck  des  „Lehrbuchs  der  Statik^  han- 
delte. Des  weiteren  schliessen  sich  in  chronologischer  Reihen- 
folge sechs  kleinere  Abhandlungen  verwandten  Inhaltes  an,  von 
denen  fünf  im  Crelle'schen  Journale,  die  sechste  in  den  Leipziger 
Sitzungsberichten  erschienen  sind.  Zwei  andere  ebenfalls  hierher- 
gehörige sind  wegen  ihrer  geometrischen  Bedeutung  mit  dem 
barycentrischen  Calcül  zusammen  im  ersten  Bande  abgedruckt 
worden.  Der  Herausgeber,  dem  Herr  Staude  wie  beim  zweiten 
Bande  ausgiebige  Hülfe  leistete,  hat  den  Wiederabdruck  unter 
Beobachtung  derselben  Grundsätze  wie  dort  geleitet,  die  Aus- 
drucksweise von  Möbius,  wie  billig,  möglichst  ungeändert  bei- 
behalten, die  ursprünglich  auf  einzelnen  Eupfertafeln  vereinigten 
Figuren  jedoch  in  den  Text  eingefügt.  Die  Wichtigkeit  des 
Lehrbuchs  der  Statik  für  die  Entwickelung  der  Mechanik  bat 
R.  Baltzer  in  dem  Vorworte  zum  ersten  Bande  zwar  kurz,  aber 
vortrefflich  geschildert.  Es  führte  gleich  am  Anfange  die  Kräfte- 
paare  ein,  operirte  mit  den  Streckeu,  gab  die  Theorie  der  Null- 
systeme, u.  s.  w.  Lp. 


G.  EnestrOm.     Carl  Johan  Malmsten.     iilustrerad   Tidoiag 

(Stockholm).  75-76. 

C.  J.  Malmsten,  geboren  den  9.  April  1814  zu  Uddetorp  in, 
Schweden,  wurde  1840  Privatdocent  und  1842  ord.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  in  Upsala;  1859  wurde  er  zum 
Staatsrath  ernannt,  war  1866-1879  Landeshauptmann  der  Provinz 
Skaraborg  uud  starb  zu  Upsala  den  11.  Febr.  1886'  Als  Universitäts- 
lehrer übte  er  einen  grossen  und  dauernden  Einfiuss;  er  war 
der  erste,  der  in  Schweden  die  Functionentheorie  Cauchy's  be- 
kannt machte.  Seine  Abhandlungen  berühren  verschiedene  Gegen- 
stände der  mathematischen  Analysis;   die    bedeutendste    ist   die 
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Untersuchung  über  das  Restglied  der  Euler'schen  Summenformel 
(Grelle  Journal  für  Math.  XXXV.  1847),  welche  von  vielen  späteren 
Verfassern  benutzt  worden  ist.  Auch  hat  er  sich  um  die  Entwicke- 
lung  der  schwedischen  Lebensversicherungsanstalten  grosse  Ver- 
dienste erworben.  E. 


E.  DE  JoNQüiERKS.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de 
Louis- Franijois  Clement  Bröguet.     C.  R.    Olli.   5-14. 

Geb.  zu  Paris  am  22.  Dec.  1804,  gest  ebenda  am  27.  Oct 
1883,  Mitglied  der  Akademie  1874,  war  Br^guet  Leiter  einer 
Werkstatt  für  wissenschaftliche  Instrumente,  aus  welcher  die  Ap- 
parate für  die  Versuche  von  Fizeau,  Cornu  u.  a.  m.  hervorgegangen 
sind.  Als  Nachfolger  von  ihm  in  der  Akademie  hielt  Herr 
de  Jonquiöres  die  in  den  G.  R.  abgedruckte  Rede.  Lp. 


A.  Marke.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Fran- 
pois-Josepb  Lionnet.     booc.  Ball.  xvin.  424-440. 

Lionnet,  180.5  geboren,  wächst  in  ärmlichen  Verhältnissen 
auf,  wird  Eaufmannsiehrling,  dann  Correctof,  bildet  sich  durch 
beharrlichen  Fleiss  aus  zum  Institutslehrer,  wird  dann  (1826) 
Lehrer  in  Epinal,  wo  er  sofort  einen  Arbeiterbildungsverein 
gründet,  und  1832  Prof.  der  Mathei^atik  in  Nancy,  18b9  in  Metz, 
1840  in  Paris,  wo  er  Ober  ein  Vierteljahrhundert  lehrt  und  von 
1847-76  examinateur  d'admission  ä  T^cole  navale  ist.  Er  stirbt 
26.  August  1884.  Besonders  hervorgehoben  werden  seine  Ver- 
dienste um  Gründung  (1848)  und  langjährige  Leitung  der  unent- 
geltlicher gewerblicher  Ausbildung  dieneoden  Association  philo- 
technique  in  Paris,  welche  mit  13  Lehrcursen  begann  und  gegen- 
wärtig deren  280  zählt  mit  12000  Zuhörern.  S.  429-440  enthält 
das  Verzeichnis  von  Lionnefs  Schriften.  Tn. 


W.  Dyck.     Zur  Erinnerung  an   LiuKvig  ScheefFer. 

Schlömilcü  Z.  X.\XI.  Hl.  A.  50-55. 
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Geb.  am  1.  Juni  1859  in  Königsberg  i.  Pr.,  gast,  am  1  I.Juni 
1885  in  Mttneben.  Vgl.  den  Nekrolog  yon  G.  Cantor  in  Bibl. 
Math.  1885  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  19).  Lp. 


G.  H.  Halphbn.     Notice  sur  les  oeuvres  de  M.  Bouquet 
(Jean  -  Claude),   membre  de  rAcad^mie  des  Sciences. 

0.  B.    CIL    1267-1273. 

Ein  kurzer  Bericht  über  die  Entstehung  und  den  Zusammen- 
hang der  Werke  von  Bouquet  (geb.  den  7.  Sept.  1819,  Lehrer  in 
Lyon  mit  seinem  Mitschüler  Briot  aus  der  l^le  Normale,  später 
in  Paris,  Mitglied  der  Akademie  am  19.  April.  1875,  gest.  am 
9.  Sept.  1885.  Vgl.  P.  d.  M.  XVII.  1884.  20).  Am  Schlüsse  der 
Notiz  eine  chronologische  Liste  der  Schriften  Bouquet's. 

Lp. 

Aug.  Schmidt.     Wilhelm  Unverzagt.     Ein  Nekrolog  von 
einem  ehemaligen  Schttier.    Schlomilch  z.  XXXI.  HI.  a.  41-50. 

Wilhelm  Unverzagt,  geb.  zu  Bad  Ems  am  17.  Dec.  1830, 
Lehrer  und  später  Director  in  Wiesbaden,  Verfasser  der  »Theorie 
der  goniometrischen  und  longimetrischen  Quaternionen^  (1876) 
und  einer  Reihe  von  mathematischen  Abhandlungen,  unter  ihnen 
die  Programmabhandlung  (1871):  ,,Ueber  ein  einfaches  Coor- 
dinatensystem  der  Geraden  **,  welche  die  von  Herrn  Schwering 
weiter  bearbeiteten  Liniencoordinaten  in  den  Unterricht  einführte, 
verunglückte  auf  dem  zugefrorenen  Rhein  Ende  Januar  1885, 
wurde  erst  im  August  des  Jahres  aufgefunden  und  in  Wiesbaden 
am  3.  Oetober  begraben.  Lp. 


Ed.  Phillips.      Notice  sur  M.  de  Saint  -  Venant  et  sur 
ses  travaux.     (J.  R.  CIL  141-147. 

Barrä  de  Saint-Venaut  (Adbemar-Jean-CIaude),   geboren  zu 
Villiers-enBidrre  (Seine-et-Marne)  den  23.  August  1797,  Schüler 
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der  l^cole  Polyteohnique,  war  während  fünfundzwanzig  Jahre 
Ingenieur  des  Fonts  et  Chauss^es.  Im  Jahre  1848  zog  er  sich 
vom  praktischen  Leben  zurück  und  widmete  sich  ganz  der  Wissen- 
schaft. 1868  zum  Mitglied  der  Acadämie  des  Sciences  gewählt, 
starb  er  hochbetagt  am  6.  Januar  1886  zu  Vendöme. 

Hch. 


Ed.  Weyr.     Dr.  Ludwig  Kraus,  sein  Leben  und  Wirken. 

Casop.  XV.  i9.  (Böhm.) 

Dieser  der  mathematischen  Wissenschaft  leider  zu  früh 
entrissene  Schüler  von  Klein,  Weierstrass  und  Kronecker  wurde  am 
9.  April  1857  zu  Turnau  in  Böhmen  geboren,  studirte  in  Wien, 
Prag,  München  und  Berlin,  habilitirte  sich  als  Privatdocent  der 
Mathematik  an  der  Prager  Universität  und  begann  1882/3  seine 
Vorlesungen  an  der  mittlerweile  abgetrennten  böhmischen  Ab- 
teilung derselben.  Stets  kränkelnd,  suchte  er  im  Süden  Linde- 
rung seines  Brustübels,  erlag  demselben  jedoch  trotz  aller  Scho- 
nung am  I.Januar  1886  zu  Arco.  Die  Wissenschaft  verlor  in 
ihm  einen  tiefsinnigen  Forscher,  was  auch  die  von  ihm  ver- 
öffentlichten Abhandlungen,  über  welche  in  diesem  Jahrbuch  be- 
richtet ist,  bestätigen.  Std. 


J.  Bertrand,  L.  Troost.     Discours  pronoiic^s   aux   ob- 
sfeques  de  M.  Jamin.     c.  R.  cn.  337-343. 

Jules  Jamin,  geb.  zu  Termes  in  den  Ardennen  am  31.  Mai 
1818,  gest.  im  Febr.  1886  zu  Paris,  Schüler  der  fecole  Normale, 
Lehrer  1841  zu  Caen,  1844  in  Paris  am  College  Louis-Ie- Grand, 
1852  Professor  an  der  fecole  Polytechnique,  1863  ausserdem  an 
der  Facultä  des  Sciences,  in  seinem  letzten  Lebeupjahre  Secrö- 
taire  perpötuel  de  TAcadimie  des  Sciences.  Lp. 


E.  Catalan.     Savin  Realis  f.     Nouv.  Ado.  (3)  v.  aoo-203. 
A.  Genocchi.       Cenni    suU'    ingegnere    Savino    Realis. 


Batt  G.  XXIV   56.  Torioo  Atti  XXI.  549-551. 
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A.  Genocchi.      Brevi    cenni  della  vita   dell'    ingegnere 
Savino  Realis.     Booc.  Ball.  XIX.  55-58. 

Savino  Realis,  geb.  zu  Turin  am  18.  Oct.  1818,  gest  ebenda  am 
9.  Febr.  1886,  studirte  die  Ingenieurwissensehaften  zu  Turin  unter 
Plana,  Bidone,  Giulio,  zu  Paris  von  1840-42  auf  der  jfecole  Royale 
des  Ponts  et  Chaussäes,  wurde  Ingenieur  im  Staatsdienst  (zu  Tu- 
rin) 1846,  Privat-Ingenieur  1851,  lebte  nach  der  Vollendung  der 
piemontesischen  Eisenbahnen  nur  der  Beschäftigung  mit  der 
reinen  Mathematik  bis  an  seinen  Tod.  Lp. 


D.   PaDELLETTI.      Ettore   Caporall.     NapoU  Aonatrio. 

Lebensskizze  des  Geometers  Ettore  Caporali  (geb.  zu  Perugia 
den  17.  Aug.  1855,  gest.  zu  Neapel  den  2.  Juli  1886)  mit  darauf 
folgender  kurzer  Besprechung  der  von  ihm  yeröflfeutlichten 
Schriften  sowie  derer,  die  noch  nicht  gedruckt  sind  und  mit  den 
ersteren  zusammen  in  einem  unter  der  Presse  befindlichen  Buche 
erscheinen  werden,  betitelt:  ^Memorie  di  geometria  di  Ettore 
Caporali''  (Napoli,  Pallerano).  La.  (Lp.) 

J.  Bertrand,  G.  H.  Halphen.      Discours  prouonc^s  aux 
obsfeques  de   M.  Laguerre.     c.  R.  ciii.  407,  424-425. 

Laguerre  starb  am  13.  Aug.  1886  im  Alter  von  52  Jahren, 
nachdem  er  22  Jahre  Professor  der  Mathematik  an  der  Ecole 
Polytechnique,  ein  Jahr  Professor  der  mathematischen  Physik  am 
College  de  France  gewesen  war.  Lp. 


E.  Catalan.      M^langes    math^matiques.     Liege  M6m.  (2) 

XII,  XIII. 
In  diesen  beiden  ungemein  interessanten  Bänden  hat  der 
Verfasser  eine  Unzahl  von  Noten  vereinigt,  die  er  von  1838  bis 
1886  in  verschiedenen  französischen,  belgischen  und  italienischen 
Zeitschriften  veröffentlicht  hat,  ausserdem  aber  auch  eine  gewisse 
Anzahl  nicht  veröffentlichter  Artikel.     Die  seit  1868  gedruckten 
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sind  in  Darboux  Bull,  und  im  Jahrbuch  über  die  F.  d.  M.  je 
nach  ihrem  Bekanntwerden  angezeigt  worden;  die  meisten  an- 
deren sind  an  der  ihrem  Gedankeninhalte  zukommenden  Stelle 
in  dem  „Discours  sur  les  travaux  math^matiques  de  M.  Eugöne 
Charles  Catalan"  von  P.  Mansion  (Liöge  M6m.  XIL  1-38,  F.  d.M. 
XVII.  1885.  21)  angefahrt. 

Beide  Bände  enthalten  u.  a.  aus  der  Zahlentheorie  mehrere 
Noten  über  die  partitio  numerorum,  ferner  mehrere  Noten  Ober 
die  BernouUi'schen  Zahlen,  unzählige  Untersuchungen  über  die 
Reihen  und  besondere  bestimmte  Integrale,  viele  allgemeine  oder 
specielle  Sätze  aus  der  Theorie  der  Oberflächen  (abwickelbare 
Oberflächen,  Elassoide,  Orthogonalflächen,  krummlinige  Coor- 
dinaten).  Manche  sind  auch  elementarer  Natur  aus  der  Algebra, 
der  Geometrie,  der  ebenen  analytischen  Geometrie,  der  sphä- 
rischen Trigonometrie;  einige  beziehen  sich  auf  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Es  ist  indes  unmöglich,  in  wenigen  Zeilen 
uüter  scharf  gefassten  Titeln  die  215  grossen  oder  kleinen  Noten 
einzuordnen,  welche  der  Verfasser  auf  800  Seiten  gesammelt  hat 
und  welche  mit  der  allen  seinen  Werken  eigentümlichen  Klar- 
heit und  Schärfe  geschrieben  sind.  Mn.  (Lp.) 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 
HoüZEAü.       C!oup     d'oeil     sur     T^volution     scientifique. 

Balg.  Ball.  XII.  795-813. 

Nach  dem  Verfasser  ist  die  Reihenfolge  in  der  Entwickelung: 
Die  subjectiven  Wissenschaften,  deren  Ursprung  im  Menschen 
selbst  liegt  und  die  deductiv  verfahren  (Mathematik,  Philosophie), 
dann  die  objectiven,  auf  die  Beobachtung  sich  stützenden,  in- 
ductiv  vorgehenden.     (Die  Geschichte  der  Astronomie  im  Alter- 

tume  scheint  dieser  Ansicht  zu  widersprechen;  der  Verfasser 
scheint  uns  auch  den  Hindus  und  den  Arabern  Kenntnisse  zu- 
zuschreiben, welche  die  Griechen  schon  besassen).      Mn.  (Lp.) 
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John,      üeber    die  Einführung    der  allgetneinen   Zahl- 
zeichen in   die  Mathematik.      Wien.   Pichler'e  Wwe.  &  S. 


P.  Tannery.      Sur  la  reprösentation   des   fractions  chez 

les   GreCS.      BibHoth.  Matbem.  235-236. 

Herr  Tannery  bemerkt,  dass  der  angebliche  Bruchstrich, 
dessen  Gebrauch  bei  den  Griechen  von  Gardthausen  angekündigt 
worden  ist,  nur  das  Resultat  einer  Addition  bezeichnet,  und  dass 
ein  wirklicher  Bruchstrich  niemals  in  griechischen  Handschriften 
vorkommt.  E. 


C.  DEiMME.     Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln 
bei  Archiniedes  und  Hero.     SchlömilchZ.  xxxi.  Hl.  A.  1-27. 

Die  ersten  fünf  Seiten  sind  der  Begründung  der  Meinung 
gewidmet,  dass  die  von  Tannery  und  Zeulhen  gegebenen  Wieder- 
herstellungen altgriechischer  Wurzelausziehungen,  bzw.  Auf- 
findungen von  Näherungswerten,  entweder  nicht  dem  altgrie- 
cbischen  Geiste  angepasst  oder,  weil  teilweise  erst  im  sechsten 
oder  gar  neunten  Näherungswert  Richtiges  gebend,  nicht  einfach 
genug  oder,  wie  die  zweite  Tannery*sche  Methode,  zwar  ein- 
fach, aber  manchen  der  alten  Lösungen  nicht  entsprechend  sind. 
So   macht   sich   der  Verfasser   an   die  Auffindung   eines   neuen 

Weges.  Von  zwei  Archimedischen  Näherungswerten  für  j/s 
aasgehend,  gelangt  er  (S.  6)  zunächst   zu   der  Näherungsformel 

-^7j$-^,   und    in   Verwertung   pythagoreischer    Flächen- 

vergleichung,  insbesondere  der  zur  Erläuterung  des  Satzes  von 
den  achtfachen  Dreieckszahlen  dienenden  Figur,  sowie  unter 
Annahme  der  Benutzung  einer  Quadratzahlentabelle  durch  die 
alten  Griechen  kommt  er  zur  Aufstellung  von  vier  Näherungs- 
formeln, deren  letzte  in  besonderem  Falle  in  die  vorhin  genannte 
übergeht.  Eine  Erprobung  der  aufgestellten  Rechenformeln  an 
den  überlieferten  7  Archimedischen  und  25  Heronischen  Zahlwerten 


t 
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sowie  ein  Ausblick  auf  die  verwandten   indischen  Rechenergeb- 
nisse macht  den  Abschluss.  Tn. 


E.  Mahler.     Zur  talmudischen  Mathematik.   Schiömiioh  z. 

XXXI.  Bl.-A.  121-132. 

Es  wird  durch  Uebersetzung  und  Besprechung  betreffender 
Talmudstellen  nachgewiesen,  dass  ausser  den  bis  jetzt  bekannten 

Näherungswerten  1|  und  1^  für  y2  auch  der  weitere  bei  Archi- 
medes  vorkommende  Näherungswert  ^  talmudisch  ist,  und  dass  der 
Verfasser  des  bezüglichen  Tractates  deutlich  die  Unmöglichkeit  einer 
genauen  Wertbestimmung  angiebt,  zufolge  seinen  Worten :  ^Man 
gelangt  nie  zu  den  Grenzen  der  Rechnung. . . .  Und  es  liegt  dies 
nicht  in  einem  Wissensmangel  unsererseits,  sondern  in  der  Art 
und  Eigenschaft  dieser  Rechnung".  Eine  beigegebene  Blütenlese 
von  Talmudstellen  geometrischer  Art  beweist  Stärke  und  Schwäche 
der  alten  Rabbiner  im  Gebiete  des  pythagoreischen  Satzes. 

Tn. 


A.  Genocchi.     Intorno  all'  ampliazione  d'un  lemma  del 

Gauss.      Bonc.  Bali.  XVIII.  650-651. 

Hinsichtlich  der  Schering'schen  Erweiterung  des  Gauss'- 
sehen  Kriteriums  für  den  quadratischen  Rest- Charakter  und 
Kronecker's  Bemerkung  dazu  (Berl.  Monatsber.  1876,  330-341; 
F.  d.  M.  VIII.  1876.  93-95)  erinnert  der  Verfasser  an  eine  von 
ihm  bereits  am  6.  Nov.  1852  der  Belgischen  Akademie  überreichte 
Abhandlung.  M. 


P.  Nekrassofp.     Die  Bedeutung  und  die  historische  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  Determinanten.     Phys.-math. 

Wi88.  (A).  II.  169-178.  (Rassisch.) 


E.  Catalan.     üne  pol^mique  entre  Goldbach  et  Daniel 

Bernoulli.       Bodc.  Bali.  XVllI.  464-468. 


■»  .1 
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Um   d.  J.  1729   schreibt   Goldbach   (1690-1764)  an  D.  Bar- 
noulli    Folgendes:     Wenn   in   der   Reihe  -4  =  i  +  i-|-TVH — > 

deren  allgemeines  Glied  =  .  4,1V  '  *"^  ^^^  Glieder  wegge- 
strichen werden,  deren  Nenner  auch  eine  oder  mehrere 
3**,  4**, . . .  Wurzeln  haben,  und  wenn  in  den  Nennern  der  übrig- 
bleibenden Brüche  je  1  subtrahirt  wird,  so  dass 

entsteht,  so  ist  B  =  A.  Bernoulli  bestreitet  dies  und  versucht 
einen  Gegenbeweis;  Goldbach  beharrt  aber  bei  seinem  Satze  und 
verallgemeinert  ihn  noch  dahin,  dass  der  Exponent  2  durch  ein 
positives  n  ersetzt  werde.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt  er 
auch,  dass  die  dabei  vorkommende  Reihe  i+4-+l+iV4-A-+  — 
den  Wert  1  habe;  Euler  hat  (1737)  einen  Beweis  hierfür  ge- 
geben, den  aber,  als  ungenügend,  Catalan  passend  ersetzte  (1842). 

Tu. 


G.  Eneström.      Sur  un   thdorfeme  de  Goldbach   (Lettre 

k   Boncompagni).      Bonc.  Ball.  XVIII.  468. 

Catalan  war  zu  seiner  in  der  vorigen  Nummer  mitgeteilten 
Notiz  gekommen  beim  Suchen  nach  dem  Wortlaut  df  s  sog.  Satzes 
von  Goldbacb,  dass  jede  gerade  Zahl  die  Summe  zweier  Prim- 
zahlen sei.  Terquem  hat  nämlich  diesen  Satz  Waring  zuge- 
sprochen, Eneström  sowenig  aber  als  Buniakowsky  vermochten 
bis  dahin  das  erstmalige  Auftreten  desselben  festzustellen. 

Tn. 


G.  Pfeifer.    Leonardo  von  Pisa  (Fibonacci)  und  die  von 
ihm  zuerst  aufgestellte  recurrente  Reihe.   Hoffmaoo  z.  xvii. 

260-254. 

G.  Pfeifer.     Die  Beziehungen  der  mathematischen  Ver- 
hältnisse musikalischer  Intervalle  zur  recurrenten  Reihe. 

HoffmaDD  Z.  482-491. 

Die  in  Rede  stehende  Reihe  wird  gewöhnlich  die  Lam^'sche 
genannt,  kommt  aber  schon  bei  Leonardo  im  13.  Jahrhundert  vor, 
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and  zwar  bei  der  Lösung  der  Aufgal)e:  Wie  viele  Paare  Kaninchen 
entstehen  im  Laufe  eines  Jahres  aus  einem  Paare?  Ihr  allge- 
meines Glied  ist  Un^2  =  Un^i+Un^  so  dass  sie  mit  den  Anfangs- 
gliedern «0  =  0  "°d  "i  =  1  lautet:  0,  I,  1,2,  3,  5,  8,  13, ...  Nimmt 
man  innerhalb  der  ersten  Oetave  die  Consonanzen  Prime,  Octave, 
Quinte,  grosse  Sexte,  kleine  Sexte  mit  den  Intervallen  1:1,  1:2, 
2:3,  3:5,  5:8  und  bildet  für  jedes  die  Diflferenz  der  Verhältnis- 
zahlen, so  erhält  man  die  ö  ersten  Glieder  der  Reihe  0,  1,  1,  2,  3. 
Auch  bei  drei-  und  vierstimmigen  Accorden  wird  ihr  Vorkommen 
nachgewiesen.  Lg. 


S.  Mansion  et  G.  Eneström.     Notes  historiques  sur  la 
formule  gönörale  d'interpolatioii  de  Newton.       Biblloth. 

Mathem.  14M44. 

Herr  Mansion  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  allge- 
meine Interpolationsformel  Newton's  schon  in  einem  Briefe  an 
Oldenburg  vom  24.  October  1676  angedeutet  ist  Herr  Eneström 
giebt  einige  Notizen  über  die  Beweise  derselben  Formel,  die 
von  Cotes,  Hermann  und  Craig  gegeben  worden  sind.  E. 


P.  M.  PokRowsky.      Historische  Skizze  der  Theorie  der 
nltraelliptischen  und  Aberschen  Functionen.    Phys-math. 

Wi88.  (A).  II.  47-Gö,  159-169.  (Rossiech.) 


Th.  Rkye.     Die  synthetische  Geometrie  im  Altertum  und 

in   der   Neuzeit.      Strassburg  i.  E.    Bectoratsrede. 


C.   ÜEMME.      Bemerkungen   zu    den    Regeln    des   Ahmes 
und  des  Baudhäyana  über  die  Quadratur  des  Kreises. 

Schlömilch  Z.  XXXK  Hl.-A.  132-135. 

Im  mathematischen  Papyrus  Rhind  wird  als  Seite  des  der 
Kreisfläche  gleichen  Quadrates  der  um  ^  seiner  Länge  vennin- 
derte  Durchmesser  gewählt.  Verfasser  versucht  den  Weg  anzugeben, 
wie  man  dazu  gelangte:    werden  die   einen  Kreis  in  12  gleiche 
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Teile  teilenden  Punkte  fortlaufend  mit  1-12  bezeichnet,  so  bilden 

die  Linien  139  469  799  10  12  ein  Quadrat,  das  dem  Kreise  gleich 
wftre,  wenn  jedes  den  Kreis  überragende  dreieckige  Flächenstock 
einem  der  entstehenden  Segmente  gleich  wäre;  die  Annahme, 
dftss  dies  eintritt,  wenn  die  aof  der  Quadratdiagonale  gemessene 
Höhe  des  ersteren  doppelt  so  gross  ist  als  die  des  zweiten,  führt 
zor  genannten  Constructionsweise.  Eine  entsprechende  Verglei- 
chung  zwischen  Diagonale  und  Quadratseite  führt  zu  dem  indischen 
Werte  des  behufs  Quadratur  zum  Durchmesser  gehörigen  Factors. 

Tn. 

P.  Berge.    Seiten-  und  Diametralzahlen  bei  den  Griechen. 

Schlömilch  Z.  XXXI.  Hl.-A.  135. 

Werden  in  einem  gleichschenklig  -  rechtwinkligen  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  BC  =  d^-i»  die  Katheten  AB  =  AC  =  a„_i  um 
BD  =^  CE  =^  dn^i  verlängert,  dann  von  B  und  C  aus  auf  DE  die 
Senkrechten  BF  und  CG  gefällt,  so  wird 

DE=^dn  =  2a«-i+d«-i      und      i4D  =  a„  ==  a«-i  +  dn-i, 
d.  h.  es  entstehen    die  bei  Theon  von  Smyrna  (S.  43  der  Ausg. 
V.  Hiller)  betrachteten  sog.  Seiten-  und  Diametralzahlen  in  schön- 
ster geometrischer  Weise.  Tn. 


J.  S.  Mackay.     The  ancient  methods  for  the  duplication 

of  the   cube.      Edinb.  M.  S.  Proc.  IV.  2-17. 

Der  Artikel  stellt  die  von  den  alten  griechischen  Geometern 
zur  Lösung  der  Aufgabe  angewandten  Methoden  dar.  Die  Lö- 
sungen sind  übersetzt  aus  dem  Commeotar  des  Eutocius  aus 
Askalon  zur  Abhandlung  des  Archimedes  über  Kugel  und  Cy- 
linder.  6bs.  (Lp.) 


S.  GüNTHKR.     Albrecht  Dürer,  einer  der  Begründer  der 
neueren  Cnrventheorie.     Bibiioth.  Mathem  137-140. 

Beim  Studiren  der  Schrift  Dürer's:  „Underweysung  der  Mes- 
sung mit  dem  Zirckel  und  Richtscheyt^  (1525)  hat  Herr  Günther 
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gefanden,  dass  Dürer  um  die  Lehre  von  den  höheren  Curven 
grössere  Verdienste  gehabt  hat,  als  man  gewöhnlich  annimmt 
Besonders  ist  hervorzuheben,  dass  Dürer  der  Urheber  einer  all- 
gemeineren Auffassung  des  Asymptotenbegriffs  ist,  und  dass  er 
der  erste  moderne  Mathematiker  ist,  der  neue  Formen  von  hö- 
heren Curven  erfunden  hat.  Unter  diesen  neuen  Curven  nennt 
Herr  Günther  gewisse  cyklische  Curven  und  eine  Art  von 
Muschellinien,  deren  Gleichung  vom  achten  Grade  ist.        E. 


BiANCO.      L^esagramma  di   Pascal,  nota   storica.    Torino 

Att.  XXI.  686-697. 

Aus  dem  Briefwechsel  zwischen  Bessel  und  Olbers  geht  her- 
vor, dass  Bessel  im  Jahre  1820  den  Pascarschen  Satz  über  das 
einem  Kegelschnitt  eingeschriebene  Sechseck  selbständig  noch 
einmal  entdeckt  hat,  ohne  zu  wissen,  dass  Pascal  denselben  schon 
früher  (1640)  gefuoden.  Den  betreffenden  Briefen  der  beiden  Ge- 
lehrten sind  ausführliche  literarische  Notizen  über  das  Hexa- 
grammum  mysticum  beigegeben.  Lg. 


V.  Proü.  Las  ressorts-battants  de  la  chirobaliste  d'Hdron 
d*Alexandrie,  d'aprfes  las  axp^riancas  de  1878  at  sui- 
vant  la  th^oria  qui  an  a  ^t^  d^duita  an  1882.    M6m.  de 

PAc.  des  iDBcriptioos.  XXXI.  I;  Ref.  Darb.  Bull.  (2)  X.  65-66. 


C.  Wolf.      Sur    la    röle    da   Lavoisier   dans    la   d^tar- 
mination   de  Tunit^  de  poids    du    systfema    m^triqua. 

C.  R.  CIL  1279-1284. 

E.  Grimaüx.     Lavoisier  at  la  Commission  das  Poids  at 

Mesures.      0.  R.  CIL  1362-1364. 

*Aus  einer  Stelle  des  ersten  Bandes  in  4^  vom  Bulletin  des 
Sciences  publie  par  la  Soci^tä  philomathique  de  Paris  und  aus  einem 
Bericht  an  die  Akademie  in  den  Archiven  der  Gesellschaft,  sowie 
durch  Vergleich  mit  dem  aufbewahrten  OriginalCylinder,  dessen 


r^ 
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Gonstniction  bisher  dem  Lefövre-Gineau  zageschrieben  ist,  geht 
hervor,  dass  Lavoisier  und  Hauy  dieses  Gefäss  zur  Abwägung 
destillirten  Wassers  construirt  haben.  Das  Gesuch  der  Gom- 
mission  des  Poids  et  Mesures  um  Freilassung  von  Lavoisier  nach 
seiner  Verhaftung  wurde  vom  Wohlfahrtsausschuss  abschläglich 
beeehieden;  ferner  wurden  Borda,  Lavoisier,  Laplace,  Coulomb, 
Brisson  und  Delambre  nach  diesem  Schritte  aus  der  Commission 
entlassen.  Lp. 


Govi.      Di    una    lente    per    cannocchiale,    lavorata    da 

Evang.   TorricelH.     Nap.  Rend.  XXV.  163-169. 


R.  M. 


P.    TaNNKRY.        Autolycos     de     Pitane.       Bordeaux.  M6m.  (3) 
U.  173-199. 

Der  um  die  Aufhellung  altgriechiscber  Mathematik  so  ver- 
diente Verfasser  beschäftigt  sich  in  diesem  Aufsatz  mit  der 
Theorie  der  wahren  und  scheinbaren  Auf-  und  Untergänge  der 
Fixsterne,  welche  A  utolykos  von  Pitane  gegen  Ende  des  4.  Jahr- 
hunderts V.  Chr.  aufgestellt  hatte,  welche  Obrigens  nur  als  erste 
Annäherung  Wert  besitzt  und  von  Ptolemäus  schon  vollständig 
aufgegeben  wurde.  Diese  Auf-  und  Untergänge  waren  ja  für 
Landbau  und  Schiffahrt  Merkzeichen  der  Jahreszeiten;  sie  ermög- 
lichten neben  dem  lunisolaren  bürgerlichen  Jahre  ein  im  Ver- 
gleich damit  für  die  Regelung  der  Feldarbeiten  geeigneteres 
Sternjahr,  wie  der  Verfasser  aus  Hesiod  und  Späteren  nach- 
weist. Nebenher  geht  ihre  Verwertung  zur  abergläubischen 
Stemdeuterei  und  Wahrsagung  —  begreiflich,  dass  sie  reichlich  be- 
obachtet wurden.  Verhältnismässig  spät  erst  begegnet  man  aber 
einer  Theorie  dieser  Erscheinungen,  und  eben  die  von  Auto- 
Ijkos  aufgestellte  Theorie  sowie  die  dazu  ausgedachten  einfachen 
Hypothesen  stellt  der  vorliegende  Aufsatz  in  mathematischen 
Zeichen  fest.  Er  vergleicht  damit  dann  noch  die  bei  Geminus 
erhaltenen  Ueberreste  von  Kalenderangaben  (Tzapdr.rf^\kOL)^  welche 
auf  Vorläufer  des  Autolykos  zurückgehen,  insbesondere  genauer 
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und  mit  Textkritik  yerbunden  die  von  Eudoxus;  obwohl  er  diesen 
letzteren  nicht  als  im  vollen  Besitze  der  von  Antolykos  ent- 
wickelten Theorie  findet,  glaubt  er  sich  doch  die  Vermutung 
gestatten  zu  dürfen  ^  dieser  habe  jenem  die  GrundzUge  seiner 
Theorie  entnommen  (p.  190).  Den  Sehluss  der  Abhandlung  bil- 
det eine  Untersuchung  über  die  zumal  von  Eudoxus  benfitzten 
mechanischen  Hülfsmittel  zur  Himmelsbeobachtung.  Tn. 


A.  DA  ScHio.       Di    un    astrolabio    septentrionale    degli 
Arabi  posseduto  da  Signor  Luciano  Toschi  da  Imola. 

Ven.  Ist.  Atti.  (6)  IV.  1347.1352. 

Der  Verfasser  hatte  zwei  ähnliche  Astrolabien  mit  kufischer 
Aufschrift  bereits  in  einer  früher  (Venedig  1880)  erschienenen 
Schrift  beschrieben,  und  auf  diese  frühere  Veröffentlichung  wird 
deshalb  vielfach  Bezug  genommen.  Abweichungen  sind  vor- 
handen, aber  meist  nur  von  geringem  Belange.  Beachtenswert 
aber  erscheint,  dass  das  Astrolabium  von  Imola  das  FrUblings- 
äquinoctium  auf  den  13.  März  verlegt;  denn  man  kann  aus  dieser 
Angabe,  wenn  man  die  Differenz  zwischen  neuem  und  altem  Ka- 
lender richtig  in  Rechnung  bringt,  die  Entstehungszeit  des  In- 
strumentes ermitteln.  Dasselbe  dürfte  zwischen  1200  und  1225 
n.  Chr.  angefertigt  worden  sein.  Auch  auf  den  Ort,  an  welchem 
es  gebraucht  ward,  lässt  sich  ein  annähernder  Sehluss  ziehen^ 
und  zwar  muss  dieser  Ort  in  Sevilla  oder  in  einer  andern  be- 
deutenden Stadt  des  Kalifates  Cordova  erkannt  werden. 

Gr. 

G.   BiLFiNGBR.       Die    Zeitmesser    der    antiken     Völker. 

Pr.  Eborhard-Lndwig8-Gymo.     Stuttgart. 

Die  umfassende  Untersuchung  beginnt  mit  den  unvoll- 
kommenen Uhren  der  griechischen  Blüteperiode;  der  Wasser- 
uhr substituirten  namentlich  die  Athener  den  Gnomon,  der 
stellenweise  sogar  durch  das  primitive  Schattenmass  des  mensch- 
lichen Körpers  ersetzt  gewesen  zu  sein  scheint  Die  correcte 
Sonnenuhr,  welche  dem  Systeme  der  für  das  gesamte  Altertum 
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massgebenden  ungleichen ,  d.  h.  mit  den  Jahreszeiten  an  Länge 
wechselnden,  Tages-  und  Nachtstunden  angepasst  war,  ist  uns 
besonders  durch  die  Beschreibung  des  Vitruv  bekannt  geworden; 
der  Verfasser  erörtert  dieselbe  ausdrücklich  und  beschäftigt  sich 
namentlich  mit  der  Natur  der  sogenannten  „Stundenlinien ^  (Hyper- 
beln). Ebenso  ist  Vitruyius  unsere  beste  Quelle  hinsichtlich  der 
verbesserten  Wasseruhr,  auf  deren  ^Zifferblatt" ,  wie  wir  heute 
sagen  würden,  ein  stereographisches  Ereisnetz  verzeichnet  ge- 
wesen sein  muss.  Zum  Schlüsse  werden  die  „Stundentabellen^ 
besprochen,  deren  drei  auf  uns  gekommen  sind,  eine  bei  Pal- 
ladius,  eine  in  einer  nubischen,  von  Letronne  entzifferten  In- 
schrift und  eine  im  Lehrgedichte  des  der  Earolingerzeit  ange- 
hörigen  Mönches  Wandalbert.  Im  übrigen  verweist  Referent  auf 
seinen  eingehenden  Bericht  über  die  Bilfinger'sche  Schrift  in 
der  „Philolog.  Wochenschrift".  Gr. 


C.  AnschOtz.       üeber   die   Entdeckung    der    Variation 
und  der  jährlichen  Gleichung  des  Mondes.    Schlömilch  z. 

XXXI.  HI.-A.  161-171.  201-219. 

Der  Verfasser  hat,  veranlasst  durch  eine  Stelle  in  dem  von 
ihm  herausgegebenen  Briefwechsel  Kepler's  mit  Herwart  von 
Hohenburg,  die  in  Eepler's  Werken  und  Briefen  zerstreuten  Aeusse- 
rangen  fiber  die  Ungleichungen  des  Mondumlaufes  einer  kri- 
tischen Vergleichung  unterworfen,  deren  Resultat  den,  nach  den 
in  extenso  mitgeteilten  Belegstellen  zu  urteilen,  bündigen  Beweis 
liefert,  dass  die  Entdeckung  der*  jährlichen  Gleichung  nicht,  wie 
bisher  allgemein  angenommen  wurde,  Tycho,  sondern  Kepler 
gehört,  dass  dagegen  Tycho  als  der  selbständige,  wenn  auch 
möglicherweise  nicht  als  der  erste  Entdecker  der  Variation  an- 
zusehen ist.  B. 


Bertauld.      Le    nombre    gtSom^trique    de    Piaton,    par 

J.   Dupuis.      Bonc.  Ball.  XVIII.  441-450. 

Die  Arbeit  ist  selbst  ein  Referat   über   zwei  Abhandlungen 

FortMhr.  d.  Math.  ZVUL  1.  3 
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von  Dupuis,  in  denen  derselbe  eine  dunkle  Stelle  in  Platon's 
Republik  aufzuklären  yersucht  Es  heisst  daselbst,  dass  die  po- 
litischen Ereignisse  ebenso  wie  die  Belegungen  der  Himmels- 
körper eine  bestimmte  Periode  befolgen.  Die  Dauer  dieser  Pe- 
riode, „die  Platonische  Zahl",  soll  nach  den  Untersuchungen  Du- 
puis' 760000  =  76  Myriaden  sein.  Lg. 


E.  Mahler.     Untersuchung  einer  im  Buche  „Nahum^ 
auf   den    Untergang    Niniye's    bezogenen    Finsternis. 

Wien.  Ber.  XCIII.  455-469. 

Die  Frage,  ob  der  Prophet  Nahum  (I,  8)  auf  eine  die  Er- 
oberung der  assyrischen  Hauptstadt  begleitende  Finsternis  an- 
spielen wollte,  wird  vom  Verfasser  in  dem  Sinne  beantwortet, 
dass  dann  jenes  Ereignis  zu  einer  späteren  Zeit,  als  die  Histo- 
riker gewöhnlich  annehmen,  nämlich  am  16.  März  580  v.  Chr. 
stattgefunden  haben  müsse.  Die  zu  diesem  Zwecke  angestellten  um- 
fänglichen Rechnungen  führen  daneben  noch  zu  einem  anderen 
wichtigen  Resultate:  die  angeblich  von  Thaies  vorausgesagte  Sonnen- 
finsternis, welche  während  der  Schlacht  am  Halys  die  Heere 
der  Lyder  und  Meder  erschreckte,  wird  auf  den  28.  Mai  584 
verlegt.  Gr. 


A.  FoRTi.     Intorno   alle  macebie  solari.      Cenni  storici. 

Bodo.  Ball.  XVIII.  453-463. 

Historische  Bemerkungen  zur  Beobachtung  der  Sonnenflecken, 
Erwähnung  derselben  im  Altertum,  Beobachtungen  von  Galilei 
und  Johann  Fabricius,  über  P.  Scheiner's  Rosa  Ursina  und 
neuere  Untersuchungen  ttber  Gestalt  der  Sonnenflecken,  Häufig- 
keit derselben  und  verwandte  Fragen.  M. 
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Gapitel  2. 

Philosophie  und  Pädagogik. 

A.    Philosophie. 

Bauch.     Der  Satz   der  Identität.     Pr.  Gymo.  DoberaD. 

Bauch  entwickelt  in  seiner  Arbeit  über  den  Satz  der  Iden- 
tität die  Grundlagen  eines  objectiven  Idealismus  bis  zum  Nach- 
weis des  Daseins  eines  persönlichen  Gottes  als  der  Grund- 
ursache alles  körperlichen  und  geistigen  Daseins.  Ihm  ist  der 
Gedanke  der  Wirklichkeit,  das  Bewusstsein,  mit  dem  wir  uns 
selbst  und  alle  Dinge  um  uns  her  umfassen,  der  directe  Aus- 
fluss  einer  bedingten  an  sich  unbewussten  Bewusstseinskraft,  aber 
auch  der  indirecte  Ausfluss  eines  Absoluten,  in  dem  wir  leben 
und  weben.  Die  Analyse  des  Identitätssatzes,  der  logischen 
Grundlage  aller  Urteile,  in  dessen  Copula  er  die  Synthese  der 
unendlichen  Zeit  findet,  welcher  hinwiederum  eine  ruhende  To- 
talität zu  Grunde  liegt,  führt  Bauch  auch  auf  die  Besprechung 
der  geometrischen  Axiome  (S.  6-10).  Sie  sind  ihm  synthetische 
Sätze  von  principieller  Bedeutung,  die  Quelle  für  die  einzelnen 
Identitätsgleichungen  der  Mathematik  und  Beweismittel  ihres 
ganzen  synthetischen  Verfahrens.  Sie  entstehen,  indem  eine  an 
sich  unräumliche  Begriffsfunction,  das  apriorische  Identitätsprincip, 
ein  räumlich  substantielles  Object  erzeugt,  von  dem  mit  apodicti- 
scher  Gewissheit  Prädicate  ausgesagt  werden  können,  die  an  und 
für  sich  nicht  in  der  Qualität  des  Objectes  liegen,  aber  durch  die 
substantielle  Ausführung  vermittelt  werden.  —  Der  Ausdruck  Iden- 
tität dürfte  für  das  synthetische  Verfahren  der  Geometrie  unglück- 
lich gewählt  sein.  Das  Prädicat  eines  mathematischen  Satzes 
als  Ergebnis  synthetischer  Operationen,  die  sich  am  Subject  voll- 
ziehen, ist  dem  Subjecte  niemals  identisch.  Mi. 


BiNDB.      Begriff,    Urteil   und  Schluss  in   ihrer  gemein- 

samen   Wurzel.      Fr.  Gymo.  Glogan. 

3* 
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Binde,  der  auf  dem  Standpunkt  steht,  dass  die  Logik  durch 
psychologische  Betrachtungen  über  die  Entstehung  der  Denk- 
formen wesentlich  gefördert  werden  könne,  entwickelt,  vom  Ur- 
teile ausgehend,  den  Stufengang  der  logischen  Thätigkeiten,  um 
zu  einer  empirischen  Theorie  zu  gelangen,  die  eine  fortgesetzte 
lebendige  Ausgleichung  des  Empfindungszustandes  und  der  er- 
regenden Mittel  annimmt.  Wesentlich  Neues  kommt  dabei  nicht 
heraus.  Mi. 


A.  V.  Bbrger.  Ranmanscbauung  und  formale  Logik.     Wien. 

C.  Konegla. 

A.  V.  Berger  versucht  in  seiner  Abhandlung  eine  Widerlegung 
der  von  Albert  Lange  in  seinen  logischen  Studien,  besonders 
im  VL  Abschnitt,  aufgestellten  Behauptung  zu  geben,  dass  die 
Grundlage  aller  logischen  Thätigkeit  die  Raumanschauung  sei. 
Referent  hat  eine  Widerlegung  der  Lange'schen  Ansicht,  die 
unheilvoll  Psychologie  und  Logik  verwechselt,  und  deren  letzte 
Consequenz  wäre,  die  Lehrbücher  der  Logik  in  Bilderbücher  zu 
verwandeln,  bereits  1883  in  der  Zeitschr.  f.  Völkerpsych.  u.  Sprach w. 
XIV.  (2)  237-247  gegeben.  Den  Satz  des  Widerspruchs  auf 
räumliche  Anschauung  gründen  zu  wollen,  ist,  nach  seiner  Ueber- 
zeugung,  eine  der  schrulligsten  Verkehrtheiten  der  Lange'schen 
Philosophie.  Mi. 


Dorr,     üeber  Anschauung   und  Logik  in  der  Mathe- 
matik.     Pr.  Markirch. 

In  einer  kurzen  Uebersicht  über  die  neueren  Ansichten  von 
den  Grundlagen  der  Mathematik  sucht  Dörr  die  Bedeutung  der 
Anschauung  nachzuweisen.  Zeitliche  und  räumliche  Anschauung 
ist  ihm  mit  Wundt  der  ursprünglichste  und  constanteste  Wahr- 
nehmungsinhalt der  Mathematik.  Der  Metageometrie  weist  Dörr 
das  Verdienst  zu,  die  Axiome  der  Geometrie  im  Zusammenhang 
geprüft  und  in  ihrer  Bedeutung  gewürdigt,  auch  die  Definitionen 
der  Grundbegriffe  zu  schärferem  Ausdruck   gebracht  zu  haben, 
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im  übrigen   yerwirft   er  sie.     Das  Wesen   des  Zahlbegriffs   ist 
in  der  Abhandlung  nirgends  klargelegt  Mi. 


G.  Cantor.     Ueber  die  verschiedenen  Ansichten  in  Be- 
zug auf  die  actual-unendlichen  Zahlen.    Stockholm.    Bi. 

haog.  B.n.  0.19.  10  S. 

Herr  Gantor  bemerkt,  das3  zwar  viele  Mathematiker  gegen 
jede  Heranziehung  des  Actual-Unendlichen  in  der  Mathematik 
sieh  ausgesprochen  haben ,  dass  aber  diese  Ansicht  darauf  be- 
ruht, dass  man  fälschlich  allen  Zahlen  die  Eigenschaften  bei- 
gelegt hat,  die  nur  den  endlichen  Zahlen  zukommen.  Hierauf 
giebt  er  eine  Uebersicht  über  die  vorhandenen  Ansichten 
in  Bezug  auf  das  Actual-Unendliche,  welche  er  in  vier  Gruppen 
einteilt;  er  selbst  vertritt  den  Standpunkt,  der  das  Actual- 
Unendliche  sowohl  in  concreto,  wie  auch  in  abstracto  bejaht. 
Besonders  hebt  er  hervor,  dass  die  Theorie  der  irrationalen 
Zahlen  nicht  ohne  den  Begriff  des  Actual-Unendlichen  begründet 
werden  kann.  Das  allgemeine  Vorurteil  gegen  das  Actual-Un- 
endliche beruht  nach  seiner  Ansicht  darauf,  dass  man  es  mit 
dem  Potentialen  Unendlichen  verwechselt  hat,  obgleich  das  Ver- 
hältnis zwischen  diesen  Begriffen  in  der  That  ist,  dass  jedes 
Potentiale  Unendliche  ein  Actual-Unendliches  voraussetzt. 

Die  erste  Hälfte  dieser  Note  ist  früher  mit  unbedeutenden 
Modificationen  teils  in  der  „Zeitschrift  für  Philosophie  und 
philosophische  Kritik"  (Halle  a,  S.)  Bd.  88,  S.  224ff.,  teils  in 
der  Zeitschrift  „Natur  und  Offenbarung"  (Münster),  Bd  32, 
S.  46*49  publicirt  worden.  Die  zweite  Hälfte  (die  auch  mit  dem 
Titel:  „Zur  Frage  des  actualen  Unendlichen^  separat  gedruckt 
ist)  ist  im  Jahre  1887  in  dem  Aufsatze  „Mitteilungen  zur  Lehre 
vom  Transfiniten"  („Zeitschr.  für  Philosophie  und  philosophische 
Kritik"  Bd.  91,  S.  81ff.)  wieder  abgedruckt  worden.  E. 


J.  VON  Kries.     Die  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung.   Eine  logische  Untersuchung.    Freiburg.  298  s. 
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A.  Macfarlänb.     Algebraic  notation  of  kmship.     Nature 

XXXV.  126. 

Kurzer  Verweis  auf  den  Artikel  oAnalysis  of  relationships 
of  consanguinity^,  den  der  Verfasser  1882  im  Journal  of  the 
Anthropological  Institute  veröffentlicht  hat.  (Vgl.  auch  F.  d.  M. 
XIV.  1882.  29).  Lp. 


S.  LiE.     Bemerkungen  zu  v.  Helmholtz'  Arbeit  über  die 
Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

Leipx.  Ber.  337-842. 

S.  Lie  will  auf  das  von  Hehnholtz  (in  den  „Thatsachen, 
die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen^)  behandelte  Raumproblem 
die  Methoden  seiner  Transformationstheorie  anwenden.  Das  Er- 
gebnis ist,  dass  er  in  der  v.  Helmboltz*scben  Deduction  eine 
Lücke  findet,  die  mit  den  einfachen  analytischen  Mitteln,  deren 
sich  V.  Helmboltz  bedient,  nicht  auszufallen  ist,  dass  er  ferner 
das  Monodromieaxiom  bei  Räumen  von  drei  Dimensionen  für 
entbehrlich  ansieht  und  die  v.  Helmholtz'schen  Axiome  durch  neue 
Formulirungen  ersetzt  Mi. 


F.  Kerz.      üeber    die  Entstehung    der  Körper,    welche 
sich  um  die  Sonne  bewegen.    Leipaig.  Veit  &  Co.  79  s. 

Diese  Schrift  zerfällt  in  zwei  Teile;  der  erste  Teil  giebt 
einen  populären  Auszug  aus  einer  vom  Autor  früher  publicirten 
Schrift  „Erinnerungen  an  Sätze  aus  der  Physik  und  Mechanik^ 
(Leipzig  1884),  der  zweite  ist  wesentlich  antikritischen  Inhaltes 
und  sucht  die  gegen  die  früheren  Aufstellungen  des  Verfassers 
erhobenen  Einwendungen  zu  widerlegen.  An  dieser  Stelle  kann 
selbstverständlich  nur  der  positive  Inhalt  Erwähnung  finden. 
Den  Ausgangspunkt  bietet  die  allseitig  zugestandene  Thatsache, 
dass  es  der  Eant-Laplace*schen  kosmogonischen  Hypothese  nicht 
an  schwachen  Punkten  fehlt  Die  Sonne,  welche  ursprünglich 
die  Form  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  besass,  wurde  durch  Zu- 
sammenstoss  mit  einem  andern  Himmelskörper  in  Rotation  ver- 
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setzt,  mit  der  Zeit  losten  sich  niobt  Ringe,  sondern  dünne  ähn- 
liche Schalen  vom  Centralkörper  los  und  bildeten  sich  an  der 
Grenze  „des  restirenden  Gleichgewichtsellipsoides^  zu  Planeten 
ans.  Die  „Aequatorialrttckstände  der  Ringschale,  aus  welcher 
die  Venus  hervorgegangen  ist"",  sollen  das  Zodiakallicht  reprä- 
sentiren,  aus  einzelnen  „gleichsam  aufs  Geratewohl  abgeschleu- 
derten Eörperchen^  wurden  die  Kometen.  Alles  in  allem  spielt 
die  reine  Hypothese  in  des  Verfassers  Systeme  eine  solche  Rolle, 
dass  uns  die  Veränderung  der  älteren  und  zweifellos  einfacheren 
Theorie  durch  jenes  kaum  als  wahrscheinlich  erscheint. 

Gr. 


H.  Fritsch.     Beiträge  zur  Theorie  der  Gravitation. 

Pr.  Realgymn.  EoDigsberg  i.  Pr.  25  S.  40'. 

Der  Verfasser  hat  schon  1874  und  1876  in  zwei  Programm- 
abhandlungen derselben  Schule  seine  Ansichten  Aber  das  Mode- 
thema einer  mechanischen  Ableitung  des  Newton'schen  Gravi- 
tationsgesetzes entwickelt.  Er  sucht  die  Quelle  desselben  in  den 
Longitudinalwellen  des  Aethers  und  beruft  sich,  um  seine  An- 
sichten zu  stützen,  auf  die  akustischen  Versuche  von  Guthrie 
(1871),  bei  denen  Bewegungen  leichter  Eörperchen  in  der  Luft 
nach  tonenden  Körpern  hin  beobachtet  sind.  Als  älter  hätte 
Herr  Fritsch  die  auch  von  Guthrie  angeführte  Arbeit  von  Guyot 
(1835)  erwähnen  müssen,  da  in  ihr  schon  derselbe  Analogieschluss 
auf  den  Aether  zur  Erklärung  der  Gravitation  gemacht  ist.  Wenn 
nun  schon  der  Vorgang  bei  diesen  Versuchen  durchaus  nicht  so 
durchsichtig  ist,  dass  dadurch  klare  Anschauungen  über  die 
Gravitation  erzeugt  werden  können,  so  wird  auch  überhaupt 
nicht  gesagt,  wie  die  von  Schellbach  entdeckten  Abstossungen 
bei  ähnlichen  Versuchen  für  diese  Erklärungsart  unschädlich  zu 
machen  sind ;  bekanntlich  hat  Sir  W.  Thomson  solche  Abstoss- 
ungen durch  Rechnungen  bestätigt. 

Nachdem  im  ersten  Teile  in  kurzer  Uebersicht  die  voran- 
gehenden Forscher  kritisirt  und  des  Verfassers  Ansichten  ent- 
wickelt sind,   sucht  der  zweite  Teil  zu  zeigen,  dass  innerhalb 
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undurchdringlicher  Massen  jede  Bewegung  erhalten  bleibt,  dass 
sämtliche  Teilchen  sowohl  des  Aethers  als  der  schweren  Masse 
sich  beim  Anprall  wie  elastische  Körper  verhalten  müssen.  Im 
dritten  Teile  wird  daraus  gefolgert,  dass  jedes  grosse  Massen- 
teilchen jedes  andere  mit  einer  Kraft  anzieht,  welche  der  New- 
ton'schen  entspricht,  vorausgesetzt,  dass  die  Intensität  der  von 
dem  Verfasser  erdachten  „Wellen  zweiter  Ordnung"  proportional 
ist  der  Masse,  welche  dieselben  erregt.  Ohne  auf  eine  Kritik 
der  Ansichten  des  Verfassers  einzugehen,  muss  der  Bericht- 
erstatter doch  bemerken,  dass  die  Zahl  der  ausgesprochenen  und 
unausgesprochenen,  bei  den  Ableitungen  angewandten  Hypothesen 
sehr  gross  ist,  und  dass  ihre  Beschaffenheit  oft  bedenklicher 
erscheint  als  das  zu  erklärende  Gesetz.  Lp. 


F.  Zöllner.  Erklärung  der  universellen  Gravitation  aus 
den  statischen  Wirkungen  der  Elektricität  IL  Aus- 
gabe.     Leipzig.  G.  Fock.  XVI  u.  112  S.  S^. 

Der  vollständige  Titel  lautet:  Erklärung  der  universellen 
Gravitation  aus  den  statischen  Wirkungen  der  Elektricität  und 
die  allgemeine  Bedeutung  des  Weber'schen  Gesetzes  von  Fried- 
rich Zöllner,  weiland  Professor  der  Astrophysik  an  der  Universität 
Leipzig.  Mit  Beiträgen  von  Wilhelm  Weber  nebst  einem  voll- 
ständigen Abdruck  der  Originalabhandlung:  Sur  les  forces  qui 
r^gissent  la  Constitution  Interieure  des  Corps,  aper^u  pour  servir 
k  la  d^termination  de  la  cause  et  des  lois  de  Taction  mol^culaire 
par  0.  F.  Mossotti,  un  des  quarante  de  la  soci^tä  italienne  des 
sciences,  weiland  Professor  an  der  Universität  Pisa.  Mit  dem 
Bildnisse  Newton's  in  Stahlstich. 

Die  aus  Zöllner's  wissenschaftlichen  Abhandlungen  abge- 
druckten Aufsätze  sind:  Ueber  die  Ableitung  der  Newton^schen 
Gravitation  aus  den  statischen  Wirkungen  der  Elektricität  (I. 
417-459).  Ueber  die  universelle  Bedeutung  des  Weber'schen 
Gesetzes  (II.  1-7).  Ueber  das  Verhältnis  des  Weber*schen  Ge- 
setzes zum  AmpÄre'schen   Gesetze  (11.812).     Ueber   die  von 
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Helmholtz,  Thomson  und  Tait  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  er- 
hobenen Einwände  (II.  13*23).  Lp. 


F.  Zöllner.     Kepler  und  die  unsichtbare  Welt.     2.  Aus- 
gabe.    Leipzig.  G.  Fock.  66  S.  8<*. 

Der  vollständige  Titel,  der  eine  Inhaltsangabe  vertritt,  lautet: 
Kepler  und  die  unsichtbare  Welt.  Eine  Hieroglyphe  von  Dr. 
Ernst  Gottfried  Fischer,  weiland  Director  und  Professor  der  Mathe- 
matik und  Physik  etc.  Mit  dem  Bildnisse  Kepler^s  und  seines 
Denkmales  in  Stahlstich,  einem  photolithographisch-facsimilirten 
Gedichte  Eepler's  und  einer  Federzeichnung  von  der  Hand  König 
Friedrich  Wilhelm's  IV.  von  Preussen.  Mit  Einleitung  und  Er- 
gänzungen von  Friedrich  Zöllner,  weiland  Professor  an  der  Uni- 
versität Leipzig. 

Die  Seiten  5-51  sind  ein  wörtlicher  Abdruck  aus  Zöllner's 
wissensch.  Abhandl.  Bd.  IL  434-480.  Lp. 


HuLLMANN.      Die    Gay  -  Lussac'sche    Formel.     Oldenburg. 

H.  Hintzen. 

HuUmann  verteidigt  seine  in  der  Schrift:  „Der  Raum  und 
seine  Erfttllung  Berlin  1884**  gegebene  Kritik  der  Gay-Lussac*- 
schen  Formel,  deren  Verwendbarkeit  zur  Berechnung  der  Gas- 
volumina fDr  nicht  sehr  ausgedehnte  Wärmegrade  er  nicht  leugnet, 
die  aber,  wie  er  nachweist,  als  exacte  Formel  genommen,  zu 
widersinnigen  Consequenzen  führt  und  durch  eine  andere  Formel 
ersetzt  werden  muss,  gegen  die  Kritik  Oberbeck's  in  D.  L.  84.41. 
IL  Oct.  und  Hoppe's  in  dessen  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  III.,  1,  85. 
Der  ruhige  Ton  der  Polemik  Hullmann's  ist  anzuerkennen,  doch 
richten  sich  die  Kritiken  Oberbeck^s  und  Hoppe's  mehr  gegen 
die  letzten  Ansichten  Hullmann's  vom  Wesen  der  Materie  als 
gegen  seine  Kritik  der  Gay-Lussac'schen  Formel.  Mi. 
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R.  Schellwien.     Optische  Häresien.     Halle  a.  s.    0.  E.  m. 

Peffer.    98  S. 

In  der  mehr  als  die  Hälfte  der  ganzen  Schrift  umfasseDden 
Einleitung  polemisirt  der  Verfasser  gegen  die  naturwissenschaft- 
liche Methode,  insofern  dieselbe  eine  Realität  ausserhalb  des 
sinnlichen  Bewusstseins  annehme.  Was  über  die  unmittelbare 
sinnliche  Erfahrung  hinausgehe,  entziehe  sich  unserer  Erkenntnis 
vollständig.  Insbesondere  seien  die  Lehren  der  Optik  von  den 
Schwingungen  des  Aethers,  der  Zerstörung  der  Wellen  durch 
Absorption  und  Interferenz,  sowie  von  der  Zusammensetzung  des 
weissen  Lichtes  blosse  Hirngespinste.  Räumliche  Bewegung 
dttrfe  nicht  als  Ursache  empirischer  Erscheinungen  betrachtet 
werden.  Mathematische  Anschauungen,  Begriffe  und  Sätze  könn- 
ten der  Naturforschung  nur  dazu  dienen,  die  empirischen  Dinge 
und  ihre  Veränderungen  zu  messen  und  zu  berechnen,  niemals 
aber  dazu,  sie  zu  erklären  oder  abgesehen  von  ihnen  Objecte 
vorzustellen. 

Obwohl  die  angefahrten  Sätze  hinreichen,  den  Standpunkt 
des  Verfassers  zu  charakterisiren,  kann  Referent  es  sich  nicht 
versagen,  einige  der  an  Schelling  erinnernden  Phrasen  mitzu- 
teilen, durch  die  jener  Standpunkt  begründet  wird.  „In  der 
Anschauung  der  Dinge  an  sich  ist  ursprünglich  die  Innerlichkeit 
des  schlechthin  auf  sich  zurückbezogenen  Raumes  und  die  inner- 
räumliche Bewegung,  durch  die  er  ein  Gontinuum  ist,  das  sich 
zur  Discontinuität  entfaltet  und  aus  dieser  immer  auch  wieder 
in  die  Gontinuität  zurückgeht.  Dies  ist  die  mathematische  An- 
schauung" etc.  Ferner:  „Dunkelheit  ist  thätige  Negation  von 
Licht  und  Licht  ist  thätige  Negation  von  Dunkelheit,  beide  die 
positiv  -  negativen  Momente  eines  bewegten  polaren  Gegen- 
satzes.^ 

Der  eigentliche  Inhalt  der  Schrift  gehört  der  experimentellen, 
resp.  der  physiologischen  Optik  an,  fällt  also  nicht  in  den  Be- 
reich des  Jahrbuchs.  Die  hier  verfochtenen  Sätze  sind  etwa 
von  der  Art,  wie  die  in  der  6öthe*schen  Farbenlehre  aufgestellten. 

Wn. 
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F.  A.  Müller.      Das   Problem    der  Continuität  in   der 
Mathematik  und  Mechanik.    Marburg.  Elwert 


A.  Türner.     Die  Kraft  und  Materie  im  Räume.     Grund- 
lage  einer    neuen   Schöpfungstheorie.     Leipzig.   Theodor 


Thomas.  XLYIII  a.  218  S.  nebst  X  Taf. 


J.  J.  Sylvester.  Music  and  Mathematics.   Nature.  xxxv.  132 

Lp. 


B.    Pädagogik. 

D.  Besso.      Periodico  di  matematica  per  Tinsegnameuto 
secondario.  I.    Roma. 

Man  hat  in  Italien  lebhaft  das  Bedürfnis  nach  einer  Zeit- 
schrift fär  die  Elementar -Mathematik  empfunden,  worin  Lehrer 
und  Schttler  die  schwierigsten  und  höchsten  Fragen  des  Lehrstoffes 
behandelt  finden  könnten.  Wir  begrttssen  freudig  das  von  Herrn 
Davide  Besso  unter  dem  obigen  Titel  gegründete  Unternehmen 
und  hoffen,  dass  der  wohlthätige  Einfluss  desselben  wachsen 
werde  in  dem  Masse,  wie  die  Sorgfalt  in  der  Auswahl  der  Gegen- 
stände und  in  der  Behandlung  des  Stoffes  sich  in  höherem  Grade 
geltend  machen  wird.  Die  Hauptarbeiten  werden  in  den  ver- 
schiedenen Capiteln  des  Jahrbuches  besprochen  werden.  An  die- 
ser Stelle  wollen  wir  jedoch  auf  die  reichen  Sammlungen  von 
Schüleraufgaben  und  auf  die  Berichte  über  Bücher  hinweisen 
(6.  Frattini  über  die  Elementi  di  geometria  di  R.  De  Paolis; 
A.  Lugli  über  1)  den  Compendio  di  geometria  di  F.  Nicoli, 
2)  die  Lezioni  di  geometria  complementare  di  R.  Badia,  3)  die 
Primi  elementi  di  geometria  projettiva  e  descrittiva  di  V.  Murer). 

La.  (Lp.) 
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Fr.  Reidt.     Anleitung   zum  mathematischen   Unterricht 
an  höheren  Schulen.    Berlin,  G.  Grote.  X  u.  252  S.  8®. 

Das  Buch  stellt  sieb  die  „Aufgabe,  eine  Anleitung  zum 
Unterriebte  des  betreffenden  Fachs  und  damit  wenigstens  dem 
strebsamen  Anfänger  einen  Anhalt  und  Führer  zu  bieten^.  Der 
Verfasser,  welcher  mehrere  gangbare  Lehrbücher  geschrieben 
hat,  verwertet  einerseits  seine  während  eines  Menschenalters 
im  Unterrichte  an  einem  Gymnasium  gesammelten  Erfahrungen, 
bringt  aber  auch  andererseits  dasjenige  „in  zusammenfassende 
Darstellung,  was  in  der  Gegenwart  allgemein,  oder  doch  von 
der  Mehrzahl  der  Lehrer  der  Mathematik,  als  richtig  anerkannt 
wird".  Die  Verteilung  des  Stoffes  erhellt  aus  folgender  Ueber- 
sicht:  Einleitung.  Teil  I:  Der  mathematische  Unterricht  der  hö- 
heren Schulen  im  allgemeinen.  Capitel  1.  Ueber  Zweck  und 
Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  an  höheren  Lehranstalten. 
Capitel  2.  Die  Methode  des  mathematischen  Unterrichts  im  all- 
gemeinen. Capitel  3.  Der  Lehrplan  und  seine  Hülfsmittel.  Teil  II. 
Die  einzelnen  mathematischen  Disciplinen.  Capitel  4.  Die 
Arithmetik  und  Algebra,  a)  Der  Bechenunterricht.  b)  Arithmetik, 
c)  Algebra,  d)  Anfangsgründe  der  niederen  Analysis.  Capitel  5. 
Die  Planimetrie,  a)  Der  propädeutische  Unterricht,  b)  Der 
wissenschaftliche  Unterricht.  Capitel  6.  Die  ebene  Trigonometrie. 
Capitel  7.  Die  Stereometrie  und  die  sphärische  Trigonometrie. 
SchlusBwort.  Den  einzelnen  Capiteln  sind  Angaben  über  be- 
zügliche Lehrbücher  beigegeben.  Ein  alphabetisches  Sachregister 
erleichtert  das  Auffinden  von  Einzelheiten. 

Da  das  tüchtige  Werk  für  pädagogische  Erörterungen  voraus- 
sichtlich in  nächster  Zeit  zugrunde  gelegt  werden  wird,  so  möchte 
Referent  darauf  hinweisen,  dass  in  den  sowohl  auf  die  Methode  als 
auf  den  Stoff  bezüglichen  Abschnitten  manche  Ergänzungen  zu  ma- 
chen sind.  Die  Begrenzung  des  auf  der  Schule  durchzunehmenden 
Stoffes  ist  für  einen  Kenner  der  Berliner  Gymnasien  zu  eng;  so 
ist  die  Bestimmung  von  grössten  und  kleinsten  Werten  nur  bei 
den  quadratischen  Gleichungen  angedeutet,  die  Anwendungen 
auf  die  Physik  sind  stets  nur  gestreift.     Der  Unterricht  in  den 
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Bealgymnasien  und  Oberrealscfaulen  ist  zwar  berflcksichtigt,  jedoch 
in  einer  Weise,  welche  den  übrigens  offen  eingestandenen  Mangel 
an  eigener  Erfahrung  in  diesen  Anstalten  bei  dem  Verfasser 
zeigt.  Die  neuere  und  die  darstellende  Geometrie,  die  analyti- 
sche Geometrie,  die  Anfänge  der  höheren  Analysis  werden  im 
Schlussworte  auf  noch  nicht  einer  Seite  abgethan.  Das  Ver- 
zeichnis der  einschlägigen  an  dieser  Stelle  angeführten  Lehrbücher 
ist  sehr  dürftig.  Lp. 


Behrlb.     Der  mathematische  Unterricht  am  Gymnasium. 

Pr.  Gymn.  Offenborg. 


H.  MCllbr.      Besitzt    die  heutige  Schulgeometrie  noch 
die  Vorzüge  des  Euklidischen  Originals?  Clausthal.  Branos. 


Vogt.       Die     planimetrische    Constructionsaufgabe    im 
Gymnasialunterricht.     Pr.  Gymn.  Mainz.  20  s.  4°. 

Nach  einer  einleitenden  pädagogischen  Betrachtung  über  den 
Wert  geometrischer  Constructionen  für  den  Unterricht  und  über 
die  zu  befolgende  Methode  werden  L  Dreiecksconstructionen 
erörtert,  bei  denen  ausschliesslich  geometrische  Oerter  durch 
Anschauung  zur  Anwendung  kommen,  II.  Dreiecksconstructionen, 
bei  denen  auch  von  Lehrsätzen  abgeleitete  geometrische  Oerter 
angewandt  werden.  Ausser  den  durchgefElhrten  Musterbeispielen 
sind  Reihen  von  ähnlichen  Aufgaben  aufgezählt.  Lp. 


DiEKMANN.      Uebungen   und   Aufgaben    des  propädeuti- 
schen Unterrichts  in  der  Geometrie.    Breslau.  Hirt. 


J,  Viola.    Mathematische  Sophismen.     2.  Aufl.    Wien.  Carl 

Oerold'a  Sohn.' 24  S.  8^. 


46  I*  Abschoitt    Gesehiehta  und  Philosophie. 

Das  Werkchen  stellt  unter  16  Nummern  diejenigen  Trug- 
Bcblttsse  zusammen,  welche  von  Schfllern  in  der  Arithmetik  leicht 
gemacht  werden,  „als  Dessert  anzuwenden".  Die  Zahl  derselben 
hätte  vermehrt  werden  können;  auch  die  Ausdehnung  auf  die 
Geometrie  lag  nahe.  Lp. 


E.  Schmidt.  Die  En  twickelung  des  naturgeschichtlichen  Un- 
terrichts an  höheren  Lehranstalten.  Berlin.  Friedberg  u.  Mode. 

Die  Schrift  ist  der  59.  Versammlung  deutscher  Naturforscher 
und  Aerzte  gewidmet  von  dem  deutschen  Bealscbulmännerverein 
(Section  Berlin).  Sie  behandelt  auf  den  ersten  21  Seiten  Lehr- 
kräfte und  Zahl  der  Lehrstunden ,  auf  den  übrigen  31  Seiten 
Ziel,  Umfang  und  Methode  des  Unterrichts  während  der  ver- 
schiedenen Zeiten.  Der  Verfasser  verfolgt  die  Aufnahme  des 
naturgeschichtlichen  Unterrichts  in  den  Lehrplan  von  den  Zeiten 
Frankens  und  Hecker's  bis  zur  Gegenwart  Er  weist  dabei 
an  der  Hand  der  Schulprogramme  nach,  wie  wenig  meist  die 
wirkliche  Stundenzahl  dieses  Unterrichtsfaches  an  den  Gym- 
nasien lange  Zeit  den  Forderungen  des  allgemeinen  Lehrplanes, 
z.  B.  des  von  1816,  entsprach,  und  wie  sich  andererseits  die  auf- 
kommenden Bealschulen  zu  diesem  Unterrichtsgegenstand  ver- 
hielten. Aus  den  Schulschriften,  Schulbüchern  und  pädagogischen 
Zeitschriflien  bringt  er  Belege  dafür  bei,  wie  allgemein  der  Mangel 
an  wissenschaftlich  vorgebildeten  Lehrern  für  die  Naturgeschichte 
bis  nahe  zur  Gegenwart  war,  gleichzeitig  auf  einige  sich  noch 
heute  geltend  machende  Uebelstände  hinweisend.  Eine  richtigere 
Auffassung  der  Bedeutung  des  naturgeschichtlichen  Unterrichts 
findet  sich  nach  dem  Urteil  des  Verfassers  im  vorigen  Jahrhun- 
dert zuerst  bei  Rousseau  und  Salzmann,  in  den  zwanziger  Jahren 
unseres  Jahrhunderts  machen  sich  dann  Harnisch,  v.  Baumer  und 
Dinter  um  die  Entwickelung  desselben  verdient.  Grösseren  Ein- 
fluss  jedoch  gewinnt  bald  darauf  Lüben,  dessen  Ziele  darauf  er- 
örtert werden  ebenso  wie  die  Stellung,  welche  Lehrer  wie  Eichel- 
berg, Gabriel,  J.  H.  Schulz,  Leunis,  Kützing,  Kirschbaum  zu  den 
Lüben'schen  Vorschlägen  einnahmen.     Die   weitere,   durch   den 
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Gang  der  Wissenschaft  veranlasste  Entwickelang  des  natur- 
geschichtlichen Unterrichts  durch  Eirchhoff  und  H.  Müller,  wobei 
auch  aus  neuester  Zeit  y.  Freyhold,  Behrens,  Junge  Erwähnung 
finden,  bildet  den  nächsten  Teil  der  Schrift;  die  kurze  Be- 
sprechung der  Arbeiten  von  E.  Low,  Vogel,  Müllenhoff  und 
Kienitz-Gerloff  beschliesst  das  Ganze.  Lg. 


O.  Bräunlich.     Der  Unterricht   in  der  mathematischen 
Geographie  in  ausgeführten  Lectionen  als  Erläuterung 

zu   O.    ßr'ännlich's   Wandtafeln.     Weimar.  Hemmleb.  34  s. 

Das  Verfahren,  mittels  dessen  hier  Schttler  der  untersten 
Stufe  mit  den  Erscheinungen  der  täglichen  Bewegung,  mit  der 
Lehre  von  der  Kugelgestalt  der  Erde  u.  s.  w.  vertraut  gemacht 
werden,  kann  als  ein  durchaus  zweckmässiges  anerkannt  werden. 
Doch  verdient  der  Gerechtigkeit  halber  es  jedenfalls  hervorgehoben 
zu  werden,  dass  die  Methode,  vom  Leichten  zum  Schwereren  auf- 
zusteigen und  jeden  Schritt  durch  die  Anschauung  zu  controlliren, 
keine  neue,  sondern  im  wesentlichen  nur  die  gute  alte  Diester- 
weg'sche  ist.  Gr. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

Gapitel  1. 

Gleichungen,    (Allgemeine  Theorie.  Besondere 

algebraische  Gleichungen.) 

A.  Capblli  e  6.  Garbieri.     Corso  di  analisi  algebrica. 
Vol.  I.    Teorie  introduttorie.   Padova.  Sacchetto.  vii  u.  5ii  S. 

Der  inhaltreiche  Band  zerfällt  in  sechs  Gapitel. 

Gapitel  I.  Operationen  mit  reellen  Zahlen.  —  Einführung  der 
Irrationalzahl  nach  dem  Dedekind'schen  Verfahren;  elementare 
Operationen,  Badicirung  und  Logarithmirung.  Aufstellung  des 
Grenzbegriffes;  Eettenbrüche;  Beihen  von  reellen  Zahlen  und 
Convergenzkriterien  für  dieselben. 

Gapitel  IL  Operationen  mit  complexen  Zähen.  —  Definition 
der  imaginären  Einheit  i  durch  die  Gleichung:  f-f  =  — ].  Gleich- 
heit complexer  Grössen  und  Elementaroperationen  mit  denselben. 
Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen.  Wurzelaus- 
ziehung; deren  Vieldeutigkeit.  Einheitswurzeln.  Beihen  mit 
complexen  Gliedern. 

Gapitel  III.  Gombinatorische  Operationen.  —  Combinations- 
theorie.  Substitutionen;  Elemente  der  Substitutionstheorie, 
meistens  nach  Netto. 
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Capitel  IV.  Determinantentheorie.  —  Grundeigenschaften  der 
Matrizen  und  der  Determinanten.  Unterdeterminanten.  Multipli- 
cationssatz.  Anwendung  der  Theorie  auf  specielle  Determinanten. 
In  diesem  Capitel  (S.  301)  wird  der  Begriff  der  „charakteristi- 
schen Zahl  einer  Matrize^  (earatteristica  di  una  matrice)  einge- 
f&hrt,  durch  welchen  manche  Resultate  dieses  und  des  nachfolgen- 
den Capitels  sich  mit  beträchtlicher  Einfachheit  und  Allgemeinheit 
aussprechen  lassen.  Diese  Zahl  giebt  die  Minimalordnung  der 
nicht  Tcrsch windenden  Determinanten  der  Matrize  an. 

Capitel  V.  Systeme  von  Linearformen.  —  Systeme  linearer 
Gleichungen;  ihre  ZurQckf&hruog  auf  Systeme  linearer  homogener 
Gleichungen.  Behandlung  solcher  Systeme.  Sätze  tiber  verschwin- 
dende Determinanten.    Lineare  und  orthogonale  Substitutionen. 

Capitel  VI.  Grundeigenschaften  der  ganzen  rationalen 
Functionen.  —  Allgemeiner  Functionsbegriff.  Besondere  Arten 
Yon  Functionen.  Bedingungen  für  das  Identischwerden  zweier 
ganzen  Functionen  einer  und  mehrerer  Variabein.  Teilbarkeit  der 
ganzen  Functionen.  Primfunctionen.  Grösster  gemeinschaftlicher 
Teiler  zweier  Polynome.  Resultante.  Interpolationsformeln.  Taylor'- 

sche  Entwickelung   für   ganze  Functionen   einer   und   mehrerer 

• 

Variabein.     Hier   wird   als   die   „Abgeleitete^    eines   Polynoms 

n  n — 1 

^arX""-^  das  Polynom  JS  (n-'r)araf*^'^^   definirt.      Die   Stetig- 

keit  der  ganzen  Functionen  wird  auf  Grund  der  Taylor'schen 
Formel  bewiesen.  Der  Band  schliesst  mit  der  allgemeinen  De- 
finition der  Abgeleiteten  (als  Verhältnis  der  einander  entsprechen- 
den Veränderungen  der  Function  und  des  Arguments)  und  mit 
der  Aufstellung  der  Sätze  über  die  Derivation  von  Summen, 
Producten,  Quotienten  und  Functionen  von  Functionen. 

Die  Methode  der  Darstellung  ist  ganz  streng  und  zugleich 
sehr  klar.  Der  Stoff  ist,  wie  sich  aus  der  obigen  kurzen  Ueber- 
sicht  ersehen  lässt,  ziemlich  reichhaltig;  tiber  die  Wahl  und  die 
Anordnung  desselben  mttssen  wir  uns  bis  zur  vollendeten  Veröffent- 
lichung des  ganzen  Werkes  jedes  Urteiles  enthalten.  Nur  Eines 
wollen  wir  bemerken;  dass  es  nämlich  als  ein  Fehler  und  ein  Ueber- 
greifen  in  ein  fremdes  Gebiet  zu  bezeichnen  ist,  wenn   die  Be- 

Foruchr.  d.  Math.  XVIII.  1.  4 
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griffe  der  Stetigkeit  und  der  Derivation  (ausgenommen  etwa 
die  Ableitung   der  Polynome,   als   diejenige  Operation   definirt, 

m — 1  n 

durch  welche  ^(»— r)ara?*"'"""^  aus  JSorX'*"''  entsteht)  in  einem 

r=l  r=sl 

Lebrbuche  der  „algebraischen^  Analysis  Platz  finden. 

Um  nun  auf  einige  Einzelheiten  einzugehen,  mttssen  wir 
vor  allem  den,  leider  auch  in  einigen  neueren  deutschen  Lehr- 
büchern eingeführten  Gebrauch  des  Wortes  ^endlich^  als  gleich- 
bedeutend mit  „kleiner  als  eine  endliche  Grösse^  (S.  106, 193) 
durchaus  missbilligen.  Eine  unendliche  Zahlenmenge  kann  lauter 
endliche  Elemente  enthalten  und  doch  oo  als  Grenzwert  haben; 
und  eine  convergente  Reihe  kann  divergent  werden,  wenn  sie 
gliederweise  mit  einer  Zahlenreihe  von  der  eben  angeftthi-ten 
Art  multiplicirt  wird.  —  Die  Benennung  „semplicemente  conver- 
gente"  (S.  124,  187)  fttr  unbedingt  convergente  Reihen  ist  un- 
passend; sie  kann  ferner  zu  Missverständnissen  ftlhren,  da  das 
Nebenwort  „semplicemente",  auf  gleichmässig  convergente  Func- 
tionenreihen  angewandt,  schon  längst  einen  ganz  anderen  Sinn 
erhalten  hat  (Vgl.  Dini,  Fondamenti  etc.  S.  103).  —  Die  Bezeich- 
nung (  ^^  j  fttr  diejenige  Substitution,  welche  die  Permutation  ahc 

in  die  Permutation  hca  überführt,  scheint  uns  fremdartig  und  un- 
natürlich; so  auch  die  Bezeichnung  STf  fttr  die  successive  An- 
wendung der  Substitutionen  S  und  T  auf  f;  denn  STf  drückt 
natürlicherweise  die  Ausübung  von  S  auf  T/*,  also  die  successive 
Anwendung  von  T  und  S  auf  f  aus.  Allerdings  wurde  die  erste 
Bezeichnung  von  Serret,  die  zweite  von  Netto,  Klein,  Dyok  ge- 
braucht; man  findet  aber  die  der  ersten  entgegengesetzte  bei  Abel, 
Netto,  Gordan,  die  der  zweiten  entgegengesetzte  bei  Serret.  — 
Es  ist  nicht  wahr,  dass  (S.  418)  die  Einteilung  der  Functionen 
in  Functionen  reeller  und  complexer  Variabein  sich  auf  deren 
analytischen  Ausdruck  begründet. 

S.  379  Z.  2  V.  u.  muss  es  „inferiore  od  eguale"  statt  „infe- 
riore" heissen.  Vi. 
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G.  Chrystal.     Algebra;  an   elementary  text-book  for  the 
higher  classes  of  secondary  schools  and  for  Colleges.  Part  I. 

Edinbargb.    A.  and  C.  Black.    XX  a.  542  S. 

Obschon  im  Titel  als  elementar  bezeichnet,  ist  dies  Lehr* 
buch  augenscheinlich  nicht  für  Anfänger  in  dem  Gegenstande 
abgefasst;  aber  ftlr  solche,  welche  bereits  einige  Fortschritte  in 
der  Handhabung  algebraischer  Symbole  gemacht  und  sich  eine 
vorläufige  Anschauung  von  algebraischer  Allgemeinheit  ange- 
eignet haben,  dttrfke  das  Studium  dieses  Buches  von  bedeuten- 
dem Nutzen  sein,  indem  es  die  Aufmerksamkeit  auf  die  grund- 
legenden Sätze  der  Wissenschaft  hinlenkt  und  die  Gedanken 
bei  der  algebraischen  Form  festhält.  Die  Anordnung  des  Stoffes 
in  dem  Buche  ist  durchaus  verschieden  von  der  in  englischen 
Lehrbüchern  hergebrachten  Folge.  Der  Band  ist  in  zweiundzwanzig 
Capitel  eingeteilt.  Cap.  I  giebt  eine  klare  Erörterung  der  drei 
Grundgesetze  der  Association,  der  Commutation  und  der  Distri- 
bution; wie  klar  es  indes  auch  sein  mag,  so  ist  es  fttr  den  An- 
fänger nicht  leicht  lesbar.  Cap.  II  ist  kurz;  es  behandelt  ein- 
gliedrige Ausdrücke  und  das  Gesetz  der  Indices.  Im  Cap.  III, 
das  die  Theorie  der  Quotienten  behandelt,  werden  mehrere  An- 
wendungen auf  die  Zahlentheorie  gegeben.  Cap.  IV  (Distribution 
von  Producten  und  Elemente  der  Theorie  rationaler  ganzer 
Functionen)  und  Cap.  V  (Transformation  des  Quotienten  zweier 
ganzen  Functionen)  sind  in  vielen  Beziehungen  die  wichtigsten 
im  Buche ;  ihre  Behandlung  ist  durch  grosse  Frische  und  Durch- 
sichtigkeit ausgezeichnet.  Cap.  VI  bespricht  das  grösste  gemein- 
schaflliche  Mass  und  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache. 
Die  Erörterung  der  Zerlegung  ganzer  Functionen  in  Factoren 
in  Gap.  VII  leitet  über  zur  Einführung  sowohl  der  imaginären 
Einheit  als  auch  der  irrationalen  Wurzeln  (surds),  deren  ein- 
gehende Betrachtung  indes  verschoben  wird,  bis  die  rationalen 
Brüche  (Cap.  VIII)  und  Zusatztheoreme  aus  der  Zahlentheorie 
(Cap.  IX)  erläutert  sind.  Cap.  X  über  irrationale  Functionen  und 
Cap.  XI  über  die  arithmetische  Theorie  der  irrationalen  Wurzeln 
sind  erschöpfend  und  bereiten  gut  auf  Cap.  XII  vor,  welches 
die   complexen  Zahlen   in   einer  für  englische  Lehrbücher  ganz 
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neuen  Art  behandelt  Die  Darstellung  ist  klar,  und  das  Gapitel 
schliesst  mit  einem  Beweise  des  Fundamentaltheorems,  dass  jede 
ganze  rationale  Gleichung  eine  Wurzel  besitzt.  Nach  Erledigung 
des  Verhältnisses  und  der  Proportion  in  Cap.  XIII  wird  das 
Thema  der  Bedingungsgleichungen  in  Gap.  XIV  vorgenommen 
und  mit  grosser  Frische  erledigt.  Im  Cap.  XV  wird  die  Aenderung 
einer  Function  recht  vollständig  mit  Htllfe  graphischer  Methoden 
erläutert  Die  Cap.  XVI  und  XVII  geben  eine  erschöpfende  Be- 
handlung der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades.  Die  all- 
gemeine Theorie  ganzer  Functionen,  eingehender  die  der  qua- 
dratischen Functionen  bildet  den  Gegenstand  von  XVIII.  Dieses 
Gapitel  enthält  manche  Sätze  über  Functionen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung,  die  gewöhnlich  in  englische  Lehrbücher  nicht  Eingang 
gefunden  haben.  Cap.  XIX  berührt  sehr  kurz  die  Frage  der  Lösung 
von  Aufgaben  vermittelst  der  Gleichungen.  Cap.  XX  handelt  von 
arithmetischen,  geometrischen  und  zusammengesetzten  Reihen, 
Cap.  XXI  von  Logarithmen  und  Gap.  XXII  von  der  Theorie 
der  Zinseszins-  und  Renten  -  Rechnung  als  praktischer  Anwen- 
dungen   der  Principien  der  beiden  vorangehenden  Gapitel. 

Das  Buch  ist  durchweg  reich  mit  Uebungsaufgaben,  sowohl 
durchgerechneten  als  ungelösten,  versehen,  und  der  Druck  und 
die  Ausstattung  sind  seinem  wissenschaftlichen  Werte  angemessen. 
Diese  „Algebra''  bildet  eine  schätzenswerte  Ergänzung  der  eng- 
lischen mathematischen  Lehrbücher.  Gbs.  (Lp.) 


J.  W.  GiBBS.  On  multiple  algebra.  Am.  Ass.  xxxv.  32  s. 
Diese  an  die  Versammlung  der  Am.  Assoc.  in  Buffalo  ge- 
richtete Denkschrift  enthält  eine  lichtvolle  und  durch  passend  ge- 
wählte einfache  Beispiele  illustrirte  Auseinandersetzung  der  mannig- 
fachen Anwendungen,  welche  die  Algebra  der  mehrfachen  Einheiten 
(hyperimaginären  Grössen)  auf  die  verschiedensten  Zweige  der  rei- 
nen und  angewandten  Mathematik  gestattet,  und  der  grossen  Vor- 
teile, welche  diese  Algebra  äusserlich  als  „arbeitsparendes  Werk- 
zeug", innerlich  dadurch  gewährt,  dass  sie  an  die  Stelle  einer  durch 
willkürlich  gewählte  Symbole  und  sonstige  Auskunftsmittel  erzeugten 
künstlichen  Einfachheit  der  Rechnungsausdrücke  die  wahre  Ein- 
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fachheit  setzt,  welche  aus  der  Wahl  der  dem  Gegenstände  der  Unter- 
suchung sich  am  natQrlichsten  anpassenden  Methoden  hervorgeht. 
Der  Verfasser  beginnt  mit  einer  chronologischen  Ueber- 
sieht  der  grundlegenden  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete,  verbunden 
mit  kurzen  vergleichenden  Charakteristiken.  Wir  begegnen 
hier  den  Namen  Möbius,  Hamilton,  Grassmann,  St.  Venant,  Cauchy, 
Cayley,  Hankel,  Peirce,  Sylvester.  In  dem  zeitlichen  Zusammen- 
treffen  der  Arbeiten  von  Hamilton,  Grassmann  und  St.  Venant 
sieht  der  Verfasser  ein  Zeichen,  dass  schon  damals  (anfangs  der 
vierziger  Jahre)  die  Entwickelung  der  Geometrie  dem  Hülfs- 
mittel  zustrebte,  welches  ihr  durch  die  Algebra  der  mehrfachen 
Einheiten  geboten  wird,  während  andrerseits  der  lange  Zeitraum, 
welchen  diese  Methoden  gebrauchten,  um  sich  allgemeinere 
Anerkennung  zu  verschaffen,  ihm  beweist,  dass  die  damalige  Zeit 
für  dieselben  noch  nicht  reif  war.  In  der  Beachtung  und  Aus- 
bildung, welche  diese  Methoden  in  der  Gegenwart  finden,  er- 
blickt der  Verfasser  den  bedeutsamsten  Fortschritt  der  Algebra 
und  ein  fQr  unsere  Zeit  charakteristisches  Merkmal  derselben. 
Den  hier  und  da  noch  dagegen  bestehenden  Widerstand  erklärt 
der  Verfasser  durch  die  Einseitigkeit,  mit  der  auch  in  geome- 
trischen Dingen  der  Standpunkt  der  gewöhnlichen  (double)  Algebra 
festgehalten  wird.  Dieser  Einseitigkeit  gegenüber  verweist  er 
auf  die  Beispiele  Cayley's  mit  seiner  „Theory  of  matrices*', 
und  Sylvester's  mit  seinen  „Lectures  on  the  principles  of 
Universal  Algebra*'.  —  Im  übrigen  stellt  er  die  Grassmann'schen 
Methoden  als  die  umftissendsten  in  den  Vordergrund,  versäumt 
auch  nicht,  speciell  für  diese  Methoden  Autoritäten  wie  Hankel 
and  Clebsch  zu  citiren  und  Beispiele  anzuführen,  wie  Autoren, 
die  diesen  Methoden  fernstehen,  auf  dem  Wege  der  abkürzenden 
Symbolik  von  selbst  zu  Bezeichnungen  und  Operationen  gelangt 
sind,  die  mit  den  Grassmann'schen  ganz  oder  im  wesentlichen 
übereinstimmen.  Damit  ist  in  der  That  das  Vorhandensein  der 
Kraft,  mit  welcher  die  Entwickelung  der  Wissenschaft  von  selbst 
diesen  Methoden  zustrebt,  dargethan.  Als  Hauptbeispiele  für  den 
Nutzen  der  „Multiple  Algebra"  wählt  der  Verfasser  das  Multi- 
plications-Theorem,  sowie  die  sonstige  Theorie  der  Determinanten, 
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eine  Grundgleiebung  in  Lagrange's  M^canique  analytique  und 
die  homogenen  Coordinaten.  Manche  von  ihm  als  möglich  und 
voraussichtlich  fruchtbar  angedeuteten  weiteren  Anwendungen 
sind  übrigens  thatsächlich  schon  ausgeführt,  so  die  auf  Invarianten- 
theorie und  symbolische  Curvengleichungen  bezüglichen  durch 
den  Referenten  in  seinem  „System  der  Raumlehre^.  Auch  die  An- 
wendungen auf  die  neuerdings  so  sehr  in  den  Vordergrund  tre- 
tende  n-dimensionale  Geometrie  hätten  hier  erwähnt  werden 
können.  An  die  obigen  Beispiele  schliesst  sich  eine  eingehende 
Erörterung  der  verschiedenen  Productbildungen  der  Ausdehnungs- 
lehre, wobei  auf  die  Verschiedenheit  der  Anwendungsgebiete  von 
Punkt-  und  Strecken-Rechnung  aufmerksam  gemacht  wird.  Den 
Schluss  bildet  ein  kurzer  Abschnitt  über  die  Anwendungen  auf 
Differential-  und  Integral-Rechnung. 

Die  ganze  Arbeit  ist  ein  neuer  Beweis  des  regen  Interesses, 
welches  die  transatlantischen  Mathematiker  den  Arbeiten  unseres 
berühmten  Landsmannes  entgegenbringen.  Dass  für  die^  Geo- 
metrie, sobald  sie  das  beengende  Gebiet  der  reellen  und  ima- 
ginären Zahlen  verlässt,  um  sich  auf  den  ihrer  Natur  angemes- 
senen Boden  der  vielfachen  Einheiten  zu  stellen,  der  Gegen- 
satz zwischen  analytischer  und  synthetischer  Behandlung  seinen 
Ausgleich  findet,  hebt  auch  der  Verfasser  hervor.  Und  da  in 
neuerer  Zeit  auch  die  Analysis  sich  von  der  Hülfe,  welche  ihr 
die  Geometrie  durch  Veranschaulichung  ihrer  Methoden  und  Resul- 
tate gewähren  kann,  loszusagen  beginnt,  so  dürfte  eine  ausge- 
sprochenere Scheidung  der  Untersuchungsmethoden  für  Analysis 
und  Geometrie  nur  noch  eine  Frage  der  Zeit  sein.         Schg. 

A.  B.  Kempb.      ün    an    extension   of  ordinary  algebra. 

Me88.  XV.  188-190. 

In  des  Verfassers  neuer  Algebra  bedeuten  das  Product  ab 
und  die  Summe  a-\'b  der  beiden  Grössen  a  und  &,  wenn  sie 
in  Ausdrücken  der  Operationen  der  gewöhnlichen  Algebra  wieder- 
gegeben werden,  bezüglich: 

ab(i+z — ti)  — (a+6)ia-f-iiw  o6(2t— a)  — (a-f  6)t*-t-i'Ä 

a6-(a+6)ti  +  M(i+»)-t3  «6— (a-i-6)Ä+2w-i'     ' 
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WO  5,  t,  u  drei  willkürliche  Grössen  sind,  die  den  Werten  0,  oo,  1 
der  gewöhnlichen  Algebra  entsprechen.  Somit  ist  in  der  neuen 
Algebra  ä6  =  a,  »+6  =  6,  »6  =  t,  t+6  =  i,  üb  =:b. 

Glr.  (Lp.) 


A.  BüCHHKiM.  On  double  algebra.  Mess.  xvi  62-63. 
A.  Buchheim.  Note  oii  triple  algebra.  Mess.  xvi.  iii-iu. 
In  der  ersten  Note  löst  der  Verfasser  für  den  Fall  binärer 
Matrizen  die  Aufgabe,  die  n-ären  Matrizen  zu  finden,  welche  in 
einer  r-fältigen  Algebra  Einheiten  sein  können,  wo  r  nicht  grösser 
als  n  ist.  In  der  zweiten  Note  wird  ein  besonderer  Fall  der- 
selben  Aufgabe  fttr  die  dreifache  Algebra  betrachtet. 

Glr.  (Lp.) 


Th.  Harmüth.     Textgleichungen  geometrischen  Inhalts. 

Pr.  Wilhelmsgymn.  Berlin.  15  S.  4«. 

225  Aufgaben  aus  der  Planimetrie,  75  aus  der  Stereometrie, 
am  Schlüsse  die  Auflösungen.  Die  Gleichungen  zweiten  Grades 
sind  durch  einen  Stern  gekennzeichnet  Trigonometrische  Auf- 
gaben fehlen.  Lp. 


H.  Weber.    Theorie  der  Aberschen  Zahlkörper.   AcUMath. 

VIII.  193-263;  IX.  106-130. 

Das  Ziel  der  Untersuchungen  ist,  alle  AbeFschen  Zahlkörper 
vollständig  zu  bestimmen  und  darzustellen;  an  erster  Stelle  ist 
somit  der  Kachweis  zu  erbringen,  dass  dieselben  Ereiskörper 
seien  (Kronecker^scher  Satz).  Ein  „Kreiskörper"  ist  jeder  aus 
rationalen  Zahlen  und  Einheitswurzeln  bestehende  Zaiilkörper; 
ist  r  eine  primitive  m^  Einheitswurzel,  so  heisst  der  Körper  £im^ 
der  -aus  sämtlichen  rationalen  Functionen  von  r  besteht,  ein  „voll- 
ständiger Kreiskörper''.  Die  erste  der  vier  Abhandlungen  be- 
schäftigt sich  mit  der  allgemeinen  Theorie;  in  ihr  wird  gezeigt, 
dass  alle  Aberschen  Körper  sich  aus  solchen  regulären  zusammen- 
setzen lassen,   deren  Grad  eine  Primzahlpotenz  ist,   wobei  das 
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Wort  „regulär^  angiebt,  dass  die  Gruppe  der  Substitutionen  des 
Körpers  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  Substitution  besteht. 
Der  Eronecker*8cbe  Satz  ist  also  nur  f&r  solche  besonderen  Kör- 
per nachzuweisen.  Es  wird  ferner  gezeigt,  wie  durch  directe 
Verallgemeinerung  der  Gauss'schen  Perioden  alle  Kreiskörper, 
und  jeder  nur  einmal,  dargestellt  werden  können;  und  dann  wird 
die  für  die  Folge  notwendige  Kummer'sche  Zerlegung  der  Zahlen 
(r",  riY  in  ihre  Primfactoren  vollständig  durchgeführt. 

Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Anzahl  der 
Idealklassen  und  den  Einheiten  in  den  Kreiskörpern,  deren  Ord- 
nung eine  Potenz  von  zwei  ist  Diese  Untersuchung  war  not- 
wendig, um  einer  bei  Potenzen  von  zwei  auftretenden  Schwierig- 
keit im  Beweise  des  Kronecker'schen  Satzes  zu  begegnen.  An 
Resultaten  heben  wir  aus  diesem  zweiten  Teile  hervor:  A)  Eine 
primitive  Einheit  eines  vollständigen  Kreiskörpers  Slx  der  Ord- 
nung 2^,  die  mit  allen  ihren  Conjugirten  einerlei  Vorzeichen  hat, 
ist,  vom  Vorzeichen  +  abgesehen,  das  Quadrat  einer  primitiven 
Einheit;  dabei  ist  X>,2  angenommen.  B)  Jede  Einheit  des 
Körpers  £ix~\  lässt  sich  darstellen  als  das  Product  aus  einer 
primitiven  Einheit  und  dem  Quadrat  einer  Einheit  des  Körpers 
Sil.    C)  Die  Klassenzahl  in  Sii  ist  eine  ungerade  Zahl. 

In  der  dritten  Abhandlung  wird  zunächst  gezeigt,  wie  es 
für  den  geforderten  Hauptbeweis  ausreicht,  darzuthun,  dass 
\p^  =  Xi)  -f  r^xx  -{-...  +  r^'^-^^Xn^x  in  den  Kreiskörpern  ent- 
halten sei,  wenn  a^u,  ...,Xm-i  conjugirte  Zahlen  eines  regulären 
Aberschen  Körpers  sind.  Es  wird  dann  t//«"*  in  ideale  Prim- 
factoren zerlegt,  und  als  Kern  des  Beweises  zeigt  sich  nun,  dass 
ein  hierbei  auftretendes  Ideal  als  Hauptideal  erkannt  werde. 
Mit  HQlfe  des  Satzes  C)  gelingt  dies  für  die  Ordnungen  2^;  mit 
Hülfe  eines  zahlentheoretisch  interessanten  Theorems  für  diejenigen 
Ordnungen,  welche  Potenzen  ungerader  Primzahlen  sind. 

Die  vierte,  im  neunten  Bande  der  Acta  Mathematica  enthal- 
tene Abhandlung  löst  die  Aufgabe,  AbeFsche  Körper  von  beliebig 
gegebener  Gruppe  durch  Einheitswurzeln  möglichst  niedrigen 
Grades  darzustellen.  Die  Gruppe  wird  dabei  durch  diejenigen 
Zahlen  c,,  «,,...,  c^  charakterisirt,  welche  von  den  Herren  Fro- 
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benios  und  Stickelberger  als  „Inyarianten*'  der  Gruppen  ver- 
tausehbarer  Elemente  eingeführt  wurden,  und  durch  welche  der 
Isomorphismus  zweier  Gruppen  bedingt  wird.  Jeder  in  einer  Abel'- 
sehen  Gruppe  91  enthaltenen  AbeFscben  Gruppe  9  kann  man 
eine  andere  fd  als  reciproken  Divisor  von  %  entsprechen  lassen ; 
9  und  S3  haben  dieselben  Invarianten  «i,  62,...,  e^;  das  Product 
der  Grade  beider  ist  gleich  dem  Grade  von  SR.  Versteht  man 
unter  3t  die  Gruppe  der  nach  irgend  eioem  Modul  m  genom- 
menen, zu  m  teilerfremden  Zahlen  it,  so  lässt  sich,  um  eine  Gruppe 
Sl  mit  gegebenen  Invarianten  zu  bilden,  zunächst  ein  passender 
Modul  m  bestimmen;  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen für  denselben  werden  aufgestellt  Dann  kann  man  hier- 
aus S3  und  endlich  %  selbst  ableiten.  No. 


L.  Kronecker.  Zur  Theorie  der  Gattungen  rationaler 
.  Functionen  von  mehreren  Variablen.  Berl.  Ber.  251-253. 
Herr  Eronecker  stellt  eine  übersichtliche  Darstellung  und 
vollständige  Begründung  seiner  am  27.  Juni  1861  der  Akademie 
mitgeteilten  Resultate  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen auf  dem  Boden  seiner  „Festschrift''  in  Aussicht.  Ferner 
giebt  er  eine  elegante  und  directe  Ableitung  derjenigen  unter 
den  zehnwertigen  rationalen  Functionen  von  fünf  Grössen,  welche 
bei  allen  cyklischen  Permutationen  je  dreier  dieser  Grössen  nur 
fünf  Werte  annehmen,  und  dabei  nur  von  zwei  Functionen  jener 
fünf  Grössen  abhängen.  No. 


L.  Kronecker.     Ueber  einige  Anwendungen  der  Modul- 
systeme auf  elementare  algebraische  Fragen.    Kronecker 

J.  IC.  329-371. 

Im  ersten  Abschnitte  der  Abhandlung,  „einleitende  Be- 
merkungen über  Congruenzen  und  Modulsysteme^  betitelt,  zeigt 
der  Verfasser,  wie  die  Einführung  der  Modulsysteme  eine  natur- 
gemässe  Erweiterung  des  Gauss'schen  Gongruenzbegriffes  sei, 
welche  bei  dem  Fortschritte  von  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie 
zur  arithmetischen  Behandlung  ganzzahliger  Functionen  von  un- 
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bestimmten  Variabein  nicht  nur  nützlich,  sondern  notwendig  wird. 
Der  Begriff  des  „Enthaltens  und  Enthaltenseins  von  Modul- 
Systemen^  wird  dargelegt  und  daran  die  wichtige  Bemerkung 
geknttpft,  wie  Modulsysteme  mit  unendlich  vielen  Elementen 
durch  solche  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Elementen  ersetzt 
werden  können;  dann  folgt  der  Begriff  der  „Stufe"  oder  des 
„Ranges^,  deren  Bedeutung  sich  auch  hier  im  zweiten  Abschnitt 
zeigt;  und  endlich  wird  neu  eingeführt  die  Bezeichnung  „Prim- 
modulsysteme" oder  „Primformen"  für  diejenigen  Modulsysteme 
oder  Formen,  welche  nicht  nur  „nicht  zerlegbar"  sind,  sondern 
auch  keine  anderen  Modulsysteme  oder  Formen  derselben  Stufe 
unter  sich  enthalten.  Für  sie  gilt  dann  der  Satz,  dass  ein  Pro- 
duct  nur  dann  für  ein  Primmodulsystem  congruent  Null  sein 
kann,  wenn  einer  der  Factoren  es  ist. 

In  den  folgenden  Abschnitten  zeigt  sich  an  der  Behandlung 
einzelner  algebraischer  Fragen  die  weittragende  Bedeutung  der 
Modulsysteme,  durch  welche  es  gelingt,  mathematische  Resultate 
in  der  Form  identischer  Gleichungen  präciser,  übersichtlicher 
und  allgemeiner  zu  fassen,  als  es  jemals  bisher  geschehen  ist 
Von  den  Ergebnissen  des  zweiten  Abschnittes,  welcher  sich  mit 
linearen  Gongruenzen  für  Primmodulsysteme  beschäftigt,  heben 
wir  hervor:     „Durch  ein  System  von  Gongruenzen 

^ZV^a%  =  0     (modd.  Ä,  r,  Ä", ...)     (i  =  1,  2, ..., «'), 

in  welchem  FJJ>,  M,  JM',  Ä", ...  beliebige  Grössen  eines  natürlichen 

Rationalitätsbereichs  bedeuten  und  die  letzteren  ein  Primmodul- 
system bilden,  wird  die  /'-fache  Mannigfaltigkeit  der  Grössen  X 
auf  eine  genau  (z'—r)- fache  eingeschränkt,  wenn  die  Zahl  r  den 

Rang  des  Systems  Vil^  in  Beziehung  auf  das  Modulsystem  (tf,  Jf',  .••) 
bezeichnet. 

Der  dritte  Abschnitt  liefert  die  Darstellung  des  grössten  ge- 
meinsamen Teilers  zweier  ganzen  Functionen  von  x  für  irgend 
ein   Primmodulsystem   des  Bereichs   ihrer  Goefficienten.     Wenn 
man  hierbei 
f8(x)=t>i)-\'\)ix-] t-Ö«-i«"~\  F(x)=P()-}-t?ia5-| yvn^ix'^'^+af*^ 
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setzt,  80  ergiebt  sich  eine  Reihe  merkwQrdiger  Beziehungen  für 
die  Determinanten 

l«V>+J  =  W^m+r       (P,  9  =  0,  l,2,--,m  +  r), 
I  »Ä+t  \=  Vm  (&,  fc  =  0,  1,  2, ...,  m~  1); 

so  z.  B.  dass  eine  Potenz  jeder  aus  den  tOp^q  zu  bildenden  Deter- 
minante, nach  Multiplication  mit  einer  genOgend  hohen  Potenz 
von  V,nj  modd.  W„,, ...,  Wn-i  congruent  Null  wird,  also  das  aus 
den  (n—rn)  Hauptdeterminanten 

!«,.,!  (P,?  =  0,1   -.m  +  r       N 

'    '^^^  V     r  =  0,  !,•••,  w—m  —  K 

zu  bildende  Modulsystem  enthält. 

Die  bis  dahin  abgeleiteten  Resultate  werden  im  vierten  Ab- 
schnitt zur  Auflösung  des  Systems  von  n  Gongruenzen 

2:trA+*qPt  =  fcX      (modd.  M',  «",«'",...)     (A  =  0,  l,...,n-l) 

verwendet,  und  die  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  ange- 
geben. 

Ffir  den  einfachen  Fall  des  absoluten  Rationalitätsbereichs 
91  =  1  und  für  tCk^p  =  «ja,  tr^-^„  =  tri?  erhält  man,  wenn  an  die 
Stelle  des  Primmodulsystems  der  Primmodul  p  tritt,  die  Bedin- 
gung, dass  die  Congruenz 

«—1  n~l 

j;  ir^a;'*-*-*  =  0     (modd.p,  os*—  1,  JS  trjfca;"-*-^ 
erfüllt  sei;  und  findet  dies  statt,  dann  liefert 

n — 1  n— 1  n— 1 

2;  ivia^-'"-^  =  2:  yjfcir*  2  fCkX""^-^     (modd.  p,  x""—  1) 

die  Grössen  9.  Endlich  wird  der  Satz  abgeleitet:  Die  Irre- 
ductibilität  von  V(x)  in  Beziehung  auf  ein  Modulsystem  (JK',  Ä", ...) 
ist  dadurch  charakterisirt,  dass  der  Rang  des  Systems  tOi^k  stets 
n  ist,  wenn  für  Wm, ...,  tr„«i  beliebige  ganze  Grössen  des  Bereichs 
angenommen  werden,  dem  die  t?^,  ...,i?n-i  angehören,  und  wenn 
die  «7«, ...,  W2n-2  mittels 

n— 1 
tt?Ä+n  + 2^  «?*«?*+*  =  0  (A  =  0,  1,  ...) 

Ä=sü 

bestimmt  werden.  No. 
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L.  Kronecker.     Ein  Satz  über  Discriminanten -Formen. 

Krooecker  J.  G.  79-82. 

Auf  Orund  der  Principien,  die  Herr  Kronecker  in  den 
„Grundzügen  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
Grössen^  entwickelt  hat,  leitet  er  hier  durch  einfache  lieber- 
legungen  die  Sätze  ab:  1)  Die  Discriminantenform  einer  jeden  aus 
den  verschiedenen  Wurzeln  einer  Gleichung  zu  bildenden  Gattung 
ist  in  einer  Potenz  der  Discriminante  der  Gleichung  selbst  ent- 
halten. 2)  Die  Discriminantenform  einer  Gattung  (|J  kann  zu 
einer  hinreichend  hohen  Potenz  erhoben  werden,  damit  sie  durch 
die  Discriminantenform  einer  jeden  aus  den  verschiedenen  Gon- 
jugirten  von  ^^  zu  bildenden  Gattung  teilbar  werde. 

Wenn  nun  F(x),  G(y)  irreductible  ganze  Functionen  eines 
und  desselben  Bereiches  sind,  und  wenn  die  Coefficienten  der 
höchsten  Potenzen  von  a;,  y  gleich  1  angenommen  werden,  so  kann 
eine  der  beiden  Gleichungen  F  =  0,  6  =  0  nur  dann  unter  Ad- 
junction  einer  Wurzel  der  andern  reductibel  werden,  wenn  eine 
gewisse  Gattung  von  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  der 
einen  Gleichung  mit  einer  der  zweiten  Gleichung  übereinstimmt. 
Die  obigen  Sätze  zeigen:  „Die  Discriminantenform  dieser  Gat- 
tung ist  gemeinsamer  Teiler  der  Discriminanten  von  F  und  G." 

In  diesem  allgemeinen  Satze  ist  als  besonderer  Fall  enthal- 
ten, dass  derjenige  Factor  von  x"  — 1,  welcher  nur  für  die  primi- 
tiven n^^  Wurzeln  der  Einheit  gleich  Null  wird,  irreductibel 
ist,  und  zwar  auch  dann,  wenn  eine  Wurzel  einer  ganzzahligen 
Gleichung  adjungirt  wird,  deren  Discriminante  zu  n  relativ 
prim  ist,  wie  es  Herr  Kronecker  in  Liouville  J.  (1854)  bereits 
nachgewiesen  hatte.  No. 


Ch.  Brisse.     Demonstration  du  th^orfeme  de  d'Alerabert. 

J.  de  rfic.  Polyt.  Cah.  LVI.  163-169. 

Der  Beweis  für  die  Wurzelexistenz  algebraischer  Gleichungen 
wird  folgendermassen  geliefert.  Es  wird  eine  Grösse  y  gesucht, 
für  welche  f(x)  und  f(xy)  einen  gemeinsamen  Teiler  haben.  Die  Re- 
sultante beider  Functionen  Ä(y)  hat  die  Form(y— ^'"ÄjCy),  und 
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Äj(y)  =  Oist  eine  reciproke  Gleichung  des  Grades  — ^-^ — - ,  wenn  m 

den  Grad  von  f{x)  angiebt.  So  kann  man  einen  von  f(a;)  ver- 
schiedenen Teiler  finden  und  f(a?)  =  g(x)*h(x)  setzen.  Die 
Grade  von  p,  h  sind  durch  keine  höheren  Potenzen  von  2  teilbar, 
als  es  bei  f  statthat;  gleichzeitig  sind  sie  kleiner  als  m.  Die 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  liefert  also  schliesslich  einen  Teiler 
von  f  von  geringerer  Paarheit.  Somit  ist  der  Beweis  darauf 
reducirt,  zu  zeigen,  dass  jede  Gleichung  ungeraden  Grades  mit 
complexen  Coef&cienten  eine  Wurzel  besitze.  Die  dazu  ver- 
wendete Methode  ist  der  eben  besprochenen  durchaus  ähnlich. 

No. 


E.  Holst.     Beweis  des  Satzes,  dass  eine  jede  algebrai- 
sche Gleichung  eme  Wurzel  hat.    Acta  Math.  VIII.  155-160. 

6.  LoRiA.      Sur   une  d^monstration  du  th^or^me  fonda- 
mental  de  la  th^orie  des  ^quations  alg^briques. 

Acta  Math.  IX.  71-72. 

Der  Beweis  ist  einer  von  denjenigen,  welche  geometrische 
Stetigkeit  voraussetzen;  er  geht  von  der  Annahme  einer  Zer- 
legung der  Functionen  (n—l)*«°  Grades  in  lineare  Factoren  aus. 

Herr  Loria  macht  darauf  aufmerksam,  dass  dieser  Beweis 
in  seinem  Wesen  mit  einem  1828  von  G.  V.  Mouret  veröffent- 
lichten   übereinstimme.  No. 


J.  C.  FiELDS.     A  proof  of  the   theorem:    the  equation 
fQs)  =  0  has   a  root ,  where  f{z)  is  any  holomorphic 

fanction   of  ä.     Newcomb  Am.  J.  VIII.  178-179. 

Einer  der  vielen  geometrischen  Beweise,  welche  Stetigkeit, 
Existenz  eines  Minimums  u.  dergl.  voraussetzen.  Am  Schlüsse 
bemerkt  Herr  Fields,  der  Beweis  sei  schon  von  Hoüel  gegeben. 

No. 
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E.  Cksaro.     Thöorfeme  d'algfebre.     Mathesiß  vi.  193-195. 

Ist  f(x)  =  0  eine  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln 
reell  sind,  so  hat  auch  f^x)  =  f(x)'\-af'(x)  =  0,  falls  a  reell 
ist,  reelle  Wurzeln.    Ebenso  verhält  es  sich  mit 

A(^)  ==  f^(^)  +  bri(x)  =  0,     f,(x)  =  f,(x)+cr2(x)  =  0,     . . ., 

wofern  b,  c,  .  . .  reell  sind.    Verschiedene  Anwendungen. 

Mn.(Lp.) 


J.  T.  SöDERBKRG.  Deduktion  af  nödvändiga  och  tillräck- 
liga  villkoret  för  möjligheten  af  algebraiska  eqvationers 
Solution  med  radikaler,     üpsala  univ.  Arak. 

Eine  Darstellung  des  wesentlichen  Teils  dieser  Abhandlung 
wird  in  den  Acta  Math,  erscheinen.  M.  L. 


E.  Jürgens.     Zur  Auflösung  linearer  Gleichungssysteine 
und    numerischen     Berechnung     von    Determinanten. 

Festschrift.  Aachen.  Palm. 

Der  Auflösung  linearer  Gleichungssysteme  geht  eine  Umfor- 
mung derselben  vorher,  durch  welche  bewirkt  wird,  dass  die 
Diagonalglieder  sämtlich  positiv  und  die  übrigen  ihrem  absoluten 
Werte  nach  verhältnismässig  sehr  klein  sind.  Dadurch  wird 
bewirkt,  dass  die  Unbekannten  bei  hinlänglicher  Kleinheit  der 
absoluten  Glieder  auch  hinlänglich  klein  werden.  Die  Berech- 
nung wird  dadurch  wesentlich  erleichtert.  —  Die  Auswertung 
von  Determinanten  wird  auf  die  Lösung  von  Systemen  linearer 
Gleichungen  zurückgeführt.  No. 


A.  KosTÄNEC.    Bemerkungen  zur  Ordnung  und  Auflösung 
von  Gleichungen.     Casop.  XV.  16.  (Böhm.) 

Für  den  Kreis  der  Mittelschule  berechnet,    enthält  der  Auf- 
satz Winke,   wie   man   bei  Transformationen   von  Gleichungen 
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vorzngehen  habe,  um  die  ursprünglichen  Wurzelbedingungen  in 
Eyidenz  zu  behalten.  Std. 


F.  Privat.     Note  relative   ä  la   r^solution  du  cas  irr^- 
ductible  de  T^quation  du  troisifeme  degr6.     C.  R.  CHI.  774. 
Fftr  x*+px  +  q  =  0  und  Ä  =  5'  :p*  wird 

P 

+55fi*-273ß*+  1428Ä*~7752Ä'H ). 

No. 

A.-E.  Pellet.     Sur   les   ^quations   du  quatrifeme  degr6 
et  les  fonctions  elliptiques.    s.  M.  f.  Bull.  xiv.  90-93. 
Ordnen  sich  die  Wurzeln  einer  Gleichung  geraden  Grades 
80  an,  dass  sie  zu  je  zwei  und  zwei  eine  Gleichung 

a(x^+x^)  +  bx^x^  +  c  =  0 
befriedigen,  so  kann  man  mittelst  einer  linearen  Substitution  die 
Gleichung  in  eine  andere,  reciproke,  oder  in  eine  solche  um- 
formen, welche  nur  gerade  Potenzen  der  Unbekannten  enthält. 
Von  diesem  Satze  wird  bei  den  Gleichungen  vierten  Grades  An- 
wendung gemacht;  diese  lassen  auf  drei  verschiedene  Arten 
solche  Umgestaltung  zu.  Eine  zweite  Anwendung  bezieht  sich 
auf  die  Transformation  der  elliptischen  Integrale.  No. 


H.  W.  L.  Tanner.  Numerical  Solution  of  a  biquadratic 
equation  hy  Descartes'  process.  Meas.  XV.  I84-I87. 
Die  gegebene  biquadratische  Gleichung  wird  in  der  Gestalt 
angenommen  x^  +  bx^  +  cx^-\'dx-\'e  =  0,  worin  die  Coefficienten 
ganz  sind,  und  das  Ziel  ist  die  Zerlegung  der  linken  Seite  in 
quadratische  Factoren  («'  +  px-\-  q)(x* -f-  p'a?  -f-  g').  Des  Verfassers 
Methode  besteht  in  einem  Verfahren  zur  Berechnung  von  p^p\q^q\ 
wenn  dieselben  ganz  sind.  GIr.(Lp.) 


J.  J.  Sylvester,  R.  F.  Davis,  G.  B.  Mathews.     Solution 

of  question   8389.      Ed.  Times  XLV.  70-71. 


g4  II*  Abechnitt.    Algebra. 

1)  Sind  die  Wui*zeln  der  Gleichung 

in   harmonischen  Intervallen   angeordnet  (d.  h.  so  dass,   wenn 

p,  g,  r,  s   diese  Wurzeln  sind,    g— p,  r— p,  s — p   in  harmonischer 

Progression   sich    befinden),   so    verschwindet   die   kubische  In- 

Variante: 

a    b    c 


b    c    d 
c    d    e 


=  0. 


2)  Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

Äx*+2Bx+C  =  0,    Ä'x^+2B'X'^C'  =  0, 

abwechselnd  gestellt,  in  harmonischen  Intervallen  geordnet  sind, 
so  verschwindet  die  Invariante  AO—2Bff'\-CA\  3)  Diese  In- 
variante ist  als  ein  Teiler  in  der  kubischen  Invariante  der  bi- 
quadratischen Form  (i4a?'4-2ßaj+C)(ilV+2B'«+C')  enthalten. 

Lp. 


J.  Rahts.  Zur  Reduction  der  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  auf  die  Jerrard'sche  Form  —  eine  Weiter- 
ftihrung    des    von    Hermite    eingeschlagenen    Weges. 

Klein  Ann.  XXVIII.  34-60. 

Zunächst  werden  die  Untersuchungen  Hermite's  über  In- 
varianten der  Form  5**'  Ordnung  nebst  der  Darstellung  der  ganzen 
Systeme  durch  4  unter  ihnen  dargelegt  Daran  schliesst  sich 
die  Anwendung  behufs  der  Beduction  der  allgemeinen  Gleichung 
f&nften  Grades  auf  die  Jerrard'sche  Form.  Mit  HQlfe  von  zwei 
Beispielen  bestimmt  Herr  Rahts  drei  hierzu  nötige  Grössen,  wäh- 
rend die  vierte  bei  der  Transformation  auftretende  in  anderer 
Weise  durch  die  Vergleichung  specieller  Fälle  aufgefunden  wird. 

No. 


P.  Gordan.     Ueber  Gleichungen  fünften  Grades.      Kieio 

Ann.  XXVIII.  152-166. 

Es  wird  eine   directe  Methode   angegeben,  die  allgemeine 
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Gleichung  fünften  Grades  in  eine  solche  mit  einem  einzigen  Pa- 
rameter zu  transformiren.  Zwei  Functionen  vierten  Grades 
9),  tp  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  sie  der  Kegelschnitt- 
gleichung 

genQgen ;  die  Zerlegung  des  Aggregats  der  Glieder  zweiter  Ord- 
nung führt  auf  eine  Grösse  y,  för  welche  die  Gleichung  fünften 
Grades  in  die  Brioschi'sche  Form 

t*»-l0ii'4-45u+zy3"*  =  0 
gebracht  werden  kann;  auch  der  Parameter  Z  wird  aus  9),  tff 
und  den  Constanten  c  bestimmt.  Im  zweiten  Paragraphen  wer- 
den die  notwendigen  Rechnungen  durchgeführt:  Für  q>  genügt 
eine  Function  zweiten  Grades;  die  Eegelschnittgleichung  wird 
gebildet;  die  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichung  werden  aus 
denen  der  Brioschi'schen  Form  berechnet.  Es  folgen  invarianten- 
theoretische  Bemerkungen,  aus  denen  hervorgeht,  dass  für  die 
Brioschi'sche  Form  die  Invariante  B  verschwindet.  No. 


P.  Gordan.     üeber  Gleichungen  fünften  Grades.   Erlang. 

Ber.  XVIII.  81-83. 


G.  Dawson.     Solution  of  question  7472.    Ed.  Times  XLiv. 

83-84. 

Sind  a^^a^j  .,,^0^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

so    kann    die    Gleichung,    deren   Wurzeln    die    zehn   Producte 

a,  a„  Oia,,  ...  sind,  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  in  der 

Gleichung 

abc+2fgh-af^^bg*-ch*  =  0 

die  Grössen  a,  6,  c,  /*,  g,  h  bezw.  ersetzt  durch 

Lp. 

FortMUr.  d.  M«tb.  XVllI.  1.  5 
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M.  Mandl.     Ueber  eine  Klasse   von   algebraisch  auflös- 
baren  Gleichungen   fünften,    sechsten    und    siebenten 

Grades.      Wien.  Ber.  XCIV.  246-256. 

Wenn  drei  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  n^  Grades 
mit  einander  eine  arithmetische  Progression  bilden,  so  ist  die 
Auflösung  der  Gleichung  zurttckfQhrbar  auf  die  Auflösung  einer 
Gleichung  vom  höchstens  (n— 3)'®'*  Grade.  Die  aufgestellte  Be- 
dingung wird  durch  das  Bestehen  einer  einzigen  Beziehung 
zwischen  den  Coefficienten  erfüllt.  No. 


F.  N.  CoLE.     A  contribution  to  the  theory  of  the  general 
equation  of  the  sixtb  degree.    Newcomb  Am.  J.viil.  265-286. 

Herr  Cole  giebt  zunächst  eine  kurze  historische  Uebersicht 
über  die  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die  Lösung  der 
Gleichungen  beziehen,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Ar- 
beiten des  Herrn  F.  Klein.  Der  Verfasser  befolgt  in  seiner  Ar- 
beit die  von  diesem  gegebene  Methode:  „Eine  Gruppe  linearer 
Substitutionen  zu  suchen,  welche  isomorph  zur  allgemeinen  Gruppe 
von  n  Elementen  ist;  Functionen  der  Wurzeln  zu  finden,  die  sich 
gemäss  diesen  linearen  Substitutionen  vertauschen;  entsprechende 
Differentialgleichungen  für  diese  Functionen  aufzustellen  und 
deren  Lösungen  zu  untersuchen".  Diese  Vorschriften  werden 
auf  die  allgemeinen  Gleichungen  sechsten  Grades  angewandt. 
Die  gesuchte  Gruppe  ist  die  von  drei  Variabein,  welche  mit 
der  Eummer'schen  Fläche  eng  verbunden  ist.  Die  weitere  Be- 
stimmung der  Differentialgleichung  ist  mit  ausserordentlichen 
Rechnungsschwierigkeiten  verknüpft;  es  sind  daher  nur  einige 
Resultate  gegeben  und  weitere  in  Aussicht  gestellt.         Ko. 


Ch.  A.  Scott.     The  binomial  equation  x^  —  1=0. 

Newoomb  Am.  J.  VIII.  261-2i)4. 

Herr  Cayley   hat   (Lond.  Math.  Soc.  XI.  11-14;   XII.  15-16; 
XVI.  61-63)  die  Gleichungen  behandelt,  deren  Wurzeln  die  vier 

resp.  fünf  Perioden   von    ^— -    resp.   ^-r—    Gliedern  von  Ein- 
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heitswurzelD  sind.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  ein  Coefficient 
der  ersteren  Gleichung  in  vereinfachte  Gestalt  gebracht,  die 
Form  der  zweiten  Gleichung,  wie  sie  von  Herrn  Cayley  gegeben 
war,  bewiesen.  No. 


A.  Berger.     Snr  une  application  de  la  th^orie  des  equa- 
tions    binömes    k    la    sommation    de  quelques   s^ries. 

ups.  N   Act. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  die  F.  d.  M.  XVI.  1884.  215-216 
besprochene  eng  an.  Beziehen  wir  uns  auf  die  dortigen  Aus- 
fdhrungen,  so  lässt  sich  der  Inhalt  der  Arbeit  kurz  dahin  an- 
geben, dass  die  Reiben 

i(Zy-i  und  i(^)^ 

summirt  werden  fflr  alle  reellen  Werte  von  a?,  für  welche  Con- 
vergenz  besteht.  No. 


Th.  Baumgardt.      üeber    die   Bestimmung    der    reellen 
Wurzeln  trinomischer  Gleichungen.     Hoppe  Arch.  (2)  IV. 

103-106. 

Die  Methode,  welche  Herrn  Sanio  (vgl.  F.  d.  M.  XVIL  1885. 
74)  zugeschrieben  wird,  ist  bekannt  und  nicht  allgemein  gültig; 
die  Behauptungen  des  Herrn  Baumgardt,  der  sich  auf  geometrische 
Evidenz  beruft,  entbehren  der  Begründung.  No. 


W.  Heymann.      Ueber   die  Auflösung  gewisser  algebrai- 
scher Gleichungen  mittels  Integration  von  DifiFcrential- 

gleichungen.     Schlomilch  Z.  XXXI.  102-120;  129-146. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)        »»-iiy-(n-l)a?  =  0 
der  Differentialgleichung 


(2)      *^  -f-i>-i*i:^.-.*lL 


5 


^ 


gg  it.  Abschnitt.    Algebra. 

genügen,  wobei  die  Grössen  a  definirt  sind  durch: 

2;(-l>.i*  =  0,     A*  =  Ä^-1,    (A=l,2,...,(n--1)). 

i=Ai  W 

Ebenso  genügen  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(3)        j?»-w^i7-(/»~l)  =  0 
der  DifferentialgleichuDg 


1=0 


n-l 


(i=  1,2,...,  (n-l));  X«  =  1. 

Die  Lösung  der  DiflFerentialgleichungen  (2),  (4)  wird  durch 
ein  vielfaches  Integral  geliefert;  in  dasselbe  gehen  Constanten 
ein,  die  vermittelst  eines  linearen  Gleichungssystems  so  bestimmt 
werden  können,  dass  die  Integrale  alle  Wurzeln  von  (1),  (3) 
geben.  Diese  Integrale  lassen  sich  weiter  in  Aggregate  einer 
endlichen  Anzahl  von  Reihen  entwickeln,  die  nach  Potenzen  von 
X  fortschreiten;  für  jedes  x  convergirt  eine  der  Entwickelungen 
der  beiden  Integrale;  und  da  (1)  und  (3)  durch  einfache  Trans- 
formation in  einander  übergeführt  werden  können,  so  reicht  diese 
Entwickelung  in  Reihen  stets  aus.  No. 


W.  Heymann.      Theorie  der  trinomischen   Gleichungen. 

Klein  Add.  XXVIII.  61-80. 

W.  Heymann,      Ueber    die   Auflösung   der    allgemeinen 
trinomischen  Gleichung  r  +  ar^'  +b  =  0.    SchiömilchZ. 

XXXI.  223-240. 

In  der  ersten  Arbeit  wird  ("-f-a/  +  6  =  0,  in  der  zweiten 
V^-^-ar-'  +  b  =  0  studirt  und  den  Principien  gemäss  behandelt, 
die  in  dem  eben  besprochenen  Aufsatze  dargelegt  sind.  Im  all- 
gemeinen Falle  sind  die  drei  Formen 

y'^f  y^-'  +  a?  =  0,     Ti^^  +  ^rj^^-'+l  =0,     MC»  + 1?«-' +  1  =  0, 
im  speciellen  nur  die  beiden   ersten  dieser  drei  Formen  zu  be- 
trachten.    Die  m**"  Potenzen  ihrer  Wurzeln  werden  mittels  des 
Mac-Laurin'schen  Theorems  durch  Reihen  dargestellt.     Aus  der 
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Gestalt  derselben  lässt  sieb  der  Scbluss  ziehen,  dass  dieselben 
durch  gewisse  Doppelintegrale  summirt  werden,  und  diese  Dar- 
stellung durch  Doppeliutegrale  gilt  dann  also  auch  ftlr  die  Wur- 
zeln der  trinomischen  Gleichung.  Der  Herr  Verfasser  geht  weiter 
auf  die  Herleitung  der  Differentialresolventen  ein,  denen  die 
„jien  Potenzen  der  Wurzeln  trinomischer  Gleichungen  genügen. 

No. 

A.  Wiener.     Die  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  der 
quartinomischen  Gleichungen.   (Auszug  aus  einer  preis- 
gekrönten  Arbeit.)      ScblömilchZ.  XXXI.  65-87  a.  192. 
Mit  HQlfe  der  Formel 

tangatang/J-j-tangjStangy-ftangy  tanga  =  !, 

wobei  0  4-1*+ y  =-«   zu   nehmen    ist,    lassen    sich    diejenigen 

quartinomischen  Gleichungen  auflösen,  bei  denen  drei  Vorzeichen 
einer  Art,  das  vierte  von  entgegengesetzter  Art  ist.  Die  Grenzen 
und  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  werden  abgeleitet,  die  For- 
meln für  die  einzelnen  Fälle  gegeben  und  die  numerische  Berech- 
nung an  einigen  Beispielen  erläutert.  No. 


A.  Markopp.      Sur    les    racines   de  certaines   dquations. 

Klein  Ann.  XXVII.  143-150;  177-182. 

Aus  der  Kettenbruch-Entwickelung  der  Function 

geht  eine  Functionenschar 

hervor,  welche  Veranlassung  zur  Bildung  der  Gleichungen 
(fn{^)  =  0  giebt.  Die  Verteilung  der  Wurzeln  dieser  Gleichungen 
in  die  Intervalle  — oo  ...a...  6  ...  c...  d... +00  wird  untersucht. 
Die  Lam6'schen  Functionen  sind  unter  den  9)n(^)  enthalten. 

In    der   zweiten  Note    werden  in  ähnlicher   Weise  gewisse 
Gleichungen  qp„(i5,  §)  =  0  besprochen.  No, 
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L.  Kraus,     lieber  Gleichungen,  welche  nur  reelle  Wur- 
zeln besitzen.      Casop.  XV.  pag.  63.  (Böhm.) 

Besitzt  die  Gleichung 

aj»  — f,aj»"*  +  f,«"-^ =  0 

nur   reelle  und   ungleiche   Wurzeln,    so   ist   die   obere   Grenze 
derselben  

während  als  untere  Grenze  der  conjugirte  Ausdruck 

n  n      1   ''       n— l 

gilt,  wie  unter  Verwendung  von  Sturra's  Theorem  gezeigt  wird. 

Std. 


J.  GiUDiCE.     Sulla  determinazione  delle  radici  reali  delle 
equazioni  a  coefficienti  numerici  reali.    Palermo  Rend.    i. 

69-72. 

Bringt  man  die  angegebene  Gleichung  auf  die  Form: 

wo  f(x)  und  g>{x)  für  a;>0  mit  x  beständig  zunehmen,  ist 
0^a<6,  und  liegen  zwischen  a  und  6  die  Wurzeln  Xi,  Xg,  ••.,  X* 
(wo  X,+i  >  Xi  ist),  so  kann  man  immer  f(a)  <  (f{ä)  voraus- 
setzen, und  dann  ist 

f(a)  <  q>(a)  <  f(XO  =  ?.(X,)  <  ^^^^y  (<  =  1, 2, ...,  h). 

Bestimmt  man  die  Zahlen  ai,  02,  ...,  o^,  *..;  &i,  62,  ...,6«,  ••• 
den  Bedingungen  gemäss: 

9>(6»)  =  fQ>*-i)  oder  f(b,)  =  9(6,-1),  jenachdem  f(ft)$9>(6), 
und  sind  il,  £  die  Grenzwerte  der  Zahlenreihen  a,,  a,, ...,  Or, ..., 
bezw,  5i,  62,  ...,  6«,  •••)  80  is^  ^1  =  -^^  -X*  =  Ä.     Ist  A>  B^  so 
existirt  im  Intervalle  a,..b  keine  Wurzel. 

Wendet  man  dieselbe  Methode  fttr  das  Intervall  ar.,,b,  auf 

die  Gleichung: 

r(x)  =  g>X^) 
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an,  woraus  sich  die  Zahlenreihen  Or^t,  Orai  •••)  ^.»^  •**  ^"^ 
6*,i,  6<j, ...)  6«,», ...  ergeben,  und  ist  o^,«  die  erste  Zahl  der  ersten 
Reibe,  für  welche 

6,,9  die  erate  Zahl  der  zweiten  Reihe,  für  welche 

/■(M  ^  9)(fr*,r),  jenachdem  f(b)  ^  qt)(6), 

so  liegt  Xi  zwischen  Or  und  Or,»,  Xa  zwischen  bg^^  und  6«. 

Die  Gleichungen,  welche  die  neuen  Punkte  bestimmen,  sind 
stets  durch  Annäherung  lösbar,  denn  ihre  linken  Seiten  nehmen 
beständig  zu.  Vi. 


A.  N.  MiASSOJEDOFF.     Die   abgeleiteten  Functionen  und 
ihre    Anwendung    zur    numerischeu    Auflösung     der 

Gleichungen.     Mosk.  Math.  Samml.  XII.  757-797.  (Rassiscb.) 

Wenn  man  die  Glieder  des  Polynoms  f{x)  der  Reihe  nach 
mit  Factoren  m — fc,  m— A— 1,  m— A— 2,  ...,  —  (*— 1),  — *  multi- 
plicirt,  so  erhält  man  ein  oeues  Polynom,  welchem  der  Verfasser 
den  Namen  der  nach  dem  Parameter  k  abgeleiteten  Function 
giebt.  In  der  Abhandlung  wird  gezeigt,  wie  die  Betrachtung 
dieser  abgeleiteten  Functionen  zu  Theoremen  führt,  welche  dem 
Fourier-Budan'schen  und  Stürmischen  analog  sind  und  gleich 
den  letzteren  zur  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  dienen 
können.  Wi. 


Nasimoff.     Ueber  eine  Modification  der  Stürmischen  Ab- 
sonderungsmethode.   Mosk.  Math.  Samml.  XIII.  (Rassisch.) 

Bekanntlich  bestimmt  man  die  Functionen  K„,  Ki,  F?, ...,  F„., 
mit  Hülfe  deren  man  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  V^=^0 
nach  der  Stürmischen  Methode  absondern  kann,  indem  man 
V^  =  F^  setzt.  Herr  MiassojedoflF  hat  in  seinen  Arbeiten  (Siehe 
das  vorangehende  Referat  und  auch  F.  d.  M.  XVII.  1885.  63) 
untersucht,  welche  Form  die  Stürmische  Methode  annimmt,  wenn 
man  anstatt  der  Deriyirten  die  Function  icV'^—V^  nimmt    Herr 
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Nasimoflf  zeigt  nun,  dass  man  auch  eine  allgemeinere  Function 
(ax-{-b)  V'^-\'cVq  nehmen  und  bei  gewissen  Bedingungen  eine 
Reihe  von  Functionen  erhalten  kann,  welche  die  Absonderung 
der  Wurzeln  erleichtern  können.  Wi. 


E.  DE  JoNQUii:RE8.  £tude  sur  las  ^quations  alg^briques 
num^riques  dans  leur  relation  avec  la  r^gle  des  signes 
de  Descartes.    Rom.  Acc.  d.  N.  L.  XXXVIII.  55-74. 

Die  nArt^  einer  numerischen  Gleichung  ist  bestimmt,  sobald 
man  der  Reihe  nach  fUr  jedes  Glied  derselben  angiebt,  ob  sein 
Coefficient  positiv  oder  negativ  und  ob  der  entsprechende  Potenz- 
exponent gerade  oder  ungerade  ausfällt.  Der  Verfasser  zeigt, 
wie  man  eine  numerische  Gleichung  finden  kann,  welche  von 
vorgeschriebener  Art  ist  und  überdies  eine  vorgeschriebene,  mit 
der  Descartes' sehen  Zeichenregel  verträgliche  Zahl  von  reellen 
Wurzeln  besitzt.  Ht. 


J.  Solin.       Zur    graphischen    Auflösung    numerischer 
Gleichungen  dritten  Grades.    Prag.  Ber.  6-13. 

Auf  Grund  des  LilFschen  Verfahrens  werden  die  vollstän- 
digen numerischen  Gleichungen  dritten  Grades  mit  Hülfe  einer 
festen  Parabel  graphisch  gelöst.  Ko. 


C.  Rbuschlb.      Zur  graphisch  ^  mechanischen  Auflösung 
numerischer  Gleichungen.    Schlömilch  z.  xxxi.  12-17. 

Es  wird  gezeigt,  wie  der  vom  Herrn  Verfasser  angegebene 
mechanische  Apparat  (vgl.  F.  d.  M.  XVL  68)  auch  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  vierten  Grades  benutzt  werden  kann.        No. 


C.  V.  Boys.      On    a    machine    for    solving    equations. 

Phil.  Mag.  (5)  XXI.  241-245. 
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U.  CuNTNGHAME.  On  a  mechanical  method  of  solving 
quadratic  and  cubic  equations,  wkether  tbe  roots  be 
real  or  impossible.     Phil.  Mag.  (5)  xxi.  260-261. 

Beide  Arbeiten  wurden  der  PbyBikalischen  Gesellschaft  in 
London  am  12.  December  1885  vorgelegt  (S.  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
75).  Herr  Boys  macht  in  seiner  Maschine  eine  Anwendung  von 
der  Gleichheit  der  Momente,  indem  er  eine  Reihe  von  Hebeln 
so  anordnet,  dass  sie  auf  einander  einwirken.  Wenn  der  Grad 
der  Gleichung  nicht  allzu  hoch  ist,  bestimmt  die  Maschine  alle 
reellen  Wurzeln,  für  eine  quadratische  Gleichung  auch  die  ima- 
ginären. Die  Methode  des  Herrn  Cunynghame  beruht  auf  dem 
Gebrauche  einer  Parabel  von  der  Gleichungsform  af^  ^y  und 
vermag  alle  Gleichungen  von  der  Form  x**  +  fiu;  =  c  zu  lösen. 

Gbs.  (Lp.) 


J.  H.    VAN  LbEUWBN.      Wortelvorenen.       Brielle.    J.  Posthamue 
Pr.  43  8. 

In   dieser  kleinen   Schrift   werden   die   folgenden   Wurzel- 
formen betrachtet 

(A+B  Yc+  D  yE+ Fyc+Hyr+  ...)*. 

Sodann  wird  die  Theorie  an  einigen  Zahlen beispielen  erläutert. 

G. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

J.  J.  Sylvester.     Lectores  on  the  theory  of  reciprocants. 
Reported  by  J.  Hammond.    Newcomb  Am.  J.  viii.  196-260; 

IX.  1-37. 

Herr  Sylvester  hat  in  der  Theorie  der  „Reciprocanten"  ein 
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neues  Gebiet  geschaflfen,  das  eine  ähnliche  Rolle  zu  spielen  be- 
stimmt ist,  wie  die  Theorie  der  Invarianten. 

Den  Ausgangspunkt   bildet   der   sogenannte   „Sohwarz'scbe 
DiflFerentialausdruck" : 

Hier  bedeuten  y\  y",  y'"  die  Diflferentialquotienten  einer  Func- 
tion y  von  X,  Versteht  man  unter  x\  a?",  «'"  die  entsprechen- 
den DiflFerentialquotienten  der  inversen  Function  x  von  y,  so 
gilt  nach  H.  A.  Schwarz  die  identische  Relation: 

oder: 

y"  -       y   •  ^/i 


oder  auch: 


y"  ■"  a:'« 


Man  ist  so  auf  eine  rationale  Function  der  drei  ersten  Differen- 
tialquotienten  einer  Function  y  von  x  geführt  worden,  die  sich 
bei  Yertauschung  der  beiden  Variabein  nur  um  eine  Function 
des  ersten  Differentialquotienten  resp.  sogar  nur  um  die  nega- 
tive Einheit  als  Factor  ändert.  Ein  noch  einfacheres  Beispiel 
dieser  Art  wird  durch  die  Relation  geliefert: 

y" 


Dies  veranlasst,  solche  Functionen  der  Differentialquotienten 
y')  y"»  y"'j*«'  überhaupt,  d.  h.  die  „Reciprocanten",  systematisch 
zu  Studiren. 

Man  kann  die  Vertauschung  von  y  mit  x  auch  als  eine  spe- 
cielle  lineare  Transformation  beider  Variabein  auffassen,  und  in 
diesem  Sinne  ist  bereits  der  obige  Ausdruck  eine  „Invariante^^ 
Bei  genauerem  Erfassen  zeigt  es  sich  aber  gerade  umgekehrt, 
dass  der  Begriff  der  Reciprocante  weit  über  den  der  gewöhnlichen 
Invariante  hinausgeht.  Dies  tritt  z.  B.  bei  der  Schwarz'schen 
Formel  sehr  deutlich  in's  Licht.  Man  kann  nämlich  deren  In- 
halt (wie  mit  einfachen  Mitteln  bewiesen  wird)  auch  so  fassen; 
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„Denkt  man  sich  x^  y^  «  als  drei  Variable,  die  von  einer  Unab- 
hängigen t  abhängen,  so  bleibt  der  Ausdruck: 

bis  auf  einen  Factor  C-r— )   ungeändert,  wenn  x  vermöge  einer 

ganz  beliebigen  Substitution  in  X  übergeht  (während  y  und  % 
ihre  Form  beibehalten).'^ 

Demnach  ist  die  Form  (y,  ^)— («i^)  eine  simultane  Inva- 
riante der  beiden  Formen  y{x)  und  z(x)  in  höherem  Sinne,  die 
sich  bei  beliebigen  Transformationen  der  Unabhängigen  x  nur 
um  einen,  ausschliesslich  von  der  angewandten  Transformation 
abhängigen  Factor  ändert 

Bildet  man  nunmehr  eine  binäre  Form  mit  den  Wurzeln  (y,a;), 
(jB,  x\  (ii, «)  etc.,  so  ist  offenbar  jede  gewöhnliche  In-  (und  Co-) 
Variante  dieser  binären  Form  eine  simultane  „In-  (und  Co-)va- 
riante"  der  Formen  y(x)^  »(x),  u(a?),  ...  in  dem  allgemeineren 
Sinne. 

So  sind  überhaupt  die  „Reciprocanten*'  als  die  einfachsten 
Repräsentanten  von  „erweiterten^^  Invariantenbildungen  anzusehen, 
und  man  wird  sich  zuvörderst  auf  ihr  Studium  beschränken. 

Der  Bequemlichkeit  wegen  werden  statt  y\  y*\  y"',  y^^^\  ... 
die  lateinischen  Buchstaben  f,  a^bjC,  ...  und  statt  der  inversen 
Formen  x\  a?",  a:"',  aj'^^>,  ...  die  griechischen  Buchstaben 
^9  ^j  ß^  Vi  •  •  •  eingeführt.  Der  Zusammenhang  zwischen  den 
beiderlei  Differentialquotienten  wird  durch  die  eine  Operation: 

ji(ad,  +  6d.  +  ce/,+  -)JX--?-) 

vermittelt,  welche  succ.  fllr  n  =  0,  1,  2,  3,  ...  die  Grössen 
a,  /?,  y,  .  . .  liefert.  Es  entspricht  dieser  Operator  ganz  dem  in 
der  elementaren  Invariantentheorie  üblichen: 

aJ6+'^Wc+3cJrf  +  -'- 
Die  Reciprocanten  zerfallen  einmal  in  zwei  Hauptklassen  „von 
ungeradem'^  und  „von  geradem  Charakter*',  jenachdem  sie  sich 
bei  Vertauschung  der  Variabein  y,  x  um  einen  Factor  —  /*  oder 
+  /"  ändern.    Der  Exponent  n  heisst  die  „Charakteristik". 

Als  Beispiel  einer  geraden  Reciprocante  diene  3ao  — 5fr';  denn 
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es  ist: 

V 

Andererseits  werden  „gemischte**  und  „reine"  Reeiprocanten 
unterschieden,  jenachdem  der  erste  Differentialquotient  t  explicite 
in  ihnen  auftritt  oder  nicht  So  ist  3ac  — 56'  rein,  dagegen 
2/b— 3a'  gemischt.  Die  reinen  Reeiprocanten  correspondiren  den 
eigentlichen,  gewöhnlichen  Invarianten.  Sie  lassen  sich  mit  Htllfe 
des  wichtigen  Hammond'schen  Operators  V: 

F  =  4.-^öa,+5a,a,Öa,  +  6(flofl,  +  -^)9a, 

wo 

a=1.2.ao,     6=1.2.3.aj,    c  =  1.2.3.4.a,,   . .  ., 
dahin  charakterisiren,  dass  sie  durch  die  Operation  V  zum  Ver- 
schwinden gebracht  werden. 

Als  die  „allgemeinste  Reciprocante"  wird  eine  Function 
F(t,  a,  /y,  y, . . .)  definirt,  wenn  sie  F(/,  o,  6,  c, . . .)  als  Factor  ent- 
hält Ist  der  letztere  ein  bloss  numerischer,  so  haben  wir  eine 
„absolute  Reciprocante". 

Wird  die  Function  F  darauf  beschränkt,  in  den  bez.  Varia- 
bein rational  und  ganz  zu  sein,  so  kommt  man  auf  die  früheren 
Reeiprocanten  zurück,  indem  der  betreffende  Factor  dann  von 
selbst  gleich  +<*  wird. 

Der  Verfasser  spricht  von  „homogenen"  und  „isobaren" 
Reeiprocanten,  d.  h.  endlichen  Summen  von  Gliedern  i4ra'b"*c"..., 
für  welche  nicht  nur  v  +  l  +  m  +  n-^  ^^  =  %  (der  „Grad"),  son- 
dern auch  — f)  +  iii+2n+"-  =  w  (das  „Gewicht")  einen  con- 
stanten  Wert  haben.  Als  Gewichte  der  einzelnen  Grössen 
<,  a,  6,  c,  ...  figuriren  die  Zahlen  —1,0,  1,  2,  ...;  das  des  höch- 
sten Differentialquotienten  heisst  die  „Ausdehnung"  extent  (=  j) 
der  Reciprocante.  Die  geraden  Reeiprocanten  werden  durch  das 
Symbol  0 : «? :  t,i,  die  ungeraden  durch  1  :to:iJ  gekennzeichnet: 
für  eine  reine  Reciprocante  genügt  (genau  wie  in  der  Invarian- 
tentheorie)  das  Zeichen  fr:t,y,  da  diese  zugleich  mit  der  Zahl  i 
gerade  oder  ungerade  sind. 
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Aus  irgend  zwei  Reciprocanten  wird  eine  ,, absolute^'  genau 
80  gebildet,  wie  aus  zwei  gewöhnlichen  Invarianten  eine  ab- 
solute. 

Die  Haupteigenscbaft  einer  absoluten  Reciprocante  ist,  durch 
Di£Ferentiation  nach  x  in  eine  (im  allgemeinen  nicht  absolute)  Re- 
ciprocante von  gleichem  „Charakter"  Überzugehen. 

Verbindet  man  damit  die  andere  Eigenschaft  einer  belie- 
bigen Reciprocante  ¥  von  der  Charakteristik  /i,    durch  Division 

mit  <^    zu  einer  absoluten   zu  werden,   so  ergiebt  sich,   dass 

und  damit  auch  2/  -^ iiaF  eine  Reciprocante  von 


(^) 


rfx  1    ü  I  dx 

gleichem  Charakter  ist,  wie  F. 

Nimmt  man  insbesondere  ¥  als  homogen  und  isobarisch  an, 
jso  erhält  man  den  fruchtbaren  Satz: 

„Wendet  man  auf  eine  (in  den  <,  a,  6,  c, . . .  ganze)  homogene 
und  isobarische  Reciprocante  jP  die  Operation  |  an: 

I  =  (26/-3a')öa  +  (2c<-.4a6)Ö6  +  (2rf/— cac)öc  +  --- 

=  2;(«  +  3)(an+i/-a,a09fln     (n  =  0,  1,2,  ...), 

n 

80  erhält  man  eine  ebensolche  Reciprocante  §F  von  gleichem 
Charakter  wie  F." 

Eine  genauere  Untersuchung  ergiebt  übrigens ,  dass  die 
Eigenschaft  des  Isobarismus  durch  die  der  Homogeneität  mitbe- 
dingt ist. 

Der  Operator  §  producirt  aus  irgend  einer  Reciprocante  F 
eine  unendliche  Reihe  von  (im  allgemeinen  gemischten)  Reci- 
procanten fF,  l'F,  ^'F  etc.     Dies  Verfahren  heisst  Eduction. 

Eine  besonders  einfache  Reihe  kommt  für  F=a;  |a  ist 
der  Sehwarz'sche  Ausdruck  26/  — 3a',  $'a  wird  ci—hah  (die 
sog.  „Post-Schwarzian")  u.  s.  f.     Es  zeigt  sich  als  wichtig,  dass 

diese    „Potenzen"  |J  zugleich  als  Zähler  der  Ausdrücke 

erscheinen. 

War  I  der  „Hauptgenerator"    für  gemischte  Reciprocanten, 
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80  giebt  es  einen  ganz  ähnlichen  X,  der  aus  reinen  Reciprocan- 
ten  immer  wieder  solche  erzeugt,  nämlich 

X  =  2:(n  +  3)(ao  a„+i  —  a^  an)dan    (n  =  1,  2,  3,  . .  .)• 

Es  ist  nun  merkwürdig,  dass  diese  zwei  Generatoren  $,  X 
als  ihr  Abbild  in  der  Invariantentbeorie  zwei  zuerst  von  Cayley 
gefundene  Generatoren  besitzen,  die  sich  nur  in  den  numerischen 
Coefficienten  von  jenen  unterscheiden,  während  die  Buchstaben 
fl,  6,  c,  ..•  (mit  den  resp.  Gewichten  0,  1,  2,  ...)  jetzt  die 
Coefificienten  einer  binären  Form  bedeuten  (und  /  =  1  zu 
setzen  ist). 

Während  hierin  die  beiden  Theorien  der  Keciprocanten  und 
Invarianten  die  grösste  Aehnlichkeit  aufweisen,  zeigt  sich  ein 
auffallender  Unterschied  in  Folgendem.  Versteht  man  unter  xfß 
die  „Transformirte"  einer  ganz  willkürlichen  Function  q>(t,  a,  6,  c, ..  •), 
d.  h.  ist 

VCh  «,  6,  c,  ...)  =  tp(T,  a,  /»,  y,  ...), 

so  ist  das  Product  (ftp  eine  Reciprocante  (von  geradem  Charak- 
ter). Dagegen  ist  es,  wie  bewiesen  wird,  im  allgemeinen  un- 
möglich, eine  Invariante  in  nicht- invariantive  selbständige  Fac- 
toren  aufzulösen. 

Eine  hervorragende  Rolle  (namentlich  in  den  Anwendungen 
auf  Geometrie)  spielen  die  „orthogonalen^  Reciprocanten,  d.  h. 
solche,  die  sich,  abgesehen  von  einem  Factor,  bei  einer  auf  die 
Variabein  x,  y  ausgeübten  orthogonalen  Transformation  nicht 
ändern. 

Vor  einigen  Jahren  hat  Herr  Sharp,  was  der  Verfasser  nicht 
zu  erwähnen  scheint,  in  den  Proceediugs  of  the  London  M.  S.  eine 
fast  vollständige  Sammlung  solcher  Orthogonalreciprocanten  ge- 
liefert, wie  sie  in  der  Geometrie  und  Mechanik  überaus  häufig 
auftreten  und  daselbst  immer  Fundamentalbegriffe  repräsentiren. 

Von  solchen  gilt  der  elegante  Satz: 

„Ist  Ä  sowohl  wie  —t—  eine  Reciprocante,  so  ist  Ä  ortho- 
gonal^ 

Die  einfachste  Orthogonal  •  Reciprocante   erhält   mau   durch 
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Differentiiren  des  ErOmmungsradins  einer  ebenen  Curve,  n&mlich 

die  also,  gleich  Null  gesetzt,  einen  Kreis  darstellt. 

Der  Verfasser  wendet  sich  nunmehr  zu  den  Beiträgen,  die 
seine  Anhänger  Hammond,  MacMahon,  Elliott,  Perrin  zu  seiner 
Theorie  geliefert  haben  (v.  die  bez.  Referate). 

Es  lassen  sich  hier  neue  Vergleichungspunkte  mit  der  In- 
variantentbeorie  finden.  Vom  Verfasser  selber  rührt  ein  älterer  Satz 
her  (der  sog.  Sylvester'sche  ^^Aggregationssatz^),  der  lautet:  „Ist 
Q  der  bekannte  Annihilator  der  Invarianten,  d.  h  ist  QJ  ==  0,  wo 

ß  =  a^da^  +  2aj 9a,  +  3a, 9a,  H f-joy-iöa^ 

und  /  eine  Invariante,  so  ist  QOJ  ein  Vielfaches  von  /,   wenn 

0  =  a^-9a/_i  +  2a/_i9ay_2H {'ja^^a^.*' 

Deshalb  heisst  0  der  zu  ii  entgegengesetzte  Operator  oder  der 
„Reversor**  von  ß. 

Die  Frage  nach  dem  Reversor  von  V  (dem  Annihilator  der 
reinen  Reciprocante  R)  hat  MacMahon  einfach    dahin   beantwor- 

tet,  dass  derselbe  mit  ^  identisch  sei.    Daraus  folgt  sofort  als 

dx' 
wird. 

In  diesem  Satze  ist  auch  die  Quelle  der  Perrin'schen  „Resi- 
duentheorie" enthalten,  die  sowohl  für  Invarianten  wie  für  Re- 
ciprocanten  gilt 

Des  weiteren  unternimmt  es  der  Verfasser,  seinen  bekann- 
ten Hauptsatz  für  Subinvarianten,  „dass  die  Anzahl  der  linear 
unabhängigen  Subinvarianten  vom  Typus  to  :  i,j  durch  die  Formel 

(f(?:t,i)-(ir-l;  ij) 

geliefert  wird*',   auf  Reciprocanten  zu  übertragen.     Die  analoge 
Formel  für  reine  Reciprocanten  lautet: 

(f(?:i,j)-(«'-l;  t+l,i). 
Dies  gelingt  in  der  That  unter  Aufbietung  neuer  Beweismittel; 
indem  die  Beziehung  y— 2ir  =  0  (wo  w  das  constante  Gewicht 


Corollar,  dass  f  F"*       ^^  jR  ein  numerisches  Vielfaches  von  a'^R 
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bedeutet)  als  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gedeu- 
tet wird. 

Hiermit  ist  eine  unmittelbare  Verwertung  des  reichen  Ma* 
teriales  gegeben,  welches  in  der  Theorie  der  „erzeugenden  Func- 
tionen" aufgespeichert  war. 

Der  Schluss  der  Vorlesungen  bezieht  sich  auf  geometrische 
Anwendungen.  Dieselben  betreffen  in  erster  Linie  den  mehr- 
punktigen  Gontact  zweier  Gurven,  wenn  dieser  noch  in  gewisser 
Weise   vom   Coordinatensystem   abhängig   ist.     So   z.  B.  stellt 

(^-)V  =  0 

die  Bedingung  dar,  dass  eine  beliebige  ebene  Curve  im  Punkte 
x^  y  von  einem  Kegelschnitte  zweipunktig  berührt  wird,  wenn 
derselbe  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  besitzt,  die  mit  den 
Coordinatenaxen  zusammenfallen. 

Hierher  gehört  auch  folgender,  zuerst  von  Hammond  aufge- 
stellter Satz  über  Evoluten.  Ist  q  der  Krümmungsradius  einer 
ebenen  Curve  im  Punkte  (x,  y),  und  dg)  der  Winkel,  unter  dem 
das  Bogenelement  ds  vom  Krümmungscentrum  aus  erscheint,  so 

d'*Q 
ist  der  Krümmungsradius  der  n*«°  Evolute  gleich  -^-^* 

Es  lassen  sich  ferner  allgemeine  Sätze  aufstellen  über  das 
vollständige  Integral  einer  Differentialgleichung,  wenn  deren 
linke  Seite  eine  Reciprocante  ist.  Es  werden  dadurch  Sätze  be- 
stätigt, die  Halphen  auf  anderem  Wege  gewonnen  hatte.  Dies 
führt  zu  einer  besonderen  Gattung  von  Reciprocanten,  den  sog. 
„projectiven"  Reciprocanten  oder  „Principianten**. 

Eine  Principiante  ist  dadurch  definirt,  dass  sie  nicht  bloss 
bez.  der  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  . . .  invariant  ist,  sondern  auch 
bez.  der  folgenden:  a,  JB,  C,  />,  . . .,  wo  B,  C,  2>,  . . .  selbst  Reci- 
procanten sind. 

Man  kann  für  diese  Principianten,  ganz  wie  für  die  Reci- 
procanten überhaupt,  gewisse  Stammformen  („Protomorphe")  er- 
mitteln, aus  denen  alle  übrigen  durch  algebraische  Processe  ab- 
geleitet werden  können. 

Diese   Stammformen    sind    einfach    dadurch    charakterisirt, 
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dass  für  sie  das  Gewicht  w  gleich  der  Ausdehnung  j  wird,  so- 
dass ihnen  das  Symbol  j;  ij  zukommt. 

Die  nächste  Aufgabe  der  Zukunft  besteht  darin,  für  jede 
Reihe  von  Buchstaben  a;  a^b\  a,  6,  c;  etc.  vollständige  Tabellen 
von  Stammformen  auszurechnen.  Man  kann  dieselben  auch  nach 
dem  Wert  von  j  klassificiren.  Für  die  Werte  j  =  2  bis  8  findet 
sich  eine  solche  Tabelle  S.  35. 

Wegen  der  Ausdehnung  der  Reciprocantentheorie  auf  das 
Gebiet  von  n  Variabein  vergleiche  das  folgende  Referat  über 
die  bez.  Arbeit  von  Elliott.  My. 


B.  Elliott.     On  ternary  aud  n-ary  reciprocants.      Lond. 

M.  S.  Proc.  XVIL  172-196. 

Die  Sylvester'sche  Theorie  der  Reciprocanten  wird  hier  auf 
Functionen  von  n  Variabein  ausgedehnt.  Es  genüge  die  Be- 
trachtung des  Falles  n  =  3.  Eine  „ternäre  Reciprocante"  ist 
eine  Function  der  partiellen  Differentialquotienten 

dz  di  ö'ä       ,  9*i5  ö's 


dx'     ^  "    dy  '       '  "    dx^'       '         dxdy  '       '  ~   dy^  ' 

^«  "  Öx» '      '  ~   dx'dy  '     ^»  "~  dxdy'  '      »  ~    dy'  ' 

die  sich  nur  je  um  einen  Factor  ändert,  wenn  die  Variablen 
*>  «,  y  cyklisch  vertauscht  werden.  Die  Reciprocante  ist  eine 
^absolute*',  wenn  der  Factor  ein  bloss  numerischer  ist.  Im  ersten 
Falle  hat  der  Factor  einen  Wert  von  der  Form  iCP?)"  (^^  ^ 
eine  ganze,  positive  Zahl),  im  zweiten  ist  er  eine  dritte  Eiuheits- 
wurzel.  Im  letzteren  Falle  giebt  es  drei  wesentlich  verschiedene 
Klassen  von  Reciprocanten  mit  den  resp.  „Charakteren^^  0,  1,  2« 
Bezeichnet  man  durch  einmalige  resp.  zweimalige  Accentuirung 
das  Resultat  der  Vertauschung  von  is,  a;,  y  mit  ^,  ^,  z  resp.  y,  js,  x, 
und  mit  e  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel,  mit  A  die  Reci- 
procante, so  sind  die  drei  Klassen  repräsentirt  durch: 

A  =     ^'  =     A'\ 

A=   bA'  =  e'A'\ 

A  =  fiM'  =  bA". 

Poruchr.  d.  Miilh.  XVIII.  1.  g 
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Andererseite  erweitert  der  Verfasser  den  Begriff  der  ßeeipro- 
cante  dahin,  dass  in  einer  solchen  auch  die  Variabein  x^  y^  2 
selbst  explicite  auftreten  dürfen.  Dieser  Gedanke  erweist  sich 
als  sehr  fruchtbar.  Denn  nun  kann  man  als  die  einfachsten  Stamm- 
reciprocanten  die  aus  der  Algebra  wohlbekannten  Ausdrücke  zu- 
grunde legen: 

a  +  ex  +  e^y  =  e(x  +  €y  +  e^z)   =  «'(y  +  «ä  -f-  «**)j 
z  +  B^X'\'ey  =  «*(ir  +  **y  +  «*)  =  €(y  +  fi*»  +  fix). 

Aus  ihnen  gehen  durch  Addition,  Subtraction,  Multiplication 
weitere  Reciprocanten  hervor. 

Mit  Hülfe  der  Identitäten: 

d&  =  pdx  +  qdy^ 
dx  =  p'dy  -\'  (fdz^ 
dy  =zp"dz  +  q''dx 

gelangt  man  leicht  zu  einem  ganzen  System  von  absoluten  Reci- 
procanten, die  sich  alle  in  der  Formel: 

zusammenfassen  lassen,  wo  Sr  eine  homogene,  symmetrische 
Function  r^"  Grades  der  betreffenden  Argumente  bedeutet. 

Eine  noch  umfassendere  Klasse  geht  hieraus  wieder  hervor, 
wenn  man  in  der  Function  Sr  die  Argumente  p,  9,  —  l  resp.  er- 
setzt durch  pjj,  qy^  — a. 

Eine  transcendente  Reciprocante  wird  z.  B.  geliefert  durch: 

logp  +  «Mogg  +  «log(— 1) 
und  ähnliche. 

Ein  sehr  wichtiger  Satz  heisst:  „Sind  u,  v  zwei  absolute 
Reciprocanten,  so  ist  die  Jacobi'sche  Functionaldeterminante  der- 
selben bez.  p,  q  eine  Reciprocante,  die  nach  Multiplication  mit 
einer  passenden  Potenz  von  pq  zu  einer  absoluten  wird/^ 

Als  Zeichen  der  Jacobi'schen  Form  dient     ,\      .- 

Aus  der  Relation 
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folgt,  dass  auch  das  Doppelintegral 

j  j    (p?)4*prfy 
eine  Seciprocante  ist,  desgleichen  auch 

wo  A  eine  absolute  Reciprocante  ist. 

Diese  Formen  enthielten  alle  nur  p  und  q.  Um  zu  solchen 
zu  gelangen,  die  auch  von  den  höheren  Differentialquotienten 
abhängen ,  wird  zuvörderst  die  Abhängigkeit  zwischen  den 
a,  6„c,;  ^„62,  C2,(^,;  etc.  einerseits  und  den  einmal  resp.  zwei- 
mal accentuirten  Grössen  andererseits  untersucht. 

Diese  führt  fast  unmittelbar  zu  Reciprocanten ,  die  in  der 
Geometrie  eine  namhafte  Bolle  spielen.    So  z.  B. 

(pq)i  (p'q')i      ""      (p"q")i    ' 

d.  i.  (bis  auf  einen  Factor)  das  Product  der  Hauptkriimmungs- 
radien  in  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche. 

Der  Zähler  a^c^  —  bl  ist  zugleich  ein  einfaches  Beispiel  för 
eine  „reine"  Reciprocante,  d.i.  eine  solche,  welche  die  ersten 
Ableitungen  p,  q  (und  auch  die  Variabein  selbst)  nicht   enthält. 

Der  Zusammenhang  der  reinen  Reciprocanten  mit  den  In- 
yarianten  zeigt  sich  deutlich  in  dem  Satze:  „Irgend  eine  homogene 
reine  (temäre)  Reciprocante  vom  Charakter  0  ist  eine  simultane 
Invariante  der  Formen: 

diese  als  binäre  Formen  in  a,  ß  aufgefasst  (aber  nicht  umge- 
kehrt)." 

Auch  das  Sylvester'sche  Verfahren  der  Eduction  ist  auf  ter- 
näre  Reciprocanten  übertragbar,  wenn  auch  die  wirkliche  Aus- 
führung auf  manche  Hindernisse  stösst.  Der  Hauptsatz  lautet 
hier: 

„Sind  M,  f?,  «?,  q>  vier  absolute  temäre  Reciprocanten,  so  ist 

auch    ^\  ^   i  :    , >  ^    (    eine  solche." 
d{x,  y)      d(x,  y) 

6* 
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Die  Theorie  der  orthogonalen  Reciprocanten  gestaltet  sich 
ganz  analog  wie  im  binären  Falle. 

Endlieh  erwähnen  wir  noch  die  Sätze,  dass,  wenn  «,,  t/,,  u^ 
drei  unabhängige  absolute  Reciprocanten  sind,  es  auch  jede  der 

Ableitungen    ^  ^  ^  '-  ist:   sowie  den  andern,  dass  die  Anzahl 

der  linear  unabhängigen  Reciprocanten,  in  denen  nicht  höhere 
als  m^''  Differentialquotienten  vorkommen,  genau  gleich  der  An- 
zahl dieser  Differentialquotienten  ist,  nämlich 

(m  +  3--l)! 

m!(3-l)! 

My. 


J.  J.  Sylvester.    Sur  les  röciprocants  piirs  irr^ductibles 
du  quatrifeme  ordre,    c.  r.  CIL  152-153. 

Es  wird  ein  in  einer  früheren  Note  des  Verfassers  vorge- 
kommener Berechnungsfehler  berichtigt.  My. 


R.  Perrin.     Sur  la  thöorie  des  röciprocants.      c.  r.    CIL 

351-353. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Anzahl  Resultate,  die  eine  bemer- 
kenswerte Weiterführung  und  Vereinfachung  der  Sylvester'schen 
Reciprocantentheorie  (cf.  das  bez.  Referat)  involviren. 

Aendert  sich  eine  Reciprocante  bei  Vertauschung  der  beiden 

Variabein  a?,  y  um  die  X^  Potenz  von    -~^  als  Factor,  so  heisst 

l  die   „Elasse^^    der   Reciprocante.     Dann  gilt   vor  allem    der 
Satz: 

„Sind  A,  R!  irgend  zwei  Reciprocanten  von  den  resp. 
Klassen  il,  il',  so  ist 

dx  dx 

wieder  eine  solche,  von  der  Klasse  A  +  A'-f- 1.'* 

Dieselbe  wird  als  die  Jacobi'sche  Form  von  R  und  R*  be- 
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zeichnet,  da  sie  eine  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  gewöhn- 
lich 80  genannten  Bildung  anzeigt. 

Dieser  Satz  erlaubt,  die  Reihe  der  Sylvester'schen  Stamm- 
formen („Protomorphe")  aus  den  beiden  ersten  successiv  abzu- 
leiten. Die  angegebene  ,,Jaeobi'8che  Operation*^  steht  mit  dem 
Sylvester- Hammond'schen  Operator  V  in  einer  einfachen  Be- 
ziehnng.  Es  gentigt  nämlich  jede  „reine^'  Reciprocante  A  der 
Differentialgleichung  (aber  nicht  umgekehrt): 

Kt)  =  »» -&  • 

Daran  schliessen  sich  weitere  derartige  Operationen,  die  aus 
einer  resp.  zwei  ßeciprocanten  je  eine  neue  produciren.  End- 
lich wird  eine  Reihe  von  Sätzen  mitgeteilt,  die  ganz  gleichmässig 
ffir  Reciprocanten  wie  ftir  Subinvarianten  gelten.  Unter  an- 
derem fiberträgt  der  Verfasser  den  von  ihm  frfiher  für  Subinva- 
rianten aufgestellten  Fundamentalbegriff  des  „Residuums^^  mit 
Erfolg  auf  die  Reciprocanten.  Die  innige  Verwandtschaft  beider 
Theorien  tritt  dadurch  immer  deutlicher  hervor.  My. 


J.    Hammond.     On    a  class  of  integrable    reciprocants. 

LoDd.  M.  S.  Proc.  XVII.  128-138. 

Setzt  man 

dx         '       dx'  '      dx*    -^>  •••' 

dx   __  d^x  __  d*x    _  ^ 


dy        ''      dy'        ^'       rfy* 

so  ist  die  Function  qp(<,  a,  6,  c, ...)  eine  Reciprocante,  wenn  sie 
bis  auf  einen  Factor  gleich  qt  (t,  a,  /5^,  y, . . .)  ist.  Der  Verfasser 
beschäftigt  sich  mit  der  besonderen  Klasse  von  Differentialglei- 
chungen 9>((,  0,6,  c, ...)  =  0,  die  ein  Integral  von  der  Form 
a  =  F{t)  besitzen.  Dann  lässt  sich  das  vollständige  Integral 
dieser  letzteren  Differentialgleichung  ohne  weiteres  angeben,  durch 

AU   erstes  Beispiel   dieser  Art   wird   das  durch  Nullsetzen 
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der   Sylvester'schen   „Orthogonalreciprocante"   gelieferte   behan- 
delt, nämlich: 

(l-j-<«)c-10a6<  +  15a'  =  0. 
Setzt  man  i  =  tang^,  so  kommt: 


X 


Die  Elimination  von  d-  aus  diesen  beiden  Gleichungen  fdhrt 
auf  elliptische  Functionen. 

Man  kann  auch  a  darstellen  als  Quadratwurzel  aus  einer 
ganzen  Function  sechsten  Grades  in  /.  Diese  Function  hat  die  Eigen- 
schaft, bei  Vertauschung  der  beiden  Variabein  nur  ihre  Form  zu 
ändern,  indem  die  (zwei)  darin  auftretenden  willkürlichen  Gon* 
stauten  durch  andere  ersetzt  werden.    Allgemein  gilt  der  Satz: 

„Geht  eine  Gleichung  F(f,  a,  ^,  ß,  C, . ..)  =  0  bei  Vertau- 
schung der  Variabein  über  in  F(t,  a, -4',  B',  C, ...)  =  0,  sodass 
die  Form  von  F  ungeändert  bleibt  und  nur  die  willkürlichen 
Gonstanten  ^,  JB,  C,  ...  andere  Werte  annehmen,  so  ist  die 
erstere  Gleichung  ein  Integral  einer  Reciprocantengleichung/^ 

Die  zugehörige  Reciprocante  wird  eine  reine,  wenn 
F(tj  a,  Aj  B^Cy.. .)  auch  bei  einer  beliebigen  linearen  Transfor- 
mation von  x^  y  nur  ihre  Form  ändert.  Dann  lässt  sich  die 
Gleichung  F  =  0  in  die  Form  bringen:  Eine  binäre  Form  in  t 
(mit  beliebigen  Coefficienten  A^  B,  C,  ...),  h^""  Grades,  gleich 
aK  Dies  Resultat  erlaubt  nun  umgekehrt,  wenn  man  ä  =  1,2,3,.. . 
annimmt,  und  jedesmal  abwechselnd  nach  x  differentiirt  und  mit 
a  dividirt,  eine  Stammtabelle  reiner  Reciprocanten  herzustellen, 
aus  denen  alle  übrigen  algebraisch  ableitbar  sind.  Indessen  ist 
diese  Tabelle  nicht  ganz  so  einfach,  wie  die  zuerst  von  Sylvester 
aufgestellte. 

Ein  elegantes  geometrisches  Beispiel  gewähren  die  unicur- 
salen  (algebraischen)  ebenen  Curven :  diese  können  immer  durch 
das  Verschwinden  einer  Reciprocante  dargestellt  werden. 

My. 

P.  A.  Mac  Mahon.   Perpetuant  reciprocants.   Lond.  M.  s.  Proc. 

XVII.  139-151. 
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Der  Verfasser  hat  sich  früher  viel  mit  den  „perpetuirenden  Sub- 
iovarianten^^  beschäftigt,  d.  h.  solchen  SubinvariaDten  binärer  For- 
men, die  von  dem  Grade  der  letzteren  ganz  unabhängig  sind,  und 
namentlich  eine  vollständige  numerische  Aufzählung  derselben  ge- 
leistet Er  geht  hier  an  die  Lösung  der  analogen  Frage  für  Recipro- 
canten.  Eine  „perpetuirende^*  Reciprocante  wird  definirt,  als  eine 
solche,  die  sich  nicht  als  (lineare,  ganze)  Function  anderer  Re- 
ciprocanten  von  geringerem  Grad  und  Gewicht  (aber  unbe- 
schränkter Buchstabenanzahl)  darstellen  lässt.  Die  „Recipro- 
cante^^ selbst  ist  geradezu  als  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung : 

SaMft  +  lOabdc  +  (15ac  +  106')  d^  +  . . .  =  0 
aufgefasst. 

Die  gestellte  Aufgabe  kommt  dann  unmittelbar  auf  die 
andere  zurück,  eine  Zahl  w  (das  Gewicht)  einmal,  so  oft  als 
möglich,  in  &  (d.  i.  den  Grad),  das  andere  Mal  in  ^4- 1  Teil- 
zahlen zu  zerlegen  und  die  Differenz  (d-,  tr)  beider  Anzahlen 
zu  bilden:  dies  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Perpe- 
tuanten  vom  Grad-Gewicht  (^,  w).  Die  Tabellen  ordnen  sich  am 
besten  nach  dem  Werte  der  Zahl  ^-ftr,  dem  sog.  „Uebergewicht^^ 

Es  genügt  die  jedesmalige  Angabe  der  „erzeugenden  Func- 
tion" G,F.    Bezeichnet  (/u)  zur  Abkürzung  den  Ausdruck  \  —  xf, 

so  erhält  man  successive: 

\-2x 


für  den  Grad  0:    G  .  F  =^ 


»»         n  n 


1 :     G.F  = 


(0    ' 

1  —  x  —  x" 

(0(2) 


>?  5J  1? 


11  1»  »? 


1 — X  —  x^ 

^'    ^'  (1)(2)(3)    ^  '+'"'' 

etc.  bis  zum  Grade  6. 
Demnach  existirt  für  den  Grad  2  nur  eine  Perpetuante,  nämlich 

(2,  2)  =  3ac  -  56', 
für  den  Grad  6  existiren  drei  solche,  (3, 3),  (3,  4),  (3, 6)  u.  s.  f. 

My. 
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C.  Leudesdorf.      Oll   some   results   connected   with  the 
theory  of  reciprocants.     Lond.  M.  S.  Proc.  xvil.  197-219. 

Sind  X  uud  y  zwei  durch  eine  beliebige  Relation  verknüpfte 
Variable  und  bezeichnen  wir  die  successiven  Differentialquotien- 
ten von  y  nach  x  beziehungsweise  mit  2^,,y3).*.)  dagegen  die 
Differentialquotienten  von  x  nach  y  beziehungsweise  mit  x^^  x^^ ..., 
so  ist  ofifenbar: 

Vi  y\  y\ 

Die  Zähler  der  rechter  Hand  stehenden  Brüche  werden  der 
Kürze  wegen  beziehungsweise  mit  7,,  Y^y ...  bezeichnet,  so  dass 
allgemein  Yn  eine  homogene  Function  der  y^^y^^  ...  vom  Grade 
w — 1  und  vom  Gewicht  2(ii— 1)  ist. 

Die  Untersuchungen  des  Verfassers  beziehen  sich  auf  die 
durch  Sylvester  begründete  Theorie  der  Keciprocanten  (vergl. 
F.  d.  M.  Bd.  XVII.  1885.  S.  79),  d.  h.  solcher  ganzen  homogenen 
Functionen  von  y^y,,  •••)  ^^  welche  die  Relation: 

vermöge  der  obigen  Formeln  identisch  erfüllt  ist.  Dabei  ist  t 
der  Grad  und  to  das  Gewicht  der  Reciprocante.  Bezeichnen  wir 
nun  mit  F  irgend  eine  Function  von  y,,  y,,  ...,  und  setzen 
x  —  ^y  an  Stelle  von  a?,  wo  &•  eine  unendlich  kleine  Grösse  be- 
deutet, so  ist  die  entsprechende  Aenderung  von  F  gleich  dem 
Ausdrucke: 

dF    .       /_      ÖF   ,  ,      dF 

in  welchem  V  das  von  y,  freie  Operationssymbol: 

^y\  -^  + 10,,,,  ^  +  (i5y.j,,  +  ioyJ)-|^  +  •  •  • 

darstellt.  Durch  wiederholte  Anwendung  jener  unendlich  kleinen 
Transformation  wird  bewiesen,  dass  jede  ganze  homogene  iso- 
bare  Function  F  von  y„  y^, ...  notwendig  eine  (reine)  Recipro- 
cante ist,  sobald  sie  der  Differentialgleichung  FF  =  0  genügt. 
Durch    entsprechende    Betrachtungen    werden    einige    bekannte 


*t-,!^  +  y,(2»,^+3,.-^  +  -)  +  ^fi. 
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Sätze  über  orthogooale  Reciprocanten  bestätigt.  (Vergl.  F.  d. 
M.  Bd.  XVII.  1885  p.  80.)  Nach  weiteren  Bemerkungen  bezüg- 
lich der  Aufstellung  von  Reciprocanten  untersucht  der  Verfasser 
die  schon  von  Sylvester  erwähnten  Beziehungen,  welche  zwi- 
schen der  Theorie  der  Reciprocanten  und  der  Invariantentheorie 
der  binären  Formen  bestehen.  Werden  nämlich  Y,,  Y^,  ...  als 
Functionen  des  einen  Argumentes  j/j  betrachtet,  so  ist  jede 
simultane  Semiinvariante  jener  Functionen  eine  (reine)  Recipro- 
cante. 

Zum  Schlüsse  werden  die  entwickelten  Methoden  auch  auf 
solche  allgemeinere  reciprocante  Bildungen  angewendet,  welche 
auftreten,  wenn  man  statt  zweier  Variabelu  x,  y  drei  durch  eine 
beliebige  Relation  verknüpfte  Variable  x,  y,  s  zugrunde  legt. 

Ht. 


C.  Leudesdorf.  Formula  for  the  interchange  of  the  iii- 
dependent  and  dependeut  variables  in  a  differeutial 
expression;  with  extensions  of  the  same,  and  some 
applications  to  reciprocants.    Lond.  m.  S.  Proc.  xvii.  329-343. 

Der  Verfasser  beweist  durch  den  Schluss  von  n  auf  n  -{- 1 
die  bekannte  Formel: 

Wegen  der  Bezeichnungsweise  vergl.  das  vorangegangene  Refe- 
rat p.  88.  Im  Anschluss  hieran  wird  untersucht,  in  welcher 
Weise  sich  eine  ganze  Function  von  y,,  y,,  ...  ändert,  wenn 
wir  statt  der  Variabein  x  und  y  die  linear  transformirten  Va- 
riabein: 

l  =  oa?  +  6y  -f  c, 

jj  =  a!x  +  Vy  +  c' 
einftihren.  Das  gewonnene  Resultat  gestattet  verschiedene  An- 
wendungen in  der  Theorie  der  Reciprocanten.  Unter  anderem 
werden  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür 
abgeleitet,  dass  eine  vorgelegte  Function  von  y^^y^^.>.  eine  (ge- 
mischte) Reciprocante  sei.    Diese  Bedingungen  ermöglichen  die 
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Aufstelluog  gewisser  reciprocanter  Grundformen  (Standard  forms) 
mit  deren  Hülfe  eine  jede  (gemischte)  Keciprocante  dargestellt 
werden  kann.  Ht. 


L.  J.  Rogers.     Homographic  and   circular  reciprocants. 

Lond.  M.  S.  Proc.  XVII.  220-231. 

Der  Verfasser  definirt  zunächst  gewisse  reciprocante  Formen 
von  einfachstem  Charakter  (protomorphs).  So  liefert  die  Recur- 
sionsformel: 

-.  dMr        3r 

eine  Keihe  gemischter  Reciprocanten,  wie  folgt: 

3 

ferner  ergiebt  die  Recursionsformel : 

ein  System  reiner  Reciprocanten  von  der  Gestalt: 

Wegen  der  Bezeichnungsweise  vergl.  das  frühere  Referat  p.  88. 

£ine  homographische  Reciprocante  ist  eine  Reciprocante, 
welche  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Variabein  ar,  y  beziehungs- 
weise durch 

Lx  +  M        Vy+M' 
x-\-N    '       y+N' 

ersetzt  werden,  wo  L,  ^f, ,JV,  L',  M\  iV'  Constante  bedeuten. 
Homographische  Reciprocanten  genügen  zwei  Differentialglei- 
chungen, ohne  dass  umgekehrt  diese  Forderungen  zu  ihrer  Be- 
stimmung hinreichend  wären.  Ersetzt  man  in  einer  homogra- 
phischen Reciprocante  die  Variablen  x,  y  beziehungsweise  durch 
'X'\-iy^  y  +  ix^  so  entstehen  Bildungen,  welche  offenbar  mit  den 
Kreispunkten  im  Unendlichen  in  Beziehung  stehen  und  deshalb 
vom  Verfasser  circulare  Reciprocanten  genannt  werden.      Ht. 


Capitel2.    Theorie  der  Formen.  91 

L.  J.  Rogers.     Second  paper  on  reciproeants.  Lond.  m.  s. 

Froc.  XVII.  344-354. 

Diese  Arbeit  beschäftigt  sieb  damit,  ein  System  einfachster 
Reciprocanten  aufzustellen,  durch  welche  alle  homographischen 
Reciprocanten  dargestellt  werden  können.  Das  System  stimmt 
nahezu  mit  der  Formenreihe  ff,,  ff,,...  ttberein,  zu  welcher  der 
Verfasser  bereits  in  der  oben  (vergl.  p.  90)  besprochenen  Arbeit 
gelangte.  Ht 


E.  B.  Elliott.      On    the    definitioii    of    au    invariant. 

Mess.  XVI.  5-8. 

Die  tlbliche  Definition,  so  wie  sie  in  dem  Werke  von  Salmon 
und  in  anderen  gegeben  wird,  lautet:  Jede  Function  der  Coeffi- 
cienten  einer  Form  wird  eine  Invariante  genannt,  wenn,  nach- 
dem die  Form  linear  transformirt  ist,  dieselbe  Function  der 
neuen  Coefficienten  gleich  der  „mit  irgend  einer  Potenz  der 
Transformationsdeterminante  multiplicirten^  alten  Function  ist, 
d.  h.  wenn  man  hat: 

Der  Verfasser  schlägt  vor,  die  durch  Gänsef&sscben  hervorgeho- 
benen Worte  durch  andere  zu  ersetzen,  die  weniger  verlangen, 
nämlich  „mit  irgend  einem  nur  von  den  Coefficienten  im  Trans- 
formationsschema abhängenden  Factor  multiplicirten  ^ ;  zugleich 
soll  die  interessante  Thatsache  nachgewiesen  werden,  dass  dieser 
Factor  mit  Notwendigkeit  die  besondere  Form  J***  haben  muss. 
Gewohnheitsmässig  wird  dieser  Satz  nämlich  am  Anfange  still- 
schweigend angenommen,  und  es  scheint  seltsam,  dass  seine 
Feststellung  und  sein  Beweis  nicht  den  regelmässigen  Eingang 
für  den  Gegenstand  bildet,  sodass  auch  gewissen  indirecten  For- 
schungsmethoden damit  völlige  Strenge  beigemessen  werden  kann. 
Der  Verfasser  fbgt  einen  Beweis  des  fraglichen  Satzes  bei. 

Glr.  (Lp.) 
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A.  Capelli.      Sopra    la    pernintabilitk    delle    operazioiii 
iuvariaiitive.     Napoli  Rend.  XXV.  134-141. 

Aus  den  k  Reihen  von  beliebig  vielen  homogenen  Variablen 

^n  ^31  •♦•;  Vx)  y^i  "\  •••?  "n  "jj  •••  l^sen  sich  k^  elementare  in- 
variante Operationssymbole  von  der  Gestalt: 

zusammensetzen.  Bezeichnen  wir  diese  in  beliebiger  Aufein- 
anderfolge mit  />j,  D,, ...,  I>it>)  so  lässt  sich  jede  rationale  und 
ganze  Verbindung  derselben  in  die  Gestalt: 

überführen,  und  es  gilt  betreffs  dieses  allgemeinen  invarianten 
Operationssymboles  der  folgende  Satz.  Wenn  das  Operations- 
symbol J  vertauschbar  ist  gegenüber  jedem  anderen  Operations- 
symbol derselben  Art  (also  JDp^g  =  Dp^^/t  etc.),  so  ist  dasselbe 
notwendig  symmetrisch  in  Bezug  auf  jene  k  Variablenreihen. 

Ht. 


J.  J.  Sylvester.  Sur  une  extension  du  thöorfeme  relatif 
au  iiombre  d'invariants  asyzyg^tiques  d'un  type  douiie 
h  une  classe  de  formes  analogues.    G.  R.  Gll.  1430-1435. 

Unter  einer  „Binariante  der  A*«"  Art"  versteht  der  Verfasser 
eine  ganze,  homogene  und  isobare  Function  der  Grössen 
a^,  a,,  ...,  a^,  welche  nach  Ausführung  der  Operation: 


identisch  verschwindet.  Die  Theorie  der  Binarianten  erster  Art 
ist  mit  derjenigen  der  Semiinvarianten  einer  binären  Grundform 
im  wesentlichen  identisch.  Einige  bekannte  Sätze  über  Semi- 
invarianten lassen  sich  auf  Binarianten  der  zweiten  Art  oder 
sogenannte  Transbinarianten  verallgemeinern.  So  ist  beispiels- 
weise für  ein  gerades  j  die  Zahl  der  Transbinarianten  vom  Ge- 
wichte to  und  dem  Grade  t  genau  gleich  (w  :  ij)  —  (tc— 2  :  t, j), 
sobald  diese  Differenz  positiv   ist,   dagegen   gleich  Kuli  im  an- 


r 
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deren  Falle.  Dabei  bezeichnet  (w : »,  j)  die  Zahl  der  Darstel- 
lungen von  w  als  Summe  von  t  Zahlen  der  Reihe  0, 1,2,  ...,j. 
Auffallender  Weise  finden  für  ein  ungerades  j  keine  analogen 
Beziehungen  statt.  Die  Theorie  der  Transbinarianten  für  ein 
gerades  j  =  2fi  steht,  wie  man  leicht  einsieht,  in  engstem  Zu- 
sammenhange mit  derjenigen  der  simultanen  Semiinvarianten 
zweier  binären  Formen  von  den  Ordnungen  jj  und  jy— 1. 

Ht. 


A.  BucHHBiM.     On  Clifford's  theory  of  graphs.     Lond.  M. 

S.  Proc.  XVII.  80-106. 

Die  von  Clifford  begründete  Methode  zur  graphischen  Dar- 
stellung der  invarianten  Gebilde  einer  binären  Grundform  be- 
ruht auf  einer  symbolischen  Schreibweise  dieser  Gebilde,  welche 
mit  der  gewöhnlichen  Symbolik  von  Clebsch  im  wesentlichen 
Qbereinstimmt.  Um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  der  in  Rede 
stehenden  graphischen  Methode  zu  geben,  seien  hier  die  folgen- 
den geometrischen  Bilder  (graphs)  erklärt: 


1)  Y    ^^^  Q    ^^ 


Das  erste  Bild  stellt  die  kubische  Grundform  a^  dar.  Das 
zweite  Bild  bedeutet  die  Discriminante  der  kubischen  Form. 
Den  vier  kleinen  Kreisen  entsprechen  die  Symbole  a,  6,  c,  d, 
und  die  Verbindungslinien  zwischen  denselben  geben  an,  wie 
oft  und  in  welcher  Anordnung  jene  vier  Symbole  in  Klammern 
zu  je  zweien  vereinigt  werden  müssen ,  damit  der  symbolische 
Ausdruck  (aby  (cd)^  (ac)(bd)  zu  stände  kommt.  Das  dritte  Bild 
stellt  die  kubische  Invariante  (ab)*  (bc)'  (ca)*  einer  biquadratischen 
Grundform  dar.  In  solcher  Weise  werden  die  geometrischen 
Bilder  sämtlicher  Invarianten  und  Govarianten  der  Grundformen 
von  der  zweiten  bis  zur  vierten  Ordnung  aufgestellt.  Zum 
Schlüsse  werden  einige  allgemeinere  Gesichtspunkte  entwickelt. 
So  ist  beispielsweise  der  Zerlegungssatz  von  Clebsch  eine  Folge 
des  Lemmas,  dass  jedes  geometrische  Bild  auf  eine  Summe  von 
einfachen  Polygonen,   d.  h.   von   solchen  Bildern   zurückgeführt 
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werden  kann,   in   welchen  jeder  Kreis  höchstens  mit  zwei  an- 
deren Kreisen  direct  durch  Striche  verbunden  erscheint. 

_  Ht 

A.  B.  Kempb.     On  tbe   application  of  Cliffbrd*s  graphs 
to  ordinary  binary  quantics.  Lond.  m.  8.  Proc.  XVII.  107-I2i. 

Die  Arbeit  enthält  Modificationen  und  Zusätze  zu  der  im 
vorigen  Referate  (vergl.  p.  93)  besprochenen  graphischen  Methode 
von  Clifford.  Durch  geeignete  Deutung  identischer  Relationen 
zwischen  den  Symbolen  wird  ein  wirkliches  Rechnen  mit  den 
geometrischen  Bildern  der  Invarianten  ermöglicht  Als  Anwen- 
dung giebt  der  Verfasser  die  graphischen  Darstellungen  für  die 
sämtlichen  23  invarianten  Formen  des  vollständigen  Formen- 
systems einer  Grundform  fünfter  Ordnung.  Hi 


J.  Hammond.     On  perpetuants,  with  applications  to  the 
theory  of  finite  quantics.    Newcomb  Am.  J.  VIII.  104-126. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  besonderen  Fällen  Ausdrücke 
für  diejenige  „numerische"  erzeugende  Function,  deren  Ent- 
wickelungscoefficienten  angeben,  wie  viel  Relationen  (syzygies) 
mit  vorgeschriebenen  Gradzahlen  zwischen  den  Perpetuanten, 
d.  L  den  irreduciblen  Semiinvarianten  einer  binären  Grundform 
statthaben.  Ht. 


R.  Kubini.  Teoria  delle  forme  in  generale,  e  special- 
mente  delle  binarie.  Parte  prima.  Esposizione  dell' 
algoritmo  fundamentale  di  questa  teoria.    Lecce.  ao4  s.  s^. 

Referat  von  Battaglini  in  Bonc.  Bull.  XIX.  376-377.     La. 


F.  Mbrtens.  Beweis,  dass  alle  Invarianten  und  Cova- 
rianten  eines  Systems  binärer  Formen  ganze  Func- 
tionen   einer    endlichen  Anzahl    von   Gebilden  dieser 

Art   sind.     Kronecker  J.  C.  223-230. 
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Giebt  es  fflr  ein  System  von  binären  Grundformen  /",  f ,  /",... 
eine  endliche  Anzahl  von  Invarianten  und  Co  Varianten,  durch 
welche  sich  alle  anderen  Invarianten  und  Covarianten  in  ganzer 
nnd  rationaler  Weise  ausdrucken  lassen,  so  gilt,  wie  man  ohne 
Schwierigkeit  erkennt,  das  Gleiche  auch  für  dasjenige  System 
von  Grundformen,  welches  entsteht,  wenn  man  den  Formen 
fyfjf'i"'  i^och  eine  Linearform  p  hinzufügt.  Es  wird  nun 
durch  Lösung  einer  diophantischen  Gleichung  bewiesen,  dass  es 
stets  möglich  ist,  aus  den  Invarianten  und  Covarianten  des  For- 
mensystems f,f\f\'^"iP  in  ganzer  und  rationaler  Weise  ein 
endliches  System  von  solchen  besonderen  Invarianten  und  Cova- 
rianten  zusammenzusetzen,  welche  in  den  Coefficienten  der  Grund- 
form f  und  in  denjenigen  der  Linearform  p  von  gleichem  Grade 
sind  und  welche  überdies  insofern  ein  in  sich  abgeschlossenes 
System  bilden,  als  durch  dieselben  eine  jede  Invariante  oder 
Covariante  von  gleicher  Eigenschaft  ganz  und  rational  darge- 
stellt werden  kann.  Setzt  man  schliesslich  für  die  Form  f  von 
der  11**°  Ordnung  das  Product  qr  ...  s  ihrer  n  Linearfactoren  ein 
und  vertauscht  die  Linearform  p  successive  mit  ^,r,  ...,«,  so 
lässt  sich  durch  geeignete  Combination  der  entstehenden  Bildungen 
för  das  Grundformensystem  f,  f",  ...,  p,  ^,  r,  ..,,  «  ein  vollstän- 
diger Bestand  von  solchen  besonderen  Invarianten  und  Cova- 
rianten ableiten,  welche  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  die  Coef- 
ficienten der  11+ 1  Linearformen  p,  5,  r, ...,  «.  In  diesem  Systeme 
haben  wir  nur  die  symmetrischen  Functionen  der  Coef6cienten 
von  p,  qf,  r,  ...,  «  durch  die  Coefficienten  des  Productes  g  =  pqr  ...s 
zu  ersetzen;  es  ergiebt  sich  dann  ein  vollständiger  Bestand  von 
Invarianten  und  Covarianten  für  das  Formensystem  g,  fif^  ••» 
d.  i.  für  ein  Formensystem,  welches  entsteht,  wenn  man  in  dem 
ursprünglichen  Formensystem  an  Stelle  der  Grundform  f  von 
der  n**°  Ordnung  eine  Form  g  von  der  («+1)'®'*  Ordnung  eilisetzt. 
Indem  man  nun  von  einem  nur  aus  Linearformen  bestehenden 
Grundformensysteme  ausgeht,  erkennt  man  in  Obigem  einen  all- 
gemeinen und  von  den  Hülfsmitteln  der  Symbolik  unabhängigen 
Beweis  für  den  Gordan'schen  Fundamentalsatz.  Ht. 


96  n.  Abschnitt    Algebra. 

D.  HiLBERT.  lieber  die  notwendigen  und  hinreichenden 
covarianten  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer 
binären  Form  als  vollständige  Potenz.    Klein  Ann.  xxvii. 

158-160. 

Damit  eine  vorgelegte  binäre  Form  f  =  a"  =  6"  =  •  •  •  von 
der  Ordnung  n  =  fiv  die  vollständige  fi^  Potenz  einer  Form  q> 
von  der  v^*°  Ordnung  sei,  ist  das  identische  Verschwinden  einer 
gewissen  Covariante  Cy  der  Form  f  notwendig  und  hinreichend. 
Zur  Ermittelung  dieser  Covariante  Cy  verhelfen  die  vom  Ver- 
fasser in  seiner  Dissertation  gefundenen  Sätze  über  die  Dar- 
stellung der  invarianten  Gebilde  von  binären  Formen  als  Func- 
tion der  einseitigen  Differentialquotienten  letzterer.  Das  Verfahren 
liefert  beispielsweise  in  den  ersten  Fällen  bei  allgemeiner  Ord- 
nung n  die  Ausdrücke: 

C,  =  T^  {ab)\bc)ar'  6r'  cr\ 

C,  =  4(3ll-4)iI^-(fl-3)B/^^ 
worin : 

A  =  ^{obyaT^  bl'^     und     B  =  (ab)\ac)aT'  bT^  cl^' 
bedeutet.  Ht. 


W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  question  7528.     Ed.  Times. 

XLV.  43. 

Aus  der  Identität 


~  (1  — rr)(l-aj')...(l  — aj") 

wird  das  Hermite'sche  Reciprocitätsgesetz  erschlossen,  dass  an 
Covarianten  irgend  eines  gegebenen  Grades  in  x  und  y  eine 
binäre  Form  n**"  Grades  ebenso  viele  von  der  ö^"  Ordnung  in 
den  Coefficienten  wie  die  Form  ö^"  Grades  von  der  n^^  Ord- 
nung in  den  Coefficienten  besitzt.  Lp. 
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M.  d'Ocagne,     Th^oifeme  snr  les  formes  binaires.    C.  R. 

CIL  916-917. 

Der  nt^  Differentialquotient  des  Logarithmus  einer  Function 
a  von  einer  Variablen  ist  nach  Multiplication  mit  a*"  fUr  jedes 
die  Einheit  überschreitende  m  eine  Semiinvariante  (Covarianten- 
quelle)  der  binären  Form: 

^'  +  ( 1 )  ^'^"""^«+ (2)  «"^~'*J  +  •'•  +  «^"^^;- 

(Vergl.  das  folgende  Referat.)  Ht. 


M.  d'Ocagne.     Sur  les  sous  -  invariants   des  formes  bi- 
naires.    Biiiz.  S.  sc.  X.  B.  75-78. 
J.    CaRNOY.      Rapport.     Brux.  S.  sc.  X.  A.  .54-55. 

Der  Zähler  der  Ableitung  beliebiger  Ordnung  vom  Logarith- 
mus von  a^  ist  eine  Subinvariante  der  Form 

worin  a^^  a,,  a,,  ...  die  aufeinandei folgenden  Ableitungen   von 
a^  sind.    (Vergl.  das  voranstehende  Referat.)  Mn.(Lp.) 

R.  RussBLL.     On  a  theorein  in  liigber  algebra.    Qoart.  J. 

XXI.  373-375. 

Beweis  des  Cayley'schen  Theorems:  Sind  u  und  e  zwei 
binäre  Formen  gleichen  Grades;  R  die  Resultante  von  u  und  v; 
5  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass  u  -f  Ar  einen  kubischen  Factor 
besitzt;  T=0  die  Bedingung  dafttr,  dass  U'\-kv  zwei  quadra- 
tische Factoren  besitzt,  dann  ist  die  Discriminante  von  n  -\-  ürr, 
nach  der  Grösse  k  genommen,  gleich  RS^T,  No. 

G.  Battacilimi.  Intorno  ad  un'  applicazione  della  teoria 
delle  forme  binarie  quadraticbe  all'  integrazione  delTe- 
quazione  ellittica.     Batt.  G.  xxiv.  128-140. 

Die  Abhandlung  bildet  die  Entwickelung  einer  früheren  Note 

Fomchr.  d.  Mtth.  XVIII.  1.  7 
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(Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  I.  653—7),  über  welche  an  gehöriger  »Stelle 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  421)  referirt  wurde.  Wir  verweisen  auf 
diesen  Berieht,  wo  sieh  der  Gedankengang  des  Verfassers  kurz 
skiztirt  findet.  Vi. 


6.  PiTTARELLi.      Gli  cletnenti  immaginari    nelle  forme 
binarie  cobicbe.     Nap.  Reod.  xxiv.  1835. 162-164. 

Der  Verfasser  giebt  eine  einfache,  reelle  geometrische  Con- 
struction  für  die  Hesse'sche  Covariaute  einer  binären  kubischen 
Form,  wenn  von  den  Wurzeln  der  letzteren  zwei  imaginär  sind. 
Es  steht  dieselbe  in  nahem  Zusammenhange  mit  Constructionen, 
die  früher  von  Schröter  und  Battaglini  angegeben  sind.     My. 


G.  ToRBLLi.     Alcuue  relazioni  fra  le  forme  invariantive 
di  an  sistema  di  binarie.   Nap.  Reod.  xxv.  125-134. 

Bekanntlich  lässt  sich  das  Quadrat  der  Functionaldetermi- 
nante  zweier  binären  Formen  als  quadratische  Function  dieser 
beiden  Formen  ausdrücken.  Die  Anwendung  des  Multiplications* 
Satzes  der  Determinanten  führt  zu  dem  folgenden  allgemeineren 
Theoreme.  Bilden  wir  för  zwei  Systeme  vpn  je  r  binären  For- 
men beliebiger  Ordnungen  ti,  o,  ...,  I  und  (/,  F,  ...y  7  be- 
ziehungsweise die  beiden  Determinanten  ihrer  (r—  1)^  Derivirten, 
so  ist  das  Product  dieser  Determinanten  eine  bilineare  Function 
jener  Formen,  nämlich  gleich  der  Determinante: 

(tl,  U)r  (II,  F>    .  .  .    (tt,  T)r   U 
(r,  U)r  (D,  F>  .  .  .  (r,  T)r  t> 


(/,  ü),  (/,  F>  ...  (/,r>i 

U  F      ...       T     0 

An  dieses  Theorem  knüpfen  sich  Folgerungen,  auf  Grund 
deren  der  Verfasser  Relationen  zwischen  den  Covarianten  einer 
Form  Ton  beliebiger  Ordnung  und  einer  kubischen,  beziehungs- 
weise biquadratischen  Form  aufstellt.  \  Ht. 
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F.  HoPMANN.     Zar   Theorie   der  Invarianten.     Schlomilch 

Z.  XXXI.  369-371. 

Die  Note  beweist  mit  Hnife  der  Differentialgleichung  der 
Invariante  den  bekannten  Satz,  wonach  die  Summe  der  numeri- 
schen CoeflGeienten  für  jede  Invariante  einer  binären  Grundform 
Null  ist.  Ht 

F.  Brioschi.      Sulle  proprietk  di  una  classe    di   forme 

binarie«     Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  Tl.  302-305. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Mitteilung  über  die  Entwicke- 
Inng  der  Thetafunctionen  zweier  Variablen  giebt  der  Verfasser 
in  der  gegenwärtigen  Note  eine  Recursionsformel  zur  Berech- 
nung derjenigen  binären  Formen  gerader  Ordnung,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  in  jener  Entwickelung  die  Terme  gleicher 
Ordnung  zusammen fasst.  Ht. 


6.  ToRELLi.     Teorenii  sulle  forme  binarie  cubiche  e  loro 
applicazione  geometrica.     Bäu.  q.  xxtv.  270-279.  , 

Zunächst  wird  ein  einfaches  Invariantenkriterium  dafür  auf- 
gestellt, dass  es  in  einem  Büschel  f -f  Xrp  von  binären  kubischen 
Formen  eine  solche  giebt,  die  mit  einer  gegebenen  solchen  Form 
tp  zwei  Wurzeln  gemein  hat  Ist  das  Kriterium  erfüllt,  so  sind 
die  beiden  betreffenden  Wurzeln  die  Wurzeln  der  Hesse'schen 
Form  von  der  trilinearen  Covariante  dritten  Grades  der  drei 
Formen  f,  9,  \fß.  Dies  wird  geometrisch  interpretirt,  und  dar- 
aus ein  zweiter  Beweis  für  das  Gesagte  abgeleitet.  Referat  über 
diese  Arbeit  auch  F.  d.  M.  XVII.  1885.  93.  My. 

F.  Mertbns.      üeber    die    Invarianten    dreier    ternären 
quadratischen  Formen.     WieD.  Her.  xciii.  62-77. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  jede  Invariante  dreier  ternären 
quadratischen  Formen  rational  und  ganz  durch  gewisse  11  Fun- 
damentalinvarianten ausgedrückt  werden  kann.  Setzt  man  näm- 
lich eine  der  drei  Grundformen  als  Product  zweier  Linearformen 

7* 
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an,  SO  verschwindet  eine  jener  Fundamentalinvarianten,  nämlich 
die  Discriminante  der  zerfallenden  Grundform,  während  die 
übrigen  10  Fundamentalinvariantea  sich  nunmehr  mit  Hülfe 
eines  geeigneten  Zerlegungsverfahrens  als  hinreichend  erweisen, 
um  eine  jede  Invariante  des  in  der  angegebenen  Weise  speciali- 
sirten  Grundformensystems  rational  und  ganz  darzustellen.  Die 
wiederholte  Anwendung  dieses  Ergebnisses  ermöglicht  es,  auch 
nach  Weglassung  jener  einschränkenden  Annahme  den  erwähn- 
ten Satz  als  richtig  zu  erkennen. 

Auf  eine  ähnliche  Weise  gelingt  es,  die  bereits  durch 
S.  Gundelfinger  auf  anderem  Wege  gefundene  Thatsache  zu  be- 
stätigen, dass  jede  Combinante  des  Grundformensystems  rational 
und  gapz  durch  gewisse  zwei  Combinanten  vom  zweiten  und 
vierten  Grade  in  den  Coefficienten  dargestellt  werden  kann. 
Zum  Schlüsse  folgt  als  Beispiel  die  Berechnung  der  Resultante. 

Ht. 

C.  CiAMBERLiNi.  Sul  sistcma  di  tre  forme  ternarie  qiia- 
.    dratiche.      Batt.  G.  :xxiv.  um 57. 

Nach  Anleitung  der  Gordan'schen  Methoden,  das  vollstän- 
dige System  der  Grundformen  für  zwei  ternäre  quadratische 
Formen  aufzustellen,  wird  das  Entsprechende  für  drei  solche 
vom  Verfasser  durchgeführt.  Zuvörderst  ergiebt  sich  eine  Tafel 
von  256  Formen.  Durch  die  bekannte  Anwendung  von  Identi- 
täten gelingt  eine  Beduction  des  vollen  Systems  auf  nur  noch 
127  Formen,  wovon  36  simultane  Bildungen  von  nur  zwei  resp. 
einer  der  ursprünglichen  drei  Formen  sind.  Der  Verfasser  ver- 
einigt sie  in  einer  Tabelle,  die  Übersichtlich  nach  Gruppen  ein- 
geteilt ist. 

Den  Schluss  bildet  eine  Zusammenstellung  einfacher  geo- 
metrischer Bedeutungen  für  das  Verschwinden  der  angezeigten 
Formen.  My. 

r — —  ■ 

G.  Maisano.     Sui  covarianti   independenti   di  6"  grado 
nei    coefficienti    della    fornia    biquadratica    ternaria. 

Palermo  Rend.  I.  54-56. 
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Die  kurze  Note  erg&nzt  einen  Punkt  einer  Arbeit  dcBselben 
Verfassers  (Sistemi  coropleti  dei  primi  einque  gradi  della  forma 
ternaria  biquadratica  e  degli  invarianti  e  contravarianti  di  sesto 
grado,  Batt.  6.  XIX.  1881,  F.  d.  M.  XIII.  110);  sie  gipfelt 
nämlich  in  dem  Satze:  Coyarianten  sechsten  Grades  einet*  biqua- 
dratiseben  ternären  Form  giebt  es  zwei  und  zwar  von  der 
sechsten  Ordnung.  La.  (Lp.) 


A.  Voss,     üeber  eine  Eigenschaft  der  kubischen  Formen 
mit  beliebig  vielen  Veränderlichen.      Klein  Ann.    xxvii. 

515-526. 

Ist  h  die  Hesse'ticbe  Covariante  der  kubischen  Form  f  von 
p  homogenen  Variablen,  so  lässt  sich  die  Hesse'sche  Covariante 
H  von  h  in  der  Gestalt  Pf+Qh  darstellen.  Dieser  bisher  nur 
fBr  p  =  3  und  p  =  4  als  gQltig  erkannte  Satz  wird  in  der 
gegenwärtigen  Arbeit  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Variablen- 
zahl p  ausgedehnt  Der  Verfasser  zeigt  zunächst  auf  geometri- 
schem und  darnach  auf  rein  algebraischem  Wege,  dass  H  für 
alle  Variablen  werte  verschwindet,  welche  f  und  h  gleichzeitig  zu 
Null  machen.  Der  Beweis  jenes  Satzes  beruht  dann  auf  der 
Anwendung  eines  von  M.  Noether  gegebenen  Theorems  über  die 
allgemeinen  Bedingungen  fbr  die  Möglichkeit  einer  Darstellung 
von  der  in  Rede  stehenden  Art  Das  rein  algebraische  Ver- 
fahren führt  zu  einer  Formel,  welche  gleichzeitig  die  wirkliche 
Berechnung  der  Formen  P  und  Q  vermittelt.  Ht 


J.  Hammond.     The  cubi-quadric  systefn.     Newcomb  Am.  J. 

VIII.  138155. 

Die  Arbeit  untersucht  die  Relationen  (syzygies)  zwischen 
den  15  invarianten  Formen,  welche  das  vollständige  Formen- 
system einer  quadratischen  und  einer  kubischen  Grundform  bil- 
den. Eine  derartige  Relation  heisst  irreducibel,  wenn  sie  nicht 
aus   anderen  Relationen    dadurch   erhalten  werden  kann,    dass 
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man  diese  mit  ganzen  Functionen  der  15  Fuudamentalformen 
multiplieirt  und  dann  addirt.  Der  Verfasser  giebt  unter  anderem 
ein  System  von  44  irreduciblen  Relationen  fttr  das  in  Bede 
stehende  Formensystem  an.  Als  Untersuchungsmittel  dient  die 
sogenannte  „reale^  erzeugende  Function,  welche  nicht  nur  wie 
die  „numerische"  erzeugende  Function  die  gesuchten  Anzahlen 
der  invarianten  Bildungen,  sondern  diese  selbst  zu  berechnen 
gestattet.  Ht. 


G.  Ricci.      Sui  parametri  e  gli  invarianti  delle  forme 
quadratiche  differenziali.     Briotcbi  Ann.  (2)  xiv.  i-ii. 

Verstehen  wir  unter  a,,,  o,„  ..•,  Onn  Functionen  der  «Va- 
riablen x^j  x^^ ...,  Xny  80  heisst  die  über  die  Zahlen  r, «  =  1,  2, ...,  n 
ausgedehnte  Summe:  landxrdx,  eine  quadratische  Differential- 
forni  jener  n  Variablen.  Ein  Differentialparameter  k^^  Ordnung 
dieser  Form  ist  jeder  Ausdruck,  welcher  die  Coefficienten  a„, 
eine  oder  mehrere  willkörliche  Functionen  von  x^a:,, ...,  a?«,  fer- 
ner die  1**",  2^j ...,  **•"  Differentialquotienten  dieser  sämtlichen 
Functionen  enthält  und  seinen  Wert  nicht  ändert,  sobald  man 
an  Stelle  der  Coefficienten  Or»  die  CoefScienten  der  beliebig 
transformirten  Differential  form  und  an  Stelle  der  willkürlichen 
Functionen  und  ihrer  Differentialquotienten  die  entsprechenden 
transformirten  Grössen  einsetzt.  Enthält  ein  Differentialparameter 
keine  willkürlichen  Functionen,  so  heisst  derselbe  eine  Differen- 
tialinvariante.  Nach  kurzer  Darlegung  der  bereits  bekannten 
Besultate  über  die  Differentialparameter  der  Ordnungen  0  und 
1  unterwirft  der  Verfasser  die  Differentialparameter  der  zweiten 
und  dritten  Ordnung  einer  eingehenderen  Behandlungi  durch 
welche  er  zeigt,  dass  die  Bestimmung  derselben  sich  auf  die 
Ermittelung  der  gewöhnlichen  Invarianten  eines  gewissen  Sy- 
stems von  algebraischen  Formen  zurückführen  lässt  Gleichzei- 
tig folgt  die  Unmöglichkeit  der  Existenz  von  Differentialinvarian- 
ten für  quadratische  Differentialformen  von  der  Klasse  Null 
(vergl.  F.  d.  M.  XVI.  1884,  p.  230).  Ht. 


CapiUl  2.    Theorie  der  Formen.  103 

F.  Mbrtens.     üeber  die  covarianten  Bildnngen  der  qua- 
dratischen  Purinen.    Erakan.  Denkschr.  XII.  (Poloitcb.) 

Der  Verfasser  entwickelt  hier  ausfllhrlioh  die  allgemeine 
Theorie  der  invarianten  Bildungen  quadratischer  Formen  mit  n 
Veränderlichen,  ohne  von  der  symbolischen  Bezeichnung  Ge- 
brauch zu  machen.  In  der  Einleitung  werden  die  Definitionen 
der  zu  der  gegebenen  Form 

f,  =  a„  «•+  «„«•+     h  tuxl 

-4>    •  •  • 

gehörigen  Discriminante,  der  Contraform,  der  Contrayariante, 
Covariante  und  der  Zwischenform  gegeben.  Als  Grundlage  der 
ganzen  Untersuchung  dient  die  Lösung  der  Aufgabe:  ^Welche 
Gestalt  muss  die  allgemeinste  Function  G  der  Elemente  (Coeffi- 
cienten)  der  gegebenen  Form  f,  und  der  Veränderlichen 
js, ,  s„  . . . ,  s.  besitzen,  damit  sie  der  Identität 

genüge  leiste.  Es  bedeuten  hier:  r  eine  ganze  positive  Zahl*,  — 
^i»^9)*-M^«  ganze  Functionen  der  Elemente  der  Form  fx  und 
der  Veränderlichen  «j, «„...,««; 

fkM  =  -g-   Q^  (*  =  ^>2, ...,  w). 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  fObrt  zu  den  Kriterien  der  alge- 
braischen Teilbarkeit  einer  ganzen  Function  der  Elemente  der 
gegebenen  Form  /«  durch  ihre  Discriminante. 

Es  werden  zuerst  die  zu  einer  quadratischen  Form  fx  ge- 
hörigen invarianten  Bildungen  untersucht,  ihre  Gestalt  bestimmt 
und  einige  Anwendungen  auf  die  Geometrie  gezeigt;  dann  wendet 
sich  der  Verfasser  zur  Untersuchung  der  covarianten  Bildungen 
zweier  Formen  fx  und  f«.  Nachdem  der  Begriff  und  der  Aus- 
druck der  sogenannten  „Fundamentalinvarianten''  und  der  „fui^- 
damentalen  conjugirten  Formen**  aufgestellt  ist,  nachdem  noch 
zwei  neue  invariante  Formen  von  ungeraden  Exponenten  einge- 
führt sind,   schreitet  der  Verfasser  zur  Darstellung  aller  cova- 
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rianten  Bildungen  der  gegebenen  Formen  mittels  der  oben  genann- 
ten Fundamentalbildungen.  Im  letzten  Teile  seiner  Arbeit  zeigt 
der  Verfasser  den  Gebrauch  einer  speeiellen  Substitution,  mittels 
welcher  die  gegebene  Form  in  eine  andere  transformirt  wird, 
deren  Elemente  ganze  Functionen  der  Fundamentalbildungen 
sind,  Dn. 


Benoit.     Note   sur   la  d^coraposition  d'une  forme  qua- 
dratique  a  m  variable^  en  une  somme  de  m—n  carr^s, 

Nouv.  AüD.  (3)  V.  30-36. 

Damit  eine  quadratische  Form  von  m  Variablen  als  Summe 
von  m  —  n  Quadraten  darstellbar  sei,  müssen  alle  (m  — n-|-l)- 
reihigen  Unterdeterminanten  ihrer  Discriminante  verschwin- 
den. Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  aus  den  so  erhaltenen  über- 
zähligen Bedingungsgleichungen  gewisse  i»(n  +  l)  von  der  Be- 
schafifenheit  auswählen  kann,  dass  die  übrigen  eine  Folge  der- 
selben sind.  Ht. 


DB  Presle.     Au  sujet  de  la  d^composition  d'une  forme 
quadratique  en  une  somme  de  carr^s  de  formes  unf- 
aires et  ind^pendantes.     s.  M.  F.  Bull.  xir.  98-100. 
Ein  Satz  über  eine  /i- reihige  Unterdeterminante  der  Discri- 
minante  einer  quadratischen,  in   n  Quadrate  zerlegbaren  Form 
mit  m(>n)  Variablen.  Ht. 


R.  Harley.     On  tbe  explicit  form  of  the  complete  cubic 
differential  resolveut.    Brit.  Ass.  Rep.  439-443. 

Dieser  Artikel  giebt  Nachträge  zu  Arbeiten  über  die  Theorie 
der  Differentialresolventen,  die  in  den  Brit.  Ass.  Rep.  für  1862, 
1865,  1866,  1873  und  1878  entwickelt  ist.  Er  enthält  neben 
einigen  Einzelheiten  der  Rechnung  das  Resultat  der  Bestimmung 
der  vollständigen  kubischen  Differentialresolvente  durch  Herrn 
Harley.  Gbs.  (Lp.) 
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Gapitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

0.  Schmidt.     Zur  Theorie  der  Elimination.     Sehiömiich  z. 

XXXI.  214-222. 

Herr  Schmidt  erhebt  gegen  die  gebräuchliche  Schlussfolge- 
rung,  ans  der  Lösbarkeit  eines  Systems  linearer  Gleichungen  in 
einem  speciellen  Falle  auf  diejenige  im  allgemeinen  Falle  zu 
schliessen,  wie  es  z.  B.  Ton  Serret  bei  der  Bäzouf  sehen  Elimi- 
nationstheorie gethan  wird,  einen  ganz  interessanten  Einwurf. 
Er  beseitigt  denselben  aber  nur  in  dem  behandelten  Falle,  wäh- 
rend leicht  und  ganz  innerhalb  des  Gebietes  der  Systeme  linearer 
Gleichungen  gezeigt  werden  konnte,  dass  jener  logisch  mögliche 
Einwand  sich  nie  verwirklichen  kann.  No. 


F.  Mbrtens.      lieber   die    bestimmenden    Eigenschaften 
der  Resultante  von   n  Formen   mit  n  Veränderlichen. 

Wieo.  Ber.  XGUI.  Ö27-566. 

Zum  Zwecke  einer  systematischen  Untersuchung  der  Resul- 
tante stellt  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe,  alle  diejenigen 
ganzen  Functionen  0  der  Coefficienten  von  n  Formen  F,,F„ .,.,  F« 
der  n  Variablen  a?„  o:,,  ...,  Xn  zu  bestimmen,  welche,  ohne  die 
letzteren  zu  enthalten,  einer  Identität  von  der  Gestalt: 

ex:  =  P,F,  +  P,F,-f  •H-Pi.F. 
genflgen,  wo  P,,  P„  ...,  P«  ganze  Functionen  der  Coefficienten 
jener  Formen  F, ,  F,,  ...,  F«  und  der  Variablen  bezeichnen. 
Nach  ausf&hrlicher  Behandlung  des  Falles  it  =  2  gelingt  es,  die 
hierbei  gefundenen  Eigenschaften  der  Function  Q  mit  HQlfe  des 
Schlusses  von  n  auf  n  +  l  Formen  auch  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen.  Auf  diese  Weise  entspringt  die  folgende  von 
dem  Begriff  der  Elimination  unabhängige  Definition  der  Resul- 
tante.   Eb  giebt  immer  einen  Ausdruck  R  von  der  oben  bezeich- 
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neten  Beschaffenheit,  welcher  allgcmeiD  in  Bezug  auf  die  Coeffi- 
cientcn  der  Form  F<  homogen  und  vom  Grade    -^     ist     und 

das  Product  a^  o^'  •  •  •  OiT'"  mit  dem  Zahlencoefßcienten  l 
enthält.  Dabei  bedeutet  m^  die  Ordnung  der  Form  F|,  p  das 
Product  dieser  sämtlichen  n  Ordnungszahlen  und  o,  den  Goeffi- 

cicnten  von  a?^*  in  der  Form  F^  Jeder  andere  der  obigen 
Identität  genügende  Ausdruck  0  ist  durch  R  teilbar.  Der  Aus- 
druck R  ist  daher  eindeutig  bestimmt  und  heisst  die  Resultante 
der  n  Formen  F,,  F,,  . . .,  Fn. 

Von  den  weiteren  Sätzen  Ober  die  Resultante,  welche  der 
Verfasser  ableitet,  sei  beispielsweise  der  folgende  erwähnt  Be* 
zeichnen  <jp,,  <^„  ...,  qp»  Formen  der  m*«"  Ordnung  in  den  Va- 
riablen X,,  X,,  ...,  Xn,  so  gehen  die  Formen  Fj,  F,,  •..,  F^ 
nach  Substitution  der  (p^  %i  * .  *,  g>n  &n  Stelle  von  o;,,  a;,, ...,  rr« 
in  die  Formen  Fi,  FJ,  ...,  FJ,  der  Variablen  X,,  X,,  ...,  X« 
über.  Sind  dann  A,  J^  S  beziehungsweise  die  Resultanten  der 
Formen    F,,  F,,  ...,  F«,    der    Formen    qp, ,   qp,,   . . .,  qp«    und 

Fi,  F2,  ...,  F;,  so  besteht  die  Relation  S  =  Ä"*'•"*^fr.  Aus 
diesem  Satze  erkennt  man  die  Invarianteneigenschaft  und  bei 
ttbereinstimmender  Ordnung  der  Grundformen  auch  die  Combi- 
nanteneigenschaft  der  Resultante.  Ht 


Fr.  Hofmann.     Eine  einfache  Darstellung  der  Resultante 
von  zwei  quadratischen  Formen.      Hoppe  Arch.     (2)   iv. 

325-327. 

Die  Resultante  wird  als  Bedingungsgleichung  dafUr  anfge* 
stellt,  dass  zwei  Gerade  und  ein  Kegelschnitt  einen  Punkt  ge- 
meinsam haben.  No. 


H.  Laurent.     M^moires  sur  les  ^quivalences  alg^briques 

et  r^Hmination.     Noav.  Ann.  (3)  V.  432-447,  456-460. 

Die  Theorie   hat   durch   Einfahrung   gewisser    ,, Divisoren" 
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7i9  T^tf « •  M  7«  d^f  Grade  m,,  »t,, .  • .,  fn„  und  durch  die  Definition 
der  Aequivalenz  von  F  und  f  vermittekt  der  Gleichung 

wobei  auch  die  X  Polynome  in  o;,,  x„  . . .,  x„  bedeuten  wie  die  q>y 
fj  F  einige  Aehnlichkeit  mit  den  Kronecker'echen  „lifodulBy Ste- 
rnen^, doch  fehlt  ihr  die  Allgemeinheit  und  die  principielle  Be- 
deutung der  letzteren,  wie  z.  B.  schon  daraus  erhellt,  dass  die 
9>j  =0,  . . . ,  «jT'ii  =  0  genau  |Ä  =  m^  .m^  ...  nin  verschiedene  und 
endliche  Lösungen  haben  sollen,  deren  Determinante  also  von 
Null  verschieden  ist.  Unter  einer  „reducirten  Form"  wird  eine 
solche  verstanden,  die  nicht  durch  a;^>,  o;^,  ...  teilbar  ist.  In 
(1)  können  die  1  so  bestimmt  werden,  dass  f  dicReducirte  von 
F  wird.  Bedeuten  A,  B  zwei  Reducirte,  dann  wird  die  Aufgabe 
gelöst,  X  durch  AX^B  zu  bestimmen,  und  dadurch  der  Quo- 
tient B :  A  definirt.  Dabei  darf  A  nicht  mit  den  g>  gleichzeitig 
verschwinden;  dies  führt  auf  die  Bestimmung  der  Resultanten 
von  9>j,  9>,,  ...,  (pnj  ^)  welche  sich  in  dem  besonderen  Falle 
M  =  1  recht  einfach  gestaltet. 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  die  Aequivalenz  X^  ^  1  be- 
trachtet, in  der  X  ein  reducirtes  Polynom  bedeutet;  jedes  andere 

Polynom  kann  auf  die  Form  2!  ^x^^  gebracht  werden. 

Man  erkennt,  wie  diese  Untersuchungen  gegenüber  den 
Kronecker'schen  an  der  Oberfläche  bleiben,  ohne  die  hohe 
Wichtigkeit  der  Modulsysteme  zu  erkennen.  No. 


G.  Frobbnius.     Neuer  Beweis  des  Sylow'schen   Satzes. 

Krooecker  J.  0.  179-181. 

Herr  Frobenius  giebt  fUr  den  Satz,  dass,  wenn  die  Ordnung 
einer  Gruppe  durch  die  Potenz  p^  einer  Primzahl  p  teilbar  ist, 
die  Gruppe  selbst  eine  Untergruppe  der  Ordnung  p"  enthalte, 
einen  flberaus  einfachen,  elementaren  Beweis,  welcher  sich  auf 
Induction  stOtzt.  Abgesehen  von  einem  Satze  über  Gruppen  mit 
vertausch  baren  Substitutionen  wird  alles  Notwendige  auf  zwei 
Seiten  erledigt.  No. 
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L.  AuTONNK.  Recherches  8ur  les  groupes  d'ordre  fini, 
contenuB  dans  le  groupe  des  substitutions  unfaires 
de  contact.    c.  R  CIL  313-316. 

L.  AuTONNE.  Sur  las  groupes  irr^ductibles  d'ordre  fini 
contenus    dans    le    groope    quadratique     crdmonieu. 

C.  H.  cm.  1176-1178. 

Die  Substitutionen 

(•=  1,2,3) 

heisscD  Contact-Substitutionen,  weil  für  sie,  wenn  die  x  als  Punkt-, 
die  u  als  Linien -Coordinaten  aufgefasst  werden,  der  Contact 
entsprechender  Figuren  gewahrt  bleibt  Diese  Substitutionen 
werden  durch  Combination  mit  einem  t  =  \x,u  ti,  x|  auf  lineare 
zurttckgefUhrt. 

In  der  zweiten  Note  werden  diejenigen  Substitutionen  behan- 
delt, welche  a;»,  Uj  in  quadratische  Functionen  beider  Variablen 
ttberleiten,  und  es  werden  über  derartige  irreductible  Gruppen 
einige  Theoreme  abgeleitet.  No. 


A.  Knesbr.     Die  Monodromiegruppe  einer  algebraischen 
Gleichung  bei  linearen  Transformationen  der  Variablen. 

Klein  Ado.  XXYIII.  125  132. 

Der  Herr  Verfasser  hatte  in  seiner  Dissertation  (vgl.  F.  d. 
M.  XVI.  62)  gezeigt,  dass  wenn  f(«,  ä)  =  0  eine  algebraische 
Gleichung  ist,  F(a8-\'bz^cs-\'dz)  =  0  die  symmetrische  Gruppe 
als  Monodromiegruppe  besitzt.  Der  Satz  wurde  dort  durch  func- 
tionentheoretische  Schlüsse,  hier  wird  er  auf  algebraischem  Wege 
abgeleitet.  Unter  a,  6,  c,  d  sind  willkürliche  Constante  zu  ver- 
stehen, die  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  sind,  dass 
c :  d  eine  endliche  Anzahl  bestimmter  Werte,  darunter  den  Wert 
Null  vermeiden  muss.  No. 
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G.  Frattini.     Intorao   alla   generaziooe  dei  gruppi  di 
operazioDi  e  ad  un  teorema  d'aritmetica.      Rom.  acc.  l. 

Bend.  (4)  II.  17-19. 

Das  Referat   befindet  sieh    bereits  im  vorigen  Bande  S.  97 
bis  98.  No. 


Fr.  Hofmann.     Einige  Beiträge  zur  Theorie  der  allge- 
meinen    rationalen     quadratischen    Transformationen. 

Scblömilch  Z.  XXXI.  283-295. 
Die  Transformationen 

bei  welcher  die  g>  homogen  geschriebene  Gleichungen  von  Kegel- 
schnitten sind,  welche  drei  Punkte  gemeinsam  haben,  werden  in 
einfacher  Art  arithmetisch  behandelt,  und  so  die  bekannten  Re- 
sultate abgeleitet.  Die  Umkehrung  wird  gegeben;  eine  Methode 
zur  Angabe  von  Kegelschnittgleichungen  bei  drei  gemeinsamen 
Punkten  derselben  mitgeteilt  und  deren  Tragweite  untersucht. 

No. 


C.  Weltzien.      Zur  Theorie    der    homogenen    linearen 

Substitutionen.      Berl.  Pr.  Friedr.  Werd.  Oberrealacb.  20  8.  4^ 

Bei    den    orthogonalen   Substitutionen    von    drei    Variablen 

treten  die  Ausdrucke  JSCaxCßx  sowie  2ciaCiß  VXr  a,/?,X  =  1,2,3 

i  i 

auf;  die  Werte  derselben  sind  bekanntlich  «a,^*  Im  allgenieiuen 
Falle  homogener  linearer  Substitutionen  werden  die  Beziehungen 
dieser  beiden  Grössenreihen  ergründet.  —  Die  Coordinatenaxen 
zweier  rechtwinkligen  Systeme  desselben  Anfangspunktes  liegen 
auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung;  es  wird  untersucht,  unter 
welchen  Bedingungen  dieser  Satz  auch  für  beliebige  homogene 
lineare  Substitutionen  gilt  —  Die  erstere  der  beiden  Unter- 
suchungen wird  endlich  auch  für  den  Fall  von  vier  Variablen 
erledigt.  No. 
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W.  Veltmann.     Auflösung  linearer  Gleichungen.     Schlö- 

milch  Z.  XXXI.  257-272. 

Das  gegebene  Gleichungssystem   wird   in   ein   sogenanntes 
Dreieekssystem 

Gi  =  a,,<x,  4- Oi^i^iXi^i  H 1-  of.>x«  4-  /J,  =  0        (t  =  1,  2,  . .  •,  ii) 

verwandelt,   welches   dem   gegebenen    in  sofern  äquivalent  ist, 
als 

üfkiGk^O  (t=  1,2,...,«) 

gleich  der  k^^  Gleichung  des  gegebenen  Systems  wird.      No. 


G.  Frattini.      Estensione   ed    inversione   d'un   teorema 

d'aritmetica.      Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  n.  132-135. 

Kann  das  System  linearer  Functionen 

n 

ein  beliebiges  System  ft, ,  fc,,  ...,  K  ganzer  Zahlen  mod.  a, 
mod. /9,  ...,  mod.  y  darstellen,  so  soll  dieses  System  (S)  „con- 
form"  zu  (a,/J, ...,  v)  beissen.  Versteht  man  unter  a',  /?', ...,  v' 
die  Producte  der  einfachen  Prirafactoren  von  a,  /?,...,  y  und 
reducirt  man  die  Coefficienten  von  (ß)  mod.  o',  mod./?',  ...,  so 
entsteht  ein  neues  zu  (a, /?,...,  i»)  conformes  System;  und 
a\  ß\  ...yv*  bildet  umgekehrt  das  einzige  System  dieser  Eigen- 
schaft No. 


Th.  Muir.     A    supplementary  list  of  writings  on  deter- 

minants.     Qaart.  J.  XXI.  299-320. 

Herr  Muir  hat  im  Quart.  J.  XVIII.  110—149  (1881)  eine 
Liste  der  Schriften  Qber  Determinanten  veröffentlicht;  dieselbe 
wird  hier  vervollständigt  und  bis  zum  Jahre  1885  incl.  fortge* 
führt  Lp. 


Th.  Muir.  •  The  theory  of  determinants  in  tbe  historical 
Order  of  its  development,    Edinb.  Proc.  XIII.  547-590. 
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Teil  I.  Determinanten  im  allgemeinen  (1693—1779).  Der 
Verfasser  bezieht  sich  auf  seine  „Liste  der  Schriften  Qber  Deter- 
minanten** (Quart  J.  XVIIL  1881.  110—149),  welche  489  in 
ehroDologischer  Folge  von  1693  bis  1880  geordnete  Nummern 
enthält,  an  denen  er  seit  ihrer  Veröffentlichung  stetig  gearbeitet 
bat,  und  er  beabsichtigt  nunmehr,  das  gesammelte  Material  zur 
Abfassung  einer  ins  Einzelne  gehenden  Geschichte  des  Gegen- 
standes zu  Yerwenden.  Es  liegt  nicht  im  Plane,  eine  zusammen- 
hängende Geschichte  der  Determinanten  als  ein  Ganzes  zu  geben, 
sondern  die  Geschichte  jedes  der  Abschnitte  einzeln  zu  liefern,, 
in  welche  der  Gegenstand  gesondert  ist,  nämlich  zuerst  von 
Determinanten  im  allgemeinen  zu  handeln,  danach  in  gehuriger 
Folge  von  den  verschiedenen  besonderen  Formen. 

Der  vorliegende  Teil  enthält  eingehende  und  sorgfältige  Be- 
sprechungen (nebst  kritischen  Bemerkungen)  frQher  Schriften: 
Leibniz  (Brief  vom  28.  April  1693  an  De  L'Hopital),  Gramer, 
Vandermonde,  Laplace  und  Lagrange.  Cly.  (Lp.) 


Th.  Mujr.      An   overlooked  discoverer  in  tbe  theory  of 
determinants.    Phil.  Mag.  (5)  XVIII.  416-427.  (1884). 

Der  bezügliche  Entdecker  ist  Ferdinand  Schweins  (geb.  zu 
FOrstenberg,  Paderborn,  1780;  Professor  in  Heidelberg  von  1811 
bis  1856),  und  seine  Forschungen  sind  wiedergegeben  in  seiner 
„Theorie  der  Differenzen  und  Differenziale^  (1825)  unter  dem 
Titel  ,,Producte  mit  Versetzungen*'.  Eine  Darstellung  der  von 
Schweins  erreichten  Ergebnisse  und  eine  Angabe  der  Punkte,  in 
welchen  er  Resultate  vorweggenommen  hat,  die  andere  Forscher 
erhalten  haben,  bilden  den  Gegenstand  der  Arbeit  des  Herrn 
Huir.  (Hiemach  ist  die  Litteraturangabe  von  F.  d.  M.  XVII.  105 
zu  beriel^tigen.)  Gbs.  (Lp.) 


P.  Mansion.  Elemente  der  Theorie  der  Determinanten 
mit  vielen  Uebungsaufgaben.  Zweite  vermehrte  Auf- 
lage.     Leipzig.  B.  G.  Teuboer.  XXIV  u.  56  S.  8». 
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Die  Seiten  1—49  bilden  nur  eine  Titelausgabe;  doch  sind 
die  Einleitung  (S.  VII— XXIV)  und  der  Nachtrag  (S.  50—56) 
neu.  Die  Einleitung  giebt  fUr  den  Anfänger  eine  ganz  elemen- 
tare Darstellung  der  Grundeigenschaften  der  ein-  und  zwei- 
reihigen Determinanten.  Der  Nachtrag  enthält:  1)  Die  Be- 
sprechung der  linearen  Gleichungen  in  den  Ausnahmefällen,  2) 
den  Beweis  de^  Grundeigenschaften  der  Nulldeterminanten,  3) 
eine  strenge  Darstellung  der  dialytischen  Eliroinationsmethode, 
in  welcher  sogar  der  directe  Fundamentalsatz  aufgestellt  ist 
ohne  ZuhOlfenahme  des  Theorems,  dass  jede  algebraische  Glei- 
chung eine  Wurzel  hat.'  Mn.  (Lp.) 


H.  Hanus.      An   elementary   treatise  on   the  theory  of 
determinants.     Bostoo.   GioD  and  co. 

Das  Werk  ist  in  der  Art  der  Text-Bücher  geschrieben;  es 
giebt  eine  klare  und  vollständig  geordnete  Einleitung  in  die 
Theorie  und  die  Anwendung  der  Determinanten;  die  letztere  ist 
hauptsächlich  nach  der  Seite  der  Algebra  hin  durchgeführt. 

No. 


A.  SiCKENBERGKR.     Die  Determinanten  in  genetischer  Be- 
handlung.   Pr.    (Müucheo.  Tii.  Ackermaon.) 

Die  vorliegende  Arbeit  soll  nach  der  in  einem  kurzen  Vor- 
wort ausgesprochenen  Absicht  des  Verfassers  als  kleine  „metho- 
dische Monographie"  angesehen  werden.  Die  gewählte  Methode 
ist  „analytisch  genetisch",  wird  aber  hier  strenger  durchgeführt, 
als  in  anderen  bekannten  ElementarbNchern.  Dabei  ist  beson- 
derer Wert  darauf  gelegt,  nicht  nur  die  Anerkennung  der  frag- 
lichen Sätze  formal  zu  erzwingen,  sondern  eine  wirkliche  Ein- 
sicht in  ihre  innnere  Notwendigkeit  zu  geben.  —  Bei  der  Auf- 
lösung eines  Systems  zweier  linearen  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten  entsteht  aus  dem  quadratischen  Schema  zweiten 
Grades  die  Determinante  zweiten  Grades,  die  nun  zunächst  aus- 
führlich behandelt  wird.  —  In  ganz  ähnlichem  Aufbau   ist    der 
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II.  Abschnitt  den  Determinanten  dritten  Grades  gewidmet.  Hier 
wird  auch  der  Multiplicationssatz  für  den  zweiten  Grad  nach- 
geholt nnd  auf  den  dritten  Grad  übertragen.  —  Der  dritte  und 
letzte  Abschnitt  (S.  51 — 80)  geht  nun  zu  den  Determinanten 
u^^  Grades  über,  deren  Haupteigenschaften  durch  den  Schluss 
von  n  auf  ii-f-1  aus  den  vorher  erkannten  Specialfällen  gefol- 
gert werden.  Hierbei  wird  der  Begriff  der  Unterdeterminante 
zu  dem  der  r*^"  Unterdeterminante  erweitert,  die  ihrerseits  mit 
der  ursprünglichen  Determinante  n*^°  Grades  unter  der  Bezeich- 
nung „correspondirende  Determinanten *"  zusammengefasst  wird. 
Den  Schluss  macht  die  Behandlung  eines  Systems  linearer  Glei- 
chungen. —  Die  Brauchbarkeit  des  Büchleins  (ein  „zweiter  Ab- 
druck'' des  Programms  erschien  München  1887  bei  Ackermann) 
wird  sehr  durch  die  100  Uebungsaufgaben  erhöht,  mit  denen  es 
durchsetzt  ist,  und  in  die  auch  manches  aus  der  Theorie  ver- 
wiesen ist,  wie  z.  B.  der  Begriff  und  die  Haupteigenschaft  der 
adjungirten  Determinanten.  H.  S. 


K.  Hattkndorff.      Einleitung    in    die   Lehre    von    den 
Determinanten.     Zweite  Ausgabe.    Hannover.  Scbmorl. 


A.  DE  Presle.     Multiplication  de  deux  dötermrnants  de 
nißme  degr^.    -s.  m.  f.  Bull.  xiv.  157-158. 

Einfacher  Beweis   der  Multiplicationsregel   für   zwei  Deter- 
minanten gleichen  Grades.  No. 


6.  FoüRET.     Sur  un  mode  de  transformation  des  d^ter- 
minants.     s.  m.  f.  Bull.  xiv.  U6-151. 

Der  Wert  einer  Determinante  wird  mit  2"-^(2-~f0  multiplicirt, 
wenn  man  in  n  Parallelreihen  derselben  von  den  Elementen  einer 
jeden  Reihe  die  Summe  der  entsprechenden  Elemente  der(w— I) 
anderen  Reihen  subtrahirt.  No. 
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T.  C.  SiMMONS.      All   application  of  determinants  to  the 
Solution    of  certain   types  of  simultaneous  equations. 

Ed.  Times.  XLIV.  136-143. 

Eine  Reihe  von  Beispielen  über  Gleichungen  höheren  Gra- 
des mit  mehreren  Unbekannten,  bei  denen  eine  resolvirende 
Endgleichung  aus  einer  Determinante  gefunden  wird.  Zur  Er- 
läuterung diene  das  folgende  Beispiel.  Gegeben  seien  die  Glei- 
chungen : 

Setzt  man  d?'"y'"j5'"  =  p,  so  ist  die  fragliche  Endgleichung: 

o— ip      b  c 

a'      V—kp      c' 

a"  6"  c"-  kp 
Der  Verfasser  zählt  25  Typen  von  Gleichungen  auf,  bei  denen 
dieses  Verfahren  anwendbar  ist;  er  irrt  sich  wohl  aber  in  der 
Meinung,  diese  Anwendung  der  Determinanten  sei  bisher  nicht 
beachtet  worden.  Lp. 


=  0. 


R.  Laculan.      Note  on  a  class  of  algebraical  identities. 

Mess.  XVI.  21-22. 

Die  n  Variabein  a?,,  a?„  x„  •..,  Xn  mögen  das  System  von 
Gleichungen  befriedigen: 

i;x  =  0,    2ax  =  0,     Sa^x  =0,     .  .  .,    Sa^'-^x  =  0, 

wo  ^o^'a?  für  of  j;,-f  a;j;,  H \-aixn    gesetzt    ist.     Bezeichnet 

man   ferner   das   Product  (cv— aj((ir  — aJ-Cor— «n)   mit   Ar^ 
so  ist 

SAPa^xP-^^  =  0,    wenn    p4-g<ii  — 2, 

=:(2a*''^xy^\     wenn    p  +  q  =  n  — 2. 

Glr.  (Lp.) 


A.  BucHHETM.      An   extension  of  a  theorem  of  Professor 
Sylvester's  relating  to  matrioes.  Phil.  Mag.  (5)  XXI l.  173-174. 
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Der  bezügliebe  Sylvester'scbe  Satz  lautet:  Ist  m  eine  Ma- 
trize von  der  Ordnung  n,  und  sind  X^y  ...,  In  ibre  latenten 
Wurzeln,  so  ist,  wenn  0  eine  beliebige  Function  bezeichnet: 

Dieser  Satz  gilt,  so  lange  die  latenten  Wurzeln  ungleich  sind. 
Im  Torliegenden  Artikel  wird  er  auf  Matrizen  ausgedehnt,  bei 
denen  unter  den  latenten  Wurzeln  Gleichheiten  stattfinden. 

Gbs.  (Lp.) 


W.  W.  Johnson.  Od  a  geometrical  representation  of 
alternants  of  the  third  order  and  of  their  quotieiits 
when   divided   by   -4(0,  1,  2).     Qaart.  J.  xxi.  217-224. 

Der  Ausdruck: 


^(P)9?---j0  = 


aP    o«    ...    a* 

frp    6«    ...    6' 


IP     l^    ...    V 

in  welchem  p,  9,  ...,  /  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  heisst 
eine  Alternante  der  Grössen  a,  6,  ...,  /.  Bezeichnet  JSTm,»  die 
Summe  der  Potenzen  und  Producte  dreier  Grössen  a,  b,  c  vom 
(ifi  4-  n)^  Grade  unter  Ausschliessung  aller  die  Zahl  m  aberschrei- 
tenden Exponenten,  so  ist: 

^(0,P,  7)  =  A{0,  l,2)JSrj-2,p-i  +  aftc^(0,p~l,g-2). 
Diese  fiecursionsformel  beweist  der  Verfasser  mit  Hülfe  geome- 
trischer Anschauung,  indem  er  die  Exponenten  der  auftretenden 
Potenzen    von   a,  6,  c  als   Coordinaten    zur  Construction    von 
Punktsystemen  in  der  Ebene  verwendet.  Ht. 


A.  H.  Anglin.     Ou   certain   theorems   mainly  connected 

with   alternants.      Edinb.  Proc.  XIII.  693-698. 

Der  Hauptpunkt  besteht  in  einer  VerallgemeineruDg  des 
Satzes  K  =  *«— öä^-i,  wo  ä„  die  Summe  homogener  Producte 
vom    Grade  n   unter  a,  &,  c,  . . .,  ^  und   K   die   entsprechende 

8* 
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Summe  für  6,  c,  .. .,  /  bedeatet.    Man  hat  z.  B. 

1 


a         a 

hp     Ap+i     Äp^.8 
hq     hq^i     hq^2 


und  ähnlich  für  eine  Determinante  von  beliebiger  Ordnung. 
Der  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Altemanten  entsteht 
aus  der  Thatsache,  dass  jedes  h  der  Quotient  einer  Alternante 
durch  die  einfachste  Alternante  la^&*c'd'...|  oder  das  Differen- 
zenproduct  der  a,  6,  c,  d,  . . .  ist  Cly.  (Lp.) 


J.  J.  Sylvester,  Th.  Muir,  S,  Sircom.    Solution  of  ques- 

tions    8276,    8321,     8394.       Ed.  Timet.  XLV.  85-86. 

Es  ist 

A  +  aa  +  aV  a6-}-a'6'  ac  +  a'c' 

ßa+ß'a'    l  +  ßb  +  ß'V  ßc  +  ß'c' 


wenn  n  die  Ordnung  der  Determinante  bedeutet,  ferner: 
A  =  (a,  6,  c,  ...Ja,  ß,  y,  ...),     B  =  (a,  /»,  y,  ...Ja\  b',  c\  . . .), 
C  =  (a,  6,  c,  ...Ja',  /»',  y', ...),     I>  =  (a',  5',  c',  ...Ja,  /?,  y,  . . .). 

Ist   A  =:  s  =^  B   und   C  oder   l>  =  0,    so    wird    das    Resultat 

i--\i+$y.  Lp. 


F.  J.  Stüdniöka.      Eine    neue  Anwendung  der  Ketten- 
bruchdeterminanten.     Prag.  Ber.  3-6. 

Der  Verfasser  geht  von  der  quadratischen  Gleichung 

a?'+o,a?-[-a,  =  0 

aus,  in  der  a,  <  2}^,  d.  h.  complexe  Wurzeln  a;,,  x,  vorausge- 
setzt werden,  und  benutzt  die  bekannte  Relation: 
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«7  +  a?;  =  (— !>•. 


«. 

1 

0     0 

.  .  .    0 

20, 

«1 

1     0 

.  .  .    0 

0 

«, 

«.  1 

.  .  .    0 

0 

0 

a,    a, 

.  .  .    0 

0 


0      0     0 


zam  Beweise   folgender  goniometrischen   Formeln,   welche   fttr 
alle  ganzzahligen  n  Giltigkeit  haben: 

cos^        1  0        ...         0 

1       2co8^        1        ...         0 
0  1        2cos^    ...         0 


cosn^  = 


0  0  0        ...    2eosß 

=  ^(-iy2— 2*-i.-L.(n^ft_l),.jC08-2*ß. 

Diese  Summen formel,  welche  übrigens  in  der  Abhandlung  zwei- 
mal falsch  gedruckt  ist,  findet  sich  schon  in  Euler's  Introductio, 
während  die  Determinanten-Darstellung  unmittelbar  aus  der  Glei- 
chung : 

cofl(n  — l)p  +  C08(fi  +  l)j  =  2co8n^co8^ 

erschlossen  werden  kann.  R.  M. 


H.  PoiNCAR^.     Sur  las  ddterminänts  d'ordre  infini. 

S.  M.  F.  Bull.  XIV.  7790 

Herr  Hill,  Astronom,  hatte  die  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  auf  eine  besondere  Art  be- 
handelt. 

Ist  eine  solche  auf  die  Form  gebracht: 

-j^  +  ^w  =  0, 
so  denke  man  sich  ^  als  Function  von  t  in  der  Form  gegeben: 

«= — OD 

Dann  erhält  man  zwei  unabhängige  particuläre  Integrale  (und 
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damit  die  allgemeine  Lösung)  der  gegebenen  Gleichung  durch 
die  Formeln: 

«=  —  OD  USA— OD 

Hier  sind  c  und  die  K  passend  gewählte  Gonstante  (6n  ist  die 
zu  bn  conjugirte  Grosse).  Die  Reihe  für  ic,  muss  zunächst  con- 
vergiren. 

Soll  nun  tr,  der  Differentialgleichung  genügen,  so  führt  dies 
auf  die  Relationen: 

d.  h.  auf  unendlich  viele  lineare  Gleichungen  mit  unendlich 
vielen  Unbekannten. 

Herr  Hill  hatte  diese  Gleichungen  unbedenklich  nach  der 
gewöhnlichen  Methode  behandelt,  indem  er  zuvörderst  für  n,  p 
endliche  Zahlen  nahm  und  dann  zu  den  Grenzwerten  der  so  er- 
haltenen Ausdrücke  überging. 

Um  die  Legitimität  dieses  Verfahrens  zu  prüfen,  legte  sich 
der  Verfasser  die  allgemeine  Frage  vor,  wann  eine  unendliche 
Reihe  von  absolut  convergenten  und  verschwindenden  Summen, 
die  nach  den  nämlichen  linearen  Unbekannten  fortschreiten, 
nach  letzteren  aufgelöst  werden  könne. 

Seine  Methode  ist  eine  Art  Variation  von  Gonstanten.  Sind 
nämlich  die  Unbekannten  bezeichnet  mit  Ai  (t  =  1,  2, ...,  x>),  und 
giebt  es  ein  particuläres  Lösungssystem 

A-i  =  B,, 
so  frage  man:    Wie  lassen  sich  die  Werte  der  Factoren  A»  be- 
stimmen,  sodass  auch 

Ai  =  A<Ä, 
Lösungen  repräsentiren? 

Es  zeigt  sich,  dass  man,  solange  die  A  unter  gewissen 
Grenzen  bleibende  Gonstante  sind,  in  der  That  lauter  Lösungen 
gewinnt,  und  wenn  auch  nicht  bewiesen  werden  kann,  dass  da- 
mit alle  Lösungen  erhalten  werden,  so  sind  es  doch  für  die  An- 
wendungen hinreichend  allgemeine  Lösungen. 

Die  ursprüngliche  Frage  nach  der  Erfüllung  gewisser  Gleich- 
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beiten  wird  so  zarQckgefQhrt  auf  die  gewisser  Ungleichheiten. 
Der  Beweis  stützt  sich  auf  zwei  bekannte  Theoreme  von  Weier- 
strass  und  Mittag-Leffler,  nach  denen  mau  eine  ganze,  resp. 
meromorphe  Function  construiren  kann,  die  an  unendlich  yielen 
'vorgegebenen  Stellen  und  nur  an  diesen  Null,  resp.  mit  Torge- 
gebenen  fiesiduen  unendlich  wird. 

Die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  müssen  ge- 
wisse Bedingungen  erfüllen,  wenn  überhaupt  Lösungen  existiren 
sollen. 

Der  algebraische  Teil  des  Beweises  beschäftigt  sich  mit 
dem  Nachweis,  dass  die  Determinante,  die  man  zunächst  aus 
einer  endlichen  Zahl  n  you  verticalen  und  horizontalen  CoefS- 
cienten  bildet,  stets  unter  einer  gewissen  Grenze  bleibt,  auch 
wenn  n  beliebig  wächst,  und  dass  diese  Eigenschaft  der  Deter- 
minante sich  erhält,  auch  wenn  eine  gewisse  Reihe  ihrer  Ele- 
mente gleich  Null  gesetzt  wird. 

In  dem  von  Herrn  Hill  untersuchten  Falle  sind  die  erfor« 
derlichen  Bedingungen  zur  Auflösbarkeit  der  Gleichungen,  sowie 
zur  Ausführbarkeit  der  notigen  Grenzprocesse  thatsächlich 
erfüllt. 

Eine  frühere  Arbeit  von  Herrn  Kötteritzsch,  die  einen  Teil  der 
vom  Verfasser  gewonnenen  Resultate,  enthält,  ist  offenbar  dem 
Verfasser  unbekannt  geblieben,  My. 


P.  Stassano.     Sülle  fuuzioui  isobaricbe.     Batt.  g.    xxiv. 

57-93. 

Ist 

«1+     «,  +  •••+   «/n  =  g, 

80  heissen  die  Functionen 

isobarische  Functionen  vom  Gewichte  n  und  vom  Grade  g.  Es 
werden  die  Beziehungen  der  isobarischen  Functionen  zu  den 
symmetrischen,  vier  verschiedene  Darstellungen  der  F^,  ihre 
Eigenschaften,   ihre  Beziehungen    zu  den  Bernoulli'schen  Func- 
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tionen   entwickelt.     Ferner  Regeln    zur  Berechnung   derselben, 
Specialfälle,  zahlentheoretische  Anmerkungen.  Sn. 

P.  A.  MacMahon.      The    law    of  symmetry   and  other 
theoretns  in  symraetric  functions.    Quart.  J.  XXII.  74-81. 
Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  a:,,  a?„  . . .,  x„ 
einer  Gleichung  werden  als  Functionen  von 

(of, /?, ...  =  1,  2, ...,  fi) 
aufgefasst;  es  wird  gezeigt,  wie  jene  Functionen  sich  durch  die 
H  darstellen  lassen;  und  ein  dem  Cayley'schen  Symmetrie-Gesetz 
ähnliches  wird  abgeleitet.  No. 


E.  Cesaro.      Remarque    sur    une    formule    de  Newton. 

Matheais  VI.  172-174. 

Es  seien  c,  und  Si  bez.  die  Summen  der  Producte  zu  je  i 
und  der  i^^  Potenzen  aus  den  Elementen  a?„  x^^  . . .,  j?„.    Dann  ist 

eine  Formel,  aus  welcher  sich  manche  Verallgemeinerungen  der 
Newton'schen  Sätze  über  die  symmetrischen  Functionen  ableiten 
lassen.  Mn.  (Lp.) 

Zmürko.  Begründung  einiger  wichtigen  Abkürzungen 
der  algebraischen  Rechnung  mittels  einer  näheren 
Untersuchung  der  algebraischen  Division.      Krak.  Deok- 

Bchr.  XIT.  (Poloisch). 

Inhalt:  Darstellung  der  Potenzen  der  Wurzeln  einer  alge- 
braischen Gleichung  m^°  Grades  durch  Polynome  mit  m  Glie- 
dern; Zerlegung  eines  Polynoms  in  zwei  Polynome,  deren  jedes 
durch  ein  gegebenes  teilbar  ist;  Darstellung  der  Eliminations- 
gleichung zweier  gegebenen  algebraischen  Gleichungen  in  drei 
verschiedenen  Determinantenformen;  allgemeine  Methode  der 
Zerlegung  algebraischer  Bruchfunctionen.  Dn. 
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L.  ScHENDKL.  Zur  Theorie  der  symmetrischen  Func- 
tionen. Schlömilch  Z.  XXXI.  316-320. 
DarstelluDg  der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  ihre  Potenzsummen  und  umgekehrt.  Die  eigen- 
tOmlichen  Bezeichnungen  des  Herrn  Verfassers  hätten  eine  Er- 
klärung nicht  nberflOssig  erscheinen  lassen.  No. 


8.  DiCKSTKiN.      üeber  einige  Eigenschaften   der   Func- 
tionen  alepb.     Krak.  Denkschr.  XII.  (Polnisch). 

Die  Note  behandelt  die  Haupteigenschaften  der  Wronski'- 
sehen  symmetrischen  Functionen  aleph,  ihre  Darstellung  in 
Determinanten  formen  sowie  ihren  Zusammenhang  mit  den  Po- 
tenzsummen der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen.         Dn. 


S.  DrcKSTEiN.     üeber  den  Crocchi'schen  Satz.    Krak.  Denk- 
schr. XII.  (Polnisch). 
Der  Verfasser   beweist   hier   einen  Satz,    der   die  Relation 
zwischen  den  Functionen  aleph    von  Wronski  und  den  Potenz- 
summen der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  ausdruckt. 

Dn. 


S.  Dickstein.      Beweis    zweier   Formeln    von    Wronski. 

Krak.  Denkschr.  XII.  (Polnisch). 

Der  Verfasser  beweist  hier  zwei  von  Wronski  ohne  Beweis 
gegebene,  zur  Berechnung  der  Functionen  aleph  einer  algebrai- 
schen Gleichung  dienende  Formeln.  Die  Methode  der  Herleitung 
ist  analog  derjenigen,  mittels  welcher  der  Waring'sche  Satz  be- 
wiesen wird.  '  Dn. 


R.  E.  All  ARDICE.      Solution  of  a  problem  proposed  by 

Dr.   Muir.      Bdinb.  M.  8.  Proc.  IV.  37. 

Gbs. 


Dritter  Abschnitt. 

Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

Capitel  1. 

Niedere  Arithmetik. 

H.  Schubert.  Saininlupg  von  arithmetischen  und  alge- 
braischen Fragen  und  Aufgaben,  verbunden  mit  einem 
systematischen  Aufbau  der  Begriflfe,  Formeln  und 
Lehrsätze  der  Arithmetik.      I.  Heft.     Zweite  Auflage. 

Potsdam.    A.  Stein.    VIII  n.  224  S.  S». 

Die  zweite  Auflage  des  ersten  Heftes  des  Werkes,  das  F. 
d.  M.  XV.  1883.  990  besprochen  ist,  erscheint  hinsichtlich  des 
Aufbaus  der  Arithmetik  und  der  Anordnung  des  Uebungsmate- 
rials  ungeändert,  nur  durch  kleine  Verbesserungen  und  Hinzu- 
fögungen,  besonders  neuer  Gleichungen  vervollkommnet.    Lp. 


0.  Rkichel.     Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Ein- 
führung formaler  Zahlbegriffe.     L  Teil.     Berlin.  Baade- 

Sc  Speoer'sche  BuchbandluDg. 

Der  Verfasser  steht  mit  dem  Referenten  (System  der  Arith- 
metik, Potsdam,  1885)  auf  dem  Kronecker'ßchen  Standpunkt, 
dass  die  negativen,  die  gebrochenen,  die  irrationalen  und  die 
imaginären  Zahlen  nur  Zahlformen  sind,  behufs  Rechnungsab- 
kürzung erfunden  und  immer  so  definirt,  dass  die  für  Anzahlen 
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(Ergebnisse  des  Zählens)  und  schon  definirte  Zahlformen  bewie- 
senen Bechenregeln  auch  für  sie  bestehen  bleiben.  In  dem  vor- 
liegenden ersten  Teile  gelangt  der  Verfasser  nur  bis  zu  den  aus 
dem  Dififerenzbegriff  entspringenden  algebraischen  und  den  aus 
dem  Quotientenbegrifif  hervorgehenden  gebrochenen  Zahlen.  Das 
Bachelchen  enthält  nur  die  theoretische  Entwickelung  und  keinen 
Stoff  zur  EinQbung  der  erkannten  Gesetze  oder  des  Rechnens 
mit  den  definirten  Zahlformen.  Seht. 


W.  Fuhrmann.  Wegweiser  in  der  Arithmetik,  Algebra 
und  niedern  Analysis.  Leipzig.  Teubner. 
Ein  Lexikon  der  Begriffe ,  Formeln  und  Lehrsätze  der 
Schularithmetik  und  einiger  angrenzender  Gebiete  in  systemati- 
scher Anordnung  von  einem  alphabetischen  Register  der  Begriffe 
und  Sätze  begleitet.  Seht. 

JüLiNG.  Anfangsgründe  der  Arithmetik.  Erster  Teil: 
Lehrsätze.     Zweiter  Teil:  Aufgaben.     Pr.  Realech.  Schoo- 

berg  i.  Meckib.  36  +  80  S.  b«. 

Umfasst  die  vier  Grundrechnungsarten.  „Die  Lehrsätze  sind 
möglichst  kurz  gefasst,  damit  sie  sich  leicht  dem  Gedächtnis  ein- 
prägen.   Die  Beweise  sind,  wo  es  möglich  war,  nur  angedeutet." 

Lp. 

P.  Mansion.  Comptes  rendus  du  ^Trait^  d'arithm^tiqne 
^l^mentaire",  du  ^Pröcis  darithmetique^  et  du  ^Re- 
cueil  de  problfemes  d'arithm^tique^  de  M.  Tabbd  Gelin. 

Matbesis  VL   Sappl^m.  1.  8  S. 

Auszug  aus  der  Revue  de  Tlnstruction  publique  en  Belgique 
XXIX.  38-45.  Mn. 

E.  Bardey.  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung, 
mehr  als  8000  Aufgaben  enthaltend,  über  alle  Teile 
der  Elementar- Arithmetik.     13**  Aufl.    Leipzig.  B.G.Teub- 

Der.  XIV  u.  330  S.  8«. 


124  ^^^'  Abachuitt.    Niedere  uod  höhere  Arithmetik. 

E.  B ARDEY.      Arithmetische  Aufgaben    nebst    Lehrbuch 
der  Arithmetik.     Vierte  Aufl.     Leipzig.  B.  G.  Teabner.  IX 

u.  268  8.  8». 


Pauli.  Anweisungen  zur  Lösung  der  Textaufgaben  in 
Dr.  Bardey's  Aufgabensammlung.    Rastatt.  Greiser. 

Matthiessen.  Schlüssel  zur  Sammlung  von  Beispielen 
und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen  Arithmetik  und 
Algebra  von  E.  Heis.     Dritte  Aufl.     Zwei  Bde. 

Köio.  Da  MoDt-Scbaumbarg.  XVI  a.  610,  VI  a.  546  S. 


Em.  Schultze.     Die  vierte  Rechenstufe.      Hoppe  Arch.   (2) 

III.  302-314. 

In  denjenigen  Lehrbüchern  der  Arithmetik,  welche  die  Ope- 
rationen derselben  streng  systematisch  entwickeln,  werden  die 
Operationen  vierter  Stufe  nicht  allein  erwähnt,  sondern  es  wird 
auch  die  Berechtigung  der  Einführung  derselben  vom  rein  theo- 
retischen Standpunkte  aus  eingeräumt.  Zu  solchen  Lehrbüchern 
gehören  z.  B.  die  von  Hankel,  Grassmann,  Scheffler,  Ernst 
Schröder  und  vom  Referenten.  In  Zeitschriften  haben  nament- 
lich Eisenstein,  Gerlach,  Wöpcke  über  die  directe  Operation 
vierter  Stufe  geschrieben.  Hier  liegt  eine  neue  Arbeit  in  dieser 
Richtung  vor.  Das  Aufhören  der  Gültigkeit  des  Commutations- 
gesetzes  bei  der  Potenzirung  bedingt,  dass  bei  der  nächst  höheren, 
der  vierten  Operationsstufe,  zwei  directe  Operationen  unterschie- 
den werden  müssen,  nämlich: 

([a^yy-'j    wo  a  p-mal  vorhanden  ist, 
und 

a^"**^    ,     wo  a  p-mal  vorhanden  ist. 
Von  diesen  beiden  Operationen  ausgebend,   geht  der  Verfasser 
der  vorliegenden  Abhandlung  weiter  bis  zu  den  beiden  Opera- 
tionen der  n^"*  Stufe.    Er  definirt  die  beiden  Umkehrungen  jeder 
derselben  und  giebt  einige  Eigenschaften  an.   Eine  einigermassen 
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erschöpfende  Behandlung  der  Operationen  n^  Stufe  Hegt  noch 
nicht  vor.  NatQrlich  mflsste  dabei  das  HankeFsche  Princip  der 
Permanenz  formaler  Gesetze  zur  Anwendung  gelangen,  indem 
der  Zahlbegriff  immer  so  erweitert  wird,  dass  jede  der  Opera- 
tionen ausnahmslos  ausführbar  wird. 

Specieller  geht  der  Verfasser  dann  auf  diejenige  Operation 
vierter  Stufe  ein,  welche  oben  zuerst  genannt  ist,  und  sich  als 
Potenz  darstellen  lässt,  während  er  verspricht,  in  einem  folgen- 
den Aufsatze  die  zweite  Operation  vierter  Stufe,  die  einen  selbst- 
st&ndigeren  Charakter  hat,  zu  behandeln.  Es  handelt  sich  dem- 
gem&88  hier  im  wesentlichen  um  die  Eigenschaften  der  Func- 
tionen a^«*)  und  xf^\  Diese  werden  durch  Reihenentwickelun- 
gen mit  Benutzung  der  Vorstellnng  Riemann'scher  Schrauben- 
flftchen  aufgedeckt.  Seht. 


A.  Ramsat.     Lärobok  i  aritmetik.     Borgfl.  151  S.  8<^. 


Zwkibkrgk-Eklöp.     Lärobok  i  räknekonsten,  med   tal- 

rika  öfDings-exempel.      Lämpad  efter  inetersystemet, 

0 

tili  skolornas  behofs.    Attonde   omarbetade    upplagan. 

HelsiDgrors.  211 8.  8«. 

E.  BoNSDORFF.     Esimerkkiä  ja  problemia  algebran  alalta. 
Toinen  lisätty  painos.     Belsiogfors.  171  S.  s^. 


\ 

E.  Klbinpaul.      Aufgaben    zum    praktischen    Rechnen. 

12**  Auflage.    Neu  bearbeitet  von  F.  Mertens.    4  Hefte. 

Bremen.  HeiDsias. 

Das  Buch  besteht  aus  einer  Vorstufe  und  drei  Heften  und 
ist  fttr  höhere  Schulen  bestimmt.  Referent  möchte  es  trotz  der 
12  Auflagen  anderen  bekannten  Sammlungen  derselben  Art  nicht 
vorziehen.  —  Die   in   grosser  Anzahl   sich   findenden  Aufgaben 
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mit  kleinen  zum  Kopfrechnen  bequemen  Zahlen  wird  der  Lehrer 
sich  jeden  Augenblick  zweckentsprechend  selber  bilden  und 
besser  Äuge  in  Äuge,  als  das  Buch  in  der  Hand  mit  seinen 
Schülern  bearbeiten.  Grade  die  nicht  bertlcksichtigten  Aufgaben 
aus  der  gemischten  Regeldetri  haben,  wenn  auch  nicht  für 
das  praktische  Leben,  so  doch  für  die  formale  Bildung  grossen 
Wert  und  gehören  deshalb  vorzugsweise  in  ein  Rechenbuch  für 
Gymnasien.  Ganz  fortbleiben  könnten  dagegen  Aufgaben  über 
Arbitrage,  Wechselrechnung,  Warencalculation,  Quadrat-  und  Ku- 
bikwurzeln und  solche  mit  planimetrischem  und  stereometrischem 
Inhalt.  Dieselben  liegen  ausser  dem  Gesichtskreis  der  meisten 
Schüler  oder  gehören  in  höhere  Klassen  und  können  daher  auf 
der  Stufe,  für  welche  das  Rechenbuch  sich  eignet,  nur  mangel- 
haft erklärt  und  gelöst  werden.  Es  scheinen  überhaupt  die  Ver- 
hältnisse unserer  See-  und  Handelsstädte  besonders  berücksichtigt 
zu  sein.  Lg. 


F.  E.  Feller  u.  C.  G.  Odermann.     Das  Ganze  der  kauf- 
männischerj  Arithmetik.    15'*  Auflage.    Leipzig.  Otto  Aug. 

Schule.  VIll  u.  496  S.  gr.  8°. 

Das  in  fünfzehnter  verbesserter  Auflage  vorliegende,  zum 
achten  Male  von  C.  6.  Odermann  bearbeitete  Buch  behandelt 
alle  Aufgaben  des  kaufmännischen  Rechnens  in  achtzehn  Ab- 
schnitten: Rechnen  mit  unbenannten  Zahlen,  mit  benannten  Zah- 
len, mit  gemeinen  Brüchen,  DecimalbrUche,  Verhältnisse  und  Pro- 
portionen, Alligationsrechnung,  Procentrechnung,  Zinsrechnung, 
Discontrechnung,  Terminrechnung,  Gold-  und  Silber-Rechnung, 
Münzrechnung,  Berechnung  des  Gold-  und  Silber- Verhältnisses, 
Wechselrechnung,  Berechnung  der  Effecten,  der  Masse  und  Ge- 
wichte, Warenrechnung,  Berechnung  des  Spiritus  und  Getreides. 
Am  Schlüsse  folgen  Tabellen  und  die  Resultate  der  Uebungs- 
aufgaben.  Die  seit  der  vorigen  Auflage  (1881)  in  der  kauf- 
männischen Lage  eingetretenen  Veränderungen  sind  berück- 
sichtigt worden.  Ein  alphabetischer  Index  erleichtert  das  Auf- 
finden gesuchter  Gegenstände.  Lp. 
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A.  Ramsay.     Metersystemet  belyst  af   talrika    exempel. 
Rn    handbok    för    skolan    och    tili    själfundervisning. 

Helsiogfors.  63  S.  8<>. 


A.  Ramsat.     Luvunlasknn  oppikiija.     152  s.  &<>.  i887. 


W.  Sporer.     üeber  Producte  ans  ganzen  Zahlen.     Hoppe 

Arch.  (2)  IV.  332-336,  434-436. 

Die  Identitäten 

=  {pqr^-ßrp  +  roq  +  ^ßry 

werden  in  mannigfaltiger  Weise  specialisirt.  Sn. 


S.  Dickstein.     Verhältnisse  und  Proportionalität     Pädag. 

Revue.  (Polnisch). 

Methodologische  Bemerkungen  zum  Unterricht  in  der  Arith- 
metik. Dn. 


J.   Vkrvakt.      Ueber    die   Multiplication    von    Deciinal- 

zablen.      Casop.  XV.  24.  (Böhmisch). 

Die  betreffende  Regel  gründet  sich  auf  die  Identität 
ÄJV  =  10*(*-6)  +  a6  =  10"  (iV-  d)  +  ah, 
wofern 

M  =  10"— a,    JV  =  10"— 6. 

Std. 


A,  KoSTENEC.      Wie    kann    man    leichter    und  sicherer 

dividiren?      Casop.  XV.  74.  (Böhmisch.) 

Unter  Hinweis  auf  die  vorangehende  Regel  Vervaet's  zeigt 
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der  Verfasser,   wie   man   die  dekadische   Zahlenergänzung   mit 
Vorteil  auch  bei  der  Division  verwenden  kann.  Std. 


R.  Bettazzi.    Suir  impossibilitk  di  carte  divisioni  e  sulTe- 
quivalenza  delle  equazioni.   Beaso  Per.  mat.  i  loi-iie,  129-143. 

Selbstverständliche  Betrachtungen  über  das  Ergebnis  der 
Einführung  von  Ausdrücken,  die  für  gewisse  Werte  der  Varia- 
bein bedeutungslos  werden,  in  algebraische  Functionen  und  Glei- 
chungen. —  „Aequivalent"  heissen,  nach  dem  Verfasser,  zwei 
Ausdrücke,  welche,  solange  als  sie  je  eine  Bedeutung  haben, 
einander  gleich  sind,  und  gleichzeitig  bedeutungslos  werden.  Das 
Addiren  und  Subtrahiren  einer  und  derselben  Grösse,  die  Zer- 
legung in  Factoren,  die  Zurückführung  von  Brüchen  auf  ihren 
einfachsten  Ausdruck,  kann  in  einigen  Fällen  die  ursprünglichen 
Grössen  in  nichtäquivalente  Grössen  überführen;  sowie  die  Ope- 
rationen, die  man  auf  Gleichungen  gewöhnlich  ohne  jedes  Be- 
denken ausübt,  die  Anzahl  der  Wurzeln  verändern  können.  Diese 
Ereignisse  entspringen   sämtlich   aus   der  Unmöglichkeit  (nach 

des  Verfassers  Ausdrucksweise)  der   Teilungen  — ,    ---;     man 

kann   aber  in  vielen  Fällen  jede  Unbestimmtheit  durch  Grenz- 
betrachtungen aufheben.  Vi. 


F.  VoRMüNG.  Die  reducirten  Quersummen  und  ihre  An- 
wendung zur  Kontrolle  von  Rechnungs  -  Ergebnissen 
u.  8.  w.    mit  einem    Vorworte  von    Prof.   Dr.   Förster. 

Eberewald««.  P.  Wolfram.  16  S.  8^ 

Erläuterung  der  Neunerprobe  für  das  Zahlenrechnen.  So- 
wohl die  Neunerprobe  als  auch  die  Elferprobe  sind  sehr  alt  und 
jetzt  nur  von  manchen  nicht  gekannt  und  geübt.  Lp. 


C.  MoRicoNi.     Frazioni  decimali  periodiche  e  loro  gene- 

ratrici.      Besso  Per.  mat.  (.  117-122. 
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Der  erste  Satz  ist  unrichtig;  der  Beweis  des  dritten  enthält 
eine  sonderbare  Behauptung,  dass  nämlich  zwei  DecimalbrQche, 
bei  welchen  die  erste  Decimale  verschieden  ist,  um  mehr  als  0,1 
von  einander  abweichen.  Uebrigens  sind  die  Sätze  3)  und  4) 
von  selbst  klar,  und  der  ganze  Aufsatz  ist  der  Begründung  von 
Theoremen  gewidmet,  die  man  in  jedem  Lehrbucbe  der  Arith- 
metik viel  einfacher  bewiesen  findet.  Vi. 


ROsLER.     Die  neueren  Definitionsfornien  der  irrationalen 

Zahlen  und  ihre  Bedeutung  für  die  Schule. 

M. 


S.  Gatti.     Sulla  divisibilitk  di  alcuni  polinomi.      Besso 

Per.  mat  I.  184-191. 

Die  Resultate  dieses  Aufsatzes  kann  man  in  folgende  Sätze 
zusammenfassen : 

1)  Sind  n  und  m-^-l  relative  Primzahlen,  so  ist 
(ar"'* -f  a?(»— >)» -f  -.  4- «*  -f- 1) :  (a:"*  +  x"'-^  + h  ^r  -f  1) 

eine  ganze  Function. 

2)  Ist  ausserdem  n  ungerade,  so  ist  auch 

(-jwrt«— .  x^"*~^^  _J-  ...  —  (  _  l)'«a;*  -f  ( —  1)"') 

eine  ganze  Function.  Vi. 


M.  J.  M.  Hill.     On  the  rule  for  contracting  the  process 
of  finding  the  square  root  of  a  number.    Brit.  Aas.  Rep.  f>38. 

Gbs. 


ZZARBLLI.      Trasformazione    del    binomio    i/a+V6. 

a.  Acc.  P.  d.  N,  h.  XXXVIII.  227242.  ^ 


M.  A 

Rom. 

Eine  Reihe  elementarer  Bemerkungen  über  die  Umwandlung 
von   Va  +  Vb  in  l^m  +  Vn..  No. 

Fortaebr.  d.  Math.   XVIU.  1.  9 
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H.  F.  Th.  Beyda.     Das  Ausziehen  der  Wurzeln  jeglichen 
Grades  sowohl  aus  den  positiven  als  auch  den  negativen 

Zahlen.     Bonn.  (Stuttgart.  J.  B.  Metsler.)  42  S.  gr.  B^ 

„Unsere  Berechner  der  imaginftreA  Grössen  scheinen  nicht 
zu  wissen,  dass  die  Wurzel  aus  der  negativen  Grösse  gleich  ist 
dem  Negativen   der  Wurzel  aus  der  gleichen  positiven  Grösse, 

dass  

+  |/Zv  =  -  (+y+a')  =  +a 

ist.^  (S.  34.)  Dieser  voreulersche  Standpunkt  hat  also  noch 
immer  Anhänger.  Referent  schrieb  F.  d.  M.  XV.  1883.  1000  Ober 
eine  andere  Schrift  desselben  Verfassers: 

„Nach  der  naiven  Schreibweise  könnte  das  Werk  ein  Jahr- 
hundert zurückversetzt  werden."  Für  die  vorliegende  Schrift 
muss  es  also  heissen:  ^Zwei  Jahrhunderte^.  Lp. 


Capitel  2. 

Zablentheorie. 

A.    Allgemeines. 

O.  Stolz.  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik. 
Nach  den  neueren  Ansichten  bearbeitet.  Erster  Teil: 
Allgemeines  und  Arithmetik  der  reellen  Zahlen. 
Zweiter  Teil:  Arithmetik  der  complexen  Zahlen  mit 
geometrischen  Anwendungen.  Leipzig.  Teubner.  via. 344 s.; 

Vni  0.  .326  S. 

Der  erste  Teil  dieses  umfassenden  Werkes  beschäftigt  sich 
mit  dem  Begriff  der  Grösse,  der  natürlichen  Zahlen,  der  ratio- 
nalen Zahlen  und  geht  zu  demjenigen  der  stetigen  Grössen  über, 
um  so  die  Theorie  der  irrationalen  Zahlen  zu  begründen.  Es 
werden  hierbei  die  Anschauungen  von  H.  Grassmann,  E.  Schrö- 
der, Hankel,  P.  du  Bois-Reymond,  G.  Cantor,  J.  Bertrand,  R. 
Dedekind  zur  Geltung  gebracht. 


Capitel  2.    Zahlentheorie.  ]31 

Die  Untersuchungen  ober  reelle  Veränderliche  und  ihre 
Funetionen  fahren  zur  Befrachtung  der  Grenze,  der  unendlich 
kleinen  Grössen.  Der  Band  schliesst  mit  der  eingehenden  Theorie 
der  unendlichen  Reihen  mit  reellen  Gliedern,  welche  in  grosser 
Vollständigkeit  und  mit  ausserordentlicher  Sorgfalt  durchge- 
föhrt  ist*). 

Hinsichtlich  der  Convergenz-  und  Divergenz-Kriterien  sind 
die  Forschungen  des  Herrn  P.  du  Bois-Reymond  massgebend 
gewesen;  •  Potenzreihen  und  ihre  Convergenzgebiete  werden  be- 
handelt; die  Umkehrung  einer  Reihe  geliefert.  Der  letzte  Ab- 
schnitt handelt  von  den  elementaren  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialfunction,  der  Potenz  und  des  Logarithmus. 

Im  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Bandes  wird  zunächst  ge- 
zeigt, dass  es  ausser  dem  Systeme  der  gemeinen  complexen 
Zahlen  kein  anderes  giebt,  für  welches  dieselben  Kechnungs- 
regeln  gelten  wie  fttr  die  reellen  Zahlen.  Daran  schliesst  sich 
der  Nachweis  der  Behauptung,  dass  Zahlensysteme  mit  vier  und 
mehr  Einheiten  und  gewöhnlicher  Multiplication  überflüssig  sind. 
Im  zweiten  Abschnitte  ist  die  Methode  des  Rechnens  mit  Strecken 
in  der  Ebene  entwickelt,  und  daran  sind  einige  geometrische 
Anwendungen  geknüpft.  Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich 
mit  den  Grundbegriffen  über  die  complexen  Veränderlichen,  der 
vierte  mit  den  ganzen  rationalen  Functionen,  den  arithmetischen 
Reihen  und  der  Interpolation.  Der  fünfte  Abschnitt  ist  der 
wichtigen  Theorie  der  unendlichen  Reihen  mit  complexen  Glie- 
dern gewidmet;  als  Ziel  hat  dem  Verfasser  die  Erledigung  der 
Fragen  über  den  Giltigkeitsbereicb  der  Entwickelungen  gewisser 
Functionen  in  Potenzreihen  vorgeschwebt;  dies  führt  auf  die  Be- 
handlung der  Entwickelung  monogener  Functionen  in  Potenz- 
reihen. Das  bis  dahin  Gewonnene  wird  zur  Begründung  der 
Lehre  von  den  Potenzen  mit  complexen  Exponenten  und  den 
complexen  Logarithmen  benutzt;  daran  schliesst  sich  eine  Theorie 


*)  Bemerkt  sei,  dass  der  Satz  über  die  AnordDoog  der  Glieder  einer 
bediogt  coovergeoten  Reihe  derart,  daaa  jede  Samme  erreichbar  ist,  anf 
Dirichlet  zuräckgeführt  wird,  während  er  sich  schon  bei  Ohm  findet. 

9* 


132  ^I^-  AbschDitt.    Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

der  unendlichen  Produete  mit  Anwendungen  auf  die  flblichen 
Functionen  und  kurzem  Discurse.  über  Euler'sche  und  Ber* 
noulli'sche  Zahlen.  Der  achte  und  letzte  Abschnitt  beschäftigt 
sich  mit  der  Theorie  der  Kettenbrüche,  bei  denen  die  vollstän- 
dige Lösung  der  Frage  nach  der  Convergenz  oder  Divergenz 
der  periodischen  Kettenbrüche  gegeben  wird.  Die  Anwendung 
der  Kettenbrüche  geht  natürlich  nicht  nach  der  Seite  der  Zah- 
lentheorie, sondern  nach  derjenigen  der  Functionentheorie. 

Hervorzuheben  ist  die  ausserordentliche  Sorgfalt  und  Ge- 
nauigkeit, mit  der  das  Buch  verfasst  ist;  die  Quellen  sind  aus- 
führlich angegeben,  die  Forschungen,  wie  auch  der  Titel  mit 
Recht  hervorhebt,  bis  zu  den  neusten  Ergebnissen  berücksichtigt. 

No. 


Legkndre.      Zahlentheorie.     Nach    der    dritten    Auflage 
ins  Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.     Leipzig.  Teub- 

ner.  I.  IL 

Da  die  dritte  Auflage  des  Original  Werkes  1830  erschien,  so 
ist  hier  nichts  darüber  zu  sagen.  Die  Uebersetzung  ist  ange- 
messen; die  Einführung  der  dreifachen  Druckart,  gewöhnliche, 
gesperrte  und  fette  Schrift  hätte  dem  Leser  erspart  werden 
können.  No. 


M.   Lkrch.      Grundlagen    zu    einer    rein   arithmetischen 

Grössen  lehre.     Prag.  Atheoaeum.  (Böhm.) 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  einer  rein  arithmetischen 
Behandlung  der  negativen  Zahlen,  der  Brüche,  der  irrationalen 
Zahlen  und  sehliesst  mit  der  Auseinandersetzung  einer  mündlichen 
Mitteilung  des  Herrn  Runge  in  Hannover  (damals  Privatdocenten 
in  Berlin).  Um  die  negativen  Zahlen  einzuführen,  betrachtet 
der  Verfasser  Zahlenpaare  (a\b)  und  bezeichnet  zwei  Zahlen- 
paare (a|6),  {c\d)  als  äquivalent  —  (ai  6)e->  (c|d)  — ,  wenn 
a-\-d=:b-{~c.  Die  Gesamtheit  aller  mit  einem  gegebenen  Zah- 
lenpaare (a!6)  äquivalenten  Zahlenpaare  heisst  eine  Differente; 
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dieselbe  heisst  positiv,  wenn  a>&,  negativ,  wenn  a  <  6,  und 
wird  als  eine  Nulldifferente  0  bezeichnet,  wenn  a  =b.  Nach- 
dem der  Verfasser  die  Fundaroentaloperationen  mit  Differenten 
dc'finirt  und  einige  Eigenschaften  derselben  abgeleitet,  ändert  er 
die  Nomenclatur  und  nennt  die  Differenten  einfach  „benannte 
Zahlen'^  {positive  und  negative).  In  ähnlicher  Weise  werden 
die  gebrochenen  Zahlen  eingefQhrt.  Die  irrationalen  Grössen  wer- 
den auf  folgende  Weise  definirt:  Eine  Wertfolge  a^,  a, ,  a„  . . . ,  a,,, . . . 
heisst  convergent,  wenn  sie  im  Sinne  des  Herrn  6.  Cantor  eine 
Fundamentalfolge  ist,  und  zwei  solche  convergenten  Wertfolgen 
heissen  äquivalent,  wenn  sie  es  im  Cantor'schen  Sinne  sind.  Die 
Gesamtheit  aller  (mit  einer  gegebenen)  äquivalenten  Wertfolgen 
heisst  eine  Convergente;  sie  ist  den  Begriff  des  Grenzwertes  zu 
ersetzen  bestimmt  und  geeignet.  Hat  die  Wertfolge  einen  Grenz- 
wert (der  also  ein  Bruch  sein  wird),  so  heisst  die  Convergente 
rational,  sonst  aber  irrational  u.  s.  f. 

Die   Runge'sche    Mitteilung    besteht    aus    folgendem   Satze: 
Sind  My,Ny{v  =  0^  1,2,...)  ganze  Zahlen  und  so  beschaffen,  dass 

M 

der  Grenzwert  lim-^r~-  =  a  existirt,  und  dass  die  Ungleichung 


M 


Nr 


1 


=^  JV"+*j 


für  unendlich  viele  v  besteht,  wofür  By  oberhalb  einer  constanten 
kleinen  Grösse  bleibt,  so  kann  die  Zahl  a  nicht  Wurzel  einer 
ganzzahligen  Gleichung  n^^  Grades  sein.    Hieraus  schliesst  der 

Verfasser,  dass  alle  Zahlen  von  der  Form  2  -tttt  ^  wobei  die 

Cy  positive  ganze  Zahlen  von  0  bis  a  bedeuten,  transcendente 
Zahlen  sind,  vorausgesetzt,  dass  unter  den  Cy  unendlich  viele 
von  Null  verschieden  sind.  (Lerch,  Std.) 


V.  GrOnwald.    Dei  sistemi  numerici  a  base  imaginaria. 

Commeütari  deir  Ateneo  di  Brescia.  43-54. 

Dieser  Aufsatz  behandelt  die  Darstellung  der  ganzen  com- 
plexen  Zahlen  durch  Ausdrücke  von  der  Form: 

(1)        c„,6'»  +  c«.i6'«-^+...+c,6  +  c,, 
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WO  6  =  ßij  ß  eine  ganze  reelle  Zahl  bedeutet.  Die  zur  Dar- 
stellung aller  ganzen  complexen  Zahlen  notwendigen  und  hin- 
reichenden Ziffern  sind  iß^ — I,  nämlich: 

fttr  die  geraden  Stellen:        0,     1,     2,      .  .  .,      /?'— I, 

für  die  ungeraden  Stellen:    0,  -^,  -5-,    .  .  .,     -^-5 — 

RR  P 

(die  der  Verfasser  durch  0,  Ij  2,  ...,  /9*— 1    bezeichnet).     Das 

ist  übrigens  ganz  selbstverständlich;  denn  wird  eine  ganze 
complexe  Zahl  z^x-^-iy  unter  die  Form  (1)  gesetzt,  so  ist: 

X  =  ic«(~/»')-,  y  =  2:(-\yc2n^iß'^^'  =2:cu^iß{-ßy. 

ü  U  .  II 

Man  siebt  hieraus,  dass  die  neugeschaffene  Darstellung  mit  der 
Darstellung  der  reellen  Bestandteile  o;,  y  nach  der  reellen  Grund- 
zahl — ß*  identisch  ist,  und  nichts  Neues  liefert,  als  die  gegen- 
seitige Verflechtung  der  x  und  y  darstellenden  Zahlen,  die  man 
aber  bei  jeder  Operation  wieder  von  einander  trennen  muss  (bezüg- 
lich dieser  letzten  Behauptung  siehe  die  Theorie  der  Operationen 
im  Aufsatze  selbst).  Z.  B.  die  ganze  complexe  Zahl  12 — 14t 
nimmt  in  dem  Zahlensysteme  mit  der  Grundzahl  3i  die  Form 
12843  an;   diese  löst  sich  aber  augenscheinlich  auf  in  die  zwei 

Zahlen  183,  24,  welche  12  bezw.  — 14  im  Zahlensysteme  von 
der  Grundzahl  —9  darstellen.  Vi. 


G.  Giuliani.  Sulla  potenza  ad  esponente  irrazionale  di 
un  iiumero  irrazionale.  Besso  Per.  mat.  l.  50-53. 
Beweis  des  Satzes:  Sind  o,  ß  zwei  durch  die  Paare  von 
Zahlenklassen  (im  Dedekind'schen  Sinne)  a^Ja^^,..  undai,  os, ... 
bezw.  6,,  6,,  ..;  und  61,  fr?,  . . .  bestimmte  irrationale  Zahlen,  so 
wird  die  Zahl  a^  durch  das  Klassenpaar  bestimmt: 

fr,      fr«  j       ,fri      M 

«1  7  (^i  j    •  .  •    und    a'i   ,02,    ... 

Vi. 


L.  Kraus.    Beweis  des  Satzes,  dass  unendlich  viele  Prim- 
zahlen (kp  +  l)  existiren,    wenn  p  eine  Primzahl   ist. 

Casop.  XV.  61.  (Böhm.) 
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Hat  man 

M  =  o^-l 
and  bezeiehDet  g>(M),   wie  gewöhnlich,   die  Anzahl   der   mit  M 
teilerfremden  Zahlen,  die  M  nicht  übersteigen,  so  gilt 

q>(M)  ^  0    (mod.  p). 
Enthält  nun  M  die  Primfactoren  r,  «,/,...,  so  ist  bekanntlich 

,,(*)  =  if(i--LXi_l) 

Ist  daher  r  von  der  Form  (Ap+l),  so  folgt,  dass  r— 1  durch  p 
teilbar,  also  r  durch  kp  •}- 1  darstellbar  ist  Äehnlich  findet  man 
Pk  und  somit  pk^\y  wenn  man  setzt 

*  =  (PPiPt .    p^y— J-  Std. 


•  •  • 


M.  JjRRCH.     Expression   analytique  du  plus  grand  com- 
muQ  diviseur  de  deux  nombres  entiers.    Prag.  Ber.  414*417. 

(1885) 

Der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  m  und  n  wird  in   der 
Form  e  ^^  dargestellt,    wobei  v  von  0  bis  oo  läuft  und  /V  eine 

ganze  ganzzahlige  Function  von  sin -^^r — ,  sin — r — ,  ...,log2, 

log  3,  . . .  bedeutet,  die  in  den  Logarithmen  linear  ist.        No. 


P.  W.  Frbobraschknsky.     Geometrie  der  Zahlen   nebst 
einer  Tabelle   der  Quadrate   der   vierzifFrigen   Zahlen. 

Phys.  matb.  Wies.  (A).  I.  49-73,  17M87,  273-281.  (Russisch). 

Nach  des  Verfassers  Definition  betrachtet  die  Geometrie  der 
Zahlen  die  in  ein  bestimmtes  System  eingeordneten  Zahlen  und 
studirt  ihre  Eigenschaften  im  Zusammenhange  mit  dem  Platze, 
den  sie  im  System  einnehmen.  Uer  Verfasser  behandelt  den 
einfachsten  Fall,  wenn  die  Zahlen  regelmässig  in  Reihen,  deren 
jede  100  Zahlen  einschliesst,  verteilt  sind.  Die  Betrachtungen 
des  Verfassers  geben  ihm  dann  z.  B.  die  Methode,  fOr  jede  Zahl 
bis  100000  000  ihre  zweiziffrigen  Factoren  zu  finden.        Wi. 
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S.  Dickstein,    üeber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen.    Lomberg. 

Museum    (Polnisch). 

Es  wird  die  Zahl,  deren  Teilbarkeit  durch  eine  andere  unter- 
sucht wird,  nach  einer  einfachen  Regel,  die  für  jedes  Zahlsystem 
giltig  ist,  auf  eine  kleinere  Zahl  reducirt.  Dn. 


DziwiNSKi.     Teilbarkeitsregeln    auf  Grund    der  Theorie 
der  (Kongruenzen.     Lemberg.  (Poluisch.) 

Dn. 


P.  Seelhoff.      Die   Auflösung    grosser  Zahlen    in    ihre 

Factoren.     Schlomilch  Z.  XXXI.  166-174. 

P.  Seblhoff.     Die  neunte  vollkommene  Zahl.    Scblömiich 

Z.  XXXI.  174-178. 

P.  Seelhoff.    Ein  neues  Kennzeichen  für  die  Primzahlen. 

Schlomilch  Z.  XXXI.  306-310. 

P.  Seelhoff.     Berichtigung.     Schiömilch  z.  xxxi.  320. 

P.  Seelhoff.     Zur  Analyse  grosser  Zahlen.     Hoppe  Arch. 

(2)  III.  325-329. 

P.  Seelhoff.    Auflösung  der  Congruenz  x^  ^r  (mod.  iV). 

Schiömilch  Z.  XXXI.  378-380. 

P.  Seelhoff.      Die    Zahlen    von    der    Form    &.2"+l. 

Schiömilch  Z.  XXXL  380. 

G.  Valentin.     Einige  Bemerkungen    über  vollkommene 

Zahlen.     Hoppe  Arch.  (2)  IV.  100-103. 

Herr  Seelhoff  sucht  seine  Methode,  über  welche  im  vorigen 
Jahrgang  berichtet  wurde  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  124-125),  fortzu- 
bilden und  auf  die  verschiedenen,  in  den  obigen  Titeln  ange- 
gebenen Probleme  anzuwenden.  Herr  Valentin  berichtigt  in 
Uebereinstimmung  ^mit  Herrn  Seelhoff  einige  von  dessen  Angaben 
über  vollkommene  Zahlen,  teilt  historische  Notizen  in  Betreff 
derselben  mit,  und  macht  eine  Reihe  von  Angaben  über  die  Fac- 
toren  der  Zahlen  von  der  Form  2^— -1.  ön. 
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P.  Seelhoff.     ün  nouveau  iionibre  parfait.       Maihesie.  VI. 

100-101.  178. 

£d.  Lucas.     Sur  les  nombres  parfaits.    Mathesis.  vi.  145148. 
A.  Stern.     Sur  les  nombres  parfaits.    Matheeis.  vi.  248-250. 

Liste  der  seit  alter  Zeit  bekanDten  vollkommenen  Zahlen. 
Die  Zahl  2*^(2*^—1)  ist  eine  vollkommene  Zahl.  Alle  geraden 
Tollkommenen  Zahlen  werden  durch  die  Regel  Euklid's  gegeben. 
Der  Beweis  daf&r,  dass  es  keine  ungeraden  vollkommenen  Zahlen 
giebt,  ist  noch  nicht  geliefert.  Wenn  eine  ungerade  vollkommene 
Zahl  vorbanden  ist,  muss  sie  die  Form  a*^+*6'«c^'^. ..  haben. 
Andere  S&tze  über  die  vollkommenen  Zahlen.  Mn.  (Lp.) 


H.  NovARESE.     Note  sur   les   nombres    parfaits.     Teixeira 

J.  VIII.  1M6. 

Der  Verfasser  beweist  folgende  zwei  Sätze: 

Jede  gerade  vollkommene  Zahl,  6  ausgenommen,  ist  ein  um 
1  vermehrtes  Vielfaches  von  9. 

Jede  gerade  vollkommene  Zahl,  deren  letzte  Ziffer  nicht  6 
ist,  endigt  mit  den  Ziffern  28. 

Darauf  zieht  er  daraus  folgende  Schlüsse: 

Jede  gerade  vollkommene  Zahl  (6  ausgenommen),  die  mit 
der  Ziffer  6  endigt,  ist  ein  um  1  vermehrtes  Vielfaches  von  45 
und  jede  gerade  vollkommene  Zahl,  die  mit  8  endigt,  ein  um  2 
vermindertes  Vielfaches  von  30.  Tx.  (Hch.) 


]j.  Gegenbauer.     Die  mittlere  Anzahl  der  Zerlegungen 
einer  ganzen  Zahl  in  zwei  Factoren  von  vorgeschrie- 

beDer    Form.      Wien.  Ber.  XCIIl.  90-105. 

L.  Gbgbnbauer.     Arithmetische  Notiz.      Wieo.  Ber.   xciii. 

447-454. 

L.  Gegsnbauer.     Zahlentheoretische    Notiz.       Wien     Bor. 

XCIV.  8040. 

L.  Gegknbauer.     Ueber  grösste  ganze  Zahlen.    Wien.  Ber. 

XCIV.  611-612. 
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Eine  Reihe  von  weiteren  Folgerungen  aus  den  Eigensehaf- 
ten  der  Function  [a?];  vgl.  F.  d.  M.  XVI.  149-150;  XVII.  130, 
131,  144.  Sn. 


J.  S.  Mackay.      Oii   the  divisibility  of  certain  iiumbers. 

EdiDb.  M.  S.  Proc.  IV.  55-56. 

Gbß. 


J.  Hacks.      Einige  Sätze  Über  Summen   von  Divisoren. 

Acta  Math.  IX.  177-181. 

Im  AnschlusB  an  die  Vorlesungen  und  Arbeiten  von  Herrn 
Lipschitz  werden  Entwickelungen  der  Functionen  F(tn),  G(tn\ 
K(m\  L(m)  (vgl.  F.  d.  M.  XI.  142-143,  XVII.  126-127),  und  be- 
sonders Untersuchungen  angestellt,  für  welche  Argumente  m  diese 
Functionen  gerade  oder  ungerade  Werte  ergeben.  Sn. 


P.  Seelhoff.  Ein  Rechenfehler  von  J.  Bernoulli.   Schiomilch 

Z.  XXXI.  63. 

J.  Bernoulli  hatte  in  der  Zahl  lO^'  +  l  Qui*  die  Primfactoren 
11  und  23  entdeckt,  während  sie  sich  in  11*.  23.  4093.  8779 
zerlegen  lässt.  Lp. 


P.  A.  MagMahon.    Certain  special  partitions  of  numbers. 

Qoart.  J.  XXI.  367-373. 

Die  Zerlegung  einer  ganzen  Zahl  in  Summanden  wird  hier 
eine  vollkommene  genannt,  wenn  in  ihr  auch  eine,  und  nur  eine 
Zerlegung  aller  kleineren  Zahlen  enthalten  ist.  Zahlen,  welche 
nur  eine  vollkommene  Zerlegung  in  diesem  Sinne  erlauben  (die 
Zerlegung  in  Einheiten  also),  spielen  hier  die  Rolle  von  Prim- 
zahlen. Es  werden  Typen  von  solchen  aufgestellt.  Minder 
vollkommene  Zerlegungen  heissen  diejenigen,  bei  denen  negative 
Grössen  zugelassen  werden  müssen,  um  alle  kleineren  Zahlen 
herzustellen.  Sn. 
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E.  Cesaro.     Sur  Ih  distribution   inutuelle  des  nombres 

polygones.     Nouv.  Ann.  (3)  V.  209-214. 

Zwischen    zwei   aufeinanderfolgenden   Trigonalzahlen   liegt 
mindestens  eine  Quadratzahl  und  höchstens  deren  zwei;  u.  dgl.  m. 

Sn. 


Evans.      Solution   of  questions   3189,    4473.    Ed.  Timeg. 

XLIV.  65-66,  68-69. 

Das  Product  von  fünf  oder  von  sieben  aufeinanderfolgen- 
den ganzen  Zahlen  kann  keine  Quadratzahl  sein.  Lp. 


P.  Tannery.     Snr  un  problferae  de  Fermat.     8.  m.  f.  BuII. 

XIV.  41-45. 
Diophant  bat  die  Aufgabe  gestellt  (V,  25),  drei  pythagoreische 
Dreiecke  zu  suchen,  für  welche  das  Product  aus  allen  drei  Hy- 
potenusen in  drei  Katheten  eine  Quadratzahl  sei.  Fermat  bat 
behauptet,  die  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  zu  besitzen; 
seine  Andeutungen  sind  aber  mit  einem  Rechenfehler  behaftet, 
den  er  selbst  zwar  bemerkt,  indes  nicht  weiter  erörtert  hat;  wie 
er  zu  seiner  Lösung  in  sehr  grossen  Zahlen,  deren  Entdeckung 
nicht  dem  Zufall  zugeschrieben  werden  kann,  gekommen  sein 
mag,  bleibt  fraglich.  Sn. 

E.   Catalan.       Sur    le    dernier    thöor^me    de    Fermat. 

Belg.  Bnll.  ^3)  XII.  498-500 

Sechzehn  Sätze  über  Zahlen  o,  6,  c,  für  welche  a»*  4-  ^^  =  c». 

Mn. 


E.  Catalan.     Quelques  thöor^mes  d'aritbmi^tique. 

Belg.  Möm.  XLVI.  16  S. 

Zahlreiche  Sätze,    ähnlich  wie   der  von  Lionnet:    Wenn  n 

eine  Primzahl  grösser  als  p+l  ist,  so  ist  Sp  =  1''  +  2p-j \-nP 

durch  n  teilbar.    Einige  andere  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
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mancher  Zählen  in  Quadrate.    So  ist 

die  Summe  aus  vier  Quadraten,    wenn  pq  ein  Quadrat  ist;    aus 
zwei  Quadraten,  wenn  auch  noch  a*4-ft'+c'  ein  Quadrat  ist 

Mn.  (Lp.) 


S.  Hkalis      D^veloppements  nouveaux  sur  quelques  pro- 
positioiis  de  Fermat.     Noav.  Aon.  (8)  V.  113-122. 

Untersuchungen    flber    die    Darstellungen    in    den    Formen 
2a:'+y'  und  3a;'+y'.  Sn. 


Tu.  Pepin.     Etüde  sur  quelques  formules  d'aiialyse  utiles 
dans  la  th^orie  des  nombres.    Rom.  Acc. P.  d.N.  L.  xxxvin. 

139-196. 

Jacobi  hat  einen  arithmetischen  Ersatz  f&r  die  Anwendung 
der  ^-Reihen  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Darstellungen 
einer  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten  gesucht  (Grelle  XII). 
Seine  Methode,  wie  auch  die  Fortbildungen  derselben  durch 
Dirichlet  und  LiouviUe  (vgl.  dessen  Journal,  2.  S^rie,  III)  finden 
hier  eine  neue  vollständige  Darstellung,  und  werden  auf  binäre 
und  quaternäre  Formen  angewendet  Sn. 


J.  Hermks.   Symmetrische  und  complemeiitäre  Verteilung 
der  Indexsummenreste  r  für  Primzahlen  von  der  Form 

p  =  2'"+  1.     Hoppe  Arch.  (2)  IV.  207-218. 

Für  die  Kreisteilnng  und  besonders  ffir  die  Zerlegung   von 
p  in  eine  Summe  von  Quadraten  ist  es  wichtig,  ob  die  Zahlen 

r  ^  ind.a  +  ind.(a-t-I)        mod.(p— 1) 

ungerade,  oder  durch  2^  4^  . . .,  2**  teilbar  sind.  Es  werden  tech- 
nische HUlfsmittel  gegeben,  um  diese  Untersuchung  zuverlässig 
und  möglichst  expedit  zu  vollziehen.  Sn. 
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Meissbl.  Ueber  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer 
gegebenen  Zahl  A  durch  die  Form  -Zp^cr,,  in  welcher 
die  p  gegebene,  unter  sich  verschiedene  Primzahlen, 
x^  ganze  positive  Zahlen  mit  Ausschluss  der  Null  sind. 

Pr.  Ob.-ReaUcb.  Kiel. 

Es  werden  für  die  Fälle  n  =  2,  3,  4,  5  Eigenschaften  der 
Anzahl  N  solcher  Darstellungen  gesucht,  wobei  N  als  Function 
der  darzustellenden  Zahl  A  betrachtet  wird.  Ist  S  die  Summe 
der  p,  P  deren  Produet,  so  wird: 

In  der  zweiten  Formel  ist  der  (m  +  1)'*  Parameter  indes  doppelt, 
als  Factor  und  Summand,  weggelassen. 

Sind  alle  Parameter  =  1,  so  ist  die  Anzahl  der  Darstellun- 
gen von 

gleich  (A—\)„,.  Sa. 


F.  G.  TeixBiRA.    Sur  le  th^orfeme  d'Eisenstein.  ado.  de  rfic. 

Norm.  (3)  III.  3S9-390. 

Elementarer  Beweis  für  den  Eisenstein'schen  Satz,  dass  die 
möglichst  reducirten  Coefficienten  in  der  Reihenentwickelung 
einer  algebraischen  Function  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Primzahlen  in  den  Nennern  enthalten  können.  No. 


F.  (i.  Tkixeira.      Ueber    den     Eisenstein'schen    Satz. 

Hoppe  Arch.  (2)  III.  315-317. 

Ein  neuer  Beweis  des  Satzes:  Die  Reihe 

wo  a^,  a,,  o^, . . .  auf  den  einfachsten  Ausdruck  reducirte  Brüche 
darstellen,  kann  nicht  die  Entwickelung  einer  Wurzel  y  einer  in 
X  uud  y  algebraischen  Gleichung  mit  ganzen  Zahlen  als  Coeffi- 
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cienten  sein,    wenn  die  Nenner  der  a^,  n,,  a,,  ...  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Primfactoren  enthalten.  Sn. 


E.  Cesaro.     Fonctions  dnum^ratrices.    BHoscbi  Ann.  (2)  xir. 

141-158. 

Eine  Function  Q(x)  habe  die  Werte  1  oder  0,  je  nachdem 
die  ganze  Zahl  x  einem  beliebig  definirten  System  Q  angeh^Srt, 
oder  nicht  angehört.    Ist  nun 

so  ist  ii  eine  geschlossene  Gruppe  und  enthält  auch  alle  Teiler 
ihrer  Elemente.  Dieser  Satz  lässt  sich  umkehren.  Durch  Sum- 
mationen  von  S2{x)  lässt  sich  jede  Anzahl  irgend  welcher  Art 
im  System  £i  bestimmen.  —  Die  Anwendungen  beziehen  sich 
auf  die  Reihe  der  nach  ihrer  Grösse  geordneten  irreductibeln 
Brüche,  deren  Nenner  unter  einer  festen  Grenze  liegen;  auf  die 
Reihe  ihrer  »*«"  Potenzen;  auf  die  mittleren  Werte  und  Wahr- 
scheinlichkeitsbestimmungen fllr  die  Reihe  der  Trigonalzahlen ; 
auf  die  Zahlenreihe,  in  welcher  alle  Quadrate  fortgelassen  sind; 
u.  dgl.  m.  Sn. 

R.  LiPSCHiTZ.       Propositions   arithm^tiques   tir^es  de  la 
th^orie  de  la  fonction  exponentielle.    Jordan  J.  (4) U.  219-238. 

Im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  von  Hermite,  Linde- 
mann und .  Weicrstrass  stellt  sich  Herr  Lipschitz  zunächst  die 
Aufgabe,  aus  der  Kettenbruchent Wickelung  der  Exponentialfunc- 
tion  rein  zahlentheoretische  Ergebnisse  zu  ziehen.  In  dem  Re- 
sultate, welches  sich  als  Bestimmung  einer  Anzahl  von  Punkten 
einer  gewissen  Art  innerhalb  eines  elliptischen  oder  hyperboli- 
schen Sectors  ergiebt,  zeigt  sich  die  Notwendigkeit,  das  frag- 
liche Flächenstück  fOr  gewisse  Fälle  als  mehrfach  von  jenen 
Punkten  überdeckt  anzusehen.  —  Es  wird  sodann  eine  allge- 
meine Gleichung  (it-)'1)*'"  Grades  an  Stelle  der  quadratischen 
behandelt.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  definirte  Anzahl  von  Punk- 
ten hier  um  Eins  grösser  ist,    als  die  Anzahl  der  Fundamental- 
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einbeiten  des  Gebiets  der  aus  den  Wurzeln  jener  Gleichung  ge- 
bildeten eomplexen  Zahlen,  im  Sinne  Diriehlefs.  Sn. 


R.  Cesaro.      Le   ddterrainant  de  Smith  et  de  Maosion. 

Noav.  Ann.  (3)  V.  44-47. 

Weitere  Untersuchungen  Ober  zahlentbeoretiscbe  Determi- 
nanten (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  136-137);  die  froher  betrachteten 
Determinanten  werden  gerändert,  und  fltr  gewisse  zahlentbeore- 
tiscbe Functionen  der  Randglieder  wird  der  Wert  der  Determi- 
nante gegeben.  No. 

Ot,  Jrzek.       Ueber    die    Auflösung    eines    Functional- 

gleichungssystems.     Prag.  Ber.  1885.  r>3-()8. 

Das  Gleicbungssystem  lautet: 

fa{x)fa(y)  =  /'«  +  i(«+y),        (a=  1,2,...,«;  /;+!  =f,), 
und  seine  Lösung  ist: 

wobei 

ihn 


Aa  =  Al^i     und    A,  =  e^-\        (*  =  0,  1,  2,  ...,(2"-2)) 

gesetzt  werden  muss.  Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Lösungen  des  Systems  steht  im  engsten  Zusammenhange 
mit  der  Frage:  „In  wie  viel  Gruppen  zu  je  it  Zahlen  lassen  sich 
die  Zahlen  1,  2,  3,  . . .,  (2'''2)  so  ordnen,  dass  jede  Zahl  jeder 
Gruppe  dem  Doppelten  der  unmittelbar  vorhergehenden  Zahl 
derselben  Gruppe  nach  dem  Modul  2"— l  congruent  sei,  und 
dass  die  Zahlen  je  zweier  Gruppen  von  einander  verschieden 
sind?''    Auch  für  diese  Aufgabe  wird  die  Lösung  gegeben. 

No. 


Ch.  Hermite.     Sur  les   valeurs  asymptotiques  de  quel- 
ques  fonctions   num^riques.      Kronecker  J.  IC.  324-328. 
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Der  Beweis  für  die  Identitäten 

-    1—9"*        *    1—^«        ^    1—9« 
wird  auf  zahlentheoretischem  Wege  gegeben;  die  drei  Ausdrücke 
sind    auch    =  2F(N)q^,   wo   F(N)  die   Anzahl   der    ungeraden 
Teiler  von  JV  bezeichnet.     Die  Summe 

F(l)  +  F(2)+... +  F(iV) 
nähert  sieh  asymptotisch  dem  Werthe: 

wo  C  die  Euler'sche  Constante. 
Analog  erweist  sich 

(ifi  =  1,  3,  5,  ...) 
als  identisch  mit 

^  =  m«)V<i''    (M  =  1,3,5,...), 

wo 

wenn   die  Summe   auf  alle  Teiler  von  M   bezogen  wird.     Der 
asymptotische  Wert  von 

ergiebt  sich  gleich  -;t-'M. 

Auf  ähnliche  Weise  werden  noch    zwei    andere  Identitäten 
untersucht,  welche  aus  den  Thetareihen  entspringen.         Sn. 


W.  J.  BuNiAKOPPSKY.  üeber  eine  Modification  der 
F'imction  iS(/J,^)  und  über  die  Anwendung  des  ver- 
änderten Verfahrens  zur  Untersuchung  einiger  Eigen- 
schaften der  quadratischen  und  nichtquadratisohen 
Reste  der  Zahlen  von  der  Form  4Ä+1.       Peterab.    Abh. 

LH.  (Rasaiacb). 

Im  Anschluss    an   seine  früheren  Untersuchungen  nber  die 
Function  E(x)  (8.  Dämonstration  de  quelques  propositions  rela- 
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tives  k  la  fonction  num^rique  E(x)^  Mölanges  matb.  V.  VI)  zeigt 
der  Verfasser,   wie  die  Eigenschaften  der  periodischen  Brüche, 

welche  bei  der  Zerlegung  des  Bruches  —  nach  dem  Zahlen- 
system mit  der  Basis  g  (primitive  Wurzel  von  q)  entstehen, 
Hülfe  leisten  bei  der  Aufgabe,  die  Summe  der  quadratischen  Reste 
der  Zahl  q  zu  ermitteln.  Diese  mit  A  bezeichnete  Summe  ist, 
wie  aus  den  froheren  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  folgt, 
durch  die  folgende  Formel  ausgedruckt: 

Am  Ende  der  Abhandlung  wird  eine  merkwürdige  Eigenschaft 

f 

der  erwähnten  periodischen  Brüche  gezeigt,  nämlich  dass  in 
einer  Periode  die  Summe  der  Ziffern,  welche  den  Platz  (a  und 
q-\ 


2 


-hiu  einnehmen,  immer  dieselbe  und  gleich  g  ist.     Wi. 


P.  Gazzaniga.     Sui  residui  di  ordine  qualunque  rispetto 

i    moduli   primi.      Yen.  Ist.  Atti  (6)  IV.  1271-1280. 

Man  teile  die  Reste  der  arithmetischen  Progression 

9i     29,    3^,     ...,      ^^     q 
in  drei  Kategorien,  so  dass 

0<r,  ...r^<-^, 

P    ^  tf-1 

d-1 

und  bilde  die  Differenzen 

Sodann  scheide  man  aus  der  Reihe   der  Zahlen  l***-^-= —   die 

d 

Zahlen   r   und   m   aus;    es   bleiben   v  Zahlen   t?,  . . .  t?^    übrig. 

Fortachr.  d.  Math.   XVIII.  1.  10 


J46  III.  AbBchDitt    Niedere  and  höhere  Arithmetik. 

Ferner  seien  y,  .  •  -  ^k  die  Lösungen  der  Congruenzen 

Saffa  ^  f>a  (mod.  p). 

Die  Congruenz 

a^  ^  q        (mod.  p) 
ist  dann  und  nur  dann. lösbar,  wenn 

(—ly.y,  ...  yy  =  i        (mod.  p). 
Dieser  Satz  ist  offenbar  eine  interessante  Verallgemeinerung 
des  bekannten  Lemma  von  Gauss.  Sn. 


E.  E.  Kummer.  Zwei  neue  Beweise  der  allgemeinen 
Keciproeitätsgesetze  unter  den  Resten  und  Nichtresteu 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.   Kronecker  J. 

C.  10-50. 

Abdruck  aus  den  Abbandlungen  der  Kgl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  1861.  Man  vergleiche  jedoch  die  Note 
des  Herrn  Kronecker  auf  S.  16.  Sn. 


Bock.      Ueber   eine    neue   zahlentbeoretische    Function. 

Hamb.  Mitth.  187-194. 

Ein  neuer  Beweis  „durch  Reduction"  für  das  quadratische  Re- 
ciprocitätsgesetz.  Die  Zahl  ^  wird  durch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Verschiebungen  dargestellt,  und  diese  als  Function  studirt;  ihre 
Berechnung  geschiebt  mit  Hülfe  der  Näherungswerte  einer  Eet- 
tenbruchentwickelung.  Sn. 


Th.  P6pin.     Sur  trois  th^orfemes  de  Gauss.    Sur  quelques 
congruences  binömes.    Rom.  Acc.  p.  d.N.  L.  xxxviii.  197-200, 

20 12 10. 

Ueber  den  kubischen  Charakter  der  Zahl  2;  Über  deren  biqua- 
dratischen Charakter,  Ober  das  Lemma  von  Gauss  (Diricblet 
§  43).    Anleitungen  zum  Gebrauch  des  Canon  arithmeticus. 

Sn. 
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E.   Busche.      Arithmetischer   Beweis    des    Reciprocitäts- 
gesetzes  für  die  biquadratischen  Reste.     Krooecker  J.  lo. 

261.274. 

Es  wird  eine  Relation  zwischen 


((;mW))  ""•'  fe)) 


mit  Zubttlfenabme  der  geometrischen  Darstelinng  complexer 
Zahlen  abgeleitet.  Aus  dieser  Relation  ergeben  sich  dann  durch 
geeignete  Specialisirungen  die  einzelnen  Fälle  des  Reciproeitäts- 
gesetzes.  Sn. 


E.  DK  JoNQUiERES.    Etude  sur  une  question  d'analyse  in- 
d^termin^e.    Batt  G.  xxiv.  i-ii. 

Für  die  Theorie  der  Transformationen  ebener  Curven  ist 
nach  Herrn  Cremona  das  System  der  diophantischen  Glei- 
chungen 

JS    tai  =  3(n~l),      JS    t'a,  =  n'— 1 

von  Wichtigkeit.  Es  werden  geometrische  (d.  h.  continuirliche) 
und  arithmetische  Systeme  von  Lösungen  unterschieden,  und 
diese  Systeme  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten  in  Gruppen 
geordnet.  Sn. 


Th.  Pepin.     Solution  des  deux  ^quations 

Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XXXVIII.  3045. 

Alle  Lösungen  der  ersten  dieser  diophantischen  Gleichungen 
sind  in  zwei  Systemen  enthalten,  welche  sich  als  Resultate  einer 
ziemlich  naheliegenden  Analyse  bieten.  Die  Anwendung  dersel- 
ben Methode  auf  die  zweite  Gleichung  aber  ftthrt,  obwohl  diese 
kleinere  Ziffern  enthält,  auf  eine  weit  grössere  Zahl  von  Einzel- 
fällen. Es  wird  ein  besonderer  Beweis  notwendig,  dass  man 
auf  dem  angegebenen  Wege  alle   unter  einer  vorgeschriebenen 

10* 
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Grenze  liegenden  Wertepaare  erhält.    Es  existiren  zehn  Losungen, 
bei  welchen  x  <  10000,  nämlich 

a?  =  1,  2,  4,  23,  107,  136,  181,  1007,  1238,  2416. 

Sn. 


Desbovbs.  Applications  des  formules  g^ndrales  qui 
donnent  la  Solution  complfete,  en  norabres  entiers, 
de  r^quation  homogfene  du  second  degr^  conteuant 
un  nombre  quelconque  d'inconnues.      Nonv.  Ann.    (3)    v. 

226-233. 

Die  vom  Verfasser  Nouv.  Ann.  (3)  III.  225ff.  (cf.  F.  d.  M. 
XVI.  1884  p.  164)  gegebene  Lösungsmetbode  wird  auf  folgende 
specielle  Fälle  angewendet: 

wo  c  gleich  der  Summe  der  Quadrate  zweier  ganzen  Zahlen 
sein  muss;  aX'-f ^ l' '+  dXY  =  cZ*^  wo  c  =  a  +  6-}-^  'st,  und 
X'+r-j-Z«=  t/'  und  allgemeiner 

T. 


.   A.  Stern.     Einige  Bemerkungen  Über  die  Congruenz 

^  a  (mod.  p).     Kronecker  J.  C.  182-188. 

P 

Es  werden  Sätze  von  Eisenstein  (Monatsber.  d.  Berl.  Ak. 
1850)  und  Sylvester  (C.  R.  LH.  161)  neu  bewiesen,  teilweise  be- 
richtigt^und  in  einen  grösseren  Zusammenhang  gestellt.      Sn. 


Desboves.  Ri^solution,  en  nombres  entiers  et  sous  la 
forme  la  plus  g^ndrale,  de  F^quation  cnbique,  homo- 
ghnej  k  trois  inconnues.    Nonv.  Ann.  (3)  v.  545.579. 

Cauchy  hat  gezeigt,  wie  man  aus  einer  Lösung  der  allge- 
meinen,[^homogenen,  kubischen  Gleichungen  mit  drei  Unbekannt 
ten    eine  zweite,    und  aus  zwei  Lösungen    eine   dritte   ableiten 
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könne.  Diese  Formeln  werden  hier  in  vereinfachter  Weise 
abgeleitet  und  eingebend  discutirt.  Hierbei  stellt  es  sich 
z.  B.  heraus,  dass  die  von  Herrn  Lucas  angegebenen  Formeln 
nur  eine  Combination  der  Cauchy'schen  sind.  —  Dann  wird  be- 
wiesen, dass,  wenn  eine  Gleichung  der  angegebenen  Art  durch 
ganze  Zahlen  befriedigt  werden  kann  und  eine  Lösung  gegeben 
ist,  ihre  vollständige  Lösung  von  der  einer  biquadratischen  Glei- 
chung abhängt,  was  deshalb  wichtig  ist,  weil  für  gewisse  Arten 
der  biquadratischen  Gleichungen  vollständige  Lösungen  bekannt 
sind,  bei  kubischen  aber  nicht.  Zu  einer  biquadratischen  kann 
man  rückwärts  die  zugehörige  kubische  construiren.  Endlich 
wird  ein  ähnlicher  Zusammenhang  zwischen  gewissen  kubischen 
Gleichungen  nachgewiesen.  No. 


E.  DE  JoNQüitRKS.     Etudc  aHthm^tique  d'uiie  ^quation 
ind^termin^e   du    troisifeme   degrö.      Rom.  acc.  P.  d.  N.L. 

XXXVII.  183-188. 

Ftlr  die  Theorie   der  Osculation  von  Flächen  ist  die  Glei- 
chung 

(x+i)(x+2)x+3)        __  (y+iXy+2) 

6  2 

von  Wichtigkeit.  (Vgl.  Hermite,  Cours  d'Analyse  I,  145.)  Eine 
allgemeine  Methode  zur  Lösung  fehlt;  auch  hier  wird  nur  eine 
Reihe  von  Wertepaaren  gewonnen.  Sn. 


A.  Berger.     Om   antalet  lösningar   tili  en  viss  indeter- 
minerad  eqvation  med  flere  obekanta.    stockh.  örv.XLili. 

355-366. 

Folgendes  Theorem  wird  bewiesen:  „Die  Zahlen 

sind  ganze  positive  Zahlen  und  tff(n)  ist  die  Anzahl  ganzzahliger 
positiver  Lösungen  der  Gleichung: 
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Dann  ist  immer 


ll=(X 


m 
M.-L. 


B.    Theorie  der  Formen. 

J.  VivANTL      Zur   Theorie    der    binären    quadratischen 
Formen  von  positiver  Determinante.     SchlömiichZ.xxxi. 

273-282. 

Der  Verfasser  studirt  im  besonderen  die  Formen  (a,  6,  —  c), 
wo  c=^  a  +  b  und  a,  b  (sowie  die  Determinante  D)  positiv  sind. 
Er  nennt  sie  „Nullformen". 

Eine  Nullform  ist  reducirt. 

Sein  Hauptsatz  lautet: 

„Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fbr  das  Vor- 
kommen von  Nullformen  im  redueirten  Formensystem  von  der 
Determinante  D  ist,  dass  bei  der  Zerlegung  von  D  in  Primfactoren 
der  Factor  2  und  die  Primzahlen  von  der  Form  6it4-5  mit  ge- 
raden Exponenten  (0  incl.)  auftreten.^  My. 


L.  Gegenbaubr.  Neue  Klassenanzablrelationen.  Wien.  Ber. 

XCIII.  288-290. 

Der  Verfasser  vervollständigt  die  in  einer  frtlheren  Note 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  163)  besprochene  Tabelle  von  Klassenan- 
zablrelationen. My. 


Gh.  Hkrmite.    Remarques  sur  les  formes  quadratiques  de 
döterminant  n^gatif.    Darb.  Bull.  (2)  X.  23-30. 

Man   erhält   alle   redueirten    (nicht  ambigen)    Formen    mit 


Capitel2.    Zableotheorie.  151 

mittleren  positiven  Coefiieienten  (und  jede  nur  einmal)  in  der 
Gestalt: 

wo  r,  $j  t  alle  ganzen  positiven  Zahlen  (excl.  0)  durchlaufen. 
Dann  ist  der  Coefficient  von  q^  in  dem  Ausdruck 

gleich  der  zur  Determinante  —  iV  gehörigen  Elassenanzahl. 

Zwei  ähnliche  Summenausdrttcke  ergeben  sich  bei  der  Be- 
stimmung der  Klassenanzahl  der  ambigen  Formen.  Man  kann 
dieselben  einer  (in  der  Theorie  der  ^-Functionen  gebräuchlichen) 
analytischen  Transformation  unterwerfen,  und  es  kommt: 

wo  m  alle  ungeraden,  n  alle  (positiven)  Zahlen  werte  flberhaupt 
annimmt  Daraus  folgt  sofort  f&r  ein  ungerades  AT  =  üf  die 
Klassenanzahl  der  ambigen  Formen  gleich  9>(lf),  wo  tpiM)  die 
Anzahl  der  Teiler  von  M  bedeutet,  und  fUr  ein  gerades  JV  =  2"* 
die  entsprechende  Zahl  gleich  nfp(M). 

Bei  Fortsetzung  dieses  Weges  gelangt  der  Verfasser  zu 
eleganten  Formeln  für  Mittelwerte  von  Klassenanzahlen,  wie  sie 
schon  von  Gauss  und  Lipscbitz  auf  anderem  Wege  gefunden 
wurden.  My. 


H.  PoiNCARE.     Sur  las  fonctions  fuchsiennes  et  les  for- 
mes  quadratiques  ternaires  ind^finies.    c.  r.  CIL  735-737. 

Ist  eine  indefinite  temäre  quadratische  Form  gegeben,  die 
man  immer  in  der  Form 

F(x,y,z)  =   r-XZ 

voraussetzen  darf  (wo  X,  Y,  Z  lineare  Formen  sind),  so  bildet 
die  Gesamtheit  der  ganzzahligen  Substitutionen  S,  welche  F  in 
sich  tlberf&hren,  eine  discontinuirliche  Gruppe  G, 

Dieser  ordnet  sich,  Element  für  Element,  eine  gewisse 
„Fuohs'sche  Gruppe^  g  zu.  Man  kann  daher  umgekehrt  aus  der 
Theorie  der  letzteren,  namentlich  des  zugehörigen  „erzeugenden 
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Polygons^,  Rückschlüsse  auf  die  Eigenscbaften  der  ternären 
Formen  machen.  Die  einzigen  Fälle,  die  hier  auftreten,  sind 
die,    wo  die  Summe  der  Winkel  eines  „Cyklus*'  des  Polygons 

den  Werth  2n,  tt,   — «— ,  -„-»   "ir»  0  annimmt.    Danach  teilen 

sich  die  entsprechenden  Formen  in  gewisse  Familien  ein. 

Im  Anschlüsse  daran  wird  die  Frage  aufgeworfen  und  be- 
antwortet, ob  und  wann  für  eine  solche  Fucbs'sche  Function  ein 
„Additionstheorem^  existirt  (analog  dem  für  die  elliptischen  Func- 
tionen geltenden).  Dagegen  scheint  es  zweifelhaft,  ob  sich  die 
gewonnenen  Resultate  auf  die  allgemeinen  Fuchs'schen  Functionen 
ausdehnen  lassen.  My. 


E.  Cbsaro.     Formes  alg^bnques  k  liens  arithraötiques. 

Rom.  Aco.  L.  Reod.  (4)  11).  56-61. 

Es  werden  quadratische  Formen 

X  =  £F(i^  k)xiXk 

von  fi  Variabein  betrachtet,  deren  CoefGcienten  ganze  Functionen 
zahlentheoretischer  Functionen  der  Indices  sind,  z.  B.  des  grössten 
gemeinsamen  Teilers  (t,  &)  der  Zahlen  t  und  k.  Diese  werden 
auf  eine  gewisse  Normalform  gebracht;  die  adjungirte  Function 
von  X  wird  betrachtet,  u.  dergl.  mehr.  No. 


R.  LiPSCHiTZ.     Untersuchungen   über   die  Summen  von 

Quadraten.     Bodo.  Cohen  &  SohD.  147  S. 

R.  LiPSCHiTZ.     Untersuchungen   über  die  Summen   von 

Quadraten.     Darb.  Bull.  (2)  X.  163-183. 

Die  vorliegende  Schrift,  flber  die  der  Herr  Verfasser  im 
Darb.  Bull,  ein  Selbstreferat  erstattet  hat,  zerßLllt  in  drei  Ab- 
schnitte. Der  erste  beschäftigt  sich  mit  der  Transformation 
einer  Summe  von  zwei  oder  drei  Quadraten  in  sich  selbst  durch 
reelle  Substitutionen;  dies  führt  auf  die  Rechnungsregeln,  denen 
die  (Gauss'schen)  complexen  Grössen,  sowie  die  (Hamilton' sehen) 
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Quaternionen  unterliegen.  Der  zweite  Abschnitt  dehnt  diese 
Untersuchungen  aus  auf  beliebig  viele  Variable,  und  erweitert 
so  jene  beiden  Gattungen  von  Symbolen  in  naturgemässer  Weise 
zu  den  „complexen  Ausdrücken  n^'  Ordnung.^ 

Eine  Anwendung  findet  diese  Theorie  auf  das  Problem  des 
Tetraeders  von  grösstem  Volumen  bei  gegebenem  Inhalt  der 
Seitenflächen  und  auf  die  Borchardt'sche  Erweiterung  desselben 
(auf  Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen). 

Die  Resultate  des  zweiten  Abschnitts  werden  im  dritten 
selbst  wieder  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  die  Coefficienten 
(sowohl  der  Quadratsummen  wie  der  mit  ihnen  vorgenommenen 
Transformationen)  complexe  Grössen  sind.  Hieraus  erwachsen 
die  sog.  ^bicomplexen  Ausdrücke  n^^'  Ordnung^,  mit  denen  sich 
kurz  zuvor  schon  Weierstrass  und  Dedekind  beschäftigt  hatten. 
Zum  Schlüsse  wird  gezeigt,  wie  die  erhaltenen  Resultate  auf 
beliebige  quadratische  Formen  übertragen  werden  können. 

Die  Haupteigenschaften  der  „complexen  Ausdrücke  n'""^  Ord- 
nung" hängen  wesentlich  von  der  Zahl  n  ab.  Das  Commuta- 
tionsgesetz  der  Multiplication  gilt  nur  für  n  =  2,  die  in  jene 
Ausdrücke  eingehenden  „Haupteinheiten^  deren  Anzahl  2"'^  ist, 
lassen  sich  von  n  >  3  ab  in  rationaler  Weise  auf  eine  geringere 

Anzahl  unabhängiger,  nämlich  IH — ^ — ^,  zurückführen.    (Es 

sind  dies  die  zuerst  von  Clifford  entwickelten  Einheiten.) 

Es  sollen  nunmehr  einige  Hauptmomente  der  Entwickelung 
in  Ktlrze  hervorgehoben  werden. 

Die  Grund forderung  lautet,  die  lineare,  reelle  Substitution 
von  der  Determinante  1 

Xi  =  JSct&yk        («=  1,2,  .•.,«;  *=  1,2,  ...,n) 

k 

80  zu  bestimmen,  dass  die  Summe  der  x*  identisch  gleich  der 
Summe  der  y*  wird.  Ist  eine  solche  Substitution  gegeben,  so 
gehen  daraus  2*""^— 1  weitere  mit  der  nämlichen  Eigenschaft  her- 
vor, indem  man  in  irgend  zwei  der  Verticalreihen  der  a,  Ele- 
ment für  Element  das  Vorzeichen  wechselt.  Dann  lässt  sich 
nach  Hurwitz  zeigen,  dass  jedenfalls  eine  der  2"""*  zugehörigen 


.■^  / 
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Determinanten 

D  =  I  afci,  a*?,  ...,  ajük+1,  «m+I)  •••)  ^M  ' 
von  Null  verBcbieden  ist    Da  diese  gerade  den   gemeinsamen 
Nenner  der  Ausdrücke  bildet,   die  man  erhält,   wenn  man   die 
Differenzen  a;,— y^  als  lineare,  ganze  Functionen  der 

darstellt,  so  ist  diese  Darstellung  immer  möglich,  nämlich: 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

so  folgt  unmittelbar  aus  der  Forderung  S(x!^yf)  =  0^  dass 

i«  =0,    ^  =  — A«, 
und  dann  stellt  sich  die  Ausgangssubstitution  in  der  eleganten 
Form  dar: 

Die  weitere  Entwickelung  beruht  im  wesentlichen  darauf,  dass 
die  Determinante  der  Coefficienten  (links  wie  rechts),  multipli- 
cirt  mit  l^,  als  Summe  von  2^*^^  Quadraten  erscheint: 

n  +  K.  +  -  +  K,^.+- 

Also  z.B.  für  n  =  3  gleich  AJ  + A!,  + Alt  +  ^ai- 
Hier  drücken  sich  die  höheren  Glieder  nach  einem  einfachen 
Gesetze  durch  die  niederen  aus,  man  hat  z.  B. 

1  ^11^14    I    ^l>^4>"^^4^>l  n      a     f 

Mit  Hülfe  imaginärer  Symbole  gelingt  es  nun,  die  Gleichungen 
der  Ausgangssubstitution  in  eine  einzige  zusammenzufassen.  So 
kommt  für  it  =  2  die  Gauss'sche  Zerlegung: 

für  n  =  3: 

Hier   ist  der  erste  Factor  nichts  anderes  als  die  Hamilton'sche 
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QoaternioD,  nämlich 

und  die  Reihenfolge  der  Factoren  ist  nicht  mehr  vertauschbar. 
Im  allgemeinen  entstehen  80  die  „complexen  AuBdrücke  n^^  Ord- 
nung""  mit  ihren  Bechnungsgesetzen. 

Sind  im  besonderen  die  Coefficienten  der  Substitution,  also 

auch   die  -t~  rationale  Zahlen,   so  kann  man  die  lik  und  l^ 

als  ganzzahlig  annehmen.  Auf  diese  Weise  erkennt  man,  dass 
die  Theorie  der  „ganzen*'  Quaternionen  auf  das  engste  mit  dem 
berfihmten  Problem  der  Darstellung  einer  ganzen  Zahl  als  Summe 
von  vier  Quadratzahlen  verwachsen  ist. 

Es  erweist  sich  ftlr  das  weitere  als  zweckmässig,  die  Sym- 
bole •„,  ...,  t,„4  ...  durch  nur  11  andere,  die  sogenannten  „Pri- 
mi tivzeichen"  ür, ,  ür,,  . . .,  kn  auszudrücken.  Bildet  man  dann  die 
vier  complexen  Ausdrücke  n^'^  Ordnung: 

so  lässt  sich  der  Oesamtinhalt  des  Vorangehenden  in  der  einen 
symbolischen  Gleichung  niederlegen: 

uiX  =   Yui,. 
Es  wird  umgekehrt  bewiesen,   dass  diese  eine  Beziehung  sämt- 
liche Substitutionen  von  der  Determinante  1  repräsentirt,  welche 
eine  Summe  von  n  Quadraten  wieder  in  eine  solche  ttberftihren. 

Die  2*-^  Ausdrücke  A^  die  zu  den  2"""*  Determinanten  D, 
resp.  zu  den  2""^  Grössen  A^,  A,,,  ...,  i,,,,  ...  entsprechend 
gehören,  heissen,  in  Anlehnung  an  den  Gauss'schen  Ausdruck 
für  n  =  2,  „associirt"  („un  ensemble  de  compagnons^). 

Die  Umkehrung  der  Ausgangssubstitution,  nämlich 

führt  zu  dem,  zu  X  ^conjugirten^  Ausdrucke: 

Das  Product  AA'  wird  die  oben  erwähnte  Summe  der  Quadrate 
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ij-f  ij^  ^...-^XJ, ,,+  ...  und  wird  als  „Norm"  von  Ay  N{A\  be- 
zeichnet Allgemein  ist  die  Norm  eines  Produetes  complexer 
Ausdrücke  A  gleich  dem  Producte  der  Einzelnormen. 

Mit  Benutzung  des  Normbegriffes  gelingt  eine  elegante  Ab- 
leitung tiefer  liegender  Eigenschaften  der  Determinante: 

Dg  =  lajti,  ofti,  ,..,  ajt;b  +  **j  fl^M+i)  •••»  **"!> 
wo  die  s  reelle  Variable  mit  der  Beschränkung  |äI>  1    bedeu- 
ten.   So  z.  B.   ist  der  Wert  von  D,  ein  Bruch  mit  dem  Zähler 
JV(-ri),  dessen  Nenner  das  Product  von  (*, +  lX*t  +  0  •••(*» +  0 
in  eine  weitere  einfache  Norm  ist. 

Weiter  stellen  sich  die  Quadrate  AJ,  A',, . . .,  ^\^^^^ . . .  nun- 

mehr,  abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Factor     \^  ^  ,  dar  als 

die  Determinanten  D(/)y  wenn  man  eine  gerade  Anzahl  von  9 
durch  negative,  die  übrigen  durch  positive  Einheiten  ersetzt  hat. 

Eine  Ausdehnung   der  Eigenschaften  complexer  Ausdrücke 
n^"^'  Ordnung  wird  erzielt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

wo,  wie  oben  erwähnt,  sich  die  ilj,,^  etc.  rational  durch  die  A^ 
und  Xik  darstellen  lassen,  an  Stelle  der  X  ganz  unabhängige 
complexe  Ausdrücke  n^^  Ordnung  einführt.  My. 


R.  LiPSCHiTZ.  Recherches  sur  la  transformation,  par  des 
substitutions  reelles,  d'une  somme  de  deux  ou  de 
trois  carr^s  en  elle-meme.    Jordan  J.  (4)  IL  373-440. 

In  sehr  interessanter  Art  verbindet  Herr  Lipschitz  die  Trans- 
formation von  Summen  aus  zwei  resp.  drei  Quadraten  in  sich 
selbst  mit  der  Einführung  der  Gauss'schen  complexen  Grossen 
resp.  der  Hamilton'schen  Quaternionen.  In  beiden  Fällen  wer- 
den  die  allgemeinen  Substitutionen,  welche  jene  Transformation 
ermöglichen,  mit  Hülfe  eines  resp.  dreier  Symbole  in  je  eine 
Gleichung  zusammengefasst,  aus  welcher  einmal*  die  Rechnungs- 
regeln dieser  Symbole  abgelesen,  andrerseits  sämtliche  reelle 
Substitutionen  bestimmt  werden  können.     Dies  leitet  in  beiden 
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Fällen  auf  die  Betrachtung  der  Nonnen  der  eingeführten  Zahlen 
und  dadurch  zu  der  Aufgabe:  alle  complexen  Zahlen  resp.  alle 
Quatemionen  zu  finden,  deren  Norm  eine  gegebene  Zahl  ist;  in 
engste  Verbindung  hierzu  treten  die  Congruenzen 

IJ  +  IJ  =  0  (mod. pr),     w'+\=0  (mod. pr) 
resp. 

f ?  +  f J  +  $1  =  0  (mod. pOt  to] +  (01+1=0  (mod. pr), 
durch  deren  Lösungen  die  ganzen  Zahlen  hier  wie  dort  in  ge- 
wisse Klassen  geteilt  werden.  Im  ersten  Falle  gelangt  man  zu 
der  Darstellung  jeder  Primzahl  der  Form  4k+\  als  Summe 
zweier  Quadrate,  wofür  ein  Beweis  geliefert  wird;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Zahl  der  Lösungen  gleich  {p+\)p^~^  gefunden, 
mit  Ausnahme  des  Falles  pr  =  4,  und  das  Problem  der  Dar- 
stellung vollständig  erledigt.  Für  die  Quatemionen  bleibt  es 
noch  tlbrig,  alle  möglichen  Zerlegungen  einer  gegebenen  Quater- 
nion  in  Prim-Quaternionen  zu  liefern.  Als  Resultat  ergiebt  sich 
für  solche,  deren  Coefficienten  keinen  gemeinsamen  Teiler  be- 
sitzen, und  deren  Norm  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  oder 
selbst  ungerade  ist,  dass  den  Normen  der  einzelnen  Faetoren 
eine  beliebige  Anordnung  vorgeschrieben  werden  kann,  wobei 
dann  die  Quatemionen  selbst  bestimmten  Klassen  angehören  müssen; 
ist  dagegen  die  Norm  durch  vier  teilbar,  so  hat  man  bei  den 
Faetoren,  deren  Norm  zwei  ist,  die  Wahl  unter  24  Quatemionen ; 
ist  dieselbe  getroflFen,  so  erfolgt  alles  Weitere  wie  oben,  bis 
wiederum  ein  Factor  2  auftritt.  Die  durchgeführte  Theorie 
gestattet  es,  alle  Substitutionen  mit  rationalen  Coefficienten  an- 
zugeben, die  eine  Summe  von  drei  Quadraten  in  sich  selbst 
transformiren.  No. 


G.  MoRERA.    ün  piccolo  contribiito  alla  teoria  delle  forme 
quadratiche.    Lomb.  Rend.  (2)  xix.  r>32-r).'>8. 

Wenn  man  die  Determinante  einer  quadratischen  Form  von 
fi Variabein  mit  r(^n—l)  Paaren  beliebiger  Veränderlicher  rän- 
dert, so  erhält  man  eine  Bildung,  die  sich,  wie  zuerst  Frobenius 
nachgewiesen,  für  das  Studium  der  genannten  Formen  als  ganz 


T^ 
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fundamental  erwiesen  bat.  Der  Verfasser  nennt  sie  die  „r^  Ad- 
jungirte"  der  ursprünglichen  Form,  und  beweist  den  Satz: 

„Wenn  die  (r—l)^  Adjungirte  identiscb  verschwindet,  so  ist 
die  r^  Adjungirte  ein  vollständiges  Quadrat."  Daraus  folgt  ein 
einfacher  Beweis  des  bekannten  Resultates,  dass  dann  die  ur- 
sprQngliche  Form  nur  nocb  von  n—r  Variabein  abhängt. 

In  einer  angehängten  Note  giebt  Herr  Bertini  eine  geometri- 
sche Interpretation  obiger  Sätze,  indem  er  in  einem  Räume  von 
n  Dimensionen  operirt.  Es  hängt  dies  mit  Sätzen,  die  er  und 
Herr  Segre  frQher  in  dieser  Richtung  ermittelten,  eng  zusammen. 

My. 


H.  PoiNCARE.       Memoire    sur    la    rdduction    simultan^ 
d'une    forme    quadratique    et    d'une    forme    lindaire. 

J.  de  rEc.  Pol.  cah.  LVI.  79-142. 

Diese  Arbeit  ist  als  ein  Anhang  zu  einer  früher  ausführlich 
(F.  d.  M.  XV.  1883.  97)  besprochenen  anzusehen,  in  der  der 
Verfasser  die  linearen  Substitutionen  untersuchte,  welche  eine 
quaternäre  kubische  Form  in  eine  reducirte  Form,  resp.  in  sich 
selbst  überführen. 

Mit  genau  denselben  Methoden  wird  hier  der  Fall  durch- 
geführt, wo  die  erwähnte  Form  in  eine  quadratische  und  eine 
lineare  zerfällt.  Die  Aufzählung  der  zahlreichen  Unterfälle  bietet 
zu  wenig  Interesse  dar,  um  im  Einzelnen  angegeben  zu  werden. 

My. 


Capitel  3. 

Kettenbrüche. 

G.  Bruno.     Sopra   un    punto   della  teoria  delle  frazioni 

COntinue.       Tonno  Atti.  XXI.  273-277. 

Diese  Note  führt  eine  von  Lagrange  in  den  Zusätzen  zur 
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Euler'schen  Algebra  gemachte  Bemerkung  näher  aus.     Es  seien 

p. 

7~  die  Näherungswerte  eines  Kettenbruchs  x  mit  den  positiven 
Cr» 

Teilnennern  a^, a^^a^^ ..  .^  so  dass: 

P,+2  =  P.+ia,+i  +  P,;  ft+2  =  a+ia..+i  +  PM  (t  =  0, 1,2...); 
es  sei  ferner  K  eine  beliebige  ganze  Zahl  mit  der  Bedingung 
0  <  *"<  0^+1,  und  es  werde 

D  P  P- 

gesetzt,  so  ist  -3-  ein  „Zwischen wert"  zwischen  -^  und      '^^  ; 

*  V«  Vi+2 

in  vorliegender  Note  wird  bewiesen,  dass  ein  Bruch    -^ ,      der 

iß 

sich  dem  wahren  Werte  x  des  Eettenbruchs  mehr  nähert  als  -^ 
aus  grossem  Zahlen  bestehen  muss,  ausgenommen,  wenn 

A  R 

Wenn  -5-  und  -^  von  x   in   demselben  Sinne   abweichen, 

ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  schon  von  Lagrange  bewiesen, 

desgleichen   auch   im   entgegengesetzten    Falle,   sobald   nur  -^ 

R  P- 

zwischen  -^  und      '^^     liegt;    Herr   Bruno   erledigt   den    noch 

übrigen  Fall,   wo   ^^'*''    zwischen  -5-  und  x  liegt. 

Eine  Ausnahme   macht   der  Bruch      *      ,  welcher  aus  klei- 

D 

neren  Zahlen  als  -^  besteht  und  trotzdem  näher  an 

liegt,  wofern 

Solche  ungünstigen  Werte  von  K  existiren  immer,  sobald 
Oi^i  >  3,  manchmal  auch,  wenn  0,4.1  =  2  ist.  R.  M. 
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O.  Stolz,     lieber  Convergenz  rein  periodischer  Ketten- 

brliche.      Innsbruck.  Ber.  1-2. 

Vorläufige  Mitteilung  eines  Satzes,  den  der  Verfasser  seit- 
dem ausführlich  behandelt  hat  in  seinen  „Vorlesungen  über  all- 
gemeine Arithmetik".     Bd.  II,  pag.  299 ff.  R.  M. 


M.  d'Ocagne.       Sur    certaines  suites   de  fractions    irr^- 

ductibles.      S.  M.  P.  Bull.  XIV.  93-98. 

Eine  Reihe  von  irreductibeln  echten  BrUchen  7^,  für  welche 

(a  und  N  ganze  Zahlen,  N  positiv)  sei  nach  der  Grösse  geordnet 
Jede  solche  Reihe  @(a,  N)  hat  alsdann  die  Eigenschaft,  dass 

bm  ^m  +  l  +  ^m-l 

wie  von  Halphen  gezeigt  worden  ist.  (Vgl.  F.  d.  M.  IX.  120—121.) 
Es  werden  mehrere  Eigenschaften  solcher  Reihen  und  speciell 
angegeben,  wie  aus  @(0,  N)  unmittelbar  @(a,  N)  abgeleitet  wer- 
den könne.    Geometrische  Repräsentation  der  Resultate. 

Sn. 


M.  d'OcAGNE.      Sur    certaines   suites   de  fractions    irr^- 
ductibles.     Bmx.  S.  sc.  X.  B.  90.10H. 
Ausdehnung  der  Eigenschaften  der  Farey'schen  Reihen  auf 
allgemeinere  Reihen,  bei  denen  die  betrachteten  Brüche  die  Ein- 
heit übersteigen  können.  Mn.  (Lp.) 


Sleschinsky.     Zur  Frage  von  der  Kettenbruchentwicke- 
lung  der  analytischen  Functionen.     Od.  Ges.  VI.  33-104. 

(Russisch). 

Die  Methode,  welche  T^agrange  benutzt  hat,  um  die  Ketten- 
bruchentwickelung  der  Function  y  zu  erhalten,  die  der  Gleichung 
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genügt,  wird  von  dem  Verfasser  angewandt,  um  zu  zeigen,  dass 
die  Nenner  und  Zähler  der  Näherungsbrfiebe  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen.  Es  werden  dann 
als  specielle  Fälle  die  Resultate  von  Laguerre's  Arbeiten  (Vgl. 
F.  d.  M.  XII.  332-334,  XVI.  374)  gefunden.  Im  zweiten  Capitel 
der  Arbeit  behandelt  der  Verfasser  die  Frage  nach  der  Con- 
vergenz  der  Kettenbrüche,  indem  er  der  Veränderlichen  und  den 
GoefGcienten  complexe  Werte  giebt.  Wi. 


A.  A.  Markokf.      Ueber    die    Verteilung    der    Wurzeln 

einiger  Gleichungen.    Cüark.  Qes.  89-98.  (Rassisch). 

Die   in   der   Abhandlung    betrachteten   Gleichungen    erhält 
man,  wenn  man  die  Function 

F(z)  =  r^y^y    I  f  f(y)^y 
a        y      c        y 

in  einen  Kettenbruch  entwickelt;  a,  6,  c,  d  sind  reell 
(a<6<:c<d),  §  und  die  Werte  der  Functionen  p(y),  f(y) 
sind  positiv  vorausgesetzt  Wenn  ^«(»)  den  Nenner  des  «*•" 
Näherungsbruches  bezeichnet,  so  besteht  die  Frage,  welche  hier 
bebandelt  ist,  in  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Gleichung  q>n  (x)  =  0,  welche  in  den  Intervallen  (—  oo,  a),  (a,  6), 
(6,  c),  (c,  d),  (d,  -f-  oo)  liegen.  Wi. 


C.  PossÄ.     Sur  quelques  applications  des  fraetions  con- 
tinues  alg^briqnes.     St.  p^tersboorg. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Kettenbrüche  und  ihrer  An- 
wendungen hat  sich  in  den  letzten  Jahren  durch  wichtige  Resul- 
tate bereichert,  besonders  Dank  den  Arbeiten  der  russischen 
Mathematiker  Tschebyscheff,  Markoff,  Posse  u.  a.  Die  meisten 
dieser  Kesultate  in  einem  Buche  zusammenzufassen  und  der 
mathematischen  Welt  zugänglicher  zu  machen  ist  der  Zweck  der 
Arbeit  des  Herrn  Posse.  Die  Arbeit  ist  in  fünf  Capitel  geteilt. 
Das    erste  Capitel  enthält   die  Beweise  der  Grundeigenschaften 

Fortschr.  d.  Math.  XVIII.   1.  1 1 
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der  Näherungsbröche  -5i!L   in  der  Zerlegung  des  Integrals   von 

der  Form    /       ^^  ^  in  einen  Kettenbruch.    Dann  folgen  einige 

Formeln,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Nennern  der 
Näheruogsbrttche  dieses  Integrals  einerseits  und  der  Integrale 

P  (y-a)f(y)dy  r   (b-y)Ky)dy 

J  s  — y  'c/  »  — y  ' 

J  z-y 

andererseits  entwickeln,  und  einige  Theoreme  über  die  gegensei- 
tige Verteilung  der  Wurzeln  der  betrachteten  ganzen  Functionen. 

Das  zweite  Capitel  enthält  die  Anwendung  der  Eigenschaf- 
ten, welche  in  dem  Capitel  l  bewiesen  sind,  auf  die  Bildung  des 
Polynoms  der  Interpolation  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate und  auf  die  Bildung  des  Restgliedes  der  Reihe  für 

/  fC^)  ßi  W  ßj  (^)  ^^ ; 

diese  Reihe  ist 

fix)  fl,  (x)  g)„/(a:)  dx  J   f(x)  i3,  (x)  q>^  {x)  dx 


/  f{^)q>m{^)dx 


a 


Für  alle  Anwendungen  ist  es  sehr  wichtig,  den  Ausdruck 
des  Restgliedes  der  Reihe  zu  kennen.  Der  Herr  Verfasser  repro- 
ducirt  hier  die  Analyse,  die  er  schon  früher  veröffentlicht  hat 
(Darboux  Bull.  (2)  VII.  214,  vgl.  F.  d.  M.  XV.  1883.  237).  Der 
Ausdruck  für  das  Restglied  ist 

/  <ri{^)fi^)dx 

L  dx^  i 

wo  §  und  f]  zwei  Zahlen  zwischen  a  und  b  sind.     Auf  diesem 
Ausdrucke  des  Restgliedes  beruht  der  Beweis  der  Tschebyscheff'- 


Capitel  3.     Kettoobrucbe.  Ig3 

sehen  UDgleichheiten:     /  uvdx>    1  udx-  j    vdx  ^     wenn    die 

0  0  (I 

Funetionen  ti,  v   gleichzeitig   zu-  oder  abnehmen   zwischen   den 
Grenzen  0  nnd  1  der  Veränderlichen,  und 

/  utdx  <:^  I   udx'l   vdx 

u  o  i) 

im  entgegengesetzten  Falle. 

Das  dritte  Capitel  handelt  von  den  Eigenschaften  der  Func- 
tionen T„,  welche  den  Legend re'schen  ähnlich  sind,  d.  h.  der 
Nenner  der  Näherungsbrache  der  Zerlegung  des  Integrals 

+1      (l+y)a-l(|_yy-l 


/ 


*~y 


^y- 


Alle  diese  Eigenschaften:  die  Uifferentialgleichung,  der  diese 
Functionen  genOgen,  der  Ausdruck  der  Function  r„  durch  die 
n  fache  Derivirte,  die  Ausdrücke  der  erzeugenden  Function  fQr 
T„,  der  Discriminante  und  einiger  anderer  symmetrischen  Func- 
tionen der  Gleichung  T,(»)  =  0  und  das  Theorem  von  Stieltjes 
Qber  das  Maximum  der  Function 

sind  aus  der  Definitionsgleichung  der  Functionen  T«: 

—1 
wo  ö«-i  eine   willkQrliche   ganze  Function  des  Grades  ^n  — 1 
ist,  entwickelt. 

Das  vierte  Capitel  enthält  die  Anwendung  der  Theorie  des 
ersten  Capitels  auf  die  angenäherte  Berechnung  der  Integrale. 
Man  hat  nämlich 

f'f{x)£l{x)dx  =  g-^^fl(«.)  •+/?«, 

wo  Zi  die  Wurzeln  der  Gleichung  q>n(jf)  =  0  sind  und  Rn  eine 
lineare  Function  der  Cöefficienten  a^^  a2„4i,  ...  in  der  Ent- 
wickelung  der  Function  Si  in  die  unendliche  Reihe: 

Man  kann  immer  zwei  Grenzen  bestimmen,  zwischen  welchen 
Bn  enthalten  ist.     Für  diesen  Zweck  benutzt  der  Verfasser  die 

n* 
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Hermite'sche  Interpolationsformel    (Borehardt  J.  LXXXIV.,  F.  d. 
M.  IX.  1877.  312).    Man  erhält  dann  für  /?«  den  Ausdruck 


siryv«-)^«.).. 


wo  ^  zwischc?!!  den  Grenzen  a  und  b  liegt.  *  Dieser  Ausdruck  ist 
zuerst  von  Herrn  Markoff  in  seiner  Arbeit  gegeben :  „  üeber  einige 
Anwendungen  der  algebraischen  Kettenbrüche''.  (F.  d.  M.  1885. 
XVII.  168.)  Dieselbe  Herraite'sche  Formel  giebt  jetzt  dem 
Verfasser  auch  andere  ähnliche  Ausdrücke  für  die  angenäherte 
Berechnung  der  Integrale,  in  welche  die  Functionen  If«,  l/«,  F«, 
d.  h.  die  Nenner  der  Näherungsbrüche  der  Integrale 

a  a  "  a 

eintreten.  Auf  diese  Ausdrücke  stützt  sich  der  Beweis  der 
vier  Ungleichheiten,  welche  von  Herrn  Markoff  in  dem  oben 
citirten  Werke  bewiesen  sind. 

Das  fünfte  Capitel  ist  der  Lösung  des  Problems  gewidmet, 

das  Maximum    und    das  Minimum  des  Integrals    /    ß(y)f(y)dy 

a 

nach  den  gegebenen  Werten  der  Integrale 

/'f(y)dyi  J\f{y)dy.   .••,  J\^Ky)dy 

a  a  a 

ZU  finden,  wo  x  eine  gegebene  Zahl  zwischen  den  Grenzen  a  und  6 
is^  f{y)  keine  negativen  Werte  annehmen  kann.  Das  Problem 
ist  bekanntlich  von  Tschebyscheff  gestellt  für  den  Fall  ß(y)  =  1 
in  seiner  Abhandlung:  „Snr  les  valeurs  limites  des  int6grales^ 
(Journ.  de  Math.  1874);  die  erste  ausführliche  Lösung  des  Pro- 
blems in  seiner  Allgemeinheit  ist  von  Herrn  Markoff  in  dem  oben 
citirten  Werke  gegeben;  die  Ausnutzung  der  Eigenschaften  der 
Functionen  f/«,  Vn^Wn  gestattet  jedoch  Herrn  Posse,  die  Beweise 
in  einfacherer  Gestalt  zu  liefern;  er  giebt  auch  einige  neue 
Sätze  in  Bezug  auf  die  Verteilung  der  Wurzeln  verschiedener 
Gleichungen,  welche  zur  Lösung  der  betrachteten  Frage  unent- 
behrlich sind. 

Weiter  zeigt  der  Verfasser,  wie  seine  Formeln  für  die  Auf- 
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findung  des  Maximums  und  Minimums  des  Integrals 


j 


in  die  Formeln  übergehen,  welche  von  Herrn  TschebyscheflF  in 
der  Abhandlung:  „Sur  la  repräsentation  des  valeurs  limites  des 
int^grales^  ffir  den  speciellen  Fall  Sl  =  1  gegeben  sind. 

Am  Ende  sind  einige  Fragen  der  Maxima  und  Minima  be- 
antwortet, welche  sich  auf  die  früher  gelöste  Aufgabe  reduciren, 
z.  B.  die  Frage,  das  Maximum  und  Minimum  der  Function  f(x) 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1  zu  finden  nach  den  gegebenen 

9,='fKy)^y^  •••!  ^f»=  f  y^f(y)^y 

und  dem  Aufangswerte  der  Function  /*(0).  Wi. 


P.  Mansion.      Principe    foiidameiital  de   la   thöorie  des 
fractioDs  contiimes  p^riodiques.    MstbesiB.  Vi.  ho-84. 

Mn. 


Vierter  Abschnitt 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Com- 

binationslehre. 

Laplace.     Oeuvres  coniplfetes.    Tome  VlI.    Th^rie  des 

probabilit^S.  '    Paris.  Gaathier-Villars. 


JoH.  V.  Kries.     Die  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung.     Eine   logische  Untersuchung.     Preiburg  i.  Br. 

Mobr.  298  S. 

Der  Autor  verfolgt,  wie  er  im  Vorwort  bemerkt,  bei  dieser 
VeröffentlichuDg  einen  doppelten  Zweck;  er  will  zunächst  die 
Aufmerksamkeit  der  Philosophen  auf  die  Fundamental  -  Begriffe 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  lenken;  in  zweiter  Reihe  will 
er  eine  Scheidung  des  Richtigen  und  Falschen,  des  Wertvollen 
und  Bedeutungslosen,  welches  nach  seiner  Auffassung  in  allen 
bisher  erschienenen  systematischen  Darstellungen  der  Wahr- 
scheinlichkeitstheorie unter  einander  gemischt  enthalten  ist,  wenig- 
stens in  grossen  Zügen  vornehmen.  Aus  diesen  Bemerkungen 
wie  aus  dem  dem  Titel  beigefügten  Zusatz  ^eine  logische  Unter- 
suchung** geht  bereits  hervor,  dass  der  Verfasser  sich  weniger 
an  den  Mathematiker  als  an  den  Philosophen  wendet  Noch 
klarer  wird  dies  aus  folgendem  gewissermassen  entschuldigenden 
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Passus  des  Vorworts:  „Die  Natur  des  Gegenstandes  brachte  es 
mit  sich,  dass  einige  Teile  der  Untersuchung  sich  in  Gedanken- 
gängen bewegen,  welche  nur  dem  mit  mathematischen  Vorstellun- 
gen einigermassen  vertrauten  Leser  ganz  geläufig  sein  werden. 
Von  diesen  Abschnitten  können  einige  (Gap.  V  und  VIII)  einfach 
übergangen  werden,  ohne  dass  das  Verständnis  der  Hauptsachen 
dadurch  beeinträchtigt  wird.  Nicht  so  die  Expositionen  S.  38—74, 
deren  Inhalt  fUr  alles  Folgende  einigermassen  wesentlich  ist. 
Da  yielleicht  dem  einen  oder  andern  Leser  das  Verständnis 
gerade  dieses  Abschnitts  schwierig  erscheint,  so  mag  hier  die 
Bemerkung  Platz  finden,  dass  man  die  wichtigsten  Ergebnisse 
sich  wird  aneignen  können,  auch  wenn  man  die  iq  jenen  Teilen 
enthaltene  strenge  Exposition  übergeht,  und  sich  mit  einer,  ich 
darf  wohl  sagen,  populären  Auffassung  begnügt.^ 

Der  Inhalt  dieses  interessanten  Buches  ist  wesentlich  kriti- 
scher Natur,  und  es  ist  daher  sehr  schwierig,  denselben  auszugs- 
weise anzugeben,  will  man  dem  Autor  gerecht  werden.  Derselbe 
geht  davon  aus,  dass  die  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  be- 
treffende Literatur  in  Bezug  auf  die  principiellen  Fragen  nur 
sehr  Unzulängliches  bietet,  „dass  die  Mathematiker  zwar  den 
rechnenden  Teil  der  Theorie  in  ausgezeichneter  Weise  entwickelt^, 
„daneben  aber  die  Grundlagen  der  ganzen  Lehre  meist  in  einer 
Weise  behandelt  haben,  welche  an  grossen  Unklarheiten  leidet, 
und  die  mannigfaltigsten  Zweifel  bestehen  lässt^.  Wir  glauben, 
dass  der  Verfasser  bei  dieser  Behauptung  zu  weit  geht,  und  dass 
er  selbst  ohne  die  von  ihm  erstrebte  Klarheit  erreicht  zu  haben, 
die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  in  zu  enge  Gren- 
zen einschliessen  will.  Zwar  sind  wir  völlig  mit  ihm  darin  ein- 
verstanden, dass  man  mit  der  Aufstellung  von  numerischen  Wahr- 
scheinlichkeiten vielfach  Missbrauch  getrieben,  und  die  Rechnung 
häufig  auch  da  angewendet  hat,  wo  die  zulässigen  Bedingungen 
für  dieselbe  nicht  vorhanden  waren,  und  wir  können  ihm  nur 
dankbar  sein,  dass  er  immer  und  immer  wieder  die  Notwendig- 
keit betont,  die  Grundlagen  für  die  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeitstheorie auf  das  sorgfältigste  zu  prüfen.  Indes  von  ge- 
wissen   Voraussetzungen    über    die    „Constanz   der   allgemeinen 
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Bedingungen,  die  Unabhängigkeit  und  Chancen  -  Gleichheit  der 
Einzelfälle^  (p.  147)  können  wir  uns  auch  auf  dem  Gebiet  der 
Zufallspiele,  fQr  welches  der  Verfasser  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung im  vollen  Umfang  gelten  lassen  will,  nicht  freimachen, 
und  diese  Voraussetzungen  sind  nach  unserer  Auffassung  auch 
auf  dem  Gebiete  der  Massenerscheinungen  der  menschlichen  Ge- 
sellschaft zulässig,  wenn  man  nur  wirklich  eine  genügend  grosse 
Anzahl  von  Einzelbeobachtungen  hat,  so  dass  die  Verschieden- 
heit der  Einzelfälle  verschwindet.  Bezieht  sich  doch  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung allemal  auf  einen  gewisserroassen  ideellen 
Zustand,  dem  wir  uns  mehr  und  mehr  nähern  können,  ohne  ihn 
je  gant  zu  erreichen.  Dagegen  haben  wir  uns  zu  hüten  vor  der  An- 
wendung der  Wahrscheinlichkeitstheorie  auf  solchen  Gebieten,  auf 
denen  uns  nur  eine  kleine  Zahl  von  Erfahrungen  zu  Gebote  steht, 
wie  z.  B.  bei  Zeugenaussagen  oder  bei  therapeutischen  Erfolgen. 
Wir  haben  das  vorliegende  Buch  bereits  als  ein  hoch  inter- 
essantes bezeichnet;  der  Verfasser  liebt  es,  neue  Wege  einzu- 
schlagen, auch  wenn  er  zu  Resultaten  gelangen  will,  die  wir 
sonst  gewohnt  sind,  auf  „schulmässigem^  Wege  zu  erreichen. 
Aber  gerade  die  Anregung,  welche  durch  seine  Darstelluiig  ge- 
geben wird,  fordert  auch  andererseits  gewissermassen  den  Wider- 
spruch heraus.  Dennoch  wollen  wir  denselben  unterdrücken, 
weil  wir  fürchten,  wir  könnten  sonst  bei  denen,  die  das  Buch 
noch  nicht  kennen,  ein  ungünstiges  Vorurteil  hervorrufen,  und 
weil  wir  doch  wünschen,  dass  dasselbe  auch  in  mathematischen 
Kreisen  zahlreiche  Leser  finden  möge.  Wenn  der  Verfasser  in 
seinem  Bestreben,  das  Falsche  auszuscheiden,  nach  unserer  An- 
sicht hier  und  da  zu  weit  geht,  und  als  falsch  bezeichnet,  was 
diese  Bezeichnung  keineswegs  verdient,  so  halten  wir  das  für 
wenig  bedenklich.  Die  Folge  wird  nur  die  sein,  dass  man  festere 
Begründungen  und  strengere  Beweise  als  bisher  für  die  mit  Un- 

* 

recht  angegriffenen  Sätze  aufstellen  wird.  Ls. 

N.  Schwaiger.     Uebersetzung  des   Werkes   ^Philosophi- 
scher  Versuch    über    die    Wahrscheinlichkeiten**   von 

P.    S.    de     Laplace.        Leipzig.   Dancker  &  Humblot.   198  8. 
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Wie  wir  aus  dem  Vorwort  des  Uebersetzers  erfahren,  ist 
diese  Schrift  Ton  Laplace  bisher  nur  ein  einziges  Mal,  und  zwar 
im  Jahre  1819  durch  Tönnies  ins  Deutsche  übersetzt  worden. 
Diese  Uebersetzung  ist  aber  längst  vergriffen,  und  wir  können 
es  Herrn  Schwaiger  nur  Dank  wissen,  dass  er  eine  neue  Ueber- 
setzung unternommen  hat,  zumal  dies  in  höchst  gelungener  Weise 
geschehen  ist  Wir  haben  eine  Reihe  von  Stellen,  bei  denen  es 
uns  auffiel,  wie  absolut  modern  dieselben  klingen,  wie  scheinbar 
den  Anschauungen  unserer  Zeit  entsprungen  und  keineswegs  als 
ob  sie  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  geschrieben  worden,  mit 
dem  Original  verglichen,  und  können  bezeugen,  dass  sie  wirk- 
lich eine  vollkommen  genaue  und  getreue  Wiedergabe  dessen 
sind,  was  Laplace  geschrieben.  Darin  bekundet  sich  ja  der 
grosse  Meister,  dass  seine  Worte  nicht  veralten,  lieber  den  In- 
halt des  Werkes  brauchen  wir  natürlich  nichts  zu  bemerken. 

Der  Uebersetzung  ist  die  letzte  Auflage  des  Essai  philo- 
sophique,  welche  Laplace  selbst  besorgt  hat,  zu  Grunde  gelegt; 
der  Uebersetzer  hat  auch  einen  kurzen  erläuternden  Anhang  hin- 
zugefügt und  durch  Noten  an  den  betreffenden  Stellen  ange- 
merkt, wo  in  der  Theorie  analytique  des  probabilit^s,  Aufl.  von 
1812,  die  mitgeteilten  Lehren  ausführlicher  begründet  werden. 

Ls. 


A.  Robertson.     A  problem  in  combinations.    Kdinb.  m.  s. 

Proc.  IV.  78-87. 

Folgendes  ist  die  behandelte  Aufgabe:  '  Es  seien  Sätze  von 
Bällen  verschiedener  Farbe  gegeben;  auf  wie  viel  Arten  können 
diese  reihenweise  so  angeordnet  werden,  dass  nie  zwei  Bälle 
derselben  Farbe  zusammentreffen?  Drei  Sätze,  m  weisse,  n 
schwarze,  p  rote,  werden  betrachtet;  zuerst  wird  die  Aufgabe 
für  besondere  Werte  von  m,  n,  p  gelöst,  danach  wird  die  allge- 
meine Lösung  ermittelt  Gbs.  (Lp.) 
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E.  GtfLiK.     Sar  les  combinaisons  avec  röp^tition.     Mathesis 

VI.  17ö-17a 

Mn. 


M.  Frolow.      Les    carr^s    magiques.      Nouvelle   6tude. 

Paris.    Gauthier-Villars.  VI  o.  46  S.  gr.  S^.  VIF.  Tnf. 

Der  Verfasser,  dessen  Schrift  „Le  problöme  d'Euler  et  les 
carrös  magiques*'  wir  in  den  F.  d.  M.  XVI.  1884.  140  angezeigt 
haben,  giebt  in  dem  vorliegenden  Hefte  einen  Nachtrag  zur 
ersten  Arbeit.  Die  Herren  Ed.  Lucas  und  V.  Coccoz  haben  ihm 
einige  dort  gemachte  Versehen  angezeigt;  ferner  haben  ihm  die 
Herren  Delannoy,  Feisthamel  und  A.  H.  Frost  litterarische  Mittei- 
lungen gemacht,  zum  Teil  Ergebnisse  eigener  Untersuchungen 
übergeben.  Das  erste  Capitel  (S.  1 — 13),  welches  die  Artikel 
XI  und  XII  des  älteren  Buches  zu  ersetzen  bestimmt  ist,  behandelt 
in  gründlicher  Weise  die  Eigenschaften  der  magischen  Quadrate 
der  Wurzel  4,  Capitel  II  (14 — 17)  magische  Quadrate  höherer 
Wurzeln  als  4,  Capitel  III  (22—26)  die  geränderten  magischen 
.Quadrate.  In  drei  Noten  erläutert  der  Verfasser  sodann  die  von 
Herrn  Delannoy  benutzte  Methode  zur  Auffindung  der  Anzahl  der 
Quadrate  der  Wurzel  4;  die  von  demselben  Herrn  angegebene 
Methode  zur  Aufzeichnung  des  Ganges  des  Springers  auf  beliebi- 
gem Schachbrette,  wenn  man  die  Aufgabe  ftlr  Schachbrette  mit 
5,  6,  7,  8  Feldern  in  der  Seite  lösen  kann;  endlich  die  von 
Herrn  Lucas  aus  seinen  Principien  der  Geometrie  des  Gewebes 
abgeleitete  Theorie  der  diabolischen  Quadrate.  Die  Tafeln  I  bis 
VI  geben  Typen  der  magischen  Quadrate  mit  4  Feldern  in  der 
Seite,  Tafel  VII  diabolische  Quadrate  mit  5  Feldern  und  zwei 
Schemata  nach  Herrn  Frost  für  das  Springerproblem  auf  einem 
Schachbrett  von  100  Feldern  unter  zwei  Annahmen  über  das  Ge- 
setz eines  Sprunges.  In  der  Vorrede  erklärt  der  Verfasser,  dass 
er  in  diese  Studie  nur  solche  Methoden  aufgenommen  hat,  die 
ihm  neu  zu  sein  schienen,  dass  er  es  dagegen  vermieden  hat, 
solche  zu  verwenden,   die  schon  andere  Autoren  benutzt  haben. 

Lp. 
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J.  B.  KOrtbn.     Theorie  der  magiscden  Zahlenquadrate 

und    Kreise.     Kölo.  HeioHcb  Tbeissing.  72  S.  8^ 

Der  Verfasser  giebt  Methoden  an,  nach  denen  jeder  ohne 
mathematische  Vorbildung  magische  Quadrate  ausfüllen  kann. 
Im  ersten  Teile  wird  das  bekannte  Verfahren  f&r  Quadrate  mit 
ungerader  Felderzahl  in  der  Seite  erläutert,  im  zweiten  dasjenige 
f&r  Quadrate  mit  gerader  Felderzahl.  Der  dritte  Teil  lehrt 
magische  Quadrate  auf  Grund  einer  vorgeschriebenen  Summe 
zu  bilden,  der  vierte  behandelt  magische  Kreise  und  Rössel- 
sprünge nebst  der  Berechnung  der  Schwingungen  aller  musika- 
lischen Töne  nach  dem  Quintenzirkel,  ein  Thema,  dessen  Zusam- 
menhang mit  dem  Gegenstand  des  Buches  nicht  klar  ist  und  das 
auch  ohne  Verbindung  mit  der  bekannten  akustischen  Theorie 
der  Temperatur  geblieben  ist.  Der  Verfasser  ist  offenbar  mit 
der  einschlägigen  Litteratur  nicht  vertraut,  da  er  den  Inhalt 
seines  Werkes  für  neu  oder  doch  seine  Methoden  für  unbekannt 
hält.  Lp. 


Fr.   Hopmann.     Sur  la   marche  du   Cavalier.    Nouv.  add. 

(H)  V.  224-226. 

Es  wird  nachgewiesen,  dass  auf  einem  Schachbrett  von 
n*  Feldern,  wo  n  eine  ungerade  Zahl  sein  soll,  ein  geschlossener 
Rösselsprung  nicht  möglich  ist;  d.  h.  auf  einem  solchen  Schach- 
brett kann  der  Springer  nicht  so  geführt  werden,  dass  er  alle 
Felder  berührt  und  zu  dem  Ausgangsfeld  zurückkehrt.        Ls. 


H.  Schubert.     Das  Skatspiel  im  Lichte  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung.     Hambarg.  J.  F.  Richter. 

Der  Verfasser  hat  die  Wahrscheinlichkeitsbrüche  für  die 
wichtigsten  im  Skatspiel  vorkommenden  Chancen  berechnet  und 
zusammengestellt,  um  dem  Skatspieler  für  sein  auf  Erfahrung 
beruhendes  Urteil  ein  objectives  Kontrollmittel  an  die  Hand  zu 
geben.     Eine  kurze  Erläuterung  über  die  Ableitung  der  Wahr- 
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BcheinlichkeitsbrUche  ist  beigefügt.  Die  in  Betracht  gezogenen 
Wahrscheinlichkeiten  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  die  Vertei- 
lung der  Karten  unter  die  einzelnen  Spieler  und  den  Skat. 

Ls; 

M.'DU  Chatenkt.  Etüde  sur  les  paris  de  courses.  Nouv.Aon. 

(3)  V.  327-348,  380-396,  408-424,  aoch  sep.  bei  Gauthier-VillarB.   Paria. 

Es  ist  dies  eine  längere  Abhandlung,  welche  sich  damit  be- 
schäftigty  die  Regeln  fOr  solche  Combinationen  Ton  Wetten  bei 
den  Pferderennen  aufzustellen,  bei  denen  der  Wettende,  mag 
der  Ausfall  des  Rennens  sein,  welcher  er  wolle,  einen  Gewinn 
realisirt.  Da  die  Wetten  nicht  nur  dahin  gerichtet  sind,  dass 
dies  oder  jenes  Pferd  einen  Preis  gewinnt,  sondern  auch  auf 
das  Gegenteil,  dass  es  nicht  gewinnt,  so  lassen  sich  zahlreiche 
derartige  Combinationen  aufstellen.  Nach  den  Aeusserungen  des 
Autors  handelt  es  sich  keineswegs  um  eine  lediglich  theoretische 
Untersuchung;  vielmehr  scheinen  in  Paris  diese  Wetten  vielfach 
vorzukommen. 

Die  einzelnen  Pferde  haben  eine  Klasse  (cote)  a,  6,  c, ...,  m, 
welche  angiebt,  wie  vielmal  der  Einsatz  von  dem  Verlierenden 
der  Wette,  der  ausserdem  den  Einsatz  zurückgeben  muss,  be- 
zahlt werden  soll.  Diese  Klasse  wird  nach  dem  Urteil,  welches 
sich  der  Wettende  Aber  die  Pferde  gebildet  hat,  festgestellt,  und 
ist  für  verschiedene  Personen  verschieden.  Nennen  wir  den 
Einsatz  P,  so  ist  die  mathematische  Hoffnung  auf  die  Summe, 
welche  beim  Gewinnen  der  Wette  bezogen  wird,  (m-}-l)P,  und 
ist  fi  die  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  so  folgt 

__        1 

^  ""    m  +  1 
Es  sollte  also 

^      +T-T-r  +  — T-r+--  =  1 


a+l    '   b+\    •    c+l 
sein. 

Dies    ist  aber  in  Wirklichkeit  fast   niemals  der  Fall,    und 

darauf  gründet  sich  die  -Möglichkeit,  die  Wetten  so  einzurichten, 

dass  sie  unter  allen  Umständen  einen  Gewinn  geben.  Ls. 
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M.  Weill.     Qu6ötion  de  probabilit^.       s.  M.  P.  BaH.    xiv. 

158-159. 

Es  handle  sich  um  k  verschiedene  Ereignisse,  alle  mit  der- 
selben Wahrscheinlichkeit;  es  werden  p  Versuche  gemacht,  und 
man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  bestimmtes  der 
betrachteten  Ereignisse  in  der  Versuchsreihe  mindestens  zweimal 
hintereinander  auftreten  werde. 

Bezeichnen  die  Buchstaben  a,  b,  c,  . . .  die  k  Ereignisse  und 
sei  X(p)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereignis  a  mindestens 
zweimal  auftrete.  Da  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  kf  ist,  so 
wird  kPX(p)  die  Anzahl  der  günstigen  Fälle.  Diese  Anzahl  wird 
andererseits  gefunden,  wenn  man  die  Anzahl  der  bei  (p—1)  Ver- 
suchen auftretenden  günstigen  Fälle  mit  k  multiplicirt,  also 
*^X(p— 1),  und  die  Anzahl  der  ungünstigen  Fälle  bei  den  (p— 1) 
Versuchen,  welche  mit  a  enden,  hinzufügt.  Diese  ist  gleich 
der  Anzahl  der  ungünstigen  Fälle  überhaupt  minus  der  Anzahl 
derjenigen,  die  nicht  mit  a  endigen,  also  gleich 

Es  ergiebt  sich 

X(P)  =  -^  X(p-])  +  J^  X(p-2)  +  ~ 

Ls. 


E.  Cesaro,      La    rottura   de!    Diairiante.      Bau.  G.  xxiv. 

124-127. 

Es  handelt  sich  um  die  folgende  Aufgabe:  Ein  Juwelier  er- 
hält die  Kachricht,  dass  einer  seiner  rohen  Diamanten  in  drei 
Stücke  gebrochen  sei.  Man  macht  ihm  den  Vorschlag,  diese 
Stücke  zu  Terkaufen,  ohne  dass  sie  vorher  besehen  werden.  Der 
Preis  ist  auf  der  Grundlage  zu  bestimmen,  dass  der  Wert  eines 
rohen  Diamanten  proportional  ist  dem  Quadrat  seines  Volumens. 
Wird  der  iPreis  des  ursprünglichen  rohen  Diamanten  als  Einheit 
genommen,  und  sind  x^  y,  z  die  Verhältnisse  der  Volumina  der 
drei  Stücke  zu  dem  ungebrochenen  Stein,  so  wird  der  Preis  der 
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drei  Stücke 

Da  die  Summe  der  drei  Verhältnisse  o?,  y,  a  gleich  der  Einheit 
ist,  so  können  alle  möglichen  Arten,  wie  der  Bruch  erfolgte, 
durch  einen  Punkt  P  bezeichnet  werden,  der  in  einem  gleichsei- 
tigen Dreieck  mit  der  Höhe  1  belegen  ist  Die  Entfernungen 
zwischen  P  und  den  Seiten  ergeben  die  Verhältnisse  x^  y,  2. 
Bezeichnet  R  die  Entfernung  zwischen  P  und  dem  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  (?,  so  ergiebt  sich 

Alle  unzähligen  Möglichkeiten  des  Bruches,  bei  denen  der  Wert 
v>  derselbe  bleibt,  werden  dargestellt  durch  die  Punkte  des  Um- 

fanges  eines  Kreises  mit  dem  Radius  ^i(u>—i)^  dessen  Scheitel 
in  G  liegt,  und  es  findet  sich  nach  einigen  weiteren  Betrachtun- 
gen als  der  mittlere  Wert  des  Preises 

so  dass  der  Käufer  die  Hälfte  des  ursprünglichen  Wertes  an- 
legen darf. 

Sodann  wird  die  Frage  aufgeworfen,  ob  der  Käufer  ein 
gutes  Geschäft  macht,  und  es  wird  gezeigt,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit, die  Stücke  haben  einen  geringeren  Wert, 

-^^  =  0,60460 

wird,  dass  es  also  wahrscheinlicher  ist,  dass  der  Juwelier  ein 
gutes  Geschäft  gemacht  habe,  dass  damit  aber  das  Gesetz  der 
Billigkeit  nicht  verletzt  werde;  denn  während  der  mögliche  Ge- 
winn des  Käufers  sich  auf  100  Procent  steigern  kann,  wird  der- 
selbe für  den  Juwelier  niemals  50  Procent  übersteigen. 

Der  Verfasser  entwickelt  weiter  die  Formeln  für  dieselben 
Fragen,  wenn  der  Stein  in  n  Stücke  gebrochen  ist,  und  fügt 
ausserdem  eine  Entwickelung  bei  für  die  Frage  nach  der  Wahr- 
scheinlichkeit, ob  ein  willkürlich  genommenes  Dreieck  ein  stumpf: 
winkliges  oder  ein  spitzwinkliges  ist  Er  findet  die  Wahrschein- 
lichkeit des  letzteren  gleich  j-.  Ls. 


I 
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E.   Catalan.      Probl^mes   et  thöor^mes  de   probabilit^. 

Belg.  M^nt.  XLVI.  16  S. 

Anwendung  folgender  Re^el:  „Die  Wahrscheinlichkeit  eines 
k&nftigen  Ereignisses  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Ursachen, 
Ton  denen  es  abhängt,  unbekannte  Wandelungen  erleiden. 

Mn.  (Lp.) 


E.  Catalan.     Kapport    sur  un   memoire  intitul^:     Sur 
r^tude  des  övönements  aritbm^tiques,  par  M.  E.  Cesaro. 

Belg.  Ball.  (3)  XI.  139-145. 

Bericht  Aber  eine  Arbeit  aus  der  asymptotischen  Arithmetik; 
den  Inhalt  bildet  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  „Ist 
X  =  F(it,,a?„  ...,a?^)  eine  beliebige  Grösse,  welche  mittels  ge- 
gebener Operationen  aus  den  Zahlen  x,,  a;„  ...,  Xm  erzeugt  ist, 
so  soll  die  Wahrscheinlichkeit  ermittelt  werden,  dass  die  Zahl 
X  eine  Eigenschaft  Si  besitze^.  Die  Noten  des  ^Berichtes  ent- 
halten eine  Skizze  der  Losung.  Mn.  (Lp.) 


E.  Cesaro..    Sur  T^tude   des  ^v^nements   arithm^tiques. 

Belg.  M^m.  S.  '&.  XLYII.  13  S. 

Dies   ist  die  im  vorstehenden  Referate  besprochene  Arbeit, 
über  welche  Herr  Catalan  der  Akademie  berichtet  hatte. 

Mn.  (Lp.) 


F.  Galton.     Family  likeness  in  stature.     Lond.  K.  s.  Proc. 

XL.  42-63. 

J.  D.  H.  DiCKSON.    Appendix  to  family-likeness  in  stature. 

Lond.  R.  8.  Proc.  XL.  63-73. 

Es  wird  bezweckt,  durch  Formeln  die  Beziehung  auszu- 
drQcken,  welche  zwischen  den  Gestalten  besonderer  Menschen 
und  denen  ihrer  Verwandten  in  jedem  gegebenen  Grade  be- 
steht, um  die  Vorgänge  klar  zu  stellen,  durch  welche  allmählich 
Familieneigentflmlichkeiten   der   Gestalt   verschwinden ,    bis    in 
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jedem  entfernteren  Grade  der  Verwandtschaft  die  Gruppe  der 
Verwandten  nicht  unterscbeidbar  wird  von  einer  nach  Belieben 
aus  der  allgemeinen  Bevölkerung  ausgewählten  Gruppe.  Die 
Arbeit  enthält  Tabellen  und  Diagramme,  der  Appendix  einige 
mathematische  Forschungen  hinsichtlich  der  Häufigkeitsfläche, 
des  mittleren  Fehlers  u.  s.  w.  Cly.  (Lp.) 


F.  Galton.     Family  likeness  in  eye-colour.     Lond.  R.  s. 

Proc.  XL.  402-416. 

Cly. 


F.   Y.   Edgkworth.     Problems  in  probability.     Phil.  Mag. 

(5)  XXII.  371-384. 

Die  in  diesem  Artikel  behandelten  Aufgaben  sind  dem  Bank- 
geschäfte entnommen;  es  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  das 
Exponentialgesetz  der  Häufigkeit  fttr  die  zu  beliebiger  Zeit  an 
den  Banquier  gestellten  Forderungen  gilt.  Folgendes  ist  das 
Hauptproblem:  „Gegeben  eine  Reihe  von  Bankrimessen  (z.  B. 
Noten  in  Händen  des  Publikums  oder  der  Reserve);  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  finden,  dass  die  nächste  Rimesse  oder  die  Ri- 
messen in  nächster  Zeit  nicht  gewisse  Grenzen  übersteigen  wer- 
den«. Gbs.  (Lp.) 


W.  J.  C  Miller.     Infinite8im.al  or  zero?    Ed.  Times.  XLiv. 

24-27. 

;,Ein  willkürlicher  Punkt  wird  auf  einer  gegebenen  Linie 
angenommen ;.  welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  derselbe 
mit  einem  vorher  bezeichneten  Punkt  zusammenfalle?^  Diese 
Frage  war  gelegentlich  einer  Wahrscheinlichkeitsaufgabe  in  Ed. 
Times XLIII.  86  erhoben  worden;  Herr  Dodgson  behauptete,  die 
Wahrscheinlichkeit  sei  eine  unendlich  .kleine  Grösse,  oder  „an- 
genähert" gleich  Null,  Herr  Simmons  dagegen,  die  gesuchte 
Wahrscheinlichkeit  sei  „absolut"  gleich  Null.  Der  Herausgeber 
der  Ed.  Times  stellte  daher  diese  im  Grunde  alte  Frage  nach 


*■ 
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dem  Wesen  des  UnendliclikleineD  zur  Erörterung.  Die  beiden 
genannten  Geometer  und  ausserdem  die  Herren  Biddle,  MacColI, 
Knowles  teilen  ihre  Gedanken  über  die  Aufgabe  mit,  zuweilen 
mit  vielem  Witz  und  Humor,  ohne  jedoch  den  Kern  der  Frage 
nach  dem  Wesen  der  unendlich  kleinen  Grösse,  als  einer  „Va- 
riablen^ mit  der  Grenze  Null,  scharf  zu  kennzeichnen,  lieber 
eine  von  Herrn  C.  Simmons  gestellte,  ähnliche  Frage  (8200),  ob, 
wenn  zwei  Geraden  in  einer  Ebene  beliebig  gezogen  werden, 
die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Parallelismus  Null  oder  unendlich 
klein  sei,  macht  Herr  D.  Biddle  in  Ed.  Times  XLV.  53  im 
Qbrigen  sehr  verständige  Bemerkungen.  Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  C.  Simmons,  D.  Biddle.     Solutions   of 

questioiis   8166,    7713.      Ed.  Times.  XLIV.  69-76. 

„Drei  oder  mehrere  Müuzen  werden  willkürlich  auf  einen 
rechtwinkligen  Tisch  geworfen.  Die  Wahrscheinlichkeit  zu  fin- 
den, dass  sie  alle  auf  einer  beliebigen,  zu  einer  Tischkante  pa- 
rallel gezogenen  Geraden  liegen."  (Gestellt  von  C.  Simmons.) 
„Wenn  ein  Florin,  ein  Schilling  und  ein  Sixpence  willkürlich 
auf  einen  rechteckigen  Tisch  geworfen  werden,  durch  eine  all- 
gemeine Lösung  die  Wahrscheinlichkeit  zu  finden,  dass  die  drei 
Münzen  alle  auf  einer  zu  einer  Tischkante  parallel  gezogenen 
Geraden  liegen."  (Gestellt  von  W.  J.  C.  filier.)  Die  von 
Herrn  Biddle  gegebene  Lösung  dieser  Aufgaben  berücksichtigt 
offenbar  nicht  genügend  die  Schwierigkeiten,  welche  dann  ent- 
stehen, wenn  die  gezogene  Parallele  von  der  betreffenden  Kante 
um  weniger  als  den  Halbmesser  der  Münze  entfernt  ist.  In  der 
sich  an  diese  Lösung  anknüpfenden  Discussion  zwischen  den 
Herren  Biddle  und  Simmons  wird  der  Streit  durch  eine  Gegen- 
rechnung des  Letzteren  zuletzt  zum  Stillstand  gebracht,  was  seine 
nicht  immer  klaren  und  wohl  auch  nicht  durchweg  richtigen 
Einwände  nicht  vermocht  hatten.  Lp. 


FortTChr.  d.  Math.  XVni.  1.  12 
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W.  J.  C.  Miller,  D.  Biddle.     Solution  of  question  8282. 

Ed.  Times  XLV,  113-114. 

Folgendes  ist  die  von  Herrn  Miller  gestellte,  von  Herrn 
ßiddle  gelöste  Aufabe :  Eine  Münze  falle  beliebig  auf  ein  Gitter, 
das  aus  parallelen,  in  gleichem  Abstände  stehenden  Drähten  in 
einer  horizontalen  Ebene  gebildet  wird.  Jenachdem  der  Abstand 
zwischen  den  Drähten  gleich  1)  dem  Radius,  2)  dem  Durch- 
messer, 3)  dem  Umfange  der  Münze  ist,  werden  die  bezüglichen 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Durchfallen  der  Münze  mit  An- 
schlag an  das  Gitter  gegeben  durch 

Lp. 
D.  Biddle.     Solution  of  question  8100.     Ed.  Timee.  XLiv. 

76-78. 

„Drei  Kreise  mit  den  Durchmessern  1,  2,  3  werden  TöUig 
durch  einen  Tierten  vom  Durchmesser  4  umschlossen,  liegen  aber 
sonst  willkürlich  in  ihm.  Die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten 
zu  finden,  dass  ein  im  grösseren  Kreise  willkürlich  angenomme- 
ner Punkt  in  0,  1,  2,  3  der  kleineren  Kreise  liegt."  Zu  der 
Ton  Herrn  Biddle  gestellten  und  gelösten  Aufgabe  macht  Herr 
Simmons  folgende  Bemerkung:  „Herrn  Biddle's  Lösung  ist  so 
bewundernswert,  dass  ich  nur  äusserst  ungern  mein  Bedenken 
äussere,  dass  dieselbe  in  Wahrheit  zu  einer  anderen  Aufgabe 
gehört,  die  etwa  so  auszusprechen  ist:  Ein  Punkt  werde  will- 
kürlich auf  der  Peripherie  von  einem  Kreise  aus  einbr  Reihe 
von  20  concentrischen  angenommen,  so  dass  seine  Wahrschein- 
lichkeit, auf  einer  Peripherie  zu  liegen,  der  Länge  derselben  pro- 
portional gesetzt  ist;  die  Wahrscheinlichkeit  zu  finden,  dass  er 
im  Innern  von  1,  2,  3,  . . .  Kreisen  liege.  Die  genaue  Lösung 
von  Aufgabe  8100  kann  ohne  Integration  nicht  bewerkstelligt  wer- 
den, und  die  erforderliche  Integration  ist  von  einer  so  abscheu- 
lichen Art,  dass  sie  fast  hoffnungslos  erscheint."  Lp. 


M.  W.  Ckofton,  G.  Heppel.     Solution  of  question  8119. 

Ed.  Times.  XLIV.  8081. 
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Der  von  Herrn  Crofton  vorgelegte,  von  Herrn  Heppel  be- 
wiesene Satz  lautet:  Wenn  drei  beliebige  Punkte  innerhalb  eines 
Dreiecks  angenommen  werden,  so  ist  die  Wabrscbeinliebkeit  da- 
fBr,  dass  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  innerhalb  desjenigen 
liegt,  welches  die  drei  Punkte  zu  Ecken  hat,  g\e\ch  ^'^i^\og2, 

Lp. 


W.  J.  C.  Miller,  T.  C.  Simmons.    Solutions  of  questions 

8318   and   8444.      Ed.  Times.  XLV.  103-104. 

Die  von  Herrn  Miller  gestellten,  von  Herrn  Simmons  ge- 
lösten Aufgaben  lauten:  1)  Vier  Punkte  P,  0,  ß,  S  seien  belie- 
big auf  je  einer  Seite  eines  Vierecks  ABCD  angenommen;  die 
Wahrscheinlichkeit  zu  finden,  dass  der  Inhalt  von  PQRS  kleiner 
als  ein  Bruchteil  n  des  Inhaltes  von  ABCD  ist.  2)  Das  Resul- 
tat auf  den  Fall  eines  Rechtecks  anzuwenden  und  3)  zu  zeigen, 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  PQRS  kleiner  als  drei 
Viertel  von  ABCD  ist,  den  Wert  hat: 

i  +  ilog2  =  0,  991434. 

Lp. 


Weitere  Aufgaben  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
gestellt  von  B.  Easton,  B.  H.  Raü,  W.  J.  C.  Miller, 

A.    MaCF ARLANE,    T.    C.    SiMMONS ,    J.    WoLSTENHOLME, 

B.  Chakravartf,  D,  Biddle,  M.  W.  Crofton,  Steggall, 
F.  MoRLEY,  N.  Sarkar,  J.  O'Regan,  S.  Marks,  Matz, 
A.  Martin,  W.  J.  C.  Sharp,  H.  McColl  mit  Lösungen 
von  denselben  und  von  G.  G.  Storr,  A.  Gordon,  G. 
Heppel,  S.  Aiyar,  A.  Cayley,  A.  M.  Nash,  F.  R.  J. 
Hervey,   J.  Beyens,    L.  Tanner,    A.  Mükhopadhyay 

stehen  in  Ed.  Times.  XLIV.  39-40,  42-43,  48-50,  56-57,  60-61,  63-64, 

84-85.  97-99,  102-103,  109,  116-117.  XLV.  26-27,  3031,  32,  36,48,53, 
64-65,  71-72,  84-85,  88.  111-113,  123,  147,  148-150,  158. 

Lp. 
12* 
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W.  Veltmann.  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler 
nach  dem  Princip  symmetrisch  berechneter  Mittel- 
grössen.   Marburg.    Rlwert*Bche  Yerl.-Bachhndlg.    43.  S. 

Nachdem  der  Verfasser  in  den  beiden  ersten  Abschnitten, 
gewissermassen  als  Einleitung  zu  seiner  eigentlichen  Aufgabe, 
verschiedene  Sätze  über  Mittelgrössen  und  über  Determinanten 
entwickelt  und  begründet  hat,  kommt  er  in  Abschnitt  III  zu 
einer  Kritik  der  herkömmlichen  Begründung  der  Ausgleichungs- 
rechnung mit  Hülfe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Er  erblickt  die  Schwierigkei- 
ten, welche  sich  einer  befriedigenden  Theorie  des  gebräuchlichen 
Ausgleichungs Verfahrens  entgegenstellen ,  in  den  ungeeigneten 
Ausgangspunkten.  Von  einer  so  unsichern  Sache,  wie  den  soge- 
nannten Fehlergesetzen  dürfe  die  Ausgleichung  nicht  abhängig 
sein.  Dass  die  gesuchte  Grösse,  in  dem  einfachsten  Fall  der 
Ausgleichungsrechnung,  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den 
Beobachtungen  werden  muss,  sei  unmittelbar  einleuchtend,  auch 
liessen  sich  sachgemässe  Gründe  dafür  angeben.  Wenn  es  sieh 
nur  um  diesen  Fall  handelte,  so  würde  man  nicht  daran  ge- 
dacht haben ,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  anzuwenden, 
ebenso  wenig  würde  man  es  erforderlich  halten,  nachzuweisen, 
dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist.  Ganz 
ähnlich  verhalte  es  sich  aber  auch  bei  den  andern  complicirteren 
Fällen  der  Ausgleichungsrechnung;  die  ausgeglichenen  Werte 
seien  allemal  Mittelgrössen,  deren  Zweckmässigkeit  ebenso  un- 
mittelbar einleuchtend  oder  ebenso  einfach  zu  begründen  sei, 
wie  in  dem  einfachsten  Falle  des  arithmetischen  Mittels.  Mini- 
mum von  Quadratsummen,  Wahrscheinlichkeitsbeziehungen  etc. 
seien  hier  ebenso  überflüssig  wie  dort.  Die  Eigenschaft  der 
ausgeglichenen  Werte  der  Unbekannten,  Mittelwerte  zu  sein 
zwischen  denjenigen  Werten,  welche  man  durch  beliebige  Com- 
bination  der  Fehlergleichungen  erhält,  habe  deshalb  auch  als 
das  wahre  Princip  der  Ausgleichung,  das  Minimum  der  Summe 
der  Fehlerquadrate  dagegen  nur  als  secundäre  Folgerung  zu 
gelten.     Dass  Mittelgrössen  sich  auch  zur  Bestimmung  mittlerer 
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(nicht  sogenannter   wahrscheinlicher)  Fehler   eignen,   das   liege 
schon  in  dem  Begriff  derselben. 

Abschnitt  IV  behandelt  die  Bestimmung  einer  Grösse  aus 
uDmittelbaren  Beobachtungen,  bei  welchen  man  durch  Messung 
die  Werte  /,,/„...,/«  gefunden  habe.  Wären  die  Messungen  ge- 
nau gewesen,  so  wQrde  man  stets  denselben  Wert  gefunden 
haben,  die  Differenz  jedes  dieser  Werte  von  jedem  Torher- 
gehenden  wäre  immer  gleich  0.  Eine  Mittelgrösse  aus  den  ab- 
soluten Werten  dieser  Differenzen 


i 
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würde  also  ein  passendes  Mass  der  durchschnittlichen  Unge- 
nauigkeit  sein,  und  der  gesuchte  ausgeglichene  Wert  der  beob- 
achteten Grösse  stellt  sieh  auf 

',+'.+  -  +  ^« 


m 


was  noch  weiter  von  dem  Verfasser  begrOndet  wird. 

Diese  Betrachtung  bildet  den  Ausgangspunkt  fQr  die  Be- 
gründung der  complicirteren  Fälle:  Abschnitt  V.  Bestimmung 
einer  Grösse  aus  nicht  unmittelbaren  Beobachtungen,  Abschnitt  VI. 
Bestimmung  mehrerer  Grössen.  Es  wird  stets  vorausgesetzt, 
dass  die  in  Frage  kommenden  Gleichungen  die  zu  bestimmenden 
Grössen  in  linearer  Form  enthalten.  Die  Ausgleichung  wird 
auch  hier  auf  die  Bestimmung  von  Mittelgrössen  zurückgeführt, 
nur  treten  Quotienten,  bez.  Determinanten  an  die  Stelle  der 
Grössen  /  des  einfachsten  Falles.  Von  denselben  will  der  Ver- 
fasser kaum  mehr  behaupten,  als  dass  die  absoluten  Werte  der- 
selben weder  sämtlich  zu  gross,  noch  sämtlich  zu  klein  sein  wer- 
den, dass  also  der  beste  Wert  innerhalb  des  von  denselben  um- 
fassten  Intervalls  liegen  werde.  Der  Hauptgrund  bei  der 
Ausgleichung  nach  Mittelgrössen  bleibt  die  Vermeidung  der  Nach- 
teile einer  willkürlichen  Auswahl  von  Beobachtungen,  jede  der- 
selben trägt  mit  dem  vollen  ihr  zukommenden  Gewicht  zur  Bildung 
der  Mittelgrösse  bei.  Dieser  Mittelwert  behält  auch  dann  seine  Gel- 
tung, wenn  einseitig  wirkende  Fehlerursachen  vorkommen.  Auch 
in  diesem  Fall  wird  die  Genauigkeit  der  Resultate  der  mittleren 
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Genauigkeit  der  besseren  Beobachtungen  entsprechen,  und  somit 
durch  die  Ausgleichung  das  erreicht  werden,  was  ohne  nähere 
Kenntnis  jener  einseitig  wirkenden  Fehlerursachen  erreicht  wer- 
den kann. 

Von  den  erhaltenen  Werten  der  Unbekannten  wird  gezeigt, 
dass  sie  mit  denjenigen,  welche  sich  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ergeben,  übereinstimmen.  Der  allgemeine 
mittlere  Fehler  der  Beobachtungsreihe  stimmt  mit  dem  Gauss'- 
schen  vollständig  Qberein,  der  mittlere  Fehler  einer  Unbekann- 
ten ist  von  dem  Gauss'schen  durch*  einen  von  der  Zahl  der 
Beobachtungen  abhängenden  Factor  verschieden.  Die  Entwick- 
lung der  theoretischen  Begründung  lässt  sich  hier  nicht  weiter 
verfolgen,  da  dieselbe  mit  complicirten  Formeln  geführt  wer- 
den muss. 

Im  VII.  Abschnitt  endlich,  dem  letzten,  zeigt  der  Verfasser 
die  Ausführung  der  Rechnung,  für  welche  die  bei  der  Begrün- 
dung benutzten  Determinanten-Ausdrucke  nicht  geeignet  sind. 
Die  Rechnung  schliesst  sich  eng  an  diejenige  fllr  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  an,  und  ein  davon  abweichendes  Ver- 
fahren, welches  ebenfalls  hier  erläutert  wird,  würde  auch  bei 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  sehr  zweckmässig  zur  An- 
wendung gebracht  werden  können.  Ls. 


B.  HoMANN.  Die  wissenschaftliche  Fehler-Ausgleichung 
in  der  Markscheidekunst  nebst  entsprechend  ausge- 
wählten    Abschnitten      aus     der     höhern     Analysis. 

Freiberg.    Graz  &  Gerlach  (Joh.  Stettner). 

Die  kleine  Schrift  (55  S.)  ist  ein  Separatabdruck  aus  der  Ver- 
einsschrift des  Rheinisch-Westfälischen  Markscheidervereins,  und 
ist,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorbemerkung  angiebt,  auf  Wunsch 
des  genannten  Vereins  im  Jahre  1884  geschrieben,  dann  aber 
im  zweiten  Teil  „Ausgleichung**  durch  eine  Anzahl  von  Rech- 
nungsaufgaben vervollständigt  worden. 

Der  erste  Teil  enthält  in  kurzem  Abriss:  die  Differential- 
wie  die  Integralrechnung,  sowie  die  Auflösung  der  höheren  alge- 
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braischen  Gleichungen,  nebst  einer  grösseren  Anzahl  von  Auf- 
gaben, und  es  verdient  anerkannt  zu  werden,  dass  es  dem  Ver- 
fasser gelungen  ist,  eine  grosse  Menge  von  Stoff  in  durchaus 
fibersichtlicher  und  verständlicher  Weise  auf  wenige  Seiten  zu- 
sammenzustellen, ohne  durch  diese  Zusammendrängung  zu  er- 
müden. Selbstverständlich  konnte  auf  Einzelheiten,  auf  strengere 
Beweisführung  und  Begrfindung  nicht  eingegangen  werden.  Die 
Schrift  setzt  nach  unserer  Meinung  voraus,  dass  die  betreffenden 
Disciplinen  von  dem  Leser  bereits  früher  mehr  oder  weniger 
eingehend  studirt  worden  sind,  und  dass  hier  nur  in  aller  Kürze 
recapitulirt  werden  soll,  worauf  es  bei  der  praktischen  Ausübung 
der  Markscheidekunst  ankommt. 

In  dem  zweiten  Teil  ^Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate" 
hätten  wir  freilich  eine  etwas  eingehendere  Begründung  am  Platze 
gefunden.  Der  Verfasser  scheint  anzunehmen,  dass  dieselbe 
denjenigen,  für  welche  er  die  Schrift  bestimmt  hat,  vollkommen 
geläufig  ist.  In  dieser  Annahme  scheint  uns  indes  ein  Wider- 
spruch zu  liegen  mit  den  vielen  ganz  elementaren  Erläuterungen, 
welche  gegeben  werden.  Ls. 


S.  Newcomb.     A  generalized  theory  of  tbe  corabination 
of   observations,    so    as    to    obtain    the    best    result. 

Newcomb  Am.  J.  VIII.  343-366. 

In  den  einleitenden  Bemerkungen  zu  dieser  Abhandlung 
weist  der  Verfasser  darauf  hin,  dass  man,  ausgehend  von  dem 
bekannten  Fehlergesetz,  bei  einer  Reihe  von  Beobachtungen  er- 
warten dürfe,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler  nur  bei  einem 
Hundertstel  der  Zahl  der  Beobachtungen  überschritten  werde, 
während  die  Erfahrung  lehre,  dass  es  viel  häufiger  der  Fall  sei, 
auch  dass  es  überhaupt  zu  den  seltenen  Ausnahmen  gehöre, 
wenn  die  Verteilung  der  einzelnen  Fehler  ihrer  Grösse  nach 
jenem  Fehlergesetz  entspräche,  und  endlich,  dass  man  fast  jedes- 
mal einige  abnorm  grosse  Fehler  finde,  deren  Behandlung  stets 
grosse  Schwierigkeiten  bereite.  Gewöhnlich  empfehle  man  solche 
Beobachtungen  als  abnorm  ganz  auszuscheiden,   aber   es   fehle 
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an  einem  positiven  Kriterium,  an  welchem  man  erkennen  koooe, 
ob  eine  Beobachtung  als  abnorm  zu  betrachten  sei.  Bei  den 
Beobachtungen  von  Mercur-  und  Venus -Durchgängen  durch  die 
Sonnenscheibe  seien  die  grossen  Fehler  verhältnismässig  so  zahl- 
reich, dass  sich  eine  Trennung  zwischen  abnorm  und  normal 
vollständig  unausführbar  erweise. 

Die  übliche  Betrachtungsweise  gründe  sich  darauf,  dass  alle 
in  Frage  stehenden  Beobachtungen  in  gleicher  Weise  als  den 
Fehlern  ausgesetzt  angesehen  würden,  lediglich  in  den  zufälligen 
Umständen,  die  die  Fehler  erzeugen,  als  verschieden;  wenn  da8 
aber  nicht  der  Fall  sei,  wenn  wir  ein  System  von  Beobachtungen 
vor  uns  hätten,  von  denen  ein  Teil  mit  einem  kleinen,  ein  Teil  mit 
einem  grössern,  ein  dritter  Teil  mit  einem  noch  grössern  wahr- 
scheinlichen Fehler  behaftet  ist,  dann  würden  sich  die  Fehler 
des  ganzen  Systems  keineswegs  nach  dem  Fehlergesetz  ordnen 
lassen.  Und  ein  solches  Verhalten  finde  bei  fast  allen  astrono- 
mischen und  physikalischen  Arbeiten  statt.  Daraus  folge  dann, 
dass  aus  einer  Mischung  von  solchen  Beobachtungen  das  arith- 
metische Mittel  keineswegs  den  wahrscheinlichsten  Wert  liefere, 
vielmehr  dass  den  vom  Mittel  weiter  abweichenden  Beobachtungen 
ein  geringeres  Gewicht  beigelegt  werden  müsste. 

Es  wird  sodann  gezeigt,  dass  durch  die  abnormen  Beob- 
achtungen die  Gestalt  der  Wahrscheinlichkeits  Curve  wesentlich 
geändert  wird,  und  dass  dieselbe  sehr  verschiedene  Formen  an- 
nehmen kann^  so  dass  es  verschiedene  wahrscheinlichste  Werte 
giebt«  Da  entsteht  dann  die  Frage,  ob  auch  in  diesem  Fall  ein 
allgemeines  Princip  aufgestellt  werden  kann,  mit  dessen  Hülfe 
sich  ein  bestimmter  Wert  berechnen  lässt,  der  allen  andern  vor- 
zuziehen wäre,  und  welche  Hypothese  gemacht  werden  muss, 
um  uns  bei  der  Wahl  von  Fehlern  verschiedener  Grösse  zu 
leiten.  Im  praktischen  Leben  nehmen  wir  an,  dass  der  Nachteil, 
welchen  ein  Fehler  mit  sich  führt,  sich  zunehmend  steigert,  wenn 
der  Fehler  wächst,  und  daraus  entwickelt  der  Verfasser,  dass 
es  am  besten  sei,  anzunehmen,  dass  der  Nachteil  eines  Fehlers 
proportional  sei  dem  Quadrat  der  Grösse  des  Fehlers. 

Der  Wert  einer  Beobachtung  wird  dahin  definirt,  dass  er 
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umgekehrt  proportional  ist  der  Totalsumme  der  Fehler-Nachteile, 
die  dabei  in  Frage  kommen,  jeder  Nachteil  multiplicirt  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers,  was  auch  mit  der  gewöhnlichen 
Fehlertheorie  im  Einklang  steht.  Derjenige  Wert  einer  Beob- 
achtung, fBr  welchen  diese  Summe  ein  Maximum  wird,  verdient 
also  den  Vorzug,  er  tritt  an  die  Stelle  des  wahrscheinlichsten 
Wertes  und  die  Grösse  des  damit  verbundenen  Nachteils  an  die 
Stelle  des  wahrscheinlichsten  Fehlers  der  gewöhnlichen  Theorie. 
Der  weitaus  grösste  Teil  der  Abhandlung  beschäftigt  sich 
nun  mit  der  Aufstellung  der  Formeln,  welche  den  vorhin  erör- 
terten Principien  entsprechen,  so  wie  mit  der  Umformung  der- 
selben, um  sie  fttr  praktische  Aufgaben  verwendbar  zu  machen. 
An  Beispiele^  wird  die  Entwickelung  erläutert.  Ls. 


Ch.  M.  Schols.     Theorie  des  erreurs   dans   le  plau  et 

dans   Tespuce.      Delft  Add.  de  l'Ecole  Polyt.  II.  123-178. 

Uebersetzung   einer   früheren   Abhandlung   des   Verfassers. 
(Siehe  F.  d.  M.  VII.  1875.  114.)  6. 


F.  Y.  Edgeworth.     On  the  law  of  error  and  the  elimi- 
Dation  of  chance.     Phil.  Mag.  (5)  xxi.  303-324. 

Der  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  der  besondere  Fall 
in  der  Anwendung  des  Fehlergesetzes  auf  die  Elimination  des 
Zufalles  (chance),  wenn  die  Abweichung  vom  Mittelwerte  sehr 
gross  ist,  „so  gross,  um  den  Zweifel  zu  erregen,  ob  das  Fehler- 
gesetz, um  welches  sich  die  ganze  Theorie  dreht,  richtig  erfüllt 
ist^.  Es  wird  der  Nachweis  versucht,  dass  die  gewöhnliche  Formel 
f&r  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Betrag  der  Abweichung  in 
einer  angegebenen  Richtung  bloss  vom  Zufalle  herrührt,  nämlich 

-—= —  e"t^dxy  „im  allgemeinen  hinlänglich  genau 

ist,  oder  wenigstens  darin  zuverlässig,  dass  sie  eine  obere  Grenze 
für  die  Wahrscheinlichkeit  des  blossen  Zufalls  liefert,  ein  Beweis- 
grund a  fortiori  für  das  Gesetz;   dass  jedoch  in  einer  gewissen 


186     1^'  Abscboitt.  WahrBcheiDlichkeitsrechDQog  o.  OombiDationsIehre 

Klasse  von  Fällen  eine  Correction  erforderlich  und  in  einer  ge- 
wissen  Art  innerhalb  jener  Klasse  erreichbar  ist". 

Gbs.  (Lp.) 


F.  Y.  Edgkworth.     On  the  deternoination  of  the  inodulus 

of  errors.     Phil.  Mag.  (5)  XXI.  500-507. 

Da  bei  der  Anwendung  des  Fehlergesetzes  häufig  die  Be- 
stimmung einer  gewissen  Gonstante  verlangt  wird,  so  wird  zu 
ihrer  schnellen  Auswertung  ein  Verfahren  angegeben.  Die  Gon- 
stante kann  als  das  „mittlere  Fehlerquadrat"  unter  der  Voraus- 
setzung beschrieben  werden,  dass  der  Schwerpunkt  der  Punkt 
des  Nullfehlers  ist;  kurz  der  Trägheitsradius  für  die  Leichtig- 
keitscurve  (facility  curve),  unter  welche  eine  gegebene  Beobach- 
tung sich  einordnet.  Gbs.  (Lp.) 


P.  PizzETTi.     ün   teorema  relativo  all'  errore    medio  di 
una  funzione  di  quantitk  deterininate  dalP  esperienza. 

Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  II.  597-602. 

Wenn  in  der  Function 

F  =  L,  +  L,x  +  L,y  +  ...  +  L„t 
die  Werte  x,  y,  *..,  t  aus  directen  Beobachtungen  abgeleitet  sind, 
so  lässt  sich  der  mittlere  Fehler  von  F  immer  berechnen;  sind 
aber  x,  y,  ••*,  t  aus  einem  System  indirecter  Beobachtungen  mit 
Htllfe  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnet  worden, 
und  hat  man  die  denselben  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen 
nicht  aufbewahrt,  so  ist  man  im  allgemeinen  nicht  im  Stande, 
den  mittleren  Fehler  von  F  zu  bestimmen.  Dies  wird  von  dem 
Verfasser  nachgewiesen,  und  es  wird  gezeigt,  dass  sich  in  die- 
sem Falle  Grenzwerte  für  den  mittleren  Fehler  angeben  lassen. 

Ls. 


W.  KüTTNER.     Zur   mathematischen  Statistik.     Antwort 
auf  die  Angriffe  des  Herrn  Dr.  Zimmermann.      Schlö- 


milch  Z.  XXXI.  246. 
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Im  Jahrgang  XXV  der  SchlömilcVschen  Z.  p.  11-25  (F.  d.  M. 
XII.  1880.  166)  hat  Herr  Küttner  folgenden  Satz  veröffentlicht. 

^Wenn  n  Ereignisse,  die  von  n  von  einander  unabhängigen 
Ursachen  bedingt  werden,  sich  sämtlich  oder  teilweise  aus- 
schliessen,  d.  h.  wenn  das  vorherige  Eintreffen  des  einen  oder 
des  andern  das  Eintreffen  mehrerer  oder  aller  übrigen  unmöglich 
macht,  so  kann  bei  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  doch 
dieses  Abhängigkeitsverhältnis  nicht  in  Frage  kommen,  weil, 
wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  oder  mehrerer  Ereignisse  von 
dem  Zusammentreffen  durch  unsere  Sinne  unterschieden  werden 
soll,  immer  ein  endliches,  wenn  auch  noch  so  kleines  Zeitinter- 
vall zwischen  denselben  liegen  muss.  FQr  ein  unendlich  kleines 
Zeitintervall  werden  daher  derartige  abhängige  Ereignisse  un- 
abhängig von  einander,  und  die  Sätze  der  unabhängigen  Wahr- 
scheinlichkeiten sind  auf  sie  anwendbar." 

Herr  KQttner  hatte  diesen  Satz  auf  die  Verhältnisse  der 
Sterblichkeit  und  der  Dienstuntauglichkeit  der  Activen  ange- 
wendet, Herr  Zimmermann  jedoch  erklärt  denselben  in  seinem 
Werke:  „Ueber  DienstunfShigkeits-  und  Sterbensverhältnisse" 
nicht  nur  in  seiner  Anwendung  auf  den  vorliegenden  Fall,  son- 
dern im  allgemeinen  fttr  unrichtig,  und  deutet  an,  dass  der  Be- 
weis nach  der  Grenzmethode  geführt  werden  müsste,  um  zuge- 
lassen zu  werden. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  dieser  Beweis  von  Herrn 
Küttner  geliefert.  Ls. 


F.  RoNCHETTi.     Saggio  di  aritmetica  dei  titoli  di  credito. 

Batt.  G.  XXIV.  242-269. 

Es  werden  Formeln  entwickelt  und  Aufgaben  gelöst  für  die 
Berechnung  von  Anleihepapieren,  bei  denen  eine  regelmässige 
Amortisation  stattfindet.  Ls. 


C.  KiHM.    Die  Gewinnsysteme  nait  steigenden  üividenden 
bei  der  Lebensversicherung.    Zürich.  Oreii  püssH  &  Co.  9i  s. 


Igg     IV.  Abechoitt.  WahrscheiolichkeitsrechDang  a.  CombioatioDfilehre. 

Besprechung  dieser  VeröflFentHchu ug.      Ruodschau  der  Ver- 

sicherongeo.    XXX  VI.  125-131. 

ZiLLMER.    Besprechung  dieser  VeröfFentüchung.     Zeiuchrift 

für  VersicberuDgaweseo.   Jahrgang  1886  No.  18.    II.  Beilage.  224-225. 

C.  KiHM.    Die  Gewinnsysteme  mit  steigenden  Dividenden 
bei  der  Lebensversicherung  I  und  IL    Zeitschrift  für  Ver- 

BicheroDgeweseD.   No.  34.   39H-404  and  No.  35.  409-411. 

Eine  Reihe  von  Lebensyersicberungs- Gesellschaften  hat  die 
Bestimmung  getroffen,  dass  die  Dividenden,  welche  sie  aus  ihren 
Gewinnen  an  die  Versicherten  zurQckzahlen,  in  ihrer  Höhe  ab- 
hängig sind  von  dem  Alter  der  Versicherungen,  so  dass  bei  im 
übrigen  gleichen  Verhältnissen  diejenigen  Versicherten,  deren 
Versicherung  bereits  seit  längerer  Zeit  besteht,  eine  höhere  Divi- 
dende beziehen,  sei  es  nun,  dass  dieselbe  der  Anzahl  der  Ver- 
sicherungsjahre (den  überhaupt  gezahlten  Prämien),  sei  es,  dass 
sie  dem  sogenannten  Deckungskapital  (der  Prämien  -  Reserve) 
proportional  gesetzt  wird.  Herr  Kihm  vermisst  bei  diesen  Ge- 
sellschaften eine  genaue  Berechnung  über  die  Höhe  der  Procent- 
sätze, und  eine  Reserveberechnung,  welche  darüber  Aufschluss 
geben  soll,  ob  der  gewählte  Procentsatz  richtig  ist.  Er  will  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  zeigen,  wie  nach  seiner  Ansicht 
die  Höhe  der  Dividenden  ermittelt  und  die  Berechnung  der  Re- 
serve vorgenommen  werden  soll. 

Die  erforderlichen  Formeln  werden  abgeleitet  und  auf  Grund 
der  damit  gewonnenen  Resultate  wird  beispielsweise  das  Ver- 
fahren verschiedener  Gesellschaften  einer  kritischen  Besprechung 
unterzogen. 

In  der  Rundschau  der  Versicherungen  wird  die  Arbeit  des 
Herrn  Kihm  sehr  abfällig  beurteilt,  und  gezeigt,  dass  derselbe 
zu  unrichtigen  Resultaten  kommen  musste,  weil  er  von  irrigen 
Voraussetzungen  ausgegangen  ist. 

In  ähnlicher  Weise  spricht  sich  auch  Herr  Zillmer  in 
der  Zeitschrift  für  Versicherungswesen  aus.  Er  bemerkt,  dass 
gegen  die  Formelcntwickelung  nichts  einzuwenden  sei,  wenn 
man  die  Voraussetzungen  zugiebt,  er  sucht  indes  nachzuweisen, 
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dass  die  von  Herrn  Eihm  geroachten  Voraussetzungen  nicht  zu- 
treffen. 

Herr  Eihm  nimmt  sodann  den  Gegenstand  in  No.  34  und  35 
der  Zeitschrift  ftlr  Versicherungswesen  nochmals  wieder  auf,  und 
f&hrt  aus,  wie  sich  die  Formeln  ändern  werden,  wenn  man  an- 
dere Voraussetzungen  macht,  und  welche  Ergebnisse  sich  in 
diesem  Falle  herausstellen.  Ls. 


H.  Zimmermann,    üeber  Dienstunfähigkeits-  und  Sterbens- 

verbältnisse.      Berlin.  Pattkammer  &  Mühlbrecht.  109  S. 

Diese  verdienstvolle  Veröffentlichung  ist  erfolgt,  wie  wir 
aus  der  dem  Titel  beigef&gten  Bemerkung  ersehen,  im  Auftrage 
des  Vereins  Deutscher  Eisenbahn  -  Verwaltungen ,  sie  bildet  ge- 
Wissermassen  die  Fortsetzung  der  unter  dem  Titel:  Statistik  der 
Mortalitäts-,  Invaliditats-  und  Morbilitäts  -  Verhältnisse  bei  dem 
Beamten -Personal  der  deutschen  Eisenbahn -Verwaltungen  wäh- 
rend der  Jahre  1868-1873  mit  Nachträgen  fUr  die  Jahre  1874-1883 
veröffentlichten  Arbeiten  des  Herrn  6.  Behm.  Herr  Zimmer- 
mann hat  sich  der  mühevollen  Arbeit  unterzogen,  das  gesamte 
Material  der  Dienstunfähigkeits-  und  Sterbens-Statistik  Deutscher 
Eisenbahn- Verwaltungen,  welches  seit  dem  Jahre  1868  gesammelt 
worden  ist,  bis  einschliesslich  zum  Jahre  1884  zur  Aufstellung 
von  Tafeln  zu  verwerten,  und  dadurch  einen  wesentlichen  Bei- 
trag geliefert  für  die  Erforschung  der  Invaliditätsverhältnisse. 
Die  vorliegende  Schrift  enthält  nicht  nur  die  Beobachtungszahlen 
selbst  und  die  daraus  abgeleiteten  Tafeln,  sie  giebt  auch  bis  im 
einzelnen  davon  Rechenschaft,  wie  dies  geschehen,  von  welchen 
Grundsätzen  der  Verfasser  ausgegangen,  und  welches  Verfahren 
er  dabei  eingeschlagen,  so  dass  ein  jeder,  welcher  die  Tafeln 
benutzen  will,  dies  nicht  kritiklos  zu  thun  braucht,  sondern  sich 
selbst  andere  Zahlen  aus  dem  Material  ableiten  kann,  wenn  er 
es  für  gut  befindet. 

Gleich  im  Beginne  seiner  Arbeit  erörtert  Herr  Zimmer- 
mann seine  Auffassung  über  den  Begriff  der  Sterbenswahrschein- 
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lichkeit  eines  Diensttauglichen  sowie  über  die  Verbindung  zwi- 
schen Sterbens-  und  Dienstunfähigkeitswahrscheinliehkeiten.  Es 
haben  sieh  auf  diesem  Gebiet  abweichende  Ansichten  gebildet, 
die  daraus  entstanden  sind,  dass  das  Eintreten  des  Todes  bezw. 
der  Dienstunfähigkeit,  wenn  auch  in  gewissem  Sinne  von  ein- 
ander unabhängig,  doch  in  ihrer  Aufeinanderfolge  der  Beschrän- 
kung unterliegen,  dass  eine  Person  wohl  erst  dienstunfähig  wer- 
den und  dann  sterben  kann,  aber  nicht  umgekehrt.  Von  der 
einen  Seite  wird  behauptet,  dass  man  trotz  dieses  Verhaltens 
den  Begriff  einer,  sagen  wir  „unabhängigen^  Wahrscheinlichkeit, 
dienstunfähig  zu  werden,  einführen  dürfe,  welche  vorhanden  sein 
würde,  wenn  die  Activen  der  Sterblichkeit  nicht  unterworfen 
wären,  und  ebenso  eine,  sagen  wir  „unabhängige"  Wahrschein- 
lichkeit des  Sterbens  der  Activen,  wenn  dieselben  nicht  dienst- 
unfähig, und  in  Folge  dessen  unter  ein  anderes  Sterblichkeits- 
verhältnis treten  würden.  Herr  Zimmermann  verwirft  die 
Einführung  dieses  Begriffes  als  überflüssig  und  den  thatsächlichen 
Verhältnissen  nicht  entsprechend,  bestreitet  auch  die  Richtigkeit 
der  zur  Begründung  derselben  gegebenen  Beweise,  und  u.  a. 
auch  diejenige,  welche  Herr  Küttner  in  verschiedenen  Arbeiten 
geliefert  hat.  Da  der  Referent  früher,  1876,  in  diesem  schon 
alten  Streit  selbst  Partei  ergriffen  hat,  so  würde  es  nicht  passend 
sein,  an  dieser  Stelle  irgend  ein  Urteil  auszusprechen  und  da- 
durch die  Grenzen  einer  vollständig  objectiven  Berichterstattung 
irgendwie  zu  überschreiten. 

In  dem  Abschnitt:  „Die  Methode  der  Bearbeitung^  wird  das 
eingeschlagene  Ausgleichungsverfahren  eingehend  erörtert,  und 
bei  dieser  Gelegenheit  werden  auch  Gesichtspunkte  von  allge- 
meinerer Bedeutung  beleuchtet.  Wenn  der  Verfasser  indes  aus 
einem  Vergleich  zwischen  der  Ausgleichung  der  Sterbenstafel 
JI^  (Healthy  Males)  der  20  englischen  Gesellschaften  einerseits 
durch  Woolhouse  gegeben,  andererseits  durch  Wittstein  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  Grund  einer  von  ihm 
aufgestellten  Sterblichkeitsfunction  sich  zu  Gunsten  der  Wool- 
house'schen  Methode  entscheidet,  so  können  wir  dieser  Schluss- 
folgerung nicht  zustimmen.   Das  Resultat  der  Ausgleichung  spricht 
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vielleicht  gegen^die  von  Wittstein  gewählte  Function,  aber  keines« 
wegs  gegen  die  Anwendbarkeit  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

Den  Zahlentabellen  ist  auch  eine  Curventafel  angefügt. 

Ls. 


RozMARYNOWicz.  Die  matbematiscben  Grundlagen  der 
Lebensversicberungsrechnung  mit  Anwendung  auf  die 
Pensions- Kaftsen,  berausgegeben  von  B.  Danielewicz. 

Warschaa.  (Po]Di8ch\ 

Dn. 


Fünfter  Abschnitt 

K  e  i  h  e  n. 

Gapitel  1. 
Allgemeines. 

R.  GbigenmOllbr«  Elemente  der  höheren  Mathematik 
zugleich  als  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben 
aus  der  algebraischen  Analysis,  analytischen  Geo- 
metrie, Differential-  und  Integralrechnung.  Für  tech- 
nische Lehranstalten  und  zum  Selbststudium.  I.  Alge- 
braische Analysis  enthaltend.  MiUweida.  Polyt.  Bochhaodl. 
(R.  Schulze).  61  S.  8o. 

Fttr  „Schuler,  von  welchen  anfangs  nur  die  Kenntnis  der 
Hauptsätze  der  niederen  Mathematik,  sowie  einige  Geläufigkeit 
im  algebraischen  Rechnen  und  im  Lösen  von  geometrischen 
Constructionsaufgaben  vorausgesetzt  werden  darf^,  entwickelt 
der  Verfasser  in  möglichst  einfacher  Weise  im  vorliegenden 
Hefte  den  binomischen  Lehrsatz  fttr  beliebige  Exponenten,  die 
Lehre  von  den  Gleichungen  (kubische  Gleichungen,  Newton's 
Näherungsmethode  f&r  numerische  Gleichungen),  den  Begriff  der 
Function  und  des  Grenzwertes  einer  Function,  die  Theorie  der 
unendlichen  Reihen  mit  Einschluss  der  Reihe  für  e,  die  Zer- 
legung rational  gebrochener  Functionen  in  Partialbrüche. 

Lp. 
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P.  Mansion.     Sur  le  principe  de  Substitution  des  infini- 
ment  petits.     Braz.  8.  sc.  X.  a.  47. 

In  einer  Grenze  einer  arithmetischen  Summe  oder  eines 
Verhältnisses  unendlich  kleiner  Grössen  kann  man  ein  unendlich 
kleines  a  durch  ein  anderes  ß  ersetzen,  dessen  Grenzverhältnis 
v  =  ß:a  die  Einheit  ist,  „selbst  wenn  man  alle  Veränder- 
lichen, von  denen  dieses  Verhältnis  abhängt,  auf  eine  unabhän- 
gige Weise  gleichzeitig  oder  nicht  gleichzeitig  sich  ändern  lässt". 
Mancher  Schriftsteller  hat  die  hier  hervorgehobene  Bedingung 
ausser  Augen  gelassen.  Mn.  (Lp.) 


P.  Mansion.       Principes    g^n^raux    de    la    th^orie    des 

limites.      Maiheais.  VI.  2ti5-272. 

Mn. 


M.  D*OcAGNE.      Sur  un  probl^me  de  limite.     Matheeis.  vi. 

76-79. 

Mn. 


L.  KöNiGSBERGER.     Ueber  eine  Eigenschaft  unendlicher 

Reihen.      Klein  Ano.  XXVII.  397-402. 

Der   Satz:     „Wenn    die   unbeschränkt    convergente    Reihe: 

7'iW+9*i(^)  +  9*tC^)H — ?  iß  welcher  (fX-^)^  ^t(^)»  •••  »'^'i^- 
nale  Functionen    von  x  bedeuten,   deren  Coefficienten    rational 

aus  Q  beliebigen  Grössen  d,,  d^,  . . .,  d^  zusammengesetzt  sind, 
die  Eigenschaft  hat,  dass  ihr  stets  nur  solche  x  ein  und  den- 
selben Wert  erteilen  können,  welche  nicht  zugleich  Lösungen 
einer  mit  Adjungirung  von  ^^^  ^^^  > » -i  3g  irreductiblen  Gleichung 
sein  können,  so  wird  dieselbe  von  einer  bestimmten  Grenze  an 
für  in  d],  d„  .. .,  do' rationale,  algebraische  und  transcendente 
Werte  der  Variabein  stets  für  beliebig  grosse  aber  endliche  n 
entsprechend  selbst  wieder  rationale,  algebraische  und  transcen- 
dente Werte   annehmen,    gleichgültig   welcher  Natur   der  Wert 

Forucbr.  d.  Math.  XVIII.  1.  13 
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der  unendlichen  Reihe  selbst  f&r  das  gewählte  x  ist*';  dieser 
Satz  wird  bewiesen  und  auf  die  Functionen  e*  und  sin  x  ange- 
wandt. Wz» 


M.  Lerch.     Ueber  die  Punktmengen  und  ihre  Bedeutung* 
für  die  Analysis.     Cas.  XV.  211.  (Böhm.) 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  sich  der  Begriff  des  Grenzwertes 
zum  Zwecke  gewisser  Untersuchungen  verallgemeinern  lässt.  Ist 
^0)  ^n  ^ii '  '  "i  ^n  "  '  6^06  unendliche  Folge  von  reellen  Grössep, 
so  wird  die  Gesamtheit  der  Elemente  der  Ableitung  von  der 
Punktmenge  (a^),  vermehrt  um  die  unendlich  wiederholten  Ele- 
mente Or  selbst,  eine  arithmetische  Ableitung  genannt,  und 
mit  D  (ay)  bezeichnet.    Dieser  Begriff  wird  eingeführt,  um  einige 


y=:x 


Convergenzkriterien  präciser  ausdrücken  zu  können:  Die  Anwen- 
dungen beziehen  sich  auf  das  Cauchy'sche  Convergenzkriterium 

lim  "^'  <  1,  welches  sich  in  allgemeinerer  Weise  so  ausdrückt, 
dass  die  arithmetische  Ableitung    D  (—^^ii-)  aus  echten  Brüchen 

r=OD^     Uy      / 

besteht.  Diese  hinreichende  Bedingung  ist  aber  keine  notwen- 
dige.    Der  Y^J'fasser  giebt  zwei  Beispiele,  nämlich 

und 

wobei  d  <  I,  ^>  I,  d|/^<  1;  im  ersten  Falle  besteht  die  arith- 
metische Ableitung    D  (  ^^""^^  j  aus  den  beiden  Stellen  (0,  00), 

im  zweiten  dagegen  aus  den  Stellen  (<J,  00).  Dadurch  wird  be- 
wiesen, dass  der  auf  dem  Gauchy'schen  Convergenzkriterium  be- 
ruhende Beweis  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Potenzreihen 
im  allgemeinen  falsch  ist  —  Schliesslich  geht  der  Verfasser 
zum  Begriffe  des  „Grenzwertsystems"  über,  dem  man  bei  einem 
stetigen  Grenzübergänge  begegnet  Als  Beispiele  werden  nament- 
lich zwei  Fälle  angeführt:    Die  Tangentenmenge  einer  stetigen 
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richtuDgslosen  Curve  und  das  Dicbtigkeits-System  eines  Körpers 
in  einem  bestimmten  Funkte.  Std. 


A.  GuTZMBR^r     Sur  une  s^rie  consid^r^e  par  M.  Lerch. 

Teizeira  J.  YIII.  33-36. 

Es  wird  die  Reihe  untersucht:' 

y  y 

in  der  (l^g^)  den  ganzen  Teil  des  gewöhnlichen  Briggs'schen 
Logarithmus  von  p  bedeutet  und  in  welcher  die  Grössen  d  und  g 

positiv  sind  und  zwar  d  <  1,  ^>  1,  aber  derart  dass  öYg  <  1. 
Herr  Lerch  hat  bewiesen,  dass  für  Werte  von  v  von  der  Form 
l(y— 1  der  Quotient  11^4.1:11^  beliebig  gross  wird,  trotzdem  die 
Reihe  convergent  ist.  (Siehe  F.  d.  M.  XVII.  1885.  207  und  oben 
S.  194.)  Herr  Gutzmer  zeigt,  dai^s  man  die  vorliegende  Reihe  2uy 
in  eine  andere  J^t?^  transformiren  kann ,  in  welcher  der  Quotient 
pju^i  :t>^  immer  <  1  ist.    Es  ergiebt  sich 

y  fi  fi  -l       O 

Tx.  (Hch.) 


V.  MoLLAMK.     Sopra  una  serie  speciale   per   la  rappre- 
sentazione  d'una  quantitk  reale   variabile   nell'  iuter- 

vallo   (0  ...  Cl).      Atti  deir  Accademia  Gioenia  di  Scienze  Natarali 
di  Catania.  (3)  XIX.  1B86. 

Bezeichnet   man   mit  nik  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe 
von  ganzen  positiven  Zahlen  m,,  m,,  ...,  die  den  Bedingungen 

genQgen  (wo  aber  das  Gleichheitszeichen  nicht  durchgängig  vor- 
kommen darf),  und  ist  x  eine  veränderliche  Grösse,  welche 
sämtliche  Werte  eines  positiven  Intervalles  0  . . .  a  (die  Grenz- 
werte ausgeschlossen)  annehmen  kann,  so  lässt  sich  fQr  jeden 
Wert  von  x  eine  und  nur  eine  Reihe  wijt  derart  angeben,  dass 

13* 
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X  =  a( 1 1 1 ) 

ist.    Die  Reihe   ist  endlich  oder  unendlich,  jenachdem   —    ra- 
tional oder  irrational  ist. 

Sind  n  Reihen  int  vorhanden,  nämlich  Oi^,  «2,*,  ...,  ^«,t»  ^^ 
convergirt  die  Reihe 

1  +-1-+...+      ' 


«1,1  Ol,|02,l  «1,1 0^2,1  ...  fl^«,! 

+ ! + ^ +... 

«1,1  «2,1  •••ö„,i  01,2  fll,l  «2,1...  ön,l  «1,202,2 

1 

+ 


«1,1  «2,1  . .  •  ö|i,l  öl,2  «2,2  . .  .  ««,2 
+ 

und  ihre  Summe  ist  eine  irrationale  Zahl  des  Intervalles  0...  1. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  das  folgende  Theorem,  das  aber 
eine  nur  scheinbare  Verallgemeinerung  des  bekannten  Cantor*- 
schen  Satzes  (Acta  Math.  IL  310)  bildet: 

Sind: 

X    =  a( 1 1 ), 

'  ^   «l.l  «1,1  «1,2  ^' 

rr,   =  a( 1 [-  •  •), 

^  «2,1  «2,1  «2,2  ^ 


Xn  =  a(-- V  „     „       +•••) 

^    «n,t  «11,1  «»,2  ^ 

n  unabhängige  veränderliche  Grössen,  die  jeden  Wert  des  Inter- 
valles 0  . . .  a  annehmen  können,  der  zu  a  in  irrationalem  Ver- 
hältnisse steht,  und  ist 

eine  veränderliche  Grösse  von  derselben  Beschaffenheit  im  Inter- 
valle 0  . . .  /},  so  lässt  sich  eine  eindeutige  und  vollständige 
Correspondenz  zwischen  den  Wertsystemen  (j?,,  a?,, ...,  a?„)  einer- 
seits und  den  Werten  y  andererseits  aufstellen.  Vi. 
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T.  J.  Stieltjes.     Recherches   sur  quelques  s^ries  semi- 

CODVergentes.      Add.  de  rfic.  Norm.  (3)  III.  201-258. 

Heihen  von  der  Form: 

worin  a  als  reell  und  positiv  vorausgesetzt  wird,  nennt  der 
Herr  Verfasser  semiconvergente  und  teilt  sie  in  Reihen  erster 
und  zweiter  Art,  je  nachdem  das  Vorzeichen  der  Glieder  wech- 
selt oder  unverändert  bleibt.  Die  letzteren  bilden  den  haupt- 
sächlichsten Inhalt  der  Abhandlung.  Um  solche  Reihen  zur 
numerischen  Berechnung  der  durch  sie  dargestellten  Functionen 
benutzen  zu  können,  hat  man  ein  Restglied  Rn  zu  bestimmen, 
das  man  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  der  Reihe  hinzu- 
zufügen hat.  Nimmt  man  für  a  sehr  grosse  Werte,  so  nehmen 
die  Glieder  der  Reihe  mit  wachsendem  Index  zunächst  ab,  um 
nachher  über  jede  Grenze  zu  wachsen.  Die  zu  lösende  Aufgabe 
besteht  also  in  der  Ermittelung  desjenigen  Wertes  von  n,  für 
welchen  Rn  sein  Zeichen  wechselt,  mithin  in  der  angenäherten 
Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  Rn  =  0,  worin  n  als 
eine  stetige  Veränderliche  betrachtet  wird.  Wünschenswert  wäre 
es,  wenn  dieser  Zeichenwechsel  von  Rn  in  der  Nähe  des  klein- 
sten Gliedes  der  Reihe  stattfände,  und  bei  den  vom  Herrn  Ver- 
fasser behandelten  Beispielen  ist  dies  der  Fall.  Die  angenäherte 
Lösung  der  Gleichung  Ä„  =  0  hat  die  Form: 

sie  ergiebt  sich,  indem  man  das  zu  einem  in  der  Umgebung 
des  kleinsten  Gliedes  der  Reihe  befindlichen  Gliede  T,  gehörige 
Rn  in  eine  nach  abnehmenden  Potenzen  von  n  fortschreitende 
semiconvergente  Reihe  entwickelt. 

In  vielen  Fällen  ist  es  nicht  erforderlich^  die  Reihe  soweit 
fortzusetzen,  bis  i{«  das  Zeichen  wechselt;  es  lässt  sich  der  Grad 
der  Annäherung  angeben,  wenn  die  Reihe  bei  einem  beliebigen 
Gliede  abgebrochen  wird. 

Das  erste  Beispiel  ist  der  Integrallogarithmus:   li(e'')]    der- 


•dv 
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selbe  wird  in  die  bekannte  Reihe  entwickelt,  und  dem  Restglied 
die  Form 

gegeben.    Setzt  man  a  =  n-\-Tj^  so  wird 

wo  A,  k  endliche  Grössen  bedeuten  und  die  Integrale  von  0  bis 
1  — Ä  und  von  1  +  ä  bis  oo  unterdrückt  werden  durften.  Setzt 
man  jetzt  rc""*'  =  e~^-'',  1 — v  =  /,  so  ist  (l— 0^  =  *^~**;  ^^ 
hinreichend  kleine  Werte  von  x  kann  daher  (  (und  c"'?*')  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  werden.  Dadurch  nimmt  das  erste 
Integral  die  Form: 

an,  worin  L  nur  von  h  abhängt,  A^^  ^4,,  ...  Functionen  von  tj 
sind.  Durch  die  Forderung,  dass  die  Reihe  \'\'A^x+A^x^-\-^^' 
zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  convergent  sei,  ergiebt  sich 
für  h  eine  numerische  Constante.  Addirt  man  hierzu  das  in  ähn- 
licher Weise  umgeformte  zweite  Integral,  so  wird: 

Rn  ==  2e-<*f^e'^'\A^-\A^x^-\-A,x^+^"\dx, 

0 

und  durch  Integration: 


Der  Wert  von   i;,    für  welchen  Ä,  =  0  wird,   kann  daher 
nach  Potenzen  von  n  entwickelt  werden: 

und  da  a  =  114- 17  ist,  so  erhält  man: 

1  8      ,         Iß 

*      40fja  ^    255  l5o' 
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g 

Beschränkt  man  sich  bei  der  Berechnung  auf  a— |—  aöfT^  ^^ 
ist   der  f&r  n  begangene  Fehler  eine  Grösse  von  der  Ordnung 

&*y ,    derjenige   für  /i(«")  von   der  Ordnung   ^ 

In  analoger  Weise  werden  die  Functionen: 

/*  sin  aw.  /**fico8aM  ,         »       1 

bebandelt.  Dagegen  führen  log  r(a)  und  die  beiden  Integrale 
J(a),  K(a)  der  Differentialgleichung: 

nämlich : 

r/  \        1     /'"•^^  cosau    ,        -,,  .        2     /*  cosow    . 
J(a)  =  —  /        , du ;    lif(a)  =  —  /        .  ati 

zu  Reihen  erster  Art.  Der  Herr  Verfasser  zeigt  nun,  wie  man 
log  r(ai),  J(ai),  K(ai)  definiren  kann,  und  gelangt  dadurch  zu 
Reihen  zweiter  Art,  die  er  eingehend  behandelt.  Wz. 


Cahen.     Note  sur  la  tb^orie  des  stJries.    Noav.  Aon.  (3)  V. 

535-538. 

In  einer  Reihe,  deren  Glieder  positiv  sind,  gehe  -^^  bei 
unendlich  wachsendem  n  durch  kleinere  Werte  in  den  Grenz- 
wert 1  über.     Man   setze  — ^^  =  -r-; —   und  suche  die  Grenze 

tin         l+of„ 

von  »a«.  Je  nachdem  diese  Grenze  >  I,  resp.  <  l  ist,  conver- 
girt,  resp.  divergirt  die  Reihe.  Dieses  von  Duhamel  aufgestellte 
Kriterium  vervollständigt  der  Herr  Verfasser:  Setzt  man 
non  =  1+/*»?  ßo  divergirt  die  ßeihe,  wenn  die  Grenze  von 
nßn  von  +  00  verschieden  ist.  Wz. 


Ed.   Wbyr.       Deux    remarques     relatives     aux     s^ries. 

TeJxeira  J.  VHI.  97-100. 

Zuerst  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  in  einer  convergenten 
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Reihe  mit  positiven  Gliedern  von  einem  beliebigen  Gliede  an 
die  Glieder  immer  so  zusammenfassen  kann,  dass  der  Quotient 
zweier  auf  einander  folgender  Glieder  der  neuen  Reihe  kleiner 
ist  als  eine  beliebige  positive  Zahl,  die  kleiner  als  1  ist. 

Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  Reihen  mit  complexen 
Gliedern.  Herr  Weyr  zeigt,  dass  man  in  jeder  convergentea 
Reihe  die  Glieder  so  in  Gruppen  vereinigen  kann,  dass  die  so 
gebildete  neue  Reihe  absolut  convergent  ist.         Tx.  (Heb.) 


T.  J.  Stieltjes.     Sur   les   s^ries    qui   procfedent   suivaiit 
les  puissances  d'uiie  variable.    CR.  cm.  1243-1246. 

Ist    f(x)  =  ^fln^"    convergent    für  0^a;^l,    so  existirt 

0 

/*'(!)  nicht  notwendig,  wie  das  Beispiel: 

f(x)  =  ( l -x)  sin  (log  -j3^) 

zeigt. 

Ob   aus    der  Voraussetzung,    dass  /*(1)  existirt   und  einen 

endlichen    Wert    hat,     allein    gefolgert    werden    darf,  dass 

lim /*(a:),=i  =  /*(!)  ist,   bleibt   zweifelhaft   (ist  berechtigt,  wenn 


.  oc  <x 


2^Sn  convergirt,  wo  Sk  =  ^ün  gesetzt  ist).  Wz. 

1  k 


P.  TcHEBYCHEFF.     SuT   les  soinmes  compos^es  des  coef- 
ficients  des  series  h,  termes  positifs.   AcUMatb.  IX,  182-184. 

Für  die  beiden  begrenzten  Reihensummen 


2:  ^x*,      2:  Bkk  * 


sollen  Grenzen  gefunden  werden,  zwischen  denen  sie  jedenfalls 
liegen.  Ueber  die  Lösung  ist  hier  nur  folgendes  angegeben. 
Stehen  F(z)  und  (P(ä)  in  der  Beziehung 


\) 
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wo  F(»)  beständig  positiv,  so  ist 

1  ,      <^(o) 


0 

Erf&llen  nun  q  und  a  für  ein  beliebiges  u  die  Bedingungen 
so  hat  man  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  für 

Um  dies  auf  jene  beiden  Reihensummen  anzuwenden,    hat  man 
bezw.  zu  setzen: 

0{t)  =  j;  Bkk'^\     u  =  log». 

'        H. 


F.  DU  Bois-Rbymond.     Ueber  den    Convergenzgrad   der 
variabeln  Reihen    und   den  Stetigkeitsgrad    der  Func- 
tionen  zweier   Argumente.     Kronecker  J.  C.  331-358. 
Siehe  Abschnitt  VII,  Capitel  1. 


L.   W.  Thomä.      Ueber  Convergenz    und  Divergenz  der 
Potenzreihe  auf  dem  Convergenzkreise.    KroneckerJ.    c. 

167-178. 

Eine  Potenzreibe  F(x)  =  2!<^ax^  sei   über  den  Convergenz- 

u 

kreis  hinaus  in  einem  endlichen  Gebiete,  welches  singulare  Punkte, 
die  in  endlicher  Anzahl  vorkommen  sollen,  nicht  enthält,  als 
einwertige  und  stetige  analytische  Function  fortsetzbar,  bei  einem 
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singulären  Punkte  dagegen  sei  F(x)  gleich 

wo  die  c  Constanten,  die  y  AusdrQcke  von  der  Form: 

(1)      (x-'ay\q>,{x)^q>^(x)  log(aj-a)  +  ...  +  yit(a:)(Iog(a?~a))*-i}, 

bezeichnen,  in  denen  die  9>(a;)  Potenzreihen  ^c^^r^  bedeuten  und 

die  Exponenten  von  x—a  sieh  nicht  um  ganze  Zahlen  uiiter- 
scheiden;  dann  beweist  der  Herr  Verfasser  im  Anschluss  an 
frühere  Abhandlungen  folgende  Sätze: 

Wenn  in  den  Entwickelungen  (1)  der  niedrigste  reelle  Teil 
der  Exponenten  von  x—a  grösser  als  —1  ist,  so  convergirt  die 
Potenzreihe  in  allen  nichtsingulären  Punkten  des  Convergenz- 
kreises  und  in  denjenigen  singulären,  in  welchen  nach  Abzug 
des  Constanten  Gliedes  der  Entwickelung  der  reelle  Teil  der 
Exponenten  von  x—a  grösser  als  Null  ist,  gegen  den  Wert  der 
erzeugenden  Function. 

Die  Function  F{x)  habe  in  einem  Punkte  a  des  Convergenz- 
kreises  eine  Entwickelung  von  der  Form  (1)  und  in  dieser  sei 
der  niedrigste  reelle  Teil  der  Exponenten  von  x—a  gleich  oder 
kleiner  als  —2,  während  über  das  Verhalten  von  F{x)  bei  An- 
näherung an  andere  Punkte  des  Convergenzkreises  nichts  vor- 
ausgesetzt zu  werden  braucht,  alsdann  divergirt  die  Keihe  in 
allen  Punkten  des  Convergenzkreises.  Wz. 


S.  PiNCHERLE.      Alcuiie    osservazioiü    sui    polinomi    del 

prof.    Appell.       Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  IIj.  2U-217. 

Als  das  («+!)*•  AppelPsche  Polynom  wird  der  Ausdruck 

ao        On 

1 9 1  >  A  convergirt)  so  ist  für  alle  Werte  von  x^  y  die  den  Be- 
dingungen : 


00  #E„ 

bezeichnet    Ist  A(z)  =  2!  -;j^t   ®^°®   Potenzreihe,   welche   fllr 
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genfigen : 

Hieraus  ergeben  sich  die  Formeln: 

h 

wo  C  eine  Kreislinie  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius 
r  >  R  +  Q  bedeutet. 

Ist  F(a)  =  J?c,5"   eine   Potenzreihe   mit   dem  Convergenz- 

radius  R^^  und  bedeutet  F(Ä)  (zunächst  von  der  Convergenz  ab- 
gesehen) diejenige  Entwickelung,  die  sich  ergiebt,  wenn  man 
in  F(js)  ÄnQe)  statt  j»**  einsetzt,  so  ist  A,-~A  (wenn  überhaupt 
diese  Grösse  positiv  ist)  der  Gonvergenzradius  von 

F(A)  =  2CnAn(x). 

Man   kann   umgekehrt,   wenn   eine   in .  der  Umgebung  des 
Nullpunktes   regulär   sich  verhaltende  Function  vorgegeben  ist, 

dieselbe  in  eine  Reihe  £cnAn{x)  entwickeln.    Dazu  dienen  die 

von  Appell  als  „umgekehrte  Polynome^  bezeichneten  Functionen 
Bn(j^)i  welche  durch  die  Beziehungen: 

definirt  werden. 
Ist 

80  gilt  die  wichtige  Gleichung: 


(c) 


0  füi-  m^n 
für  m  =  n, 
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WO  c  eine   um  den  Nullpunkt  gezogene,    in   einem   bestimmten 
Bereiche  liegende  Kreislinie  ist.  Vi. 


A.  Capelli.  Sopra  un  teorenia  che  si  collega  stretta- 
rnente  colla  formola  che  serve  ad  espriraere  le  forme 
aJgebriche  di  n  serie  di  variabili  »"*''  per  mezzo  di 
potenze  del  determinaiite  delle  variabili  e  di  forme 
che    dipendono     da     sole     «— 1     serie    di    variabili. 

Palermo  Rend.  I.  133-138. 

Sind  n  Reihen  von  Variabein 

xO)  «(^)  .  .  .  a;0) 

xf^  af)  ...  x^^ 


vorhanden,  und  ist 

80  lautet  der  Satz:  * 
Die  Identität 

1=1 
wo   /i,  F  von    den   Variabein    xj"),  xj"),  ...,  x^^  unabhängige, 

ganze  Functionen  sind,  kann  nicht  bestehen,  wenn  F  nicht  iden- 
tisch verschwindet  Vi. 


M.  d'Ocagnk.  Sur  Talgorithme  [abc  ...  IJ^'K     Noav.  Ann.    (3) 

V.  257-272. 

Für   den   Ausdruck   [a6c  ... /p)    (cfr.  F.  d.  M.    XV.    1883. 
S.  188)  werden  Ausdrücke,  wie: 

^a'^lbc  .../jC--")     und    i:[a6]C»')[c  ...  /p'»-) 

abgeleitet  und  auf  [aa  ...  a  abc  ...  /}<">  =  [a^p^abc  ...  /y">  ange- 
wandt. 
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Durch  die  Gleichungen: 

•rrll  n  t=r«J       i  K 

i=ii    2  3 

^^(0,6)  =  ^(a,6);  ... 

1=0    i  n 

P  P 

wird  der  Ausdruck  ^  (a,  6)  definirt   und  2!  (<>)   berechnet.     Es 

n  » 

P 

ergeben   sich   zwei  Entwickelungen   für  ^(a),   und  durch  Ver- 

fi 

gleichung  der  Coefficienten  zeigt  sich,   dass  [Hi»)]C">  gleich  dem 

r».        .1      «..X  (w4"I)(«+2) ...  C«+p— 1)      .,       j  j. 

Bmomialcoefficienten     -^ i    c^      /    \  x    ^    ist  und  die 

1 .2  ...  (p— 1) 

Gleichung 

befriedigt. 

Bedeuten  ahc  ...  /  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

so  ist  die  Summe  der  ii*«°  Potenzen: 

Ja-  =  p[a6c  .-.  qC")  +  (p— l)il,[a6c...  /](—») 

+  (p^2)A,[abc  ...  /](— 2)  +  ...  +  ylp-t[a6c  ...  /](»-*>^-^). 

Es  seien  endlich  in  dem  Algorithmus  A  =  [a6c.../p)  die 
Grossen  abc  ...  l  irgend  k  (von  einander  yerschiedene)  der  |?**" 
Einheitswurzeln,  A  sei  der  Rest  der  Division  von  n  durch  p, 
dann  gilt  der  Satz:  l^  För  Ä  =  0  ist  il  =  I.  2".  Ist  Ä  gleich 
einer  der  Zahlen  1,  2,  .3,  ...,  p— ä,  so  ist  A  gleich  plus  oder  minus 
der  Summe  der  Producte  aus  je  R  derjenigen  p— *  p**"  Einlieits- 
wurzeln,  welche  in  dem  Algorithmus  A  nicht  vorkommen,  und 
zwar  ist  das  Vorzeichen  plus  oder  minus,  je  nachdem  R  gerade 
oder  ungerade  ist.    3*.  Für  Ä>p— fc  ist  il  =  0. 

9 

Zum    Schluss    wird    noch  2^(a6  ...  0   durch    [n«>a6 ... /]C»\ 

[l<«>a6  ... /p-'>  ausgedrückt   und  durch  Anwendung  des  Resul* 
tates  auf  die  p**"  Wurzeln  der  Einheit  cd,,  w,,  ...,  Wp  die  Gleichung: 
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i:  (öl,  w, ...  wp)  =  p  2:''[i^«^F-'''^ 

gefunden,  wo  E( — j  das  bekannte  Zeichen  ist  Wz. 


O.  Callandreau.  Sur  la  s^rie  de  Maclaurin  dans  le 
cas  d'une  variable  reelle.  Application  au  d^veloppe- 
ment    an    s^rie    du    potentiel    d'un    corps    homogene. 

C.  R.  cm.  864-867. 

Wenn  die  Function  f(x)  sich  fttr  alle  positiven  Werte  von 
x^  die  kleiner  oder  gleich  einer  gegebenen  Zahl  a  (a^l)  sind, 
durch  die  Maclaurin'sche  Reihe  darstellen  lässt  und  die  Coef- 
ficienten  der  Reihe  f'(O)  von  einem  gewissen  n  an  nicht  wachsen, 
so  kann  man  die  Darstellung  der  Function  durch  die  Reihe 
fortsetzen,  soweit  dies  nicht  durch  eine  Unstetigkeit  der  Ab- 
leitungen f^(x)  oder  die  Grenze  der  Convergenz  verhindert  wird. 

Wz. 


G.  A.  Maggi.  Deduzione  della  formola  di  Taylor.    Lomb.  ist. 

Read.  (2)  XFX.  217-219. 

Setzt  man    • 
80  wird  der  Rest  ff«  ohne  unbekannte  Grösse  in  der  Form: 


Ut^O  a,=« 


««-i=»  «1.=^» 


ausgedrQckt.  Wz. 


F.  G.  Teixeira.     Sur  une  formule  d'analyse.      Noav.   Ann. 

(.^)  V.  36-39. 
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Wenn  die  Functionen  f(jc)  und  F(x)  und  ihre  Ableitungen 

f  (x),  F{£),  r(^)i  ^'(^),  --M  f'"(*)t  P*(^)  fttr  alle  Werte  von  x 
im  Interrall  (a?,,x)  endlieh  und  bestimmt  sind,  so  ist: 


wo: 


-        -  ""(«-I)!       -        -     - 

ist,  und  0  zwischen  0  und  1  liegt.  Wz. 


Ch.  Lagrangk.  D^veloppement  des  fonctions  d*un  nom- 
bre  quelconque  de  variables  ind^pendantes  k  Taide 
d'autres  fonctions  de  ces  m^mes  variables.  D^rivöes 
des  fonctions  de  fonctions.     Belg.  M^m.  s.  fi.  XLVni.  16  S. 

Ausdehnung  der  „loi  supreroe"  auf  den  Fall  mehrerer  Ver- 
änderlichen. Das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Restes  ist  das 
von  Cauchy  für  den  Taylor'schen  Satz  angewandte  beim  lieber- 
gange  von  dem  Falle  einer  Veränderlichen  zu  demjenigen  von 
mehr  als  einer.  Jedoch  geschieht  die  Bestimmung  der  Coeilfi- 
cienten  durch  ein  dem  Verfasser  eigentQmliches  Verfahren,  näm- 
lich eine  Erweiterung  derjenigen  Methode,  die  er  in  seiner  ersten 
Arbeit  benutzt  hat.  Man  vergleiche  den  Bericht  des  Herrn  Man- 
sion  in  Belg.  Bull.  (3)  VIII.  317-322  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  209). 

Mn.  (Lp.) 
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G.  EnestrOm.     Note  historiqne  sur   une   s^rie   dont   le 
terme  g^n^ral  est  de  la  forme  v4,(a:~a,) (ar— «2)  ••-  {^—(^n)- 

ü.  R.  cm.  523-525. 

Mit  Bezug  auf  die  Noteu  des  Herrn  Bendixson:  „Sur  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange"  (C.  R.  CI.  1050-1053, 
1129-1131;  F.  d.M.  XVII.  1885.  226)  bemerkt  Herr  Eneström, 
dass  Herr  Frobenius  dieselbe  Reihe  bereits  behandelt  hat  (Bor- 
chardtJ.  LXXIII.  1-30;  F.  d.  M.  III.  1871.  188)  in  der  Abhand- 
lung: „Ueber  die  Entwicklung  analytischer  Functionen,  die  nach 
gegebenen  Functionen  fortschreiten",  dass  jedoch  die  ersten  Be- 
trachtungen über  die  Reibe  schon  1727  in  einer  Abhandlung  von 
Nicole  vorkommen:  „Methode  pour  sommer  une  infinite  de  suites 
nouvelles,  dont  on  ne  peut  trouver  les  sommes  par  les  m^thodes 
connnes."    (M^m.  de  TAc.  Royale  des  Sciences  de  Paris.) 

Lp. 


J.  Bendixson.     Sur  une  extension   k  Tinfini   de  la  for- 
mule d'interpolation  de  Gauss,    acu  Math.  IX.  1-34. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt  einige  Sätze  über  die  Con- 
vergenz  der  Reihe: 

B:    2!  ^>^(*— öi)(^-"08)  •••  («—öl')»    liDi  a^  =  a, 

WO  a  eine  endliche  complexe  Grösse  bedeutet,  und  folgert  daraus, 
dass  diese  Reihe  für  alle  innerhalb  ihres  Convergenzbezirkes  ge- 
legenen Werte  von  x  einer  Potenzreihe  von  x^a  gleichgesetzt 
werden  kann.  Das  gewünschte  Resultat  lautet  dann:  Bedeutet 
F(x)  eine  Function  von  x,  welche  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
in  eine  nach  ganzen,  positiven  und  wachsenden  Potenzen  von 
x-a  fortschreitende  Reihe  ^(i— a)  entwickelt  werden  kann, 
bedeuten  ferner  -4,,  ...,  il^  ...  die  Werte  von  F{x)  für 

X  =  Oj , . . . ,  dyj  . . . ,  lim  Gy  =  a, 

80  kann  F(x)  für  alle  im  Innern  des  Convergenzkreises  der 
Reihe  ^(x — a)   befindlichen  Werte    von  x  in  die  Reihe  B  ent- 
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wickelt  werden,  wobei  gesetzt  ist: 
0  —  -^1»  ^1  —  -^1  —  "t; — ;; — ?  •••>  ^^  —  ^»'+1  —  — z ;; > 


Ä^— ö,  «AI — fly 

Weiterbin  untersucht  der  Herr  Verfasser  die  Reibe  B  unter 
der    Voraussetzung    lim  a^  =  00    und  zwar  fQr  den  Fall ,   dass 

OD  1 

X  -T — j-  convergent  ist  (för  den  Fall,  dass  diese  Reibe  diver- 

gent  ist,  lässt  sich  die  Untersuchung  nicht  allgemein  führen). 
1)  Wenn  dann  die  Reibe  Ä  für  o?  =  a  (a  ^  Oy)  convergirt,  resp. 
gleichmässig  convergirt,  so  gilt  dies  auch  für  jeden  endlichen 
Wert  von  x.  2)  Wenn  die  Reihe  B  für  a:  =  a  (er  ^  a^)  con- 
vergirt, so  convergirt  sie  gleichmässig  innerhalb  einer  beliebigen 
endlichen  Fläche  der  Ebene  der  Veränderlichen  x. 

An  einigen  Beispielen  wird  gezeigt,  in  welcher  Weise  der 
Convergenzbereich  der  Reihe  B  sich  mit  der  Wahl  der  Grössen 
a^  ändert  und  schliesslich  D^  log  r(a?+l)  +  C,  wo  C  die  Euler'- 
sche  Constante  ist,  durch  ^eine  Reihe  von  der  Form  B  dargestellt. 

Wz. 


P.  Alexander.     A  proof  of  Fourier's  series  for  periodic 

functious.      Me88.  XVI.  23-2(5. 

Der  Beweis    hat  denselben  allgemeinen  Charakter  wie  der 
Poisson'sche.  Glr.  (Lp.) 


P.  Alkxandrr.      Extension     of    Fonrier's    trigonometric 
series  theorems.     Mess.  XVI.  42-61. 

Die  Erweiterungen  betreffen  den  Fall,  in  welchem  /"(a?)  in 
eine  Reihe  nach  den  Sinus  und  den  Cosinus  der  Vielfachen  von 
X  zu  entwickeln  ist,  nämlich  fijX,  ti^x,  ...,  wo  fi,,  n,,  ...  in 
unendlicher  Anzahl  vorkommen  und  entweder  ganz  willkürlich 
sind,  oder  auch  aus  irgend  welchen  Gleichungen  von  der  Art  wie 

Fortachr.  d.  Math.   XVIII.   1.  14 
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nie 

T Y  =  I— Ä-X  abgeleitet  werden  können,  die  von  Fourier  in 

§  292  betrachtet  sind.  Glr.  (Lp.) 


A.  R.  Johnson.      A    proof  of  Fourier's  series   theorem. 

Mess.  XVI.  90-98. 

Der  Aufsat«  betrifft  die  Entwickelung  von  /"(aTj^aj^x,,..,,  aj„_i). 
Als  Ausgangspunkt  wählt  der  Verfasser  den  Satz,  dass  der  Grenz- 
wert von 

^f(x^^  x^^  x^^ ,.,,  Xn^\)dx^dx^  ...  dxn 


für  C  =  0  gleich 

ist,  wenn  der  Punkt  x\^  X2j  . . .,  Xn-i  innerhalb  des  Integrations- 
raumes liegt,  und  Null,  wenn  ausserhalb.  Die  Function  f  ist 
durch  diesen  Raum  hin  als  continuirlich  vorausgesetzt. 

Glr.  (Lp.) 

C.  V.  L.  Gharlier.     En  metod   att  föröka  konvergensen 
hos  en  trigonometrisk  serie.  Stockh.  öfv.  157- igg. 

Eine  Uebersetzung  dieses  Aufsatzes  ist  unter  dem  Titel 
„Sur  une  m^thode  permettant  d'augmenter  la  convergence  des 
series  trigonomötriques"  im  Bulletin  Astronomique  IIL  1886 
pag.  378 — 385  erschienen.  M.  L. 


F.  G.  Teixeira.     Sur  un  th^orfeme  de  M.   Hermite  rela- 

tif  h   Tinterpolation.       Kronecker  J.  C.  83-86. 

Es  sei  f(x)  eine  eindeutige  Function  von  x  mit  polaren  Un- 
stetigkeiten,  welche  in  einer  durch  die  Curven  A  und  a  be- 
grenzten, ringförmigen  Fläche  stetig  ist;  a, ,  a,,  a,,  ..., 
^17  ^ai  *3»  •••  sejen  die  Coordinaten  von  Punkten  dieser  durch 


Cftpitel  1.     Allgemeioes.  211 

A  resp.  a  begrenzten  Flächen.    Dann  ist: 

tW  -iiW  +  ^^W+gm/    (,-a:)(5-a,)«(»-a,)^(»-a,y... 

eine  Verallgemeinerung   der   von  Herrn  Hermite  (Eronecker  J. 
LXXXIV;  vgl.  F.  d.  M.  IX.  S.312)  aufgestellten  Interpolations- 

formel.    Hierin  bedeutet  d{x)   eine   ganze  Function  von  j-, 

,.,.,  /7(:r)  eine  Function  von«  vom  Grade  a+/?4-y+' 1- 


a:  —  6, 


Wz. 


T.  H.  Miller.     A  proof  of  Lagrange's  theorem.  Edinb.  m. 

S.  Proc.  IV.  46-46. 

Nach  dem  Taylor'schen  Satze  werden  die  ersten  drei  Terrae 
gefunden;  durch  Induction  wird  sodann  gezeigt,  dass  ihr  Bil- 
dungsgesetz allgemein  gültig  ist.  Gbs.  (Lp ) 


J.  M.  RoDRiGUES.      Nota    sobre    a    serie    de    Lagrange. 

Teixeira  J.  VI  IL  5964. 

In  dieser  Arbeit  versucht  der  Verfasser  die  Lagrange'sche 
Reihe  zu  verallgemeinern;  aber  die  Gleichung,  welche  er  be- 
trachtet, lässt  sich  leicht  auf  die  von  Lagrange  untersuchte  zu- 
rftckführen.  Tx.  (Hch.) 

Ch.  Lagrange.      Demonstration    ^l^mentaire    de    la    loi 
snprßme  de  Wronski.    Belg.  M6m.  8.  E.  XLVIL  8  s. 

Eine  Uebersicht  und  Vereinfachung  des  Beweises  von  Herrn 
Lagrange  findet  man  in  Belg.  Bull.  (3)  VIII.  165—172  (F.  d.M. 
XVL  1884.  209).  Der  von  demselben  Verfasser  in  C.  R.  XCVIIL 
1422—1425  (F.  d.  M.  XVL  1884.  208)  veröffentlichte  Beweis 
ist  noch  einfacher  und  völlig  gleichwertig.  Mn.  (Lp.) 
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J.  Derüyts.      Sur    certains    d^veloppements    en    s^ries. 

Belg.  M^m.  S.  £.  XL VII.  18  S. 

Der  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  1885  gleichzeitig  mit 
den  Berichten  der  Herren  Catalan  und  Mansion  besprochen  wor- 
den, die  in  Belg.  Bull.  IX.  523--525,  525—528  erschienen  sind. 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  218).  Mn.  (Lp.) 


Gapitel  2. 

Besondere  Reihen. 
W.  Fuhrmann.      Aufgaben   aus   der    niederen    Analysis. 

Pr.  20  S.  40. 

Als  Ergänzung  der  gebräuchlichen  Aufgabensammlungen 
liefert  der  Verfasser  im  ganzen  57  Beispiele,  19  über  die  Bino- 
mialcoefficienten,  12  über  Partialbrflche  und  Lamö'sche  Coeflfi- 
cienten,  26  über  die  unendlichen  Reihen  für  den  natürlichen 
Logarithmus,  für  arctang  n.  s.  w.  Manche  von  den  Aufgaben  sind 
neu,  andere  bekannten  Werken  entlehnt,  wie  z.  B.  der  Intro- 
ductio  von  Euler  oder  der  Hoffmann'schen  Zeitschrift.        Lp. 


H.  W.  L.  Tannkr.     Note  on   the  Classification    of  some 
algebraical  series.     Meee.  XV.  187. 

Der  Verfasser  erdenkt  Reihen,  denen  die  Namen  gleichsam- 
arithmetisch, gleichsam-geometrisch,  gleichsam-harmonisch  passen- 
der Weise  beigelegt  werden  können.  Qlr.  (Lp.) 


L.  Kroneckek.    Quelques  remarques  sur  la  d^termination 
des   valeurs  uioyennes.     c.  R.  UUL  980-9ö7. 
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Ist  ?>,+  ?>,+  •••  eine  convergente  Reihe  reeller  Zahlen  und 
^n  ^2>  •••  ^^^^  Reihe  reeller,  positiver,  wachsender  Zahlen  von 

der  Art,  dass  lim-— =  0  ist,  dann  ist: 

und  allgemeiner 

fBr  wachsende  Werte  von  tn  und  in  gewisser,  davon  abhängiger 
Weise  wachsende  Werte  von  n.    Dies  wird  auf  den  Fall 


und  allgemeiner 


^t  =  *,    (pk  =  -^ 


9>*  =  S^,  (e^o) 


angewandt   und   hieran  werden  Folgerungen  geknQpft,  die  fOr 
die  Zahlentheorie  wichtig  sind.  T. 


G.  DE  Marco.    Soluzioni  delle  quistioni  54  e  48.      Bau.  g. 

XXIV.  378-380. 

Betrachtet  man  alle  Polygone  von  n  Seiten,  so  ist  das  arith- 
metische Mittel  desjenigen  Winkels,  welcher  in  der  wachsenden 
Reihe  der  Winkel  eines  jeden  Polygons  die  r^  Stelle  einnimmt, 
gleich: 

^        ii>'vn— r+1      n— r+2  n  >' 

Setzt  man  hierin  n  =  2k  und  lässt  k  unendlich  gross  wer- 
den, so  nimmt  dieser  Ausdruck  angenähert  den  Wert  124^46'  an. 

Wz. 


M.  Stern.     Sur  an  th^orfeme  de  M.  Hermite  relatif  k  la 

fonction   E{x).      Acta  Math.  VIII.  93-96. 
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Herr  Bermite  hat  gezeigt,  dass 

E(x)  +  e(x+^)-{-...  +e(x  +  ^) 
gleich  E(mx)  ist.    Sind  nun  k  und  m  zwei  ganze  Zahlen,  ft<:ifi 


und 


aj>E(cr)  +  — ,     x<:E{x)+^'^^ 


m  •     ^  m     ' 

so  ist  der  Wert  der  Reihe: 

gleich  E{x\  —1,  E(x)  +  \j  0,  je  nachdem  die  Zahlen  m  und  k 
beide  gerade,  beide  ungerade,  tn  gerade  und  k  ungerade  oder  m 
ungerade  und  k  gerade  ist.  —  Ausserdem  lässt  sich  die  Summe 
der  positiven  Glieder  und  die  Summe  der  negativen  Glieder  von 
S  durch  EOmx')  und  E{x)  ausdrücken.  Wz. 


N.  J.  SoNiNE.     üeber  Zahlenidentitaten  und  ihre  Anwen- 
dung  auf   die  Lehre    von    den    unendlichen    Reihen. 

Warech.  Nachr.  1885.  1-28.    (Ruseiech). 

Aus  der  Identität 

Z    2.  ©(»*,  n)  =  Z  Z  0(m,  n) 

m—a    n=p  «=p  m—a 

wird  eine  grosse  Anzahl  von  Relationen  zwischen  endlichen 
Summen  unter  sich  und  ebenso  zwischen  unendlichen  Reihen 
unter,  einander  abgeleitet.  Die  meisten  dieser  Relationen 
schliessen  die  zahlentheoretische  Function  \it\  (die  grösste  in  x 
enthaltene  ganze  Zahl)  in  sich.  So  findet  z.  B.  der  Verfasser 
die  folgende  wichtige  Formel: 

11  1 

wo  %^n  und  /Ai>  zwei  abnehmende  Functionen  bezeichnen,  von 
denen  die  eine  die  Umkehrung  der  anderen  ist.     Die  Formel: 


—  0» 

—  06 
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welche  von  d^m  Verfasser  in  der  Abhandlung:  „lieber  ein  be- 
stimmtes Integral,  welches  die  zahlentheoretische  Function  [x] 
enthält^  (Warsch.  Nachr.  1885)  bewiesen  ist,  wird  dann  benutzt, 
um  aus  den  gefundenen  Relationen  andere  Relationen  mit  der 
willkürlichen  Function  f(x)  herzuleiten.  In  dieser  Weise  kann 
man  z.  B.  von  den  Identitäten,  welche  von  Liouville  im  Jahre 
1880  gegeben  waren, 

zu  den  Relationen  fortschreiten,  welche  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  zwischen  den  Potenzen  von  q  auftreten. 

Wi. 


F.  J.  Stüdniöka.  Ueber  die  einfachste  Ableitung  der 
Coeföcienten  einer  Reihe,  welche  den  reciproken  Wert 
eines  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordneten 
Polynoms  «*•"  Grades  darstellt.    Casop.  XV.  170.  (Böhm.) 

Anknüpfend  an  den  in  diesem  Jahrbuch  XV.  1883.  326  ge- 
gebenen Bericht  über  die  betreffende  Abhandlung  von  Faä 
de  Bruno,  wo  der  CoefGcient  von  xp  in  der.  Entwickelung  der 
Function 

^^^^  "~  a^  +  ajOJ+OjX^H h»»^" 

nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  in  Determinanten  form  dar- 
gestellt erscheint,  zeigt  der  Autor,  dass  man  ohne  Verwendung 
des  Hilfssatzes  von  Bruno  (Tortolini  Ann.  1855)  direct  zum 
Ziele  gelangt,  indem  die  Anwendung  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten  zunächst  ein  System  von  linearen  Rela- 
tionen zwischen  den  einzelnen  gesuchten  Grössen  bietet,  aus 
welchem  durch  Elimination  der  ersten  p  Unbekannten  für  den 
Coefficienten  der  Potenz  xp^  nämlich  für  Ap  die  Formel 


J 


A  =(-i)'-:nrrr 


aP+ 


0 


erbalten  wird,  wobei  zu  gelten  hat 
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J,  = 


0 


•     •     • 


0. 
0 


•     •     • 


a. 


a. 


dp  flp— 1         öp— 2         ...       wj 

Hierauf  wird  in  der  ersten  Anmerkung  ein  sehr  einfacher 
Beweis  geführt,  dass  diese  Determinante  2^^^  Glieder  zählt,  wäh- 
rend in  der  zweiten  Anmerkung  die  Auswertung  derselben  ge- 
zeigt wird,  wenn 

fl*  =  0    für    k  >  2, 

indem  in  diesem  spjBciellen  Falle 

4>  =  2:(~l)*(n-Ä)*(ao«,)*«r'*- 


Jb=rO 


In  der  dritten  Anmerkung  wird  gezeigt,  wie  man  diese  De- 
terminante verwendet,  um  die  Summe  der  p^"  Potenzen  der 
Wurzeln  einer  Gleichung 

o^ir'+a,a?+a,  =  0 
darzustellen.    Nennt  man  sie  Dp,  so  erhält  man 

nennt  man  also  die  beiden  Wurzeln  x^  und  or,,  so  gilt 

In  der  vierten  Anmerkung  wird  der  specielle  Fall 

»0=  1»    «,  =  -2,    a,  =  1 
behandelt,  wo  also  x,  =  o?,  =  1  ist  und  folglich 

a^  +  a??  =  2. 

Unter  Verwendung  des  für  Dp  früher  gelieferten  Wertes  er- 
hält man  dann  eine  Reihe  von  interessanten  Formeln,  wie  z.  B. 

1  =  2^-  ?^  2^*-2  +  ?^  {2k-^2\  2'^-* 

2fc  +  l 


3 


(2Ä-3),2«-ö  +  ...  +(-l)»(2Ar  +  l), 


1  =  2»-'  -  -^  2»-»  +  ^  (2it-3),  2«-* 

2* 


-^(2*-4),2"-'  +  ...+(-l)*. 
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In  der  letzten  AnmerkuDg  wird  angenommen 

so  dass  die  beiden  Wurzeln  deV  betreffenden  quadratischen  Glei- 
chung complex  werden.    Sind  dieselben 

X  =  a|(cos^4^i8in^), 
so  erhält  man 

xf +  x5  =  2a^'co8p^, 
wobei  man  unter  Verwendung  der  vorangehenden  Formeln  ent- 
weder 

cospo  =  »'-*eo8^o-l-2:(-l)*-?-(P-*-0*-i2^"'*"^co8P"^*e 

oder  in  Determinantenform 

cos^         1  0  0  .  .  .  0 

1        2  008^  1  0  .  .  .  0 

cospe  =0            1  2co8^  1  .  .  .  0 

0  0  0         0     .  .  .       2co8^| 

ableiten  kann.    (Vgl.  auch  S.  116.)  Std. 


A.   GüTZMER.       Remarques    sur    la    thöorie    des    sdries. 

Teixeira  J.  VIII.  81-88. 

Der  Verfasser  zeigt  zuerst,  dass  die  von  Kirchhoff  benutzte 
Bei  he 


00  •'" 


£ 


H._-o    1— «a** 


durch  eine  Transformation  auf  die  Form 


•  1— art/Ä^" 

.=0    (1— a;a«)(l— ya»»)       ^ 


gebracht  werden  kann  und  dass  diese  Transformation  ein  spe- 
cieller  Fall  einer  von  Heine  gegebenen  allgemeinen  Transforma- 
tion einer  Reihe  ist.  (Siehe  Heine  Handbuch  der  Kugelfunctionen. 
Berlin  1878.  1 1.  p.  98).    Darauf  betrachtet  er  die  Reihe 

xä" 
1— a?»** 
welche  er  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  mit  der  Kirchhoff'schen 
Reibe   in   Beziehung   setzt.     Hieraus   ergeben   sich   zwei  trans- 
formirte  Formen  für  die  betrachtete  Reihe.  Tx.  (Heb.) 


218  V.  Abschoitt.    Reihen. 

H.  Simon.     Die  harmonische  Reihe.     Dies.  Halle. 

Zweck  der  Arbeit  ist,   die  Eigenschaften  der  harmonischen 
Reihe: 

ohne  Benutzung  der  Infinitesimalrechnung  ausschliesslich  durch 
die  Methoden  der  algebraischen  Analysis  in  strenger  Weise  zu 
begründen;  im  besonderen  handelt  es  sich  dabei  um  die  Grenze 
des  Ausschnitts:  limS„(5)— S„.(ä)  für  n  =  oc,  m  =  oc,  um  die 
Beziehungen  der  Reihe  zum  Logarithmus,  der  von  Gauss  (Dis- 
quisitiones  generales  circa  seriem  infinitam)  eingeführten  Func- 
tion W(z)  und  der  Euler'schen  Constante  —  y(0),  mit  deren 
Hülfe  sich  eine  angenäherte  Summirung  der  endlichen  Reihe  er- 
möglichen lässt.  Schliesslich  wird  in  derselben  Weise,  d.  b. 
ohne  Benutzung  bestimmter  Integrale  die  Wertänderung  der 
alternirenden  harmonischen  Reihe  für  den  Fall  ermittelt,  dass 
man  auf  p  positive  immer  q  negative  Glieder  folgen  lässt,  und 
der  von  Herrn  Schlömilch  hierfür  gegebene  Satz  (Uebungsbueh 
zum  Studium  der  höheren  Analysis  II.  Cap.  V.  §  23)  für  den 
Fall  verallgemeinert,  dass  p  und  q  veränderlich  sind.        Wz. 


H.  Simon.     Zur  Summation  endlicher  Reihen    von  der 

Form   2:kUjt.       Hoppe  Arch.  (2)  IV.  107-112. 

Wendet  man  die  Formel: 

2:kut  =  (w-hl)^ti*~^(ii,  +  M.  +  --  +  tiO 
1  1  1 

auf  Uk  =  sin  ix,  cos/rx  an,  so  erhält  man: 

4sin''— - 

4sin'-J. 
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Setzt    man   Uk  =  h*,   so  kann  man  2k^  Sk^^  2k*y  . . .  ohne   Be- 
nutzung der  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung  berechnen. 

Wz. 


*»    1         "*    1 
J.  B.  PoMEY.   Sur  la  limite  de  -2* —  —  JS — ,  lorsquep  et  q 

X    P        i    q    ■       ^     r      ^ 

parcourent  toutes  les  valeurs  entiferes  positives  jusqu'ä 

II   et  m  respectivement,    et  que    «   et  m   anginentent 

ind^finiment,    tandis  que  leur  rapport  tend   vers   une 

limite  d^terminde.    Nouv.  Ann.  (3)  v.  318  352. 

Durch  Vergleichung  der   allgemeineren  Reihe     ^ 


wo  Q  positiv  ist,  mit  dem  Integral: 

r""   dx     _  _1_ 

ergiebt  sich  für  ^  =  0  der  gesuchte  Grenzwert  gleich 
logIim( — )•  Ein  anderer  Beweis  beruht  darauf,  dass  der  ge- 
suchte Grenzwert  nur  von  —  abhängt  und  die   für  den  Loga- 

rithmus  charakteristische  Eigenschaft  f(pi!y)  =  f(^)  +  f(y)  bat. 

Wz. 


M.  d'Ocagne.     Sur  une  suite  r^cunente.  '   S.  m.  f.  BuII. 

XIV.  20-41. 

Für  die  Fibonacci'scbe  Folge,  deren  (p-fl)'««  Glied  m^  durch 
die  Gleichungen: 

definirt  ist,  werden  zunächst  einige  Sätze  abgeleitet  Bedeuten 
«,,  a?j  die  Wurzeln   der  Gleichung:   a?'— a;  — 1=0,    so  können 

vermöge  der  Gleichungen  a^  =  xxUp  +  Up^i  (A  =  1,2)  die  ver- 
schiedenen Potenzen  von  a!^  und  x,  mit  Hülfe  der  Fibonacci'- 
sehen  Folge  leicht  berechnet  werden.    Ferner  ist: 
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XP  —  XP 

u„   =  — ^ ^ 


p 

£Ui    ^    «Pf 2—1, 

lim — ^  =  a:*, 

psTOotlp— j 

tip  Mp_i    =    11»  — ||»_i+(— 1)P. 

Anköpfead  an  diese  Sätze  löst  der  Herr  Verfasser  die  Aufgabe: 
Es  soll  zwischen  zwei  gegebene  Grössen  a  und  6  (6>a)  eine 
Folge  anderer  Grössen  a,,  a„  ...,  «p  eingeschaltet  werden,  so 
dass,  wenn  o  =  a^,  fc  =  a^+i  gesetzt  wird,  die  Gleichung 

a,  =  ai_i  +  «i-2     für    •  =  2,  3,  .. .,  p  +  1 
befriedigt  wird. 

Nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  des  Herrn  Verfassers 
(Nouv.  Ann.  (3)  III)  ist  a»  =  a,iij  +  ati,-i,  oder  wenn  man 
hieraus  a,   mit  Htllfe    der  Gleichung  h  =^  a^Up^i-^- aup  eliminirt: 

oti  = 

«'p+i 

Sind  a  und  fr  positiv,  so  sind  demnach  alle  Glieder  a,,  deren 
Index  eine  gerade  Zahl  ist,  positiv,  ebenso  alle  Glieder  mit  un- 
geradem Index,  welche  der  zweiten  Hälfte  der  Folge  angehören. 
Negative  Glieder  können  nur  in  der  ersten  Hälfte  vorkommen, 
und  zwar  wird  es  ein  Maximum  negativer  Glieder  geben,  wenn 

tip-cu+i        b^ 


tt«,  a 


ist;   dies  Maximum,    für   welches   der  Name  ^Ffllle  (plönitude) 
negativer  Glieder"  eingeführt  wird,  ist  gleich  — ^ — ,  woccidie 

grösste   ungerade   ganze  Zahl  bedeutet,   welche   in  -^   enthal- 
ten ist 

Für  p  =  4»,  4n  +  l,  4n+2,  4n  +  3  wird  dies  im  einzelnen 

begründet  und  die  Grenze  von  —  bestimmt;   im   allgemeinen  er- 

giebt  sich:  Je  nachdem  — <  1,5  resp.  >  6,85  403...  ist,  giebt 
^  für  jeden  Wert  von  p  eine  Fülle  negativer  Glieder  oder  nicht    . 
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Die  Summe  Sp  der  Folge  ist: 

Ffir  p  =  oo  besteht  die  Folge  aas  deo  beiden  von  a  resp. 
b  bis  Null  abnehmenden  Folgen: 

-a  (-lya  .     ,      fr  ft 

«»-^»    •••>     -^i—    ^°d    6,—,     ...,     -^; 

^,  .«/j  ••/j  .«/j 

ihre  Summe  ist  gleich  (b'{-a)x^+(b'~a).  Wz. 


A.  Macfarlane,  A.  H.  Cürtis.  Solution  of  question  8250. 

Ed.  Times.  XLV.  28-29. 

Es  ist: 

1.3       .        1.3.5.7  .    .   -         i2*-U* 


2.4.6    '     2.4.6.8.10  ^     2 

Lp. 

V.  Mollame.      Sar    les    sommes    des    produits    k    k    k 
(&  =  l,  2,  3,  ...)  des  nombres  naturels.    Nouv  Ann.  (3)  V. 

364-370. 

Bedeutet  g>(^d)  die  Function: 

so  ist  g>(o)y(fr)  =  ^(^  +  6).  Durch  Vergleichung  der  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  x  ergeben  sich  Gleichungen  zwischen 
a,  fr  und  den  Grössen  Sk^n^  wo  Sjt^n  die  Summe  aller  Producte 
aus  je  k  der  Zahlen  1,  2,  ...,  n  bezeichnet.  Entwickelt  man 
diese  Gleichungen  nach  Producten  von  Potenzen  der  a  und  fr, 
80  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Coeffici enter.  Formeln 
zur  reeurrenten  Berechnung  der  Grössen  Sk^n»  Wz. 


Anglin.      Sur    le   coefficient    du    terme    g^n^ral    dans 
certains  d^veloppenients.     Jordan  J.  (4)  n.  139-150. 
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Bezeichnet  man  die  Summe: 

a^+J^ftm  ^  c"»)»*  (6  —  c)  +  6"+2(c"»  +  o^'/Cc  T- a) 

durch  Sa^'^^^b^  +  (f^y (b—c)^  so  ist: 

(I)        ^o^+^Cfc-c)  =  khny 
wo 

ist.     Der  Beweis  beruht  darauf,  dass  das  Product 

_l 1 1_ 

l—ax  1 — bx  1 — ex 

auf  zwei  verschiedene  Arten  nach  steigenden  Potenzen  von  a: 
entwickelt  wird  und  die  Coefficienten  von  a?*  einander  gleichge- 
setzt werden. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (I)  mit: 

so  erhält  man: 

2a-^'(b'+c*Xb-c)  =  Ks.hn-hn^,)] 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  wieder  mit  a*+6*+c*  =  5^, 
das  Resultat  wieder  und  so  fort,  so  erhält  man: 


(II) 


k 


8 


Bedeuten  nun  a,  /?,  y,  d  die  4^  Wurzeln  der  Einheit,  so 
ist  a"+/^+y"+d'*  gleich  4  oder  0,  je  nachdem  n  durch  4  teil- 
bar ist  oder  nicht    Entwickelt  man  nun  sowohl  das  Product 

1 1 !__ 

1  — aax    1  —  bax    1  —  cax 

als  auch  diejenigen,  welche  sich  hieraus  ergeben,  wenn  a  resp. 
durch  ßj  y,  d  ersetzt  wird,  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  so 
ist  der  vierte  Teil  der  Summe  dieser  vier  Ausdrucke  gleich  der 
Reihe: 
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aBdererseits  zeigt  sich  jedoch,  dass  der  vierte  Teil  dieser  Summe 
gleich 

ist,  wo  B^  =  '4— A41  ^8  =  *8~*4^4  gesetzt  ist.  Multiplicirt  man  die 
vorstehende  Summe  und  den  Quotienten  B  mit  ($^x*—iy,  so  ist 
unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Quotient  (II)  gleich  dem  Coeffi- 
cienten  von  x"+*'*  des  Ausdrucks  B.{s^x* — ly  ist. 

Der  entsprechende  Satz  wird  allgemein  für  den  Ausdruck: 

^a*-^^(6'*  +  c^y(fe-c) 
k 

bewiesen.  Wz. 


Ladrasch.  Summation  der  Reihe,  deren  Glieder  die 
Potenzen  desselben  Grades  der  natürlichen  Zahlen 
mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  sind.    Pr.  Real- 

gyroo.  Dortmond. 

Es  soll: 

Sk  =  l*  +  2*  +  S*  +  ---  +  n* 

durch  n  und  k   ausgedrückt   werden.    Zu  diesem  Zwecke  wird 
zunächst  die  Formel: 

(ft  +  l)St  =  „(„  +  !)»_  (*)s*_,-(*)St_, (ä^i)«.-«. 

abgeleitet.    Setzt  man  in  derselben  für  k  die  Werte 

80   ergiebt   sich  durch  Elimination   von  Sk-i^  «S^-a,  ...,  5,,  S, 
mittels  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  das  Resultat: 

(*  +  l)S*  =  n(«+l)[(»+l)*-^  +  a,(«-(-l)*-'+a,(n+l)*-H- 

+  o*«2(w  +  l) +  (!*_,]; 

.  Bei  der  Berechnung  der  unbestimmten  Grössen  wird  gezeigt, 
dass  a^e^i  =  02^-  ist,  wenn  e  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet 
Die  gefundene  Formel  wird  für  ä  =  2«  +  1,  2«  specialisirt. 

Wz. 
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Hudson,  S.  Aiyar.     Solution  of  question  8247.    Bd.TimeB. 

XLV.  64. 

Man  setze  S^  =  l'-+2'*+3'^+---  +  W,  so  ist: 

(r+l)r 
(r-^l)(r-2)      .         (r~l)(r-2)(r-~3)(r^4) 

=  ^^^-^+ 374 ^^-^+ 3.4.5.6 «-^+-- 

Lp. 


R.  W.  Genese.     On   the  sum   of  the  «***  powers  of  the 
terms  of  an  arithmetical  progression.    Brit  Ass.  Rep.  540. 

Es  sei  q>(t)  =  l«+2"+3*  +  ---  +  r,  so  ist 

Gbs.  (Lp.) 


F.  J.  Stüdnicka.      Ueber  eine  neue  independente  Dar- 
stellung   der   ßernoulli'scben   Zahlen.      Casop.    XV.    97. 

(Böhm.) 

Ausgehend  von  der  n*«"  Derivation  der  Function 

X 

gelangt   man   durch  Elimination   aus   einem   daraus  gebildeten 
Systeme  von  linearen  Relationen  zur  Determinante 


^«  = 


1 

2 

0 

0 

1 

3 

o         . .  • 

0 

1 

4 

•         .         • 

6     '   . .  . 

0 

... 

1 


nt. 


m. 


WIm-l 


I     (m-hO,       (m+\X    ...      (m+l),„_i 

wo  nik  dtn  k^''"  Binomialcoefficienten  bezeichnet.     Mit  Hülfe  dieser 
Determinante  lässt  sich  die  k^  Bernoulli'sche  Zahl  in  der  Form 


«*  =  (-l)*^'7: 


C2k+\)l 


r— ^ 
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daratelleo.     Ausserdem  geht  aus   der  Zusammensetzung  obiger 
Determinante  hervor,  dass 

fti+i  =  0,    (*  >  0), 
wie  darin  selbständig  nachgewiesen  wird.  Std. 


R.  LiPSCHiTZ.    Sur  la  representation  asymptotique  de  la 
valenr  num^rique  ou  de  la  partie  entifere  des  norabres 

de   Bernoulli.     Darb.  Bull.  (2)  X.  135-144 

A.  Stkrn.     Sur  une  propri^t6  des  nombres  de  Bernoulli. 

Darb.  Doli.  (2)  X.  280-282. 

In  der  Clausen  -  y.  Staudt'sehen  Darstellung  der  Bemoulli'- 
sehen  Zahlen 

worin  Am  eine  ganze  Zahl  und  er,  /?,...,  A  sämtliche.  Primzahlen 
bedeuten,  welche,  um  eine  Einheit  vermindert,  Teiler  von  2m  sind, 
besitzt  die  Zahl  Am  die  unmittelbar  ersichtliche  Eigenschaft,  ftlr 
die  sechs  ersten  Werte  von  m  gleich  —  1  und  för  alle  ungeraden 
Zahlen  m  >  6  negativ  zu  sein.  DagegeA  hat  Am  für  jedes  gerade 
m>6  stets  einen  positiven  Wert;  der  'Beweis  hierfür  gelingt 
Herrn  Lipschitz  auf  Grund  einer  asymptotischen  Darstellung  des 
numerischen  Wertes  von  ß^,  die  an  sich  bemerkenswert  ist.  In 
der  Euler'schen  Gleichung: 

wo 

?(»)  =  1  +  ^  +  -gr  +  •  •  • 

ist,  lässt  sich  nämlich  die  Function  log  .  J^  .^^^  in  die  Reihe  ent- 
wickeln 

(-2m +  1.) \os2n  +  (2«.  -  -i) log (2m  - 1)  -  (2«  -  1) 

V        2/1.2„  1   ^V        2V3.4/„  1\'   ^      ' 

FortKhr.  d.  Math.  XVIII.   1.  15 


226  ^'  AbschDitt.     Reiben. 

von  der  gezeigt  wird,    dass  sie  semiconvergent  ist     Da  ferner: 

1  +  2^  +  •  •  •  +  ^^  <  ^C^"»)  <  1  4-  ^  +  •  •  •  +  "^^HiT  -^ 

ist,  so  kann  man  den  numerischen  Wert  von  B^  für  hinreichend 
grosse  Werte  von  m  in  einander  beliebig  nahe  Grenzen  ein- 
schliessen. 

Eine  erste  Annäherung  ergiebt  die  Ungleichungen  ^ 

von  denen  die  zweite  vermittelst  einfacher  Schlüsse  zu  dem  Nach- 
weise führt,  dass  A„^  für  jedes  gerade  m  (>6)  positiv  ist. 

Einen  zweiten  Beweis,  der  elementarerer  Natur  ist,  erbringt 
Herr  Stern.  Aus  der  Euler'schen  Gleichung  und  der  von  ihm 
Kronecker  J.  XCII.  349.  (cf.  F.  d.  M.  1882.  XIV.  191  f.)  ge- 
machten Bemerkung,  dass  -— „r!   .—  >— ;   ist,    erhält  er  sofort 

B„,  >  — ^^   für  m>  7.     Da  nun 

ist,  ergiebt  sich  der  Satz,  dass  für  m  >  6 

n         1    .    1    ,         .1 

«"'>2-  +  -^  +  -+T 

ist,  woraus  der  Satz  des  Herrn  Lipschitz  unmittelbar  folgt. 

T. 


E.  Cesaro.      Sur  un  thöorfeme   de  M.   Lipschitz,  et  sur 
la    partie    fractionnaire    des    nombres     de    Bernoulli. 

Brioechi  Ann.  (2)  XIV.  221-226. 

Der  Verfasser  basirt  seinen  Beweis  des  Lipschitz'schen  Satzes 
(s.  das  vorhergehende  Referat)  hauptsächlich  auf  die  Stirling'- 
sche  Formel,  welche  auf  die  Euler'sche  Gleichung  angewandt 

ne 


».>47rl/^(-^)' 
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liefert.    Auf  demselbeB  Wege  erhält  er 

wo  6  ein  echter  Bruch  und  0,5  <«  <  0,7  ist ;  daher  isfr  der 
asymptotische  Wert  der  Bernoulli'schen  Zahlen  von  der  Form 
cn'^+i  Dann  giebt  Herr  Cesaro  einige  Formeln  für  den  „ge- 
brochenen Teil" 

von  {—])"' B,n.    Zunächst  ist  sein  mittlerer  Wert 

*  11  1 

lim  £i  Ei  =  Tr  +  ir-2^r7r — n» 

wo  p  alle  ungeraden  Primzahlen  durchläuft.  Ferner  besteht 
die  interessante  Formel 


(^r-. 


wenn  die  Function  t/;  der  Functionalgleichung  tp{x)\p(jD  =  i//(iry) 
für  alle  positiven  ganzzahligen  x^  y  genügt.  Durch  Specialisirung 
von  ip  werden  daraus  die  Summen  mehrerer  aus  den -Zahlen  E„i 
zusammengesetzten  Reihen,  wie  z.  B. 

E,-^iE,+^E,--^E,  +  ^E,  +  ... 
hergeleitet  und  die  Euler'schen  Zahlen  durch  diese  gebrochenen 
Teile  der  BernouUi'schen  Zahlen  ausgedrückt.  T. 


E.  Cbsaro.     Sur  les  nombres   de  Bernoulli   et  d'Euler. 

Nouv.  Ann.  (3)  V.  305-327. 

Für  die  BernouUi'schen  Zahlen  Bn,  die  Euler'schen  £«,  die 
ultra- BernouUi'schen  SÖn  und  die  ultra -Euler'schen  Zahlen  ©„ 
bestehen  die  symbolischen  Gleichungen: 

fdx  +  E+l)  -  f(x  +  E--  1)  =  2f{x% 

f(aj  +  S  +  1)  -  af(x+fÖ)  =  r(^+  1), 

f(x  +  (S-\-  0-  af(x  +  iS  ^  1)  ^  {\  +a)r(x\ 

15* 
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woraus  die  summatorischen  Formeln  folgen: 

Lr(*)  =  f(»+B)-f(.B), 

1 

•  i;.(-i)''-Y(2»'-i)  =  i[AE)±/'(ß+2«)], 

1 

I 

1 


wo 


ist. 


1 

»  =  — 
a 


Hieraus  werden  verschiedene  Folgerungen  gezogen,  welche 
sich  auf  den  Zusammenhang  dieser  Zahlenklassen,  auf  die  Trans- 
formation der  Lambert'schen  und  allgemeinerer  Reihen  und  auf 
die  Darstellung  dieser  Zahlen  durch  bestimmte  Integrale  beziehen. 

T. 


DE  Presle.      Determination   des    nombres   de   ßernoulli. 

S.  M.  F.  Ball.  XIV.  100-103. 

Durch  Entwickelung  von  tanga?  in   eine  Potenzreihe  findet 
der  Verfasser  fttr  die  Bernoulli'sche  Zahl  den  Wert: 

Dn-K     a;       (22»-1)2»"  i  2n(2n+l)     "'' 

+       A>..       oN.o^       l^o^/O..   .TT-  Sn-K2--'  +   (-1)"?:] 


(2«-2)(2«-l)2ii(2fH-l)      ""*''  '   ^       '    (2n  +  l)!^' 

wo  Sg^  die  Summe  aller  Potenzen  und  Producte  r*®«»  Grades  von 
den  q  Zahlen  1',  2',  3',  ...,  9'  bedeutet.  Ht. 


A.  Genocchi.     Sur  les  nombres  de  Bernoulli.  KrooeckerJ. 

IC.  315-316. 

Infolge  der  Note  von  Herrn  Kronecker:  „Ueber  die  Bernoulli'- 
sehen  Zahlen"  (Kronecker  J.  XCIV.  268 f.;  cf.  F.  d.  M,  1883.  XV. 
201  f.)  sieht  sich  der  Herr  Verfasser  veranlasst,  auf  seine  ältere 
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Arbeit  (Tortolioi  Annali  1852.  III.  p.  895)  und  die  dort  erhaltenen 
Resultate  aufmerksam  zu  machen.  T. 


E.  Cbsaro.     Transformations   alg^briques  par   le  calcul 

des    difFörences.      Nouv.  Ann.  (3)  V.  489-492. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  eine  Function  mittels  der  succes- 
siven  Differenzen  des  ersten  Gliedes  einer  willkürlichen  Reihe 
in  symbolischer  Form  dar  und  wendet  dieselbe  unter  Voraus- 
setzung der  Reihe  0'',  l*",  2'',  .•.  auf  Functionen  von  der  Form: 
l''X'\'2''x^-{-3^a^-\'  •••  an,  wodurch  sich  auch  Darstellungen  der 
Bernoulli'schen  Zahlen  ergeben.  Wz. 


E.  Cesaro.     Sur  la  sörie  de  Lambert.     Nouv.  Ann.   (S)    V. 

106-108. 

E.  Cesaro.   Sur  T^valuation  approchöe  de  certaines  s^ries. 

Nouv.  Ann.  (3)  V.  449-456. 

p+1 

Aus  der  bekannten  Reihe  für  log  -—-tj-   ergiebt   sich    leicht 
die  Formel: 


wo 


'dp'  "^  5p*  "^  Ip 


^p^inj  +TZi  +  ^=r::7  + 


ist     Setzt  man 


1+x    l^axP 


"^  "  1-rr        axP     ' 


so  ist,  wenn  6  einen  echten  Bruch  bezeichnet: 

.        «X.      ^  1+x         JT-fi=^^^^        eaW'^^ 
%   1-axP         1-x      "  r     H.x-2ax      ^  6(l-ax")  ^  '"^  ^' 


2: 

p 
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wo  &(x)  von  n  unabhängig  ist  und  bestimmt  wird,  indem  man 
n  unendlich  werden  lässt.  Diese  Formel  giebt  für  a  =  1  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Lambert'schen  Reihe  und  kann 
für  ein  gegebenes  x  zur  angenäherten  Berechnung  derselben 
benutzt  werden. 

Auch   zur    Berechnung   anderer   Reihen    und    Producte    be- 
nutzt der  Herr  Verfasser  die  Formel  (G).  Wz. 


Ph.  Gilbert.      Sur    les   produits  compos^s   d'un    grand 
nombre  de  facteurs  et  sur  le  reste  de  la  sörie  de  Binet. 

Brux.  S.  8C.  X.  B.  191-200. 
J.   DE  TiLLY.       Rapport.       Brux.  S.  flc.  X.  A.  55-57. 

Setzt  man 
so  ist  nach  der  Binet'schen  Formel: 


Ü 


Der  Verfasser  findet,  dass  der  absolute  Wert  von  Ä,  unter- 
halb verschiedener  mehr  oder  weniger  leicht  zu  berechnender 
Ausdrücke  liegt,  unter  welchen  wir  anführen  wollen: 


64iu      ^'  ''      üV    l+iMC+iulog(/i-l)  ' 

1 


640i-l)(»  +  1)[1  +(fi  -  \)C+{^  -  1)  logn]    ' 

64finf 


Hierin  bedeutet  C  die  Euler  sehe  oder  Mascheron i'sche  Con- 
stante,  B(ji^n)  das  erste  Euler'sche  Integral,  (i  eine  positive  Con- 
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stante    (grösser  als   Eins    im    dritten   Näherungswerte  für    den 
Rest).  Mn.  (Lp.) 


M.  Mandl.    üeber  die  Suminirung  einiger  Reihen.      Wien. 

Ber.  XCIV.  947955. 

Das  unendliche  Product  (l+x)(l+x'Xl+x'Xl+x')  ..  und 
die  daraus  durch  logarithmische  üiflferentiation  abgeleitete  un- 
endliche Reihe  haben  den  Wert  r: , convergiren  für  modo; <I, 

divergiren  für  mod .c>  1  (die  Reihe  divergirt  auch  für  o;  =  1). 
Differentiirt  man  das  endliche  Product  71(1  +  x'     )     logarith- 

misch    und    integrirt   dann    von  —  oo  bis  +  ^i   so    erhält  man 
durch  Verallgemeinerung  die  Gleichung: 

£ =  cotg  —  -  cotga: 

^    sin-— 
2" 


und  durch  Integration: 

(2  sin  -I-) 


,n+l 


v=<j,i2  «        ^  -6    '  2sin2fl; 

Im    zweiten  Teil  leitet  der  Herr  Verfasser  für  die  unend- 
liche Summe: 

ausser  der  Euler'schen  Recursionsformel  eine  andere  ab: 


a..-%i  +  -%^--  +  (-l)-7:   " 


3 


3!      '       5!  '  V      /       (in-l)! 

dabei    ist   S21,  =  fi^"ir2«;   02n  bedeutet  die  «'*  Potenzsumme  der 
Wurzeln  der  Gleichung: 

""*--3r  +  -5! =  ^-  Wz. 
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E.  Cesaro.     Source  d'identit^s.    Matheeiß  vi.  126-131. 
Man  setze 


€OiWn-i    ' 


Fn(x)  =  (l^qxXl^q'x)  ...  (l-9"x),     F«(a:)(?«(a:)  =  1. 
Dann  ist: 

Fn{x)  =  l-;i,.t  qx  +  ;i,,2  ^V ±  Xn^n  (f*-(»+^)a:% 

Zahlreiche  Folgerungen  in  der  Theorie  der  Reihen  für  die 
elliptischen  Functionen.  Mn.  (Lp.) 


A.  R.  FoRSYTH.     Some  doubly-infinite  converging  series. 

Quart.  J.  XXI.  261-280. 


Bezeichnet   man    die   Perioden   einer    doppelt    periodischen 
Function  durch  4Ky  4üf't,  setzt  2mK+2nK'i  =  Q  und 


lim      £    2   —7^-i:r  =  ^2m , 


psoo,9=x  m5=— j»  n= — q 

SO  hat  5,  nur  dann  einen  bestimmten  Wert,    wenn  zwischen  p 

und   q  eine  Gleichung  besteht  fz.  B.  —  =  o).     Dagegen  sind 

die  Reihen  S2»  für  m  >  1  convergent,  auch  wenn  p  und  q  durch 
keine  Gleichung  verbunden  sind,  und  können  mittels  der  Suromen 
mit  kleineren  Indices  berechnet  werden. 

Setzt  man 

(2m+l)Ä'+2m«f  =  ß„ 
(2m +  1)  Ä'+(2«+l)tr  =  ß„ 
2mK+i2n  +  l)iK'  =  ß„ 

und  bezeichnet  die  Reihen,  in  welche  S2m  übergeht,  wenn  Si 
durch  ß,,  ß„  ß,  ersetzt  wird,  resp.  durch  P2m,  O2»»,  Ä2«,  so 
gelten  auch  für  diese  Ausdrücke  ähnliche  Recursionsformeln. 

Wz. 
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Ptaszitsky.      8ur    quelques    formules   donn^es  dans   le 
cours  d'analyse  de  TEcole  Polytechulque  de  M.  Hermite. 

Darb.  Bali.  (2)  X.  30-32. 

Es  werden  einige  in  dem  genannten  Buch  S.  64  gegebene 
Reihenentwickelungen  bewiesen  und  aus  einer  S.  301  aufge- 
stellten Formel  neue  liergeleitet.  Wz. 


A.  Berger.     Sur  une  appHcation  de  la  th^orie  des  ^qua- 

tions    binömes    k    la    sommation    de   quelques   s^ries. 
Ups.  N.  Act. 
Vgl.  Abschnitt  2,  Capitel  1,  S.  67.  M.  L. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Oapitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

F.  AuTENHEiMER.  Elementarbuch  der  Diflereutial-  und 
Integralrechnung  mit  zahlreichen  Anwendungen  aus 
der  Aualysis,  Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc.  für 
höhere  Lehranstalten  und  den  Selbstunterricht.    Dritte 

Auflage.       Weimar.  1887.  B.  F.  Voigt  VIII  u.  522  S.  gr.  b*». 

Der  ganze  Inhalt  ist  auf  vier  Abschnitte  verteilt.  Im  „ersten 
Teile  der  DiflFerentialrechnung"  werden  die  Differentiation  der 
Functionen  mit  einer  Variabein  und  ihre  Anwendungen  auf  die 
Bestimmung  extremer  Werte,  auf  die  Construction  von  Tangen- 
ten und  auf  Reihenentwickelungen  nach  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten  gelehrt.  Es  folgt  sofort  der  „erste  Teil 
der  Integralrechnung"  mit  den  mannigfachsten  Beispielen  aus  der 
Geometrie,  Mechanik  und  Physik.  Der  „zweite  Teil  der  Diffe- 
rentialrechnung", welcher  nun  erst  zur  Behandlung  kommt, 
führt  die  höheren  Differentialquotienten  ein,  behandelt  die  Tay- 
lor'sche  und  Maclaurin'sche  Reihe  nebst  den  von  diesen  Ent- 
wickelungen  abhängenden  gewöhnlichsten  Anwendungen  auf  die 
Algebra,  Analysis  und  Geometrie.  Der  „zweite  Teil  der  Inte- 
gralrechnung" endlich  bringt  eine  genauere  Theorie  der  ein- 
fachen   und    mehrfachen  bestimmten  Integrale  mit  interessanten 


Capitel  1.    Allgemeiues.  235 

Anwendungen  auf  die  einzelnen  Zweige  der  reinen  und  ange- 
wandten Mathematik.  Die  totalen  Differentialgleichungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Variabein  nebst  den  verschieden- 
artigsten an  sie  sich  anschliessenden  Aufgaben,  sowie  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen  der  ersten  und  der  zweiten  Ord- 
nung beschliessen  das  Ganze.  Danach  kann  das  klar  und  ver- 
ständlich geschriebene  Werk,  wie  in  seinen  früheren  Auflagen 
so  auch  in  der  neuen  erheblich  vermehrten  und  verbesserten 
Ausgabe,  zur  Einführung  nicht  nur  in  die  Infinitesimalrech- 
nung, sondern  auch  in  die  Mechanik  mit  Vorteil  benutzt 
werden. 

Der  Zweck  und  das  Eigentümliche  des  mit  Recht  geschätzten 
und  beliebten  Werkes  erhellt  am  besten  aus  folgenden  Worten 
der  Vorrede  zur  dritten  Auflage: 

„Der  theoretische  Teil  ist  nach  methodischen  Gesichtspunk- 
ten geordnet  und  auf  das  Notwendigste  beschränkt.  Dagegen 
ist  das  Gebiet  der  Anwendung  sehr  erweitert  und  dadurch  der 
Beweis  erbracht,  dass  mit  wenigen  Lehren  nach  den  verschie- 
densten Seiten  hin  erspriessliche  Resultate  gewonnen  werden 
können.  Die  Mehrzahl  derer,  welche  mathematischen  Studien 
obliegen,  haben  weder  die  Absicht,  noch  die  Kraft,  die  Mathe- 
matik um  ihrer  selbst  willen  zu  studiren.  Sie  betrachten  diese 
Wissenschaft  als  Hülfsmittel,  um  die  Vorträge  in  den  Fachschulen 
verstehen  zu  können  .  .  .^^ 

Referent  freut  sich,  in  seinen  Ansichten  vollständig  mit  denen 
des  Verfassers  übereinzustimmen,  indem  er  in  demselben  Sinne 
die  Mathematik  seit  nunmehr  vierzehn  Jahren  an  der  Kriegs- 
akademie zu  Berlin  vorgetragen  und,  wie  er  glaubt,  auch  bei 
den  Zuhörern  Zustimmung  erhalten  hat.  Besonders  wenn  die 
einzelnen  Capitel  der  Mathematik  nicht  in  besonderen  Vorträgen 
von  verschiedenen  Lehrern  während  mehrerer  Studienjahre  vor- 
getragen werden,  sondern  ein  einziger  Lehrer  für  die  gesamte 
mathematische  Ausbildung  zu  sorgen  hat,  die  sich  aber  auf  einen 
geringen  Umfang  in  knapp  bemessenen  Stunden  beschränkt, 
wird  der  Erfolg  der  Vorträge  gerade  in  der  Infinitesimalrech- 
nung von  der  Weise  abhängen,   wie  die  verschiedenen  Partieen 
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der  Mathematik  bei  jeder  passenden  Gelegenheit  herangezogen 
und  von  dem  Standpunkte  der  neu  gewonnenen  Erkenntnis  aus 
beleuchtet  werden,  so  wie  dies  vom  Verfasser  in  seinem  Buche 
geschehen  ist.  Lp. 


M.  Stegemann.  Grundriss  der  Differential-  und  Inte- 
gral-Rechnung. IL  Teil:  Integral  -  Rechnung.  Mit 
besonderer  Rücksicht  auf  das  wissenschaftliche  Be- 
dürfnis   technischer    Hochschulen.       Vierte    Auflage. 

Hannover,     üelwiog'sche  Verlagsbacbhandlaog.     (Th.  Miersioskj).  XII 
u.  446  S.  gr.  8». 

Es  ist  eine  Thatsache,  dass  die  beliebteren  deutschen  Lehr- 
bücher der  höheren  Mathematik  von  Lehrern  der  Polytechniken 
oder  technischen  Hochschulen  verfasst  sind.  Wir  brauchen  in 
dieser  Hinsicht  nur  auf  die  Bücher  von  Schlömilch,  Fiedler, 
Ritter  und  auf  das  eben  besprochene  von  Autenheimer  hinzu- 
weisen. Die  Anforderung  der  Zeitigung  von  Früchten  des  mathe- 
matischen Unterrichts  bei  den  Zöglingen  nach  massiger  Dauer 
desselben ,  sowie  der  engere  Verkehr  zwischen  Lehrer  und 
Schüler  dürften  vielleicht  zur  Erklärung  der  Erscheinung  aus- 
reichen. 

Auch  das  vorliegende  weit  verbreitete  Werk  ist  von  einem 
einstigen  Lehrer  an  dem  Polytechnikum  zu  Hannover  verfasst 
worden.  In  dem  Buche  selbst  bleibt  der  jetzige  Herausgeber 
zwar  ungenannt,  doch  bekennt  sich  Herr  Kiepert  in  dem  1887 
erschienenen  ersten  Teile,  der  Diflferentialrechnung,  zu  seinem 
Werke,  dessen  er  sich  in  der  erneuten  und  verbesserten  Gestalt 
auch  durchaus  nicht  zu  schämen  braucht. 

Das  Stegemann'sche  Lehrbuch  berücksichtigt  vor  allem  die 
didaktische  Seite,  ordnet  den  Stoff  nach  diesem  Gesichtspunkte 
und  hat  gerade  deswegen,  trotz  mancher  bedenklichen  Mängel 
in  den  früheren  Ausgaben,  auch  nach  dem  Tode  des  Verfassers 
noch  starken  Absatz  gefunden.  Es  beschränkt  sich  im  Stoffe, 
bringt  nur  das  Notwendigste  aus  den  theoretischen  Erörterungen 
in  leicht  fasslicber  Weise  zur  Darstellung,  verweilt  dagegen  mit 
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^osser  Breite  bei  der  EinQbung  de8  Mechanismus  der  Rechnun- 
gen und  bespricht  die  dabei  auftretenden  Schwierigkeiten.  Die 
Tielen  Uebungsbeispiele  sind  in  aller  Ausführlichkeit  vorgerech- 
net, sodass  es  besonders  zum  Selbstunterricht  geeignet  erscheint. 
Herr  Kiepert  hat  bei  dem  mühsamen  Werke  der  Umarbeitung 
den  wesentlichen  Charakter  des  für  Lernende  leicht  fasslichen 
Werkes  treu  gewahrt,  aber  viele  Ungenauigkeiten  und  Druck- 
fehler beseitigt,  Erweiterungen  hinzugefügt,  zu  breite  Entwicke- 
langen gekürzt  Hinzugekommen  ist  u.  a.  am  Ende  des  Bandes 
eine  umfängliche  Tabelle  der  hergeleiteten  Formeln.  Lp. 

J.  Edwards.     DiflFerential  calculus  witb  applications  and 
nuinerous  examples.     An  elemeutary  treatise.     London. 

Macmillan  and  Co.  XIV  a.  439  S. 

Das  Buch  giebt  eine  recht  vollständige  Darstellung  der  ele- 
mentareren Teile  der  Differentialrechnung  und  ihrer  Anwendun- 
gen auf  die  Curventheorie.  Die  Beweise  aller  grundlegenden 
Sätze  zeigen  grosse  Sorgfalt  sowohl  inbetreflF  der  Genauigkeit 
als  auch  der  Klarheit,  und  das  Buch  bietet  eine  Fülle  erläutern- 
der Beispiele  von  sehr  geeigneter  Art.  EJine  bessere  Einleitung 
in  die  leitenden  Grundsätze  und  die  Anwendungen  der  Differen- 
tialrechnung ist  uns  noch  nicht  begegnet.  Druck  und  Papier 
sind  ausgezeichnet.  Gbs.  (Lp.) 

J.  A.  Serret.      Cours   de  calcul  diflftärentiel  et  integral. 

3*  ^d.       2  vol.      Paris.  Gnnthier-Villars. 


Pe.  Gilbert.      Cours    d'analyse    infinitesimale.      Partie 

616llientaire.      2®  ^d.       Paris.  Gauthier-Villars. 


W.   F.  Schüler.      Die   allgemeine  Derivntion,  ein  neuer 
Grundbegriff  der  Functionenrechnung.    Ansbach,  c  Bru- 

gel  D.  Soho. 
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Auf  einer  ebenen  Curve,  welche  die  Coordinaten  eines 
Punktes  auf  ihr  als  Functionen  von  einander  darstellt,  yariiren 
zwei  Punkte  unabhängig;  die  Mitte  der  Sehne  zwischen  beiden 
wird  als  primitiver  Punkt  (xy)  betrachtet,  und  der  Quotient  der 
Projectionen  der  halben  Sehne  auf  die  Axen  „allgemeine  Deri- 
yation"  genannt.  Diese  Projectionen  ä,  k  ergeben  sich  aus  der 
Doppelgleichung 

f(^  +  A,  y±h)  =  0. 

Betrachtet  man  nun  bei  feststehender  Curve  den  Punkt  (x,  y) 
als  unabhängig  variirend,  so  geht,  wenn  derselbe  in  die  Curve 
fällt,  die  allgemeine  Derivation  in  den  Diflferentialquotienten  über, 
und  wenn  er  auf  die  andere  Seite  der  Curve  rückt,  werden  ä,  k 
rein  imaginär.  Man  kann  daher  in  obiger  Gleichung  für  ä,  k 
auch  iÄ,  ih  setzen,  und  die  linke  Seite  in  der  Form  A+iB  dar- 
stellen. Nach  Berechnung  der  allgemeinen  Derivationen  der  ein- 
fachen Functionen  werden  weiter  behandelt:  die  Taylor'sche 
Reihe,  das  Bogenelement  und  der  Erümmungskreis,  die  Theorie 
der  Flächen  zweiter  Ordnung,  das  bestimmte  Integral  und  allge- 
meine Eigenschaften  der  Functionen  bivariabler  Argumente.  Bei 
der  Taylor'schen  Reihe  «findet  sich  der  Rest  in  einer  „allgemeinen 
Derivation"  ausgedrückt.  H. 


Oapitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen.  Maxima  und  Minima). 

L.  Königsberger.    üeber  das  Bildungsgesetz  der  höheren 
Differentiale  einer  Function  von  Functionen.   Klein  Ann. 

XXVII.  473-477. 

Das  ^'*  Differential  von 
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WO  X,  y,  Ä,  . . .  Functionen   einer  Variabein  sind,    wird  symbo- 
lisch in  der  Form  dargestellt: 


det  =       £ 


^!P7iPj....f^e 


wo 


«„i.^^j,>.u   n,!  Wj! ...  Wp!  (1!)».  (2!)«^ ...  (^I)"? 

und  für  -^  -J—  gesetzt  werden  soll  -^-k — ,  etc.    Hieraus  er- 

giebt  sich  für  ( =  0  eine  Formel,  welche  den  q^  Differential- 
qnotienten  der  durch  f{x^  y)  =  0  bestimmten  Function  y  nach  x 
auf  y',  y",  . . .,  yC^"^)  zurtlckführt.  Als  fernere  Anwendung  wird 
bewiesen ,  dass  fttr  jede  durch  die  algebraische  Gleichung 
f (x,  y)  =  0  definirte  algebraische  Function  der  Ausdruck 

^~W^      TT 

eine  ganzzahlige,  in  x,  y  und  den  CoeflScienten  der  Gleichung 
ganze  Function  ist.  Hierbei  wird  bemerkt,  dass  man  den  Eisen- 
stein'schen  Satz  von  der  Eigenschaft  der  Potenzentwickelung 
algebraischer  Functionen  daraus  leicht  herleiten  kann.         H. 


A.  Cayley.  Note  sur  le  memoire  de  M.  Picard  „Sur 
les  integrales  de  diffdrentielles  totales  alg^briques  de 
premifere  espfece**.     Darb.  Bali.  (2)  X.  75-78. 

Es  sei  f(a?,  y,  a,  0  =  0  eine  homogene  Gleichung  m**°  Grades 
und  A^  Ä,  C,  D  homogene  Functionen  (m  — 3)^"  Grades,  die  der 
Identität  genügen 


dx  dy  dz  dl 

\  dx   ^   dy  ^  di    ^    dt  /'' 
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dann  ist  der  Ausdruck 

dsi  - 

ABC 

X       y       z 
dx     dy      dt 

Q 
D 

t 

dt 

f^df.    df  .    öf       df\ 

von  il,  /i,  V,  Q  unabhängig  und  ein  totales  algebraisches  Diffe- 
rential erster  Gattung.    (Vgl.  Abschnitt  VI,  Cap.  5.)  Hr. 

G.  ToRELLi.      Contribuzione   alla  teoria  delle  equazioni 
algebrico-differenziali.    Batt.  G.  xxiv.  280-289. 
Herr  Gasorati  hat  bewiesen  (vgl.  F.  d.  M.  1876.  181,  1881. 
^36):   Wenn  man  mit  g  die  Discriminante  der  primitiven  Glei- 
chung zwischen  den  Variablen  x,  y 

(1)      Ao  CO'» +/;««-*  + ...  -|.  /-^  =  0 

in  Beziehung  auf  die  willkürliche  Constante  oi,  und  mit  G  die 
der  Differentialgleichung  bezeichnet,  die  durch  Elimination  von 
0)  aus  der  Gleichung  (1)  und  ihrem  ersten  Differential  nach  den 
Variabein  hervorgeht,  wobei  G  in  Beziehung  auf  dyidx  zu  bil- 
den ist,  so  besteht  die  Gleichung 

G  ^  9h\ 
wo  k  eine  ganze  Function  der  partiellen  Derivirten  erster  Ord- 
nung von  /"j,  /*,,  ...,  fm  nach  den  Variabein  bedeutet.  Dabei 
ist  jedoch  die  Bestimmung  von  k  nur  für  m  =  2  ausgeführt,  im 
übrigen  nur  angegeben,  wie  in  den  Fällen  m  =  3  und  m  =  4 
der  Ausdruck  für  k  gebildet  werden  kann.  Zweck  dieser  Note 
ist,  einen  Beweis  obiger  Formel  zu  geben,  der  zugleich  die  Be- 
stimmung von  k  für  jeden  Grad  der  primitiven  Gleichung  in  fer- 
tiger Form  liefert  (vgl.  das  Referat  F.  d.  M.  XVH.  1885.  245). 

Hr. 

M.  NoETHER.     Ueber  die  totalen  algebraischen  Differen- 
tialausdrticke  erster  Gattung.     Erlang.  Ber.  xvill.  ii-i7. 

M.  NoETHER.      Ueber  die  algebraischen  Differentialaus- 
drticke  mit  einer  Variablen.     Erlang.  Ber.  XVIII.  18-21. 
(Vgl.  Abschnitt  IX,  Cap.  3,  B.) 
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Fr.  Mbter.    Ausdehnung  eines  Dirichlet'schen  Verfahrens 
auf  die  Transformation  von  Differentialausdrttcken,  wie 

-^—  +  -^ — h  -^—   in   allgemeine    krummlinige   Coordi- 

naten.      Klein  Ann.  XXVI.  509>515. 

Die  von  Dirichlet  herrührende  Methode  (cf.  Riemann,  part. 
Differentialgleichungen  §  71  oder  Schwere,  Elektricität  und  Ma- 
gnetismus §  29;  Ausführlicheres  hierüber  findet  man  auch  in 
Heine's  Handbuch  der  Kugelfunctionen  I.  §  71)  zur  Transforma- 
tion des  Ausdrucks 

ö^i    ei»^    £K 

in  orthogonale  Goordinaten,  deren  Grandgedanke  in  der  Anwen- 
dung der  Green'schen  Formel  auf  ein  gewisses  Raumelement  be- 
steht, läset  sich  auch  inr  Transformation  des  allgemeineren  Aus- 

f\v         ^Y         f^7 

drucks  -Q — V  -p. — V  -K-  in  allgemeine  krummlinige  Goordi- 
naten ^, ,  ^,,  ^,  benutzen.  Das  Endresultat,  zu  welchem  der 
Herr  Verfasser  hierbei  gelangt,  hat  die  einfache  Gestalt: 


d\       dY 


dZ 


1 


D 


3 


Ö't/ 


wo 


D  = 


U  = 


duidQi  ' 

.dx 

• 

dx 

dx 

oft 

Ö€, 

Oft 

dy 

dy 

dy 

da, 

dg. 

oft 

d» 

dz 

di 

0 


ti. 


ist.  Die  bei  dem  eingeschlagenen  Wege  notwendige  Berech- 
nung der  Grösse  der  Seitenflächen  des  betrachteten  Raumele- 
mentes als  Functionen  der  neuen  Coqrdinaten  gestaltet  sich  sehr 
einfach,  indem  sein  Volumen  auf  doppelte  Weise  ausgedrückt 
wird.  Schliesslich  wird  noch  gezeigt,  wie  in  dem  von  Dirichlet 
behandelten  speciellen  Falle  der  Green'sche  Satz  ganz  entbehrt 
werden  kann.  T« 


FortMhr.  d.  Math.   XVU1.  1. 


16 
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V.  VoLTERRA.      Sopra   una   proprietk    di    una   classe   di 
funzioni  trascendenti.     Rom.  Aco.  L.  Rend.  (4)  llj.  211-214. 
Es  mögen  zwischen  den  m+n  Veränderlichen 

m  algebraische  Gleichungen  bestehen: 

(0         9><(aJna:„...,irn,  y„y„...,ym)  =  0,  (i  =  I,  2, ...,  iw) 

und  ein  Differentialausdruck 

(2)        ZOrdXr 


vorhanden  sein,  wo  die  6r  Functionen  von 

j?,,  x^^  . . .,  a?„,   y,,  y,,  . . .,  y„, 
sind.     Es  seien  ferner 

(3)        i/^,(a?,,  a?„  ,..,  xn,  y,,  y„  ...,  y«,  w,,  «j»  •••»  «*)  =  ^ 

(t=  1,2,  ...,w) 
n   algebraische  Gleichungen   zwischen    d€n  m  +  ft-j-A  Veränder- 
lichen 

a?,,  rTj,  . . .,  a?„,   y,,  y,,  ...,  y„,,   ti, ,  w,,  ...,  «jfc, 

und 

(4)        x^^\  xW,  . . .,  x^),  yW,  y(*),  .  . .,  yCJ)         (Ä  =  I,  2, . ..,  p) 

die  p  Lösungssysteme  der  Gleichungen  (1),  (3),  wo  ii»,  11,,  .,.,  ii* 
als  unabhängige  Variabein  angesehen  werden.  Setzt  man  dann 
die  Werte  jedes  der  Systeme  (4)  in  (2)  ein,  und  addirt  die  p 
hieraus  entstehenden  Ausdrucke,  so  ergiebt  sich  ein  Differential- 
ausdruck 

WO  die  %pt  rationale  Functionen  von  u,,  ti„  ...,  ti^  sind.  Für 
m  =  w  =  1,  /f  =  0  erhält  man  hieraus  den  Aberschen  Satz. 

Vi. 


E.  Cksaro.     lutorno  a  taluni  gruppi  di  operazioni. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  H,.  35-39. 

Die  Operationen  9),  welche  .der  Functionalgleichung 

für   alle  ganzzahligen  positiven  Werte  der  Argumente  gentlgen, 
bilden  eine  Gruppe  (Z>.     Dasselbe  findet  aligemeiner  für  diejeni- 
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gen  Operationen  <  statt,  welche  die  Gleichung 

T(«(a?),  «(y))  =  «T(aj,y) 

erfQlIen,  wo  t  eine  willkürliche,  aber  feste  Function  zweier  Ver- 
änderlichen ist.  Bedeutet  £  die  Oruppe  der  e,  und  sind  fi,  v 
irgend  zwei  inverse  Operationen  (was  in  Kürze  als  ein  „Opera- 
tionenpaar" bezeichnet  werden  möge),  so  heisst  die  Gruppe  der 
Operationen  vßfi  die  durch  das  Operationenpaar  vfi  transformirte 
Gruppe  von  £,  und  wird  durch  vEfi  bezeichnet. 

Die  Gruppen  (Z>,  £  dienen  zur  Darstellung  anderer,  für  die 
höhere  Arithmetik  wichtiger  Gruppen. 

Ist  erstens  die  in  der  Theorie  der  Reihenumkehrung  (vgl. 
die  darauf  bezüglichen  Schriften  des  Verfassers:  Sur  Tinversion 
de  certaines  s^ries  und  Fonctions  ^numäratrices  in  Brioschi  Ann. 
(2)  XIII.  338-351,  XIV.  141-158)  vorkommende  Gruppe  0^,0^,... 
vorhanden,  die  der  Gleichung 

OiOj  =  OjOi  =  Oij 

genügt,  »o  findet  man  allgemein: 

O,  =  U[ip(n).  VI 

wobei  q^  irgend  eine  Operation  der  Gruppe  0  und  t/,  V  ein  belie- 
biges Operationenpaar  bedeutet.  Wenn  umgekehrt  die  Form 
von  On  von  vornherein  bekannt  ist:  On  =  F(x^  n),  so  leitet  man 
daraus  die  Operation  (/,  F,  tp  durch  die  Formeln: 

U=zF(c,itf),     l/F=l,    q>^=^l 

ab,  wo  V'  eine  Operation  der  Gruppe  (Z>,  c  eine  willkürliche 
Constante  ist. 

Ist  zweitens  Q^y  J2„  ...  eine  Gruppe,  die  der  Relatiou 

siiSij  =-  iijiii  =  iijiij) 

genügt,  so  findet  man  allgemein: 

fl,  =  üt[e(n),  Fj, 

wo  t/,  F  wie  früher  ein  Operationenpaar,  e  aber  eine  *Operation 
der  durch  die  Function  t  bestimmten  Gruppe  £  bedeutet.  Wenn 
t  die  Form: 

^(«,y)  =  i"K«)->'(y)] 

hat  (wo  /u,  V  ein  Operationenpaär  ist),    dann  reducirt   sich   die 

16* 
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Gruppe  Q  auf  die  Gruppe  O,  denn  man  findet  in  diesem  Falle: 

fl^")  =  Ufi[ip(n) .  i^V], 
und  Vfij  vY  bilden  offenbar  ein  Operationenpaar. 

Was  die  Reihenumkehrung  betrifft,  ftthrt  der  Verfasser  den 
folgenden  Satz  an,  der  die  bekannten  Theoreme  von  Möbius 
(Ueber  eine  besondere  Art  von  Umkehning  der  Reihen,  Crelle's 
J.  IX.  105)  und  Tschebyscheff  (Note  sur  diff^rentes  s^ries,  Liou- 
ville's  J.  XVI)  umfasst: 

Ist 

G  =  JS9(n)H0n, 

so  ist 

H  =  2h{n)G0n, 

WO  g^  h  conjugirte  Functionen  (in  dem  vom  Verfasser  in  Batt.  G. 
XXIII.  171  dargelegten  Sinne)  bedeuten.  Vi. 


Th.  Muir.      On    the    differential    equation    of   a    conic. 

Phil.  Mag.  (5)  XXI.  143-145. 

Eine  einfache  Ableitung  der  Gleichung 

nach  einer  Methode,  welche  auf  Gleichungen  höherer  Grade  an- 
wendbar ist.  Gbs. 

P.  Domenico -Marianini.  Teorema  generale  per  la  ri- 
cerca  dei  valori  liiniti  correspondenti  a  forme  indeter- 
minate,  seguito  da  una  dimostrazione  del  teorema  di 

Taylor.      Modona  Mem.  (2)  IV.  879-423. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  sehr  detaillirter  Weise  und  auf 
alle  Fälle  sorgsam  eingehend  die  Lehre  von  den  Grenzwerten 
und  infinitesimalen  Eigenschaften  erst  im  allgemeinen,  dann  die 

ii^hlnsse   von   den   Eigenschaften   von      ,.).  (    auf     ^^  i     (ür 
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(jp(x)  =  0,   tp(x)  =  0   und  leitet  zuletzt  den  Taylor'schen  Satz 
nach  Lagrange'schem  Verfahren  her^  H. 


P.  S.  Florow.  Die  Anwendung  der  Grundformeln  der 
Theorie  des  Differentiirens  zwischen  bestimmten  Gren- 
zen   auf    die    Summation    der    unendlichen    Reihen. 

Ckark.  Ges.  3-14.  (Rtistiseh.) 

Die  Theorie  des  Differentiirens  mit  willkürlichem  Index, 
welche  von  A.  W.  LetnikoiF  entwickelt  war,  wird  hier  auf  die 
Summation  dreier  unendlicher  Reihen  angewandt,  deren  eine  die 
Reihe: 

^        I        ^       I       ^'        1 


ist;   die  zwei  anderen  werden  durch  die  Differentialgleichungen 
d'*u      -^  d^^^u  ^  d^~^u 

definirt,  wo  die  Coeffioienten  ß  Constauten  sind.  Wi. 


L.  ScHBKFFBR.  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  von  zwei  Variabein.  Aus  seinen  hinter- 
laasenen  Papieren  mitgeteilt  von  A.  Mayer.    Leips.  Ber. 

103-143. 

Der  Verfasser  war  durch  Untersuchungen  über  höhere  Va- 
riationen bestimmter  Integrale  auf  Beispiele  gekommen,  welche 
ihn  zu  der  Erkenntnis  fhhrten,  dass  die  in  jener  Theorie  Üblichen 
Ueberlegungen  einen  Fehlschluss  enthalten;  vgl.  des  Verfassers 
Note  in  Klein  Ann.  XXVI.  p.  197  ff.  (cf.  F.  d.  M.  1885.  XVII. 
358 f.)-  Analoge  Verhältnisse  liegen  aber  auch,  wie  der  Ver- 
fasser gefunden  hat,  in  der  weit  einfacheren  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen Maxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  Va- 
riabein vor.  Um  festzustellen,  ob  eine  Function  von  zwei 
Veränderlichen  f(x,  y)  an  einer  bestimmten  Stelle  ein  Maximum 
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oder  Minimum  besitzt,  verfährt  man  gewöhnlieh  so,  dass  man  — 
um  geometrisch  zu  reden  —  das  Verhalten  der  Function  nur  auf 
den  unendlich  vielen  Geraden  untersucht,  welche  sich  durch  jene 
Stelle  legen  lassen.  Das  reicht  aber  nicht  hin;  denn  daraus, 
dass  an  derselben  auf  jeder  einzelnen  Geraden  z.  B.  ein  Mini- 
mum stattfindet,  folgt  noch  nicht,  dass  auch  ein  Minimum  Über- 
haupt eintritt;  die  Existenz  eines  solchen  hängt  vielmehr  davon 
ab,  ob  sich  um  jenen  Punkt  als  Centrum  ein  Kreis  legen  lässt, 
innerhalb  dessen  die  Function  Oberall  durchaus  grössere  Werte 
aufweist,  als  in  dem  Punkte  selbst;  denn  es  kann  sehr  wohl  auf 
jeder  einzelnen  Geraden  ein  Minimum  stattfinden,  ohne  dass  ein 
solcher  Kreis  existirt,  wie  dies  am  einfachsten  das  Beispiel 

zeigt.  Es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  dadurch  zur  Ent- 
scheidung über  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function  ge- 
langen kann,  dass  man  an  Stelle  der  Geraden  sämtliche  Curven, 
welche  sieh  durch  jenen  Punkt  legen  lassen,  in  Betracht  zieht. 
Aber  auch  gegen  diesen  Weg  machen  sich  verschiedene  Beden- 
ken geltend,  und  der  Verfasser  schlägt  daher  einen  ganz  an- 
deren ein,  um  zu  völlig  allgemeinen  und  gleichzeitig  praktisch 
brauchbaren  Kriterien  fhr  die  Existenz  eines  Maximums  oder 
Minimums  zu  gelangen.  Zunäi^hst  wird  hervorgehoben,  dass 
auch  schon  bei  einer  Function  f(x)  einer  einzigen  Variabein  die 
Anwendbarkeit  der  auf  Potenzentwickelung  gegründeten  Kri- 
terien des  Maximums  oder  Minimums  z.  B.  an  der  Stelle  j;  =  0 
dadurch  durchaus  bedingt  ist,  dass  die  Function  [(jx)  sich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  =  0  schnell  genug  verändere,  d.  h.  es 
muss  eine  Potenz  cuc"  mit  der  Eigenschaft  existiren,  dass  zwischen 
gewissen  Grenzen  —g  <ix<.  g  der  absolute  Wert  von  /"(*)— /"(O) 
beständig  >  o^";  wird.  Diese  Bedingung  ist  für  eine  Function 
zweier  Variabein  f (x,  y),  deren  Verhalten  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  z.  B.  des  Nullpunktes  hinreichend  deutlich  ausgeprägt  sein 
soll,  dahin  zu  verallgemeinern,  dass  eine  Potenz  ar^  mit  der  Eigen- 
schaft existire,  dass  fUr  jeden  Wert  r  unterhalb  einer  gewissen 
Grenze  g  beide  Extremwerte  von  /"(«,  y)  —  d.  h.  der  grösste  und 
der  kleinste  Wert,  den  f{x^  y)  auf  der  um  den  Nullpunkt  als  Gen- 
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trum  mit  dem  Radios  t  gezogenen  Kreislinie  annimmt  — ,  abso- 
lut genommen,  grösser  als  W  werden.  Ist  diese  Forderung 
nicht  erfOllt,  so  kann  man  auf  die  Gewinnung  sicherer  Kenn- 
zeichen des  Maximums  oder  Minimums  durch  Potenzentwicke- 
lungen irgend  welcher  Art  keinenfalls  rechnen.  Existirt  aber 
eine  derartige  Potenz  ar^^  so  ist  dem  Verfasser  ein  Verfahren, 
das  tfusfbhrlich  abgeleitet  wird,  zu  finden  gelungen,  welches 
zur  Entscheidung  der  gestellten  Frage  mit  Sicherheit  und  ver* 
mittelst  einer  endlichen  Anzahl  principiell  geordneter  Einzel- 
untersuchungen führt.  Durch  einen  Fundamentalsatz  wird  das 
Problem  zunächst  auf  den  Fall  ganzer  rationaler  Functionen  zu- 
rQckgefQhrt;  und  dann  erweisen  sich  von  wesentlichem  Nutzen 
die  bei  der  Discussion  der  Singularitäten  algebraischer  Curven 
gebräuchlichen  Methoden,  wie  die  Newton  -  Gramer' sehe  Regel, 
vermittelst  deren  sich  die  Untersuchung  auf  die  principiell  ein- 
fache einer  Reihe  homogener  Functionen  reduciren  lässt. '  Am 
Schlüsse  werden  einige  charakteristische  Beispiele  durchgefQhrt. 

^ T. 

K.   H.  LiERSEMANN.     Maxima   und    Minima,   analytisch- 
geometrisch   beleuchtet.      Pr.  R.-G.  Rawitsch.    Breslau. 

« 

Die  Schrift  lehrt  an  Beispielen,  wie  eine  algebraische  ebene 
Curve  zu  diseutiren,  ihre  Tangenten,  Wendepunkte,  Doppel- 
punkte, Doppeltangenten,  Asymptoten,  Krümmungsradien,  Krtlm- 
mnngsmittelpunkte  u.  s.  w.  aus  ihrer  Gleichung  zu  finden  sind. 
Die  Deduktion  stützt  sich  in  Betreff  der  Grenzübergänge  und 
des  Unendlichen  auf  die  als  geläufig  betrachtete  gewöhnliche  An- 
schauung und  wird  durch  den  in  einer  früheren  Programmarbeit 
enthaltenen  Versuch  einer  Theorie  des  Unendlichen,  auf  den  der 
Verfasser  im  Vorwort  verweist,  nicht  beeinflusst.  H. 


A.  Markoff.     Sur   une  question  de  maximum  et  mini- 
rnnm  propos^e  par  M.  TschebyschefF.      Acta  Math.     IX. 

57-70. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  schon  mehrfach  (vgl.  nament- 
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lieh  seiDe  Abhandlung:  „Ueber  einige  Anwendungen  der  alge- 
braischen Kettenbrtlche''  St.  Petersburg  1884;  cf.  F.  d.  M.  1885. 
XVII.  168  ff.)  mit  einer  Aufgabe  beschäftigt,  die  von  Herrn 
Tschebyscheff  in  seinem  Aufsatz:  „Sur  les  valeurs  limites  des 
integrales*'  (Liouv.  Journ.  (2)  XIX.  151  ff.;  of.  F.  d.  M.  1874  VI. 
180 f.)  auigestellt  worden  ist  Diese  Aufgabe  kann  dabin  ver- 
allgemeinert werden:  Es  seien  a  und  6  zwei  gegebene  Zahlen 
und  iliCs);  ^2(^)7  ':'i  ^+i(^)  und  ii(z)  gegebene  Functionen  von 
;s  von  der  Beschaffenheit,  dass  £i(z)  und  die  Determinante 

ebenso  wie 

(x=  1,2,  ...,  «+1) 
für  alle  Werte  von  z  zwischen  a  und  6  positiv  bleiben:    dann 
sollen    die   Anzahl    v    und    die    Werte    der    positiven    Zahlen 
nij,  m„  . . .,  m^,  sowie  die  Grössen  y,,  . . .,  yy  zwischen  a  und  fr 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Summen 

1  1 

gegebene  Werte  Oj,  . . .,  a^^i  besitzen  und  gleichzeitig  die  Summe 

ZifniSi{yi), 
1 

in  welcher  die  y«  eine  gewisse  zwischen  a  und  6  gelegene 
Grösse  0  nicht  überschreiten,  ein  Maximum  oder  Minimum  sei. 
In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  die  Betrachtungen  aus- 
einandergesetzt, welche  den  Verfasser  zu  der  Lösung  dieser  Auf- 
gabe geführt  haben.  T. 


A.  Markofp.     Extrait  d'une  lettre  adress^e  k  M.  Hermite. 

Ann.  de  TEc.  Norm.  (3)  III.  81-88. 

Herr  Markoff  teilt  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  mit, 
zu  denen  er  durch  den  Tschebyscheff'schen  Aufsatz:  Sur  les  va- 
leurs etc.  (vgl.  das  vorhergehende  Referat)  veranlasst  worden 
ist,  über  die  man  des  Verfassers  Abhandlungen  vergleiche: 
Klein  Ann.  XXIV.  172-180  (cf.  F.  d.  M.  1884.  XIV.  236f.);  über 


Capitel  2.    DiflerentialrecbDang.  249 

einige  Anwendungen  der  algebraischen  Kettenbrtiche,  St.  Peters- 
burg 1884  (cf.  F.  d.  M.  1885.  XVII.  J68ff.);  Klein  Ann.  XXV. 
427-432  (cf.  F.  d.  M.  1885.  XVIL  275);  Acta  Math.  IX.  57-70 
(cf.  das  vorhergehende  Referat).  T. 


O.  Bermann.     Ein  Minimumproblem.     Schiomilch  z»  xxxi. 

40-53,  381-382. 

Der  folgende,  für  die  Flächentheorie  bemerkenswerte  Satz 
wird  im  ersten  Artikel  fttr  conische  Flächen,  im  zweiten  allge- 
mein bewiesen.  Das  Tetraeder,  welches  die  BerQhrungsebene 
einer  Fläche  mit  drei  beliebigen  festen  Ebenen  bildet,  ist  ein 
Minimum,  wenn  der  Berührungspunkt  Schwerpunkt  der  berül^ren- 
den  Tetraederseite  ist.  U. 


H.  Hbnnessey.      Note    to    a    paper  on    the   geometrical 
construction  of  the  cell  of  the  honey-bee  (R.  S.  Proc. 

vol.  39,   p.  253).      LoDd.  B.  S.  Proc.  XLI.  142-443. 

Das  in  dem  angezogenen  Aufsatze  (cf.  F.  d.  M.  XVIL  1885. 
249)  erlangte  Resultat,  nach  welchem  die  Seite  einer  der  die 
Zelle  begrenzenden  Rauten  als  das  Dreifache  der  Differenz 
zwischen  den  beiden  parallelen  Kanten  gefunden  wurde,  welche 
die  Seiten  eines  der  Trapeze  des  Prismas  bilden,  liefert  eine  ein- 
fache Methode  zur  Construction  der  Figur.  Ausserdem  wird  be- 
merkt, dass  die  dreiseitige  Endpyranxide  der  Zelle  einer  Kugel 
einschreibbar  ist,  deren  Durchmesser  das  Dreifache  der  Länge 
einer  der  Kanten  4es  Prismas  ist.  Gly.  (Lp.) 


J.  Woi^TBNHOLMB,  T.  Gallibrs,  R.  Knowlbs.     Solution 

of  question    7963.     Ed.  Times.  XLIV.  46. 

Ist  PQ  eine  Sehne  einer  Ellipse,  zugleich  in  P  Normale,  0 
ihr   Pol,    so   ist   der    grösste   Wert    des   Winkels   QOP  gleich 

arctg  ^-T \  wenn  a,  6  die  Halbaxen  bedeuten.         Lp. 
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Gapitel  3. 
Integralrechnung. 

V.  de  Strekalof.     Note  sur  rintögmle  /  / 1  .    ?\2  • 

Nouv.  AiiD.  (3)  V.  533-534. 

Der  Verfasser  zeigt  (bezugnehmend  auf  die  Losung  dersel- 
ben Aufgabe  durch  Herrn  Pomey  Nouv.  Ann.  (3)  IV,  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  257),  Wie  durch  die  Substitution  von  tang^  fttr  z 
das  Integral  sich  leicht  ergiebt.  *     Heb. 


(j.  A.  GiBSON.      Notes  on   Integration    by   parts   and   by 
successive  reduction.     Ediob.  M.  s.  Proc.  iv.  H8-91. 

Behandelt  hauptsächlich  das  binomische  Differential 

das  in  abweichender  Art  durch  Herrn  Muir  in  Bd.  IIL*  KM)  (F. 
d.  M.  XVII.  1885.  258)  bearbeitet  war.  Gbs.  (Lp.) 


P,  DU  Bois-Reymond,     lieber  die  Integration  der  Reihen. 

Berl.  Ber.  359-371. 

Fasst  man,  was  oft  zweckmässig  ist,  die  Reihe 

als  Function  von  x  und  n  auf  und  setzt  demgemäss  Un(x)  ^  (p^x^e)^ 
wo  e '■=  n^^  ist,  so  lässt  sich  das  Problem  über  die  gliedweise 
Integration  der  Reihen,  wenn  man  voraussetzt,  dass  in  dem  In- 
tervall a...fr,  dem  die  Integrationsgrenzen  angehören,  l\m(p(x^g) 

endlich  und  der  Einfachheit  halber  gleich  Null  ist,  so  formu- 
liren:  Unter  welchen  Umständen  ist  die  Function 


/x 
w(x^  e)dx 



gleich  Null,  d.  i.  existirt  sie  nicht,   und  unter  welchen  Ümstän 
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den  existirt  sie  in  von  Null  verschiedener  Weise,  gleichviel  ob 
bestimmt  oder  unbestimmt  oder  unendlich?  Bleibt  g>{x^  e)  bei 
Verkleinerung  von  €  nicht  durchweg  unter  einer  endlichen 
Schranke,  so  kann  0(x)  existiren.  Bleibt  dagegen  q^(x^e)  unter 
einer  endlichen  Schranke,  so  erhält  der  Verfasser  als  hinreichende 
Bedingung  fClr  die  gliedweise  Integrirbarkeit  der  Reihe  —  und 
es  ist  dies  die  geringste  bis  jetzt  bekannte  Forderung  —  die, 
dass  vi^iS)  für  «-^0  in  einem  System  von  in  jedem  kleinsten 
hitervall  von  x  vorkommenden  Punkten  stetig  ist.  Die  durch 
diesen  Satz  nahe  gelegte  Frage,  ob  Functionen  existireti,  die 
zwar  fttr  jeden  besonderen  Wert  x  mit  e  verschwinden,  aber  in 
jedem  kleinsten  Intervall  von  x  zugleich  stetig  und  unstetig  sein 
können,  wird  durch  Aufstellung  einer  solchen  Function  in  be- 
jahendem Sinne  entschieden.  Eine  unumgängliche  (allerdings 
nicht  ausreichende)  Vorbedingung  für  die  Existenz  der  Grösse 
Q(x)j  wenn  qt(x^  e)  endliche  Schranken  nicht  überschreiten  darf, 
ist  die,  dass  im  Integrationsintervall  Strecken  vorhanden  seien, 
in  deren  beliebig  kleinen  Abschnitten  die  Function  (f(x,  e)  bei 
Verkleinerung  von  «  Über  eine  der  ganzen  Strecke  gemeinsame 
Schranke  sich  erhebt.  Dass  sich  diese  Vorbedingung  erfüllen 
lässt,  gelingt  dem  Verfasser  durch  eine  analytische  Construction 
zu  beweisen.  T. 


G.  Giuliani.     Dell'  integrabilith  di  una  serie  di  funzioni. 

Batt.  G.  XXIV.  44-45,  333. 

Beweis  eines  von  Herrn  Arzelä  angegebenen  Theoremes 
und  Aufstellung  eines  neuen  Satzes.  Beides  wird  in  einem  be- 
richtigenden Nachtrage  vom  Verfasser  selbst  als  fehlerhaft  er- 
kannt .  .  Vi. 


P.  TscHEBYSCHKFF.      Sur   Ui   lepr^scntHtion    des    valeurs 
limites    des    integrales     par    des    r^sidus    int^graux. 

.  Acta  Math:  IX.  85-56. 

Die  in  Liouville  J.  (2)  XIX.  151  behandelte  Aufgabe  (s.  F. 
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d.  M.  VI.  180)  wird  wieder  aufgenommen  und  die  daselbst   an- 
gedeutete Lösung  vollständig  ausgeführt.  U. 


DuARTE  Lbite.      Iiitegrapao  das  differeticiaes  algebrica». 

Porto. 

In  diesem  Werke  beschäftigt  sieh  der  Verfasser  mit  den 
Integralen  derjenigen  algebraischen  Functionen ,  welche  n^an 
algebraisch  oder  mit  Hülfe  der  logarithmischen  Functionen  auf- 
stellen kann.  Das  erste  Capitel  ist  den  Integralen  gewidmet, 
welche  man  algebraisch  ausdrücken  kann,  nebst  dem  Aberscben 
Theorem  in  Bezug  auf  diese  Integrale;  es  folgt  die  Methode 
Liouville's,  um  sie  zu  berechnen,  und  einige  neue  Theoreme, 
welche  die  Bedingungen  dafür  angeben,  dass  die  Functionen 
wirklich  algebraisch  integrirbar  sind. 

In  dem  zweiten  Capitel,  welches  sich  auf  die  logarithmisch 
ausdrückbaren  Integrale  bezieht,  folgt  das  AbeFsche  Theorem 
in  seiner  allgemeineren  und  einfacheren  Form  für  algebraische 
Integrale  und  in  Folge  dessen  die  logarithmisch  ausdrttckbaren 
Integrale;  darauf  werden  allgemein  die  Integrale  von  der  Form 

/Pdx 
— l —  entwickelt,   besonders  wenn  sie   durch   einen   einzigen 

An* 

Logarithmus  sich    darstellen    lassen.     Den  Schluss  macht  eine 
Anwendung  auf  den  Fall,  dass  m  =  2  ist.  Tx.  (Hch.) 


M.  TiCHOMANDRiTZKY.      Die  Aussondcrung  des  algebrai- 
schen   Teiles    der   hyperelliptischen    Integrale.     Chark. 

Ges.  1885.  II.  98-114.  (RusBtsch.) 

• 

Die  Abhandlung  sucht  das  Verfahren,  welches  von  Ostro- 
gradsky  angewandt  wurde,  um  den  algebraischen  Teil  der  Inte- 
grale der  rationalen  Brüche  auszusondern,  auch  auf  die  hyper- 
elliptischen Integrale  auszudehnen.  Hierzu  zeigt  er,  dass  man 
immer  ein  Polynom  IC(x)^  dessen  Grad  nicht  höher  als  der  Grad 
des  Polynoms  f(x)  ist,  so  bestimmen  kann,  dass 
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J       2)^Ä(a;) 

wo  2  ein  Polynom  bleibt.    Aehnlich  kann  man  jedenfalls  K{x) 
so  bestimmen,  dass 

wo  der  Grad  von  X  kleiner  als  der  Grad  von  IT  ist. ,      Wi. 


F.  Brioschi.      Sopra   una  formola   di  trasformazione  di 
integral!  multipli.     Rom.  acc.  l.  Reod.  (4)  ii,.  iii-in. 

Es    wird   folgender  Satz  hergeleitet.    Das  n-fache  Integral 
von 

/Idx^  dx^ . . .  dxn 

wo 

f(x)  =  (a:~aj(aj— a,)...(a;— a2n) 

• 

und    J   das   Product   der   Differenzen  je   zweier   der   Grössen 
Xp  Xj,  ...,  rr.  ist,  lässt  sich  in  das  n-fache  Integral  von 

dy^dy^...dyn 

frans formiren ,    worin   die   Function  F(y,,..,)   das  Product   von 
2fi  +  t  linearen  Functionen  der  y  ist,  indem  man  setzt: 

*  (O-i,  —  ö»r J  (öm, — öwij  . .  •  (Om,  —  ^mj 

und   analog  y,,  . . .,  y«,   wo  a„.,,  a„,„  ...,  a»,^  beliebige  «unter 
den  Grössen  a^,  a^,  ...,  a2n  sind. 

Für  n  =  2  ist  dieser  Satz  von  Rosenbain  in  Grelle  J.  XL. 
329  bewiesen.  H. 
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Gapitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

Wbis.      Integi'ation    eines    bestimmten    Integrals    durch 
Reihenentwickelung.    Pr.  Gymn.  Weiiburg. 

Die  Beweisführung  der  Zulässigkeit  der  Reibeneotwickelang 
unter  dem  Integralzeichen  wird  an  einem  Beispiele  gezeigt. 

H. 


T.  J.  Stibltjes.      Sur    quelques    integrales    d^finies. 

Amet  Versl.  en  Meded.  (3)  II.  210-21G. 

Die  Formel  von  Legendre 


r*    Bxnmx    j_        l     c*"+l  1 


cte  =  — 


e^"'— 1  4    «"»— l  2m 

wird  in  dieser  Arbeit  als  der  einfachste  Fall  einer  Reihe  tod 
Formeln  betrachtet,  welche  einen  besonderen  arithmetischen  Cha- 
rakter besitzen.  Durch  einige  Beispiele  wird  dieser  Charakter 
näher  erläutert,  während  das  vollständige  System  später  behan- 
delt werden  soll. 

Die  genannten  Formeln  sind 

p  ^  1  (mod.  4) 


und 


p  ^  3  (mod.  4), 


während 


r(x)^!i(J)«-. 


AuR  diesen  Formeln  werden  einige  Folgerungen  gezogen. 

G. 
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T.  J.  Stibltjes.     Note  sur  le  d^veloppement  de  Tint^- 

grale    f^  e'^dx.      Acta  Math.  IX.  167-176. 
u 

Es  wird  eine  zur  approximativen  Berechnung  der  Function 

taugliehe  Entwickelung  gesucht.  Sie  geht  von  der  TranBforma- 
tion  in 

9)(a)  =  — r=-  Hauptwert  /        ,       .  dx 

aus,  eine  Gleichung  deren  Richtigkeit  durch  Differentiation  er- 
hellt. Unter  dem  Hauptwert  wird  nach  Gaucby  der  Grenzwert 
des  Integrals  von  0  bis  1—«  und  von  \-\-e  bis  oo  verstanden. 
Der  Verfasser  lässt  es  als  vornehmlichen  Zweck  der  vorliegen- 
den Arbeit  erscheinen  zu  zeigen,  dass  diese  von  Riemann  und 
andern  gemissbilligte  Einführung  in  Fftllen  wie  dem  gegen- 
wärtigen einzig  zum  Ziele  führt.  Durch-  wiederholte  teilweise 
Integration  wird  der  Ausdruck  in  die  divergente  Reihe 

y(a)  =  T.  +  T, +  •••  -hn+  /?. 
entwickelt,  wo 

T   _^„.  l-3-(2»-3) 

Die  Ermittelung  von  o«  erfordert  neue  Reihenentwickelungen. 
Die  On  wachsen  beständig  mit  n.  Man  hat  nun  dasjenige  n  zu 
wählen,  fQr  welches  o^  <  a  <  a^+i  ist,    dann  ist  q>{a)  zwischen 

den  Grenzen  Tj  +  •••  +  T«  und  T,  -| f  T„  ^  enthalten.  Die  dar- 

nber  geführten  Untersuchungen  sind  zu  mannigfaltig  zum  Bericht. 

H. 


E.  Catalan.     Sur  quelques  integrales  d^finies.  Belg.  M6m. 

XLVI..24S. 
Untersuchung   verschiedener,    mit   den   Functionen  X«    ver- 
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wandter  Integrale,  z.  B.  der  folgenden: 

/•*  dx  /•*''  cos^-^  g>dg> 

^         eo8*a 
Verschiedene  Reihenentwickelungen.  Mn.  (Lp.) 


C.  LE  Paigb.     Rapport  sur  un  Memoire  intitulä:    9,Sur 
nne  suite  de  polynömes  conjuguös*,  par  M.  Deruyts. 

Belg.  Bull.  (^)  XII.  12-1Ö. 

Eine  geistvolle  Verallgemeinerung  verschiedener  Resultate 
Heine's  und  Didon's  hinsichtlich  der  angenäherten  Bestimmung 
der   bestimmten  Integrale 

/   f{x)q)(x)dx  unter  der  Form  SAq>(d) 

a 

und  über  die  bei  der  Aufgabe  vorkommenden  Polynome. 

Mn.  (Lp). 


J.  Deruyts.     Sur  une  classe  de  polynömes  conjugu^s. 

Belg.  Bl^m.  S.  i,  XLVIII.  20  S. 

Es  ist  dies  die  Abhandlung,  über  welche  Herr  le  Paige 
den  im  vorangehenden  Referate  besprochenen  Bericht  erstattet 
hat.  Hn. 


G.  A.  GiBSON.     Note  on    a   class    of  definite   integrals. 

Glaagow  Phil.  Soc.  Proc.  XVIII.  167-169, 

Zu  beweisen,  dass 

0  n 

WO  r'  =  1  — 2aco8Ö  +  a'.  Gbs. 
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Cö.  Hermitb',  A.  H.  Cürtis.     Solution  of  questions  8164, 

8196.     Ed.  Times.  XLIV.  87. 

Herr  Hermite  hatte  die  Formel  zum  Beweise  gestellt,   dass 

wo    n    die    grl^sste    ganze    Zahl    bedeutet,    die    dem     Bruche 

— —  zunächst  liegt  (grösser  oder  kleiner  als  derselbe).      Herr 

Cnrtis  beweist,  dass  man  allgemeiner  hat: 

/•*  sing  da;  ..      ,^     . 

worin  n  dieselbe  Zahl  bedeutet,  il  durch  die  Gleichung  bestimmt 

wird: 

sin  l  (g — 2nn)       _  , 

sin(l  — il)(g— 2ii7i:)  ~"    '  Lp. 


N.  J.  SoNiNE.      Ueber  ein  bestimmtes  Integral,   welches 
die   zahlentheoretische    Function    [x]    enthält.     Warsch. 

Nachr.  1885.  2.  1-24.  (Russisch;. 

Der  Verfasser  beweist  zunächst,  dass  unter  gewissen  Bedin- 
gungen folgende  allgemeine  Formel  besteht: 

(0         /'  W  df(t)  =  [6]  m  +  [a+  1]  /"(^a)  ~  ^  f{k\ 


— a 


WO  [/]  eine  den  Ungleichheiten  x — 1  <[x]<x  genügende  ganze 
Zahl  ist,  k  jedoch  nur  ganze  Werte  annimmt.  Wenn  bei 
/  =  +  oo  lim  //*(/)  =  0  ist,  so  hat  man : 


r  w  df(t) = - 1  f(k). 


Wenn  man  in   dieser  Formel  die  Function  [t]  durch  ihre  trigo< 
nometrische  Reihe  ersetzt,  so  erhält  man  die  Formel: 

/*  f{t)  d/  +  2 1   /*  fO),  cos 2x71/.*  =  £m 

— OD  —SO 

Foruohr.  d.  Mtth.  XVIII.   1.  17 


258  ^^^*  Abscbniü.    Differential-  und  Integralr^^chnung. 

und  allgemeiner,  wenn  die  Function  f(t)  bei  ganzen  Werten  des 
Argumenten  endliehe  Sprünge  macht: 


— ao  — « 


Diese  Formel  (2)  ist  ein  specieller  Fall  derjenigen  Formel, 
welche  von  Schlömilch  gegeben  ist  (Comp.  d.  h.  Analysis.  Bd.  II. 
S.  152,  F.  49);  doch  lässt  sich  die  Scblömilch'sche  Formel  aus 
der  Formel  (2)  ableiten.  Zum  Schluss  wird  die  allgemeine  For- 
mel (1)  auch  zur  Ableitung  der  Maclaurin'schen  Sutnmations- 
formel  angewandt.  Wi. 


8.  P.  Sbiligbr.     Eine  Seite  aus  der  Analysis.    Odessa  Oe^. 

VII.  145-153   (Rassisch). 

Enthält  eine  Verallgemeinerung  des  von  Herrn  Weierstrass 
gegebenen  Satzes,  welcher  in  der  Abhandlung  von  Frau  S.  Ko- 
walewsky:  „lieber  die  Brechung  des  Lichtes  in  krystallinischen 
Mitteln"  (Acta; Math.  VI.  249-304,  F.  d,  M.  XVII.  1885.  987 flF.) 
angeführt  wurde.  Wi. 


M.  L.  Albbggiani.     Sopra  una  formola  del  sig.  Hermite, 

Palermo  Reod.  L  59-63. 

Mit  kleinen  Abänderungen  versehene  Wiederholung  der  von 
Herrn  Hermite  (Cours,  II  id.  p.  118)  angegebenen  Methode  zur 
Bestimmung  der  Differenz  der  Werte  einer  Integralfunction  zu 
beiden  Seiten  einer  Unstetigkeitslinie  (coupure).  Vi. 


M.  Lerch.  lieber  ein  bestimmtes  Inte{>ral.  Prag.  Ber.  .'vss-ricvi. 

(Röbmisch). 

Im  Ansehluss  an  eine  Abhandlung  Riemann's  (Ueber  die 
Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grösse)  betrachtet 
der  Verfasser  das  Integral 

0(x)x\'-^dx,     wobei     0{x\v)  =  «?—''*  cos  2ii7rryi, 

0 
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und  findet  nach  einigen  Convergenzhetrachtungen  mit  Hülfe  der 
Cauchy  -  PoisBon'Bchen  Transformationsformel  der  elliptiBchen 
^-Fanctionen: 

ö  1 

Ml 

+  0(x\ei)x     2  e''''']dx. 
Man  erhält  andererseits 

0(a:)«**-'  dx  =  5(«) .  2y     c-"'' a*-^  cos  27H)5 rfa, 
vrobei  mit  Riemann 

gesetzt  wurde.  Hieraus  ergiebt  sich  nicht  nur  das  Riemann'sche 
Resultat  /"(«)  =  f(l—*),  wobei  f(jr)  =  C(*)^"*'JTi*).  sondern 
auch  eine  Eigenschaft  der  Function 

""«O^"   '^      ?(.)r(i-)/ 

welche  sich  durch  die  Formel 

ausdrückt,  und  welche  in  einer  Formel  des  Herrn  Kummer 
(Grelle  Journ.  XYII.  228)  als  ein  specieller  Fall  bereits  enthal- 
ten ist.  Std. 


S.  PiNCHBRLE.     Note  suf  une  integrale  d^finie.  acu  Math. 

VIT.  381-386. 

Sind  i4(j&)  und.  <^(j5)  Laurent'sche  Reihensummen,   d.h.  von 
der  Form 

die  innerhalb  eine»  Kreisrings  convergiren,  so  ist  auch 

eine  solche.     Es  wird  nun  bei  festem  A(z)  die  Herleitung  von  J 
als  ein  auf  qf>(is)  ausgeübter  Algorithmus  aufgefasst  und   ins>e- 

17* 
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sondere  der  Fall 

« 

~i.        _       1    .  .      ,  _        1 
^0  —  ij    ^  —   I p2n  5     ^"  —  yZjpäJT 

untersucht.     Dieser  föhrt   für  J  =  f{x)   zu    der  Diflferenzenglei- 
chung 

woraus  man  findet: 

Hieran  knttpfen  sich  viele  Bemerkungen.  H. 


E.  J.  RoUTH.      Some  theorems  in  integration  and  their 
representation    by    the    method   of  äquivalent   points. 

Qnart.  J.  XXI.  281-287. 

Ist  V  der  Inhalt  eines  Polygons  oder  Polyeders,  z  die  Ab- 
scisse  des  Elementes  dV  auf  beliebiger  Axe,  so  ist  fflr  vier  Ge- 
stalten von  V  das  über  V  ausgedehnte  Integral    /»"dK,     wo   n 

positive  ganze  Zahl,  das  Product  von  F  und  einer  rationalen 
Function  der  Abscissen  der  £cken  und  einiger  anderen  Punkte, 
also  unabhängig  von  den  beiden  andern  Coordinaten  x^y.  Dieser 
Satz  gilt  vom  Dreieck,  Viereck,  Tetraeder  und  körperlichen  Fünf-. 

eck,    und  zwar  hat  beziehungsweise   j^'^dV  die  Werte: 

1.2K  i  a?+2 


(n  +  iXii  +  2)    )(ä,-*,Xä,-«J 
1.2r  (  »«+2(^^_^f) 


+ 


.     1.2>3K  K %^ 

(fi  +  l)(n-h2)(fi  +  a)i(Ä,~Ä,X5,-Äj...(5,-aJ  + 
wo  »'  die  Abscissc  des  Diagonalenschnitts,  ;&''  die  des  Schnitts 
der  einzigen  Diagonale  und  Diagonalebene,  a,,  ä„  ...  die  der 
Ecken  bezeichnen.  Da  die  Lage  der  Axen  der  x^  y,  %  willkür- 
lich ist,  so  kann  man  s  -f  Aa;  +  juy  für  js  setzen  und  findet  aus 
obigen  Formeln   durch  Vergleichung    der  Goefficienten    der  Po- 
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tenzen  von  Ä  und  /i  die  Werte  von  /a^j/'z"'dV{fJir  beliebige  ganze 

/f,  /,  m  >  0.  Aequivalente  Punkte  mit  den  Abscissen  5,,  Cj,  . . 
heissen  nun  hier  solehe,  fflr  welehe 

ist,  wenn  Pi,p„...  rationale  numerisehe  Coefficienten  bezeichnen. 
Es  werden  eine  grosse  Anzahl  Systeme  äquivalenter  Punkte  aus 
obigen  Formeln  hergeleitet.  H. 


A.   Harnack.      Bemerkung  zur  Theorie  der  Doppelinte- 
grale.     Klein  Ado.  XXVI.  Ö66-&68. 

Der  Artikel  betrifft  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen 
ein  Integral  Ober  einen  Fläehenbezirk  durch  eine  zweimalige 
Integration  dargestellt  werden  könne.  Der  Verfasser  rechtfertigt 
eine  darauf  bezügliche  Bemerkung  in  seinen  „Elementen  der 
Differential-  und  Integralrechnung*"  gegen  den  von  Herrn  Stolz 
in  1.  c.  p.  93  gemachten  Vorwurf  der  Unrichtigkeit.  H. 

H.  PoiNCARE.      Sur.les   rösidus   des   intögrales  doubles. 

C.  B.  CIL  202-204. 

Verallgemeinerung  der  Cauchy'schen  Theorie  der  zwischen 
complexen  Grenzen  erstreckten  Integrale  ftir  den  Fall  von  Doppel- 
integralen. Ist  die  zu  integrirende  Function  eine  rationale,  so 
besitzt  das  Integral  Perioden  von  dreierlei  Art.  T. 


F.  Alexander.     A  symbolical  proof  of  Fourier's  double- 
integral theorem.    Mesa.  XVI.  158-164. 

Der  Beweis   beruht  auf  der  Anwendung  der  symbolischen 
Gleichungen : 

0  u  ' 

wo  D  einen  Differential-Operator  bedeutet.  Glr.  (Lp.) 
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H.  W.  Watson.     Ou  a  theorem  in  integration.     Quart.  J. 

XXI.  226-228. 

£8  wird  dargethan,  dass  (wie  auch  ohnedies  deutlich),  wenn 

und 

^    —  da'  '^  dß'  +  Öy' 
ist,  man  hat: 

.v//y^*^  =  -  ^-.;  ///v'^  ■  '^^  =  0 

für  Integralgrenzen,  welche  den  Punkt  (aßy)  umschliessen. 

H. 


G.  A.  Maggi.      Riduzione    di    uu    integrale    multiplo. 

Lomb.  Ist.  Rciid.  XIX.  689-692. 

Durch  die  Substitution  aß  ^  y  und  durch  teilweise  Integra- 
tion erhält  man  zuerst  die  Reductionsformel: 

f\f^dapß^Fiaß)dß  =  -J—f\a-^a")FWda, 


^)         o  •      0 


deren  wiederholte  Anwendung  ftthrt  zu  dem  Resultate: 

a\-^da^l  aX~^da^  J ...  J an-ida^^ij ^''^(ai-ha^aj  ...an)da. 


0  0  O  0  0 


=  i.2..!(n-l)/('-»)"-'^^"^(''+*'')'^°- 


0 

H. 


C.  Andreief.     Note  sur  une  relation  antra  las  integrales 
d^tinies  des  produits  des  fonctions.     Bord.M^m.  (3)11. 1-14. 

Es    werden    zuerst    zwei    Relationen    bewiesen:     1.    Sind 
A  A»  •••>  fn   und    qp,  ^p,,  ...,  ifn   zwei  Reihen    von  Functionen 

von  X,  so  ist 
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Jfqtdx      Jfq\dx      .  .  .      Jf(fndx 
JU(fdx      ff,(f,dx      .  .  .      Jf,(pndx 

jfnVdx       Jfnq>,dx        .    .    .         jfnVndx 


(n  +  \) 


r/ 


X 


(p(x) 


m 

•  m 


•    •    • 


f,  (") 


dxd!i...dv, 


•  •  ■      ViiP) 

alle  Integrale  zwiaohen  denselbeu  constanten  GreuEen  genoiumeD. 
2.  Sind  /u,,  fi„  ...,  /i,  und  v,,  v,,  ...,  v»  zwei  Gruppen  von 
Functionen  von  x,  und  liegen  die  Argumente  derselben  x„,  ^«1  ■  --i  "< 
zwischen  a  und  6,  so  giebt  es  zwischen  a  und  6  bei  unverän- 
dertem x^  Werte  y  =  y,,  »  =  »»i  • .  •)  »  =  »n,  fUr  welche 


^-(»o)     A*«(yo) 


/"-  (»o) 


»0  (*o) 


»0  (»o) 


"»  (*o)       »•  (»o) 


«      •       • 


Mo  (*o) 


•      •      • 


M»(*«)    i^Cjr.) 


m1">  (»«) 


».  (*o) 


*;  (y. ) 


ist.    Mit  HQlfe  beider  Sfitze  wird  dann   die  beabsichtigte  Rela- 
tion hergeleitet: 
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J  - 


1 


[(«!)'] 


i-  P.  (?■  ^-, 


wo 


//  = 


/^<te  /as»dx 


•     •     • 


dxdy,.,  dv^ 


•  •  • 


1 1 


fx^'^dx      /a:"+**(te      .  .  .        /i'"^(fa 


P.    = 


Ol  dasselbe  nach  äetzuDg  Ton  g>  statt  /*;  ^  eine  beliebige  Function, 
die  ihr  Vorzeichen  nie  wechselt,  x^,  y,,  ...,  t?«  im  Sinne  von 
2.  zu  nehmen.  Hiermit  ist  J  in  drei  Factoren  zerlegt,  deren 
einer  nur  von  den  f,  einer  nur  von  den  q>,  der  dritte  von  keinen 
von  beiden  abhängt.  Von  diesem  Resultat  werden  Anwendungen 
gemacht  auf  eine  Entwickelung  von 


Pf(x)  (f(x)  »(x)  dx 


nebst  .Bestimmung  des  Restes,  woraus  Sätze  von  Posse  und 
Tschebyscheff  hervorgehen,  ferner  auf  die  Bestimmung  der  f  und 
g>  unter  gegebenen  Bedingungen,  schliesslich  die  Formel  durch 
Bedingungen  specialisirt.  H. 


A.  W.  Wassiliefp.  üeber  die  Formeln,  welche  von  Ja- 
cobi  gegeben  sind,  um  die  Lösungen  des  linearen 
Systems  mit  Hülfe  der  mehrfachen  Integrale  auszu- 
drücken.    Kasan  Gm.  IV.  39-47.  (RasBiscb). 

Jacobi  hat  in  der  Abhandlung :  „Dato  systeroate  etc.*' (Crelle 
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Journ.  XIV.)  die  Lösungen  des  Systems  linearer  Gleichungen  mit 
Hnlfe  der  (n^l)- fachen  Integrale  ausgedrückt  Es  wird  nun 
gezeigt,  dass  die  Jacobi'sche  Grundformel,  für  den  einfachen 
Fall  fi  =  3  aus  dem  Gauss'schen  Satze  ttber  das  Integral 

mit  üttlfe  der  Formeln  von  Herrn  Eronecker  („lieber  Systeme 
von  Functionen  mehrerer  Variabein''.  Berl.  Monatsber.  1869) 
sich  ableiten  lässt  Wi. 


P.  Mansion.     Determination    du  raste,  dans  la  formule 
de  quadrature  de  Gauss.     Beig.  Bull.  (3)  XI.  293-307. 

E.  CaTALAN.     Rapport.      Belg.  Ball.  (3)  XI.  270-273. 

I.    Die   allgemeine   Newton'sche  Interpolationsformel   kann 
man  so  schreiben: 

F{x)  =  G(ix)  +  {x^xX^-x,).,.{x-^Xn)P{x\ 
wo  G{x)  das  ganze  Polynom  bedeutet: 

AJtB{x—x,)  +  C(ar— a?,)(x~a;,)  +  ...  -^-LQx^x^)  . . .  (a:-a?»_,), 
80  dass  F(«j)  =  C(a?,),  . . .,  *F(a?«)  =  G(x„).     Offenbar  ist: 

/     \F(x)  —  G{x)\dx  ==    f   (x—x,)..,(X'-Xn)P(x)dx. 
—1  — i 

Man  setze  qp(x)  =  («•—!)*  und  nehme  statt  x,,  a?,,  ...,  x^  die 
n  reellen  und  ungleichen  Wurzeln  von  g>^'*^(x)  =  0.    Dann  ist: 

und,  wenn  man  rechts  n  Mal  partiell  integrirt: 

oder  auch,  wenn  x^  ein  zwischen  +1  und  —1  liegender  Wert 
ist: 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  n^  Ableitung  der  „interpolirenden 
Function **  P(a?)  mit  Hülfe  der  Ableitung  F^''^(x)  der  Function  F(x) 
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daratellbar  ist,  so  dass 

wo  i  zwischen  —1  und  -\-l  liegt.    Demnach  findet  man  leicht: 
/•+'„,.     ^.  .,  .  2       r      1.2.3...«      V   FP«)(g) 

(lies. ist,    abgesehen  von  der  Form,    die  Formel  von  Gauss  mit 
einer  endlichen  Restformel. 

IL  Zur  Aufstellung  der  grundlegenden  Formel  (1)  schlägt 
der  Verfasser  folgendes  Verfahren  ein:  Die  n^  Ableitung  der 
Function 

wird  in  der  Form  erhalten: 

ohne  dass  auf  die  Ableitung  der  bestimmten  Integrale  unter  dem 

Zeichen  zurückgegriffen  wird.     Danach  leitet  mau    hieraus    den 

Wert   von  P^'*^{x)   durch   die  Bemerkung  ab,   dass  nach   einer 

Ampöre'schen  Formel   die    Interpol ireade  Function  P(x)   gleich 

ist: 

/  F(x,)^F(x)    \  /F(ix,)~-F(x)\ 

\  X^—X  II  Xn  —  x        J 

(x,  — a?,) . . .  (j?,— ««)       ' * '         (j-»—  ajj) . . .  (a?»—  a?,_i) 

Zuletzt  föhrt  die  so  erhaltene  Ableitung  i^">(x)  zur  Formel 

(l)  unter  Hinzuziehung  eines  Cauchy'schen  Satzes,   welcher  den 

Wert  des  Restes  in  der  Newton'schen  Interpolationsformel  liefert, 

oder  den  einer  interpolirenden  Function  mittels  einer  Ableitung. 

Mn.  (Lp.) 


P.  Mansion.      Determination   du   reste  dans  la  formnie 
de  quadrature  de  Gauss.     C.  R.  CIL  412-415. 

Die  Interpolationsfunctionen  fQrf(x),  recurrent  definirt.duroh 

frj-      r  j-  ^   —  AC-^i  1  •  •  -  ^  ^1-^  ^n^\) f(j?p  -  « » 1  Xn-^2y  X^) 

Xn-X  —  Xt, 
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hat  Peano  (Torino  Atti  XVJII.  573,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  197) 
in  der  Form. dargestellt: 

.  .  _     J       r f{i)d%  

wo  der  Integrationsweg  die  Punkte  a;, ,  . . . ,  Xn  umschliesst 
Dieser  Ausdrack  wird  differentiirt  und  x  durch  Näherungswerte 
yn  *  •  -  9  y^  vertreten,  so  dass 


nahe     =  —  f ^ 


öaj*  2m  y    (»— ir)C»— y,)...(»— yn)(«— a?,)...(«— ir„) 

wird,  und  mit  Hül^e  eines  Cauchy'schen  Satzes  auf 

^^    nahe   =  ^"'^^ 


öx»*  («+lX«+^)...2« 

reducirt,  wo  ^  einem  gewissen  Mittelwerte  zwischen  den  x  und 
j^  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann.  Ausgehend  von  der 
Newton'schen  Interpolationsformel  in  der  Form 

f{x)  =  G{x)  +  (a?— xj ...  {x-x^fix^  a?„  ...,  ar^, 

wo  G{x)   ein  Polynom  vom  Grade  n— 1,    wird  schliesslich   der 
folgende  Restausdruck  der  Gauss'schen  Formel  gefunden: 
A//  ^     n  \yA  ^      /^      1.2...W     V  ^'"HX) 


— 1 


wo  /^"^(X)  einen  Mittelwert  von  /^^'•)(a?)  bezeichnet.  H. 


J.  Dbrüyts.     Sur  le  caleul  approche  de  ceitaines  inte- 
grales  d^finies.      Belg.  Ball.  (3)  XI.  307-311. 

C.  Lb  PaIGB.      Rapport.      Belg.  Bull.  (3)  XI.  279-280. 


Es  ist 


/ 


h 
f{x)(p{x)dx  =  A  ?>(«,) +A9>(«i)  +  -"  +Änq>(an) 


als  Näherungswert  fbr  das  Integral  der  linken  Seite,  wenn  man 
nur  die  Potenzen  von  x  vernachlässigt,  deren  Grad  mindestens 
2h  ist;  wo  f(x)  eine  Function  bedeutet,  welche  zwischen  a  und  6 
ihr  Zeichen  nicht  wechselt;  g>(x)  ein  ganzes  Polynom;  ai^a^^^^-^an 
die  Wurzeln  von  P«  =  0,    wenn  P«  ein  solches  ganzes  Polynom 
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vom  Grade  n  in  x  ist,  dass 

/  f(x)P„,Pndx  =  0, 

a 

falls  m  von  n  verschieden  ist.  Der  Vecfasser  giebt  den  expii- 
eiten  Wert  der  Coefficienten  A  in  drei  ziemlich  allgeineinen 
Fällen,  nämlich  in  denen,  wo  es  sich  um  die  Integrale  handelt: 

/  ^  (1  — a^)'"(l  +xyq>(x)dx^      I     e-^g>(x)dx, 


-1  -X 


/    e''*xP-^q>(x)dx, 


u 


(Vergl.  den  folgenden  Bericht.)  Mn.  (Lp.) 

J.  Derüyts.     Sur  la  valeur  du  raste  des  formules  d'ap- 
proximatioii    pour    le    calcul    des    integrales   d^fiiiies. 

8.  M:  P.  Ball.  XIV.  151-156. 
Der  Rest  der  Approxiniationsformel 

wird  in  der  Form  dargestellt: 

R  =  72^7   K^)n(x)dx         (a  <  «  <  6), 

rt 
wo 

P(x)  =  n(x—ai) 
und  Pn.  der  Nenner   des  n**^  Näherungswertes  der  Kettenbnioh- 
entwickelung  von 

a  a 

ist.  Dies  giebt  speciell  die  Gauss' sehe  Formel,  ferner  geht 
daraus  das  Resultat  von  Mansion  hervor,  auch  lässt  es  sich 
anwenden  auf  eine  Formel  von  Hermite  und  zur  Verallgemeine> 
rung  der  Formel  von  Cotes.    (Vgl.  den  vorigen  Bericht.)     H. 


A.  Thire.       Sur    la    th^orie     du    planimfetre    d'AmsIer. 

Nouv.  ADD.  (3)  V.  353-364. 


CapiteM.     Bestimmte  Integrale.  269 

Amsler's  Planimeter  dient  bekanntlich  znr  Ausmessong  von 
Flächen,  die  von  beliebigen  Corven  begrenzt  sind.  Es  besteht 
ans  zwei  Stäben,  deren  einer  an  dem  einen  Ende  eine  Rolle 
und  an  dem  andern  einen  senkrechten  Zeichenstift  trägt,  während 
der  andere  Stab  am  einen  Ende  durch  ein  Gliederwerk  mit  dem  ersten 
Stabe  verbunden  ist  und  am  andern  Ende  eine  Naclel  trägt,  die 
in  die  Zeichenebene  gesteckt  wird.  Umfährt  man  mit  dem  Zei- 
chenstift die  die  Fläche  umgebende  Gurve,  so  bewegt  sich  die 
Rolle,  und  ihre. Bewegung  steht  in  einer  einfachen  Beziehung 
zum  Inhalt  der  von  der  Curve  begrenzten  Fläche.  Dies  wird 
in  der  vorliegenden  Note  nachgewiesen.  M. 

Br.  Abdank-Abakanowicz.  Las  int^graphes.  La  courbe 
integrale  et  ses  applications.  Etüde  sur  un  nouveau 
Systeme  d'integrateurs  m^caniques.    Paris.  Gauthier-Villari. 

b^.  156  S. 

Der  Herr  Verfasser  hat  den  von  ihm  erdachten  Integrator, 
dessen  Princip  F.  d.  M.  XII.  217  angeführt  ist,  mehrfach  ver- 
bessert und  giebt  im  vorliegenden  Buche  nach  ausführlicher  Ent- 
wickelung  des  neuen  kinematischen  Princips  der  Integratoren 
und  nach  Beschreibung  der  verschiedenen  älteren  und  neueren 
Modelle  eine  grosse  Zahl  von  Anwendungen.  Dahin  gehören 
planimetrische  Probleme  mannigfacher  Art,  die  Lösung  numeri- 
scher Gleichungen,  die  Integration  von  Differentialgleichungen, 
Aufgaben  ober  Momente,  Schwerpunkt,  Druck,  die  Theorie  der 
elastischen  Curve,  der  Gewölbe,  nautische  Anwendungen,  auch 
Anwendungen  auf  Elektricität  u.  ä.  M. 


J.  Hrrtrand,  C.  Jordan.     Erreur  de  date.     CR.  cn.  35. 

Herr  Mestre  hat  am  16.  März  1885  (nicht  1875)  ein  Patent 
auf  einen  Integrator  genommen,  welcher  dem  von  D.  Napoli  und 
und  Abdank-Abakanowicz  beschriebenen  (F.  d.  M.  XVII.  276) 
entspricht.  Lp. 
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K.  Skibinski.     Der  Integrator  des  Prof.   Dr.  Zmurko  in 
seiner   Wirkungsweise    und   praktischen  Verwendung. 

Wien.  Denkschr.  LTII.  Wien.  C.  Gerold's  SobD. 

Der  hier  beschriebene  und  abgebildete  Integrator,  von  Herrn 
Zmurko  1864  in  seinem  Werke  über  Mathematik  veröffentlicht, 
unterscheidet  sich  von  den  gewöhnlichen  durch  seine  Einrichtung 
für  verschiedene  Zwecke  bei  verschiedener  Einstellung.  Während 
ein  Stift  auf  einer  ebenen  Curve  y  =  f{x)  geführt  wird,  zeichnet 
ein  anderer  Stift  des  Apparats  eine  Curve,  deren  Ordinate  (för 
X  als  Abscisse)  bezw.  proportional 

'ff(x)dx%     fx^V{x)ix,    Jx-'^fix^dx 

ist.  Nach  Beschreibung  des  Apparats  und  Erklärung  seiner 
Wirkungsweise   handelt   die  Schrift  weiter  von  der  Aufstellung 

des  gewöhnlichen  Integrators  (für  Darstellung  von     f  ydx\  von 

den  Eigenschaften  der  Integraicurve,  dem  Integrator  als  Para- 
bolograph,  als  Planimeter,  der  Darstellung  der  statischen  Mo- 
mente, der  Trägheitsmomente,  von  der  Verwendung  für  die 
Querschnitte  von  Balken  und  der  elastischen  Linie.  H. 

R.  H.  Scott  and  R.  H.  Curtis.     On  the  working  of  the 
harmonic      analyser     at     the     meteorological   ,office. 

LoDd.  B.  S.  Proc.  XL.  382-392. 

Ein  Modell  einer  Integrationsmaschine,  die  aus  Scheiben-, 
Kugel-  und  Cylinder- Integratoren  besteht,  von  Herrn  James 
Thomson  wird  in  den  Lond.  R.  S.  Proc  XXIV.  262,  XXVII. 
371  beschrieben.  Der  vorliegende  Aufsatz  enthält  eine  Beschrei- 
bung der  Maschine  nach  ihrer  Ausführung  für  das  „Meteorologi- 
cal Office^  im  Auszuge  aus  dem  Engineering  vom  17.  Deeember 
1880;  derselbe  erstreckt  sich  bis  zur  Bestimmung  der  Coefficien- 
ten  in  der  Formel 
a  -f  ö,  cos  ^  +  6,  sin  0  -f-  a^  cos  2Ö  -f  h^  sin  26  +  a^  cos  3Ö  -f-  \  sin  3Ö. 


*)  Corrigirt  statt  des  ofiTenbar  verdrnckten  yx'»/(r)</x. 
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Die  Maschine  wurde  zuerst  zur  Bestimmung  von  Temperatur- 
Coostanten  benutzt,  und  nachdem  Vergleichungen  zwischen  den 
hierdurch  erzielten  Ergebnissen  und  den  durch  wirkliche  Messun- 
gen der  Photographien  und  durch  Zahlenrechnungen  erhaltenen 
stattgefunden  haben,  erweist  sich  nach  dem  Aufsatze  die  lieber^ 
einstimmung  als  eine  so  enge,  dass  der  Nachweis  der  Zuver- 
lässigkeit der  Maschine  damit  erbracht  ist;  man  kann  sie  unbe- 
denklich zur  Ausführung  von  Reductionen  benutzen,  die  sich 
sonst  nur  durch  das  viel  mühsamere  Verfahren  der  Messung 
und  der  Rechnung  erledigen  Hessen.  Gly.  (Lp.) 


A.  J.  Frasbr.    Two  aiechanical  integrators  or  planimeters. 

Bdiob.  M.  S.  Proc.  IV.  29-30. 

Zwei  Instrumente  werden  beschrieben;  das  eine  bedingt 
Rollen  und  Gleiten  bei  seinen  Bewegungen,  das  andere  Rollen 
ohne  Gleiten.  Sie  wurden  der  Gesellschaft  als  nach  ganz  neuen 
Gedanken  gearbeitet  und  von  hervorragend  mathematiRchem  In- 
teresse vorgelegt,  obschon  nicht  für  sie  der  Anspruch  erhoben 
wurde,  dass  sie  praktisch  ebenso  nützlich  seien  wie  Amsler's 
Planiroeter.  Gbs.  (Lp.) 
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« 

Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

R.  A.  Stenbbrg.     Einige  Eigenschaften  der  linearen  und 
homogenen    Differentialgleichungen.      Acta    MHth.    vni. 

119-154. 

Zweck  der  Arbeit  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Lagrange'- 
sehen  Satzes  von  der  Beziehung  zwischen  einer  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  und  ihrer  adjungirten.     Es  werde  mit 

Ly  =  y^^'^  +  PrAy^'-'^  +  •••  +  Prry       (y  =  /i,  z^  +  l,-, «) 

eine  Reihe  von  «  — /u-f-1  Differentialausdrücken  bezeichnet  und 
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mit  »^+1,  Ä^+2, ...,  »«  ein  System  von  Grössen^  welche  bewirken, 
dass  ZyLy  =^  -r-  (ÄyL,,_i),    dann  giebt  es  ein  System  von  y—fi 

von  y  unabhängigen  Grössen:  f/r-ii,!^  (/k_„,2,..*,  Ur^ft.v-fi  von 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Identität: 

stattfindet.     Hierbei  wird  %y  ein  Integral  der  Gleichung 

Die  Grössen  (/,,-^,i, ...,  Uy^f,^y^ft  sind  ansdrückbar  als  lineare 
Functionen  von  Py,i, ,..,  Py,^-^,  in  denen  die  Coefficienten  ganze 
Functionen  von  P;,.i, ..., 'V»^  ^^^  ihren  Abgeleiteten  sind.  Be- 
zeichnet nun  Mn  den  adjungirten  Ausdruck  von  L^,  so  giebt  es 
ein  System  von  /w  Grössen  K^,i,  K„,2,  ...,  K^,^,  von  der  Beschaffen- 
heit,  dass  identisch 

Unter  den  weiteren  Beziehungen,  die  zwischen  L„  und  If«  ent- 
wickelt  werden,    heben    wir   die   folgende    Eigenschaft    hervor. 

Mit  l^iya-y»-!  werde  die  Determinante  -J+yi  yj  ...yt"""*^  be- 
zeichnet, worin  y,,  ...,  y»  die  Integrale  der  Gleichung  L»  =  0  sind. 

Der  Verfasser  nennt  die  Differentialgleichung,  der  die  (^Aus- 
drücke I  y,,  y.,  •••  y.^,  I  •  I  yi  yj  •••  y»  li  worin  über  alle  Gombi- 
nationen  t, ...  t^  zu  je  ^  Elementen  von  den  Zahlen  1, 2, ...,  tt  er- 
streckt, al5  Integrale  genügen,  die  ,,(n — ju) : reducirende  der 
Gleichung  L„  =  0"  und  die  Differentialgleichung,  der  die  Zähler 
obiger  Quotienten  als  Integrale  genügen,  die  „transformirte 
(n— /M):reducirende  der  Gleichung  L„  =  0". 

Es  gilt  nun  der  Satz:  Die  (n— /u) :  reducirende  der  Glei- 
chung L  =  0  ist  die  transformirte  ju :  reducirende  der  Gleichung 
Mn  =  0,  und  die  transformirte  (w— fi)  :  reducirende  der  Gleichung 
L«  =  0  ist  die  /i :  reducirende  der  Gleichung  Ä,  =  0.  Für 
ju  =  1  giebt  dieser  Satz  das  Theorem  von  Lagrange:  Eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  ist  die  Adjungirte  ihrer 
eigenen  Adjungirten.  Hr. 
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E.  A.  Stenberg.     Einige  Eigenschaften  der  linearen  und 
homogenen     DiflFerentialgleichnngen.       Helsiogfore.    1885. 

Dissertatioo. 

Eine    Bearbeitung   dieser   Abhandlung   ist   in    Acta  Mathe- 
matica  VIII.  119-154  erschienen.    (Siehe  vorhergehendes  Referat.) 

M.-L. 


H.  PoiNCARÄ.  Sur  les  integrales  irr^guliferes  des  ^qua- 
tions  lin^ires.  Acta  Math.  YIII.  295-344. 
Zur  Darstellung  der  in  einem  singulären  Punkte,  für  welchen 
der  Punkt  x  =  oo  genommen  wird,  irregulären  Integrale  einer 
linearen  Differentialgleichung  bedient  sich  der  Verfasser  gewisser 
divergenter  Reihen  in  einem  ähnlichen  Sinne,  wie  die  Stirling*- 
sehe  Reihe  zur  Darstellung  von  log  r(ic-|-l)  für  a;  =  oo  gebraucht 
wird.  Diese  hcisst  bei  ihm  eine  asymptotische,  und  er  definirt 
allgemein  eine  divergente  Reihe 


^^    a:    ^    a?'  ^       ^  af"    ^      ' 


»worin  die  Summe  der  w 4-1  ersten  Glieder  mit  S„  bezeichnet  sei, 
als  „die  asymptotische  Darstellung"'  einer  Function  J(x)^  wenn 
der  Ausdruck  «"(•/— S„)  mit  unendlich  wachsendem  x  sich  der 
Null  nähert.  Zwei  asymptotische  Reihen  können  miteinander 
multiplicirt  werden,  d.  h.  wenn 

lim  x*(J-^Sn)  =  0,     lim  ai^CJ'-S;)  =  0, 

so  besteht  auch 

lim  x"(JJ'  -  In)  =  0, 

x=x» 

worin  2"»  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  des  Products  S„S'„  be- 
zeichnet Ebenso  lässt  sich  eine  asymptotische  Reihe  integriren, 
aber  im  allgemeinen  nicht  differentiiren.  Als  wesentlich  ist  noch 
zu  bemerken,  dass,  wenn  x  mit  verschiedenen  Argumenten  in  das 
Unendliche  rückt,  auch  die  dargestellten  Functionen  J  im  allge- 
meinen verschieden  werden. 
Es  sei  nun 

«    '-5 +''-.£^  +  -  +  ''.:^ +  ".»  =  « 

Fortschr.  d.  Math.   XVIII.  1.  ]  g 
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die  vorgelegte  Differentialgleichung,  worin  die  Goefficienten  ganze 
Polynome  in  x  sind.  Es  handelt  sieh  um  die  Darstellung  ihrer 
Integrale  in  der  Umgebung  von  a:  =  oc.  Wenn  die  Grade  der 
Polynome  Pn,  Pn-u,  ..  ,  P^  eine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  giebt 
es  nach  detn  Fundamentalsatze. des  Herrn  Fuchs  n  der  Gleichung 
(I)  genügende  für  a;  =  oo  eonvergente  Reihen  von  der  Form 

zu  denen  auch  noch  Logarithmen  hinzutreten  können.  Diese 
Integrale  heissen  regulär.  Bilden  die  Grade  der  Polynome  P 
nicht 'eine  abnehmende  Reihe,  so  giebt  es,  wenn  man  von  ge- 
wissen Ausnahmefällen  absieht,  wie  Herr.  Thom6  gezeigt  hat, 
n  Reihen  von  der  Gestalt 

die  der  Gleichung  (1)  formell  genügen,  aber  im  allgemeinen  nicht 
convergent  sind.  Q  ist  ein  ganzes  Polynom  in  x.  Eine  solche 
Reihe  heisst  „Normalreihe",  und  zwar  von  der  p**"  Ordnung, 
wenn  Q  vom  p**"  Grade  ist.  Auch  hier  können  noch  Loga- 
rithmen auftreten,  man  hat  dann  die  „logarithmische  Normal- 
reihe"  p**'  Ordnung: 

e<^a:«(V^o  +  logic-r/;,  H }-  log^a;-  V'y)) 

wo  die  xp  nach  den  Potenzen  von  —  fortschreitende  Reihen  be- 

X 

deuten.  Zwischen  der  Ordnung  der  Normalreihen  und  dem 
Grade  der  Polynome  P  besteht  folgende  Beziehung:  Es  sei  Jf.- 
der  Grad  von  P,  und  iV,  =  (Af^— Ä/„):  («— i),  h  die  grösste  der 
Zahlen  iV,,  p  die  ganze  Zahl,  die  gleich  h  ist  oder  unmittelbar 
auf  h  folgt,  dann  sind  alle  Normalreihen  höchstens  von  der  Ord- 
nung p.  h  heisst  der  Rang  der  Gleichung  (1).  Zunächst  wird 
der  Fall  untersucht,  wo  alle  Normalreihen  von  der  ersten  Ord- 
nung sind.  Der  Grad  m  von  P„  wird  in  diesem  Falle  von 
keinem  der  P  überschritten.  Ist  Ai  der  Coefficient  von  a;"»  in  P,-, 
so  bildet  man  die  Gleichung 

(2)        ^o--t-.4n-ia"''-h---+ii,a  +  A  =0, 
flj,  a„  ...,  Qn  seien  ihre  Wurzeln,   die  verschieden  vorausgesetzt 
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werden.  Transforrairt  man  nun  die  Gleichung  (1)  nach  der 
Laplace'schen  Methode  mittels  des  bestimmten  zwischen  passen- 
den Grenzen  zu  nehmenden  Integrals  y  =  /ve'^dz^  so  geht  sie 
aber  in 

worin  die  Q  Polynome  von  höchstens  n**"*  Grade  in  z  sind  und 
0»!  =  (s — ö,)(Ä--flj)--- (ä— a«)  ist.  Die  singulären  Punkte  der 
Gleichung  (3)  sind  demnach  a, , ...,  a„,  und  die  determinirende  Glei- 
chung bezüglich  des  Punktes  a,  hat  die. Wurzeln  0,  1,2,...,  »»  —  2,  ßi. 
In  der  Umgebung  von  ä  =  o,  besitzt  daher  die  Gleichung  (ji) 
m-l  holomorphe  Integrale  und,  falls  /?,  keine  ganze  Zahl  ist, 
ein  Wk^^  Integral  t?.  von  der  Form 

Vi  =  (5— o,y»  +  C^(z — atYi-^^  +  ... 
Wie    der  Verfasser   in    einer    früheren  Arbeit  (Am.  J.  VII, 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  290)  nachgewiesen  hat,  ist  alsdann  ein  Integral 

der  Gleichung  (1)  durch  das  bestimmte  Integral  J,  =   /  rjC^da 

gegeben,  welches  über  folgende  Curve  ä,  zu  erstrecken  ist:  Durch 
den  Punkt  Qi  ziehe  man  eine  zur  reelleu  Axe  parallele  Gerade 
und  verlängere  sie  nach  der  negativen  Seite  ins  Unendliche,  sie 
wird  einen  mit  hinlänglich  kleinem  Radius  um  a^  beschriebenen 
Kreis  in  einem  Punkte  6^  schneiden.  Die  Curve  ki  besteht  dann 
aus  der  Geraden  von  —  oc  bis  6,,  dem  kleinen  Kreise  um  a, 
bis  bi  zurück  und  der  Geraden  von  6,  bis  —  oo.  Der  Ausdruck 
Ji  lässt  sich  nun  asymptotisch  durch  eine  Reihe  von  der  Form 
c«i*  j;~^»+*^<jp<  dar^ellen,  wo  qp,  eine  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  —     fortschreitende     Reihe     bedeutet.       Setzt     man 

i  =  1,  2,  ...,  w,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  sämtliche  n  Inte- 
grale der  Gleichung  (I)  asymptotisch  durch  Normalreihen  erster 
Ordnung  dargestellt.  Der  Satz  bleibt  bestehen,  falls  ßi  eine 
ganze  Zahl  ist  und  in  der  Darstellung  von  r^  Logarithmen  auf- 
treten. Fallen  aber  die  logarithmischen  Glieder  fort,  so  ist  an 
Stelle  der  Curve  ki  die  Gerade  von  Oi  bis  —  oo  als  lutegrations- 
weg  zu  nehmen.     Ein  Ausnahmefall   tritt    ein,    wenn    zwei    der 

18* 


276  VI.  Absehaitt.    Differential-  und  IntegralreobDODg. 

Wurzeln  a  der  Gleichung  (2)  einander  gleich  werden,  dann  kann 
die  Gleichung  (1)  im  allgemeinen  nicht  durch  Normalreihen 
integrirt  werden.  Wenn  eine  Normalreihe  convergent  ist,  so 
stellt  sie  stets  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  dar.  Die  notwen- 
dige und  hinreichende  Bedingung  hierfür*  ist,  dass  das  Integral 
fDi  in  der  Form  (a5--a,y*g)(Ä)  darstellbar  ist,  worin  q>(z)  eine  in 
der  ganzen  Ebene  holomorphe  Function  bezeichnet. 

Die  im  Vorhergehenden  für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  (1) 
vom  Range  1  ist,  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  nun  durch 
folgendes  Verfahren  auf  den  allgemeinen  Fall,  wo  der  Rang  p 
sei,  ausdehnen. 

Man  betrachte  das  Product 

(4)  II  =  f(x)  f{ax)  fia'x)  . . ,  f(aP-'x), 
wo  f(x)  ein  Integral  der,  Gleichung  (1)  und  a  eine  primitive 
pte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  u  genügt  einer  Differential- 
gleichung vom  Range  p  und  der  Ordnung  wp.  Durch  die  Sub- 
stitution xP  =  /  geht  sie  in  eine  Differentialgleichung  derselben 
Ordnung  vom  Range  1  über,  u  kann  also  nach  dem  Vorher- 
gehenden bestimmt  werden.  Durch  (nP — 1)-maligcs  Differentiiren 
der  Gleichung  (4)  und  Reduction  der  höheren  als  (n— ])*•**  Ablei- 
tungen von  f(a'ix)  auf  die  niederen  mit  Hülfe  der  Differential- 
gleichung (I)  und  der  durch  die  Substitution  a'fx  für  x  aus  ihr 
entstehenden  ergeben  sich  für  die  nP  Producte 

■rf^  l^r ~~d^         (a,/9,  ...,^  =  0,  1,  2,  ...,n-l), 

wo  yq  die  Function  f(cfix)  bezeichnet,  ebenso  viele  Gleichungen, 
aus  denen  man,  falls  die  Determinante  d^S  Systems  derselben 
nicht  verschwindet,  durch  Auflösung  u.  a.  erhält: 

yy,  ...yp_,  =  :Sq>,-^,      -£y,  ...y,.,  =  ^^^-j^, 

WO  die  (f  und  tp  rational  in  x  sind,  und  hieraus  — ~-  als  ratio- 

ydx 

naie  Function  von  x,  u  und  den  Ableitungen  von  u. 

In  dem  Falle,  dass  die  Determioante  verschwindet,  tritt  die 
Modification  ein,  dass  die  logarithmische  Derivirte  von  y  nicht 
mehr  eine  rationale,  sondern  eine  algebraische  Function  der  ge- 
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nannten  Grössen  wird.  In  jedem  Falle  erhält  man,  wenn  u  bekannt 
ist,  y  durch  blosse  Quadratur.  Zu  bemerken  ist,  dass  die  auf  dem 
genannten  Wege  erhaltene  Function  y  nur  dann  ein  Integral  von 
(<)  sein  wird,  wenn  man  für  m  gewisse  particuläre  Integrale  der 
Gleichung  m  u  auswählt,  deren  es  übrige  s  nP  linear  unabhängige 
giebt.  Da  jedoch  das  allgemeinste  unter  diesen  asymptotisch 
durch  eine  Normalreihe  darstellbar  ist,  so  folgt  aus  den  obigen 
£ntwickelungen,  dass  das  allgemeinste  Integral  der  Gleichung  (i) 
sich  asymptotisch  durch  eine  Normalreihe  darstellen  lässt. 

Hr. 

E.  GoüRSAT.      Sur    la    th^orie    des   ^quations    Unfaires. 

C.  R.  CIL  204-207. 
Die  Definition  der  Gauss^schen  Functionen  durch  ihre  Ver- 
zweigungspunkte und  die  zugehörigen  Exponenten,  wie  sie  fiie- 
mann  eingeführt  hat,  lässt  sich  bekanntlich  auf  die  Integrale 
einer  beliebigen  Differentialgleichung  m'*'  Ordnung  mit  lauter 
regulären  Integralen  nicht  ausdehnen,  weil,  wie  Herr  Fuchs  ge- 
zeigt hat,  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  man  er- 
hält, wenn  mit  der  Läge  der  singulären  Punkte  die  Wurzeln 
der  bezüglichen  determinirenden  Gleichungen  vorgeschrieben 
sind,  im  allgemeinen  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der  Constanten, 
die  in  der  Fuchs'schen  Gleichung  enthalten  sind.  Macht  man 
aber  die  Voraussetzung,  dass  die  Wurzeln  der  zu  einem  singu- 
lären Punkte 

X  =  ai        (»=  1,  2,  ...,p) 

gehörigen  determinirenden  Gleichung  Xi  Gruppen  bilden,  derart, 
dass  die  k^^  Gruppe  aus  m[  Wurzeln  besteht,  die  sich  von  einan- 
der bloss  durch  ganze  von  einander  verschiedene  Zahlen  unterschei- 
den, und  stellt  ferner  die  Bedingung,  dass  alle  Logarithmen  im  all- 
gemeinen Integral  verschwinden,  so  wird  die  Anzahl  der  so  er- 
haltenen Gleichungen  der  Anzahl  der  Constanten  der  Differen- 
tialgleichung gleich,  wenn 

1  =  1    Ä:=l  -  L  ^  J 

dazu  kommen  die  p  evidenten  Relationen 
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(2)  2:  m[  =  m        (t=  1,2,  ...,p); 

das  .System    der  Gleichungen  (I)  und  (2)   ist  in  ganzen  Zahlen 
aufzulösen. 

Die  Diflfereutialgleichungen,  auf  die  man  hierdurch  geführt 
wird,  haben,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  die  Eigenschaft,  dass 
die  Coefficienten  der  Substitutionen,  welche  ein  Fundamental- 
system von  Integralen  bei  einem  geschlossenen  Umlauf  der  un- 
abhängigen Variabein  erleidet,  algebraische  Functionen  der  Fac- 
toren  sind,  mit  denen  die  zu  einem  singulären  Punkt  gehörigen 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  bei  der  Umkreisung  dieses 
Punktes  multiplicirt  werden.  H. 


A.  Cayley.  On  linear  differeutial  equations.     Qnart.  J.  xxi. 

321-331. 

Die  Note  enthält  eine  summarische  Darstellung  der  bekann- 
ten Resultate  bezüglich  der  Reihenentwickelungen  der  Integrale 
linearer  Differentialgleichungen  in  der  Umgebung  singulärer 
Punkte  nach  den  Untersuchungen  der  Herren  Fuchs,  Thom^, 
Frobenius  u.  a.  Betreffs  der  dabei  vorkommenden  A b weich un- 
gen  von  der  üblichen  Bezeichnungs weise  ist  zu  bemerken,  dass 
die  von  Herrn  Frobenius  eingeführte  sogenannte  „determinirende 
Function**  P(^")y  wo  P(y)=  0  die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung ist,  hier  ,,indicial  function"  genannt  wird;  der  CoeflScient 
der  niedrigsten  Potenz  von  x  in  dieser  Function  hcisst  „the  indi- 
cial"  und  die  Gleichung,  die  hervorgeht,  wenn  man  den  Coeffi- 
cienten gleich  Null  setzt,  „indicial  equation".  Folgendes  inter- 
essante Beispiel  einer  formalen,  aber  illusorischen  Lösung  einer 
Differentialgleichung  in  Gestalt  einer  nach  positiven  und  nega- 
tiven Potenzen  von  x  ins  Unendliche  fortlaufenden  Reihe  sei 
hier  wiedergegeben.     Die  Gleichung 

wird    formal    befriedigt  durch   die  für  alle  Werte  von  x  diver- 
gente Reihe 
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worin  q  unbestimmt  bleibt.  Hr. 


A.  Cayley.    On  linear  differential  equations.    (The  theory 
of  decomposition).     Quart.  J.  xxr.  331-335. 
Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Grössen  /r,,  ...,  ky^ 
in    der   symbolischen  Zerlegung   eines    linearen   Differentialaus- 
drucks : 

Po»  •••1  P»~i  ^'®  bekannt  vorausgesetzt.  Die  Bestimmung  wird 
erst  in  der  inversen  und  dann  in  der  directen  Reihenfolge  der 
Grössen  ausgefllhrt.  In  beiden  Verfahrungsarten  ergeben  sie  sich 
durch  suecessive  Integrationen  von  DiflFerentialgleichungen  der 
(n— !)«•»,  (n-2)'«",  ...,  l*«"  Ordnung.  Hr. 

A.  Cayley.      Note  on   the   theory  of  linear  differential 

equationp.       Kron^cker  J.  C.  286-205. 

Die  Note  bezieht  sich  auf  die  nach  Herrn  Thotn^  sogenann- 
ten Normalintegrale  einer  linearen  Differentialgleichung 

worin  p^t  -  -  *^Pm  ganze  Functionen  von  x  sind,  in  der  Umgebung 

eines  singulären  Punktes,  für  den  x  =  0  genommen  wird.     Der 

Verfasser  führt 

dy 

als  abhängige  Variable  ein,  und  setzt  in  der  aus  (I)  hervor- 
gehenden nicht  linearen  Differentialgleichung  (m— l)***"  Ordnung 
für  z  zur  Bestimmung  der  neuen  Variabein  die  absteigende  Reihe 

an,    wo  zur  Abkürzung  /  ==  —  gesetzt  ist  und  die  Anzahl  der 

positiven  Exponenten  endlich  angenommen  wird.  Soll  der  Expo- 
nent   a    des    „leitenden   Gliedes**  Av^    einen    gegebenen  Wert  a 
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haben,  der  positiv  und  grösser  als  1  ist,  so  müssen  die  Grade 
von  PoiPn  '"}Pn)  als  ganze  Functionen  von  t  betrachtet,  bezQg- 
lieh  ^,  v^+ö,  ...,  d^-^-ma  sein,  wo  &  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl  oder  Null  ist.     Wenn  dann 

so  erhält  man  für  den  Coefficienten  A  des  leitenden  Gliedes  die 
Gleichung 

und  hiernach  ergeben  sich  m  Reihen  für  z.    Ist  eine  solche 

p 
Ä  =  Al^"-] 1-  U^+Mt  +  N^ 1 , 

dann  ist 

(2)  y  =  e'^x^il  +  B'x  +  C  V+  • .-) 
ein  Normalintegral  von  (l).  (Der  Verfasser  schlägt  dafür  die 
Bezeichnung  „subregular  integral"  vor.)  Dem  Werte  a=  1  ent- 
spricht der  Fall  des  regulären  Integrals,  dem  Werte  a  <  1  der 
Tall,  dass  x  =  0  kein  singulärer  Punkt  ist.  Zum  Schluss  wird 
das  Beispiel 

behandelt,  wo  Pj  eine  ganze  Function  vierten  oder  dritten  Gra- 
des von  —    ist.     Im  letzteren  Falle  kommen  in  w  und  in  der 

X 

Reihe  in  Klammern  (2)  auch  gebrochene  Exponenten  vor.  Re- 
ferent kann  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass,  da  die  Convergenz 
der  Reihe  für  z  nicht  in  Betracht  gezogen  ist,  die  Resultate  der 
Arbeit,  auch  was  die  Integrale  der  speciellen  Gleichung  betriflFt, 
mit  Vorsicht  aufzunehmen  sind.  Hr. 


L.  Fuchs,  üeber  die  Werte,  welche  die  Integrale  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  singulären 
Punkten  annehmen   können.     Berl.  Her  27ii-302. 

Hat  man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
so  giebt  es   bekanntlich  eine  Lösung   derselben  y  =^  u  von   der 
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Bescha£feDbeit,  dass  j^  =  y^  für  «  =  2^,  and  dass  sie  in  der  Um- 
gebung von  2  =  «0  eindeutig  und  stetig  ist  —  falls  die  Anfangs- 
werte {z^y^)  keine  Singularität  der  Function  <Z>(2, 2/)  darbieten. 
Briot  und  Bouquet  stellen  nun  in  ihren  bekannten  Untersuchun- 
gen (J.  de  l'Ec.  Pol.  cah.  36  p.  145)  die  weitere  Behauptung  auf, 
dass  es  ausser  y  =  u  kein  anderes  Integral  gebe,  welches  fQr 
»  =  Ä,  den  Wert  y  =  yo  annehmen  könnte.  Sie  setzen  nämlich 
y  =  11  +  r,  wodurch  sich  fittr  v  die  Differentialgleichung 

dv 

(2)        -^  =  0(ü,u  +  v)-  0(5,  u)  =  v-*xp(z,  v) 

ergiebt,  und  schliessen  aus  der  Form  der  Gleichung  (2),  dass, 
falls  III  >  1,  ©  als  Function  von  5  für  keinen  endlichen  Wert  ä^ 
von  3  den  Wert  t?  =  0  erreichen  könne,  und  falls  m  =  1,  t>,  um 
dies  zu  können,  identisch  Null  sein  müsse.  Herr  Fuchs  macht 
nun  darauf  aufmerksam,  dass  dieser  Schluss  unzulässig  ist,  wenn 
in  der  Betrachtung  von  z  als  Function  von  v  in  der  Gleichung 
(2)  0  =  0  ein  „Punkt  der  Unbestimmtheit"  ist,  d.  h.  z  jeden  be- 
liebigen Wert,  also  auch  z  =::  z^^  annehmen  kann,  wenn  v  auf  ge- 
eigneten Wegen  in  ©  =  0  einrückt  (wohl  zu  unterscheiden  vom 
Verzweigungspunkt,  der  aber  zugleich  auch  ein  Punkt  der 
Unbestimmtheit  sein  kann,  und  zwar  mit  „bestimmter^  oder 
„unbestimmter''  Verzweigung).  In  diesem  Falle  giebt  es 
sogar  unzählig  viele  Functionen  v  von  »,  welche  für  z  =  z^  ver- 
schwinden und  der  Gleichung  (2)  genügen,  also  auch  unzählig 
viele  Functionen  y,  die  für  z  =  z^  den  Wert  y^  annehmen  und 
der  Gleichung  (1)  genügen.  Den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Kote  bildet  nun  die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Integrale 
einer  Gleichung  von  der  Form  (2),  worin  z  als  Function  von  v 
betrachtet  wird,  in  der  Umgebung  von  t?  =  0,  wodurch  zugleich 
die  Frage  entschieden  wird,  ob  o  =  ü  ein  Punkt  der  Unbe- 
stimmtheit für  die  Integrale  z  von  (2)  ist.  Es  ergiebt  sich,  dass 
dies  im  allgemeinen  der  Fall  ist,  und  es  werden  an  einigen 
Beispielen  die  Bedingungen  dafür  abgeleitet,  dass  besondere 
Integrale  oder  auch  das  aligemeine  Integral  von  (2)  in  z  =  0 
nicht  unbestimmt  werden.  Hiernach  giebt  es  also  im  allgemeinen 
unzählig  viele  Integrale  von  (I)  mit  vorgeschriebenen  Anfangs- 
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bedingungen  (y^,,  \),  Folgendes  Beispiel  sei  hier  mitgeteilt:  Die 
Gleichung 

hat,  wenn  5  =  ä^,  y  = —%^  als  Anfangswerte,  für  welche  die 

p 

rechte  Seite  den  bestimmten  Wert annimmt,  vorgeschrieben 

p 

m 

sind,  ausser  dem  Integral  y  =  — —  s  die  unzählig  vielen  Inte- 
grale y  =  — ^2  +  1%  wo  V  eine  Lösung  der  Gleichung 

(ab  -ßa)z  ==  bßo  -  ßCe~  ^^ 

(C  eine  willkürliche  Constante)  ist.  Man  hat  nur  o  in  vor- 
stehender Gleichung  so  gegen  Null  convergiren  zu  lassen,  dass 
z  den  Wert  z^  erhält.  Hr. 


L.  Fuchs.       lieber    eine    Klasse    linearer    Üiflferential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung.     Kronocker  J,  c.  189-200. 

Es  seien  /"(*,  ä),  q>(s,z)  Functionen  des  Orts  in  der  durch 
die  irreductible  algebraische  Gleichung  F(ä,  z)  =  0  festgelegten 
Riemann'schen  Fläche,  welche  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung 

bilden.  G  und  H  bezeichnen  rationale  Functionen  von  s  und  ». 
Es  handelt  sich  um  die  Feststellung,,  unter  welchen  Umständen 
die  beiden  Gleichungen 

/•(«,, 2,)(/2,  +  f(s^,^,)dz,  =  0,     (p(s,,z,)dz^  ±  (p(is^,z^)dz^  =  0, 
in    denen    sich    die  Vorzeichen    entsprechen,    gleichzeitig    durch 
jedes  Punktpaar  befriedigt  werden,  welches  durch  die  Gleichung 

zusammenhängt.  Als  hierfür  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen ergeben  sich:  1)  Ist  das  Geschlecht  p  von  JP(.^,  ä)  =  0 
grösser  als  Null,  so  niiiss  die  zuf^ehöri^c  Rieuiann'sehe  Fläche 
sich  durch  eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Substitution    auf 
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eine  zweiblättrige  Riemann'eche  Fläclie  abbilden  lassen,  so  dasa 

»  =  Viit«»  V^W).   » =  v.t".  V^öö);   «  =  w,  (»,  s), 

1/800  =  ä;,(*,s), 

und  zwar  muss  ti'  eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  ^ 
zweier  ein  Fundamentalsystein  bildenden  Integrale  derjenigen 
Differentialgleichung  sein,  die  aus  (1)  durch  die  genannte  Sub- 
stitution hervorgeht.  S(u)  ist  eine  ganze  rationale  Function  von 
m;  ^,, ...,  c3,  rationale  Functionen  ihrer  Argumente.  Ferner  rattssen 
noch  von  den  Coefficienten  der  Uifferentialgleichung  zwei  hier 
nicht  wiederzugebende  Gleichungen  identisch  erfüllt  werden, 
deren. Form  sich  danach  richtet,  ob  u  eine  einwertige  oder  zwei- 
wertige Function  von  ^  ist  2)  Ist  p  =  0,  dann  muss  die  durch 
die  rationale  Substitution  s  =  €,(/),  5  = «,(/)  aus  (1)  hervor 
gehende  Differentialgleichung  mit  in  t  rationalen  Coefficienten 
die  Eigenschaft  haben,  dass  t*  eine  einwertige  Function  des 
Quotienten  zweier  ein  Fundamentalsystem  bildenden  Integrale 
derselben  sei.     Ferner  müssen,  wenn 

-lG(',»)-^  =  ß(0,   P(s,^)  =  n(t),   ^^  =  «'.(0 

gesetzt  wird,  die  beiden  Gleichungen  erfüllt  werden 

Hr. 

L.  Saüvage.      8ur  les  Solutions  rdguliferes  d'un  systfeme 
d'^quations  difFörentielles.     Ann.  de  rfic.  Norm.  (3)  HL  391-404. 

Die  in  der  grundlegenden  Abhandlung  des  Uerrn  Fuchs 
(Borchardt  J.  LXVI.  121  ff.)  enthaltenen  Principien  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  bezüglich  der  Form  und 
Existenz  der  regulären  Integrale  in  der  Umgebung  singulärer 
Punkte  werden  auf  das  System  linearer  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  von  der  Form 

angewandt,  worin  die  Coefficienten  a  holomorphe  Functionen  in 


a'n-r 

ah 

•    •   • 

a?n 

Oll 

• 

a^i—r 

•   •    • 

ain 

aii 

aii 

«    •    • 

ain-r 
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der  Umgebung  des  Punktes  x^  sind.  Es  wird  zunächst  gezeigt, 
dass  (las  System  wenigstens  eine  Lösung  hat,  deren  Elemente 

sind,  wo  9>,,  ...,  (fn  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x — a?^ 
fortschreitende,  in  der  Umgebung  von  x^  convergente  Reihen 
bezeichnen      r  ist  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung 


=  0, 


wo  afk  den  Wert  von  a^  för  a?  =  x^,  bedeutet.  Vermittelst  der 
gewonnenen  Lösung  (1)  wird  das  vorgelegte  System  auf  ein 
solches  von  ähnlicher  Gestalt  mit  it  — 1  unbekannten  Functionen 
zurückgeführt,  welches  mithin  wiederum  eine  Lösung  obiger  Be- 
schaffenheit zulässt.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  geht 
hervor,  dass  das  gegebene  System  n  reguläre  Lösungen  hat,  die 
ein  fundamentales  System  bilden,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass, 
wie  bei  den  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  abhän- 
gigen Variabein,  nicht  nur  Functionen  von  der  Form  (l),  son- 
dern auch  die  durch  ein-  oder  mehrfache  Integration  derselben 
entstehenden  Functionen,  in  denen  in  der  Regel  auch  Logarith- 
men auftreten,  als  reguläre  Ausdrücke  gelten.  Hr. 


E.  West.  Expos^  des  möthodes  g^nörales  en  mathö- 
matiques.  Resolution  et  Integration  des  equatious« 
Applications  diverses,  d'aprfes  Hoenö  Wronski.      Parle. 

Qaathier-Villars. 


G.   Pkano.     Suir   integrabilitk  delle  equazioni   diflferen- 
ziali  di  priino  ordine.     Toriuo  Aitl.  XXI.  677-685. 

Neuer  Beweis  für  die  Existenz  der  Integrale  der  Gleichung 

■I- = «'. ») 

unter  der  alleinigen  Voraussetzung  der  Continuität  der  Function 
f{x^y).    Der  Gang  ist  in  den  Hauptzügen   folgender:     Es  wird 
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gezeigt,  dass  es  l)  unendlich  viele  Functionen  y^  giebt,  die  für 
X  =  a  den  Wert  6  annehmen  und  in  dem  Intervalle 

«...  AYonx(A  >  ä) 
der  Ungleichung 

■^  >  f(-'  yo 

genügen,  2)  unendlich  viele  Functionen  y,  mit  demselben  An- 
fangswerte, die  in  dem  gleichen  Intervalle  (a  . , ,  Ä)  von  x  der 
Ungleichung 

genügen.  Diese  Functionen  y^  und  y,  sind  so  beschaffen,  dass 
für  jeden  Wert  von  x  in  dem  Intervalle  (a  , , .  A)  stets  y^  >  y, 
ist  Es  existirt  daher  eine  untere  Grenze  7,  für  die  Werte  von 
y,  und  eine  obere  Grenze  7,  für  die  Werte  von  y,,  so  dass 
F,  >  y,  sein  wird.  Diese  beiden  Functionen  nun  genügen  der 
Differentialgleichung  und  nehmen  für  x  =  a  den  Wert  b  an, 
und  alle  Functionen  y,  denen  dieselbe  Eigenschaft  in  dem  Inter- 
valle (a  ...  A)  zukommt,  sind  in  den  Grenzen  zwischen  F,  und  Y, 
enthalten ,  so  dass  F,  ^  y  ^  F,.  Weitere  Consequenzen  lassen 
sich  aus  der  Continuität  von  f(x^  y)  allein  nicht  ziehen.  Nimmt 
man  noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  für  alle  Werte  von  x 
zwischen  a  und  A  und  für  alle  Werte  von  y  zwischen  Y^   und 

df(x  v) 
F,  die   partielle  Ableitung       \         einen    angebbaren  Wert   M 

nicht  übersteigt,  dann  schliesst  man  aus 

dx  =^  '  ^'^  ' 
dass  diß  Grösse  c~^'(F,  — F,)  in  dem  Intervalle  (a  ...  A)  nicht 
wachsen  kann,  während  sie  für  x  =z  a  gleich  Null  ist,  und  da 
sie  andererseits  wegen  F,  >  F,  nicht  negativ  .werden  kann,  so 
müssen  F,  und  F,  und  folglich  alle  zwischen  ihnen  enthaltenen 
Functionen  y  in  dem  Intervall  (a  .. .  A)  zusammenfallen.  Damit  ist 
dann  die  Existenz  eines  einzigen  Integrals  mit  dem  vorgeschrie- 
benen Anfangswerte  bewiesen.  Hr. 
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C.  F,  E.  Björling.  üeber  singulare  Punkte  der  gewöhn- 
lichen algebraischen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  ersten  Grades.    Hoppe  Arch.  (2)  IV.  358-384. 

Die  Singularitäten  der  durch  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  definirten  ebenen  Curven  treten,  wenn 
die  Gleichungen  vom  ersten  Grade  sind,  nur  an  einzelnen  singu- 
lären  Punkten  auf.  Die  vollständige,  mit  vielen  Beispielen 
illustrirte  Erörterung  der  Theorie  dieser  Punkte  bildet  den 
Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit.     Die   Differentialgleichung 

Xdx  i-Ydy  =  0  oder  X+  pF  =  0, 
wo  X  und  y  ganze  Functionen  von  x  und  y  sind,  bestimmt.  fQr 
jeden  Punkt  (x^  y)  eine  einzige  Fortschreitungsrichtung.  Eine 
Ausnahme  bilden  die  Schnittpunkte  von  X  =  0,  r  =  0,  die  so- 
genannten singulären  Punkte.  Sei  der  Anfang8punktO(ir=0,y=O) 
einer  derselben,  und  die  Glieder  niedrigster  Dimension  der  nach 
den  Potenzen  von  x  und  y  geordneten  Polynome  X  und  Y  resp. 
A(x^y)  und  B{x,y\  beide  homogen  und  vom  n^^"  Grade,  so 
bilde  mau  die  homogene  Gleichung  (h-|-I)**'"  Grades  Äx-\-By  =  0^ 
als  Gleichung  für  y  :x  giebt  sie  w -f  1  Werte  von  p  im  Punkte 
a:  =  0,  y  =  0,  d.  h.  w  +  l  besondere  Ausga.ngsrichtungen  der  Inte- 
gralcurven  vom  Punkte  0  aus.  0  ist  also  hier  ein  ^(«-f  !)-facher 
Punkt"  allerdings  in  einem  andern  als  dem  üblichen  Sinne.  Ver- 
schwindet Ax-\-By  identisch,  dann  ist  p  unbestimmbar  und  es 
gehen  die  Integralcurven  in  allen  Richtungen  von  0  aus.  (Bei- 
spiel Basispunkt  in  einem  Curvenbüschel.)  Nennt  man  im  all- 
gemeinen Falle  die  «-|-1  Wurzeln  obiger  Gleichung,  die  zunächst 
alle  untereinander  verschieden  angenommen  werden,  ^,,  ...,  ^«+i, 
und  ergiebt  sich  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 


i4(l,a)+»^(l,i5)  T  ^—Qi 
so  sind  je  nach  den  Vorzeichen  der  reellen  Teile  (/?,)  von  /?, 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  1)  alle  {ß^)  sind  positiv,  dann  geht 
nur  eine  einzige  Integralcurve  durch  0  und  hat  in  diesem  Punkte 
n  -f  l  Tangenten.  (Individueller  singulärer  Punkt.)  2)  einige 
(/?,)  sind  negativ,    dann  geht    eine   unendliche  Anzahl  Integral- 
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curveo  durch  0.  (Genereller  singulärer  Punkt.)  Sind  (/?,),  -m  (/^m) 
positiv  und  (/?,„+ 1), -•,  0^«^^l)  negativ,  80  berühren  die  Geraden 
ff — QiX=0  (»  =  m  +  1, ...,  n)  in  0  alle  Integralcurven  mit  Aus- 
nahme einer  einzigen,  welche  die  übrigen  Geraden 

y—QiX  =  0  (t  =  I,...,m) 

berührt.  Die  Geraden  der  ersteren  Art  werden  „generelle",  die 
der  zweiten  ^individuelle  Tangenten"  genannt.  Die  Modifica- 
tion,  welche  eintritt,  wenn  einige  Wurzeln  q  einander  gleich 
werden,  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit.  Eine  besondere  Be- 
handlung erfordert  der  Fall,  dass  A  und  B  einen  gemeinsamen 
linearen  Factor  haben,  welchei-,  gleich  Null  gesetzt,  dann  die  gemein- 
same Tangente  der  Curven  X  =  0,  F  =  0  (Specialtangente)  dar- 
stellt. Ist  y  dieser  Factor,  so  erscheint  j:  ==  o  als  Äne  wesent- 
lich singulare  Stelle  für  y  als  Function  von  ar.  Die  reellen  Inte- 
gralcurven berühren  sämtlich  die  Special tangente,  aber  immer 
nur  an  der  einen  Seite  des  singulären  Punktes.  Die  angewandte 
Methode  besteht  darin,  dass  die  gegebene  Gleichung  nach  passen- 
der Substitution  durch  eine  andere  ersetzt  wird,  in  der  nur  die 
Glieder  niedrigster  Dimension  beibehalten  werden,  und  die  sich 
unmittelbar  integriren  lässt.  Die  im  Vorhergehenden  erhaltenen 
Resultate  werden  weiterhin  graphisch  veranschaulicht,  indem  die 
Vorzeichen  von  y'  und  y"  vermittelst  gewisser  Ausdrücke  be- 
stimmt und  die  Formen  der  Integralcurven  in  der  Umgebung 
des  singulären  Punktes  ermittelt  werden.  Zur  Vergleichung  mit 
den  von  Herrn  Poincarö  (Hesal  J.  (8)  VII.  a8())  angewandten 
Bezeichnungen  wird  bemerkt,  dass  dort  nur  der  Fall  n  =  1  be- 
handelt ist,  die  singulären  Punkte  also  „Doppelpunkte"  im  oben 
erklärten  Sinne  sind.  Die  „noeuds"  und  „cols"  des  Herrn  Poin- 
car6  sind  Doppelpunkte  mit  reellen  Tangenten,  die  ersteren  sind 
generelle ,  die  letzteren  individuelle  singulare  Punkte.  Die 
„foyers*  sind  Doppelpunkte  mit  imaginären  Tangenten ,  die 
„centres**  ein  specieller  Fall  davon.  Hr. 


R.  LiOüviLLE.     Sur  certaines  ^quations  diflF^rentielles  du 
premier  ordre.    C.  R.  Clll.  476-479. 
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Die  Differentialgleichung 

lässt  sich  auf  Quadraturen  zurückführen,    wenn   die  Goefficien- 
ten  der  Gleichung  genügen 

worin 

L  =  a,  ai  -•  a,  oi  +  a,  (a^  a,  —  a,a^)  +  2a,  (a»  —  a, «,) 
und  K  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.    Setzt  man 

y  =  YXa?), 
nachdem  man  q>  passend  bestimmt  hat,  so  giebt  es  für  die  Glei- 
chung zweiter  Ordnung  in  Y  ein  allgemeines  Integral,  worin  die 
willkürlichen  Constanten  linear  auftreten.     Hierdurch  ist  dann  y 
gegeben.  Hr.      * 


R.  Rawson.     Solution  of  question  7902.    Ed.  Times.  XLiv. 

82-83. 

Das  allgemeine  Integral  der  Diflferentialgleichung 

+  (B,)H^+A,y'  +  A,yy   =   0. 
ist 

{CA,+B,A,x'\y'+2{(A,B,XA,+  C^CA,)^xy+A,+CB,x'  =  0. 

Lp. 


H.  LE  Pont.     Note  de  calcul  integral.    TeixeiraJ.vin. 37-42. 

Integration    eines  Systems   von    n  linearen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten. 

Tx.  (Hch.) 


H.  LE  PoNT.     Deuxiferae  note  de  calciil  integral.   Teixeira 

J.  VIII.  65-71. 

Integration  zweier  linearer  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung,  deren  Coefficienten  Functionen  zweier  unabhängiger 
Variabein  sind.  Tx.  (Hch.) 
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J.  Sachs.     Integration  einer  Differentialgleichung.     Hoppe 

Areh.  (2)  III.  aaO-335. 

Die  Oleichong 

(«-y)(^+»y)  =  Const. 

erscheint  dem  Verfasser  besonders  daza  geeignet,  die  mannig- 
faltigen Hfllfsmittel  der  Integration  einer  Differentialgleichung 
znr  Anwendung  zu  bringen.  Das  mittels  fQnf  verschiedener  Me- 
thoden erhaltene  Integral  der  obigen  Gleichung  lautet,  wenn  die 
darin  vorkommende  Constante  mit  c*  bezeichnet  wird, 


■— r  H ^ — i-  =  ^     C«  die  willk.  Const.) 


Hr. 


W.    Hbtmann.       Berichtigang.     Sohiomiioh  z.  xxxr.  127-128. 
In  der  auf  die  Differentialgleichung 

bezüglichen    Note   in   Schlömilch  Z.  XXIV.  p.  254   (s.  F.  d.  M. 
IX.  1879  p.  225)  hat  der  Verfasser  von  der  Gleichung 

a;  +  y-(xy'-y)'» 
ein  falsches  Integral  angegeben.    Das  richtige  lautet 


1 — m  m — 1 


X  •»  j(a;  +  y)  «  +lj  =  const. 
Das  falsche  Resultat  ist  dadurch  entstanden,  dass  die  Elimina- 
tion von  y'  =  ti  in  anderer  Weise  vollzogen  ist,  als  im  allge- 
meinen Falle  bestimmt  ist.  Infolge  dessen  fallen  auch  die 
froheren  Bemerkungen  über  die  Auflösbarkeit  des  Integrals  nach 
der  Constanten,  sowie  Ober  den  integrirenden  Factor  fort. 

Hr. 

£.  Jaggi.     Sur  les  ^quations  diffdrentielles  liu^aires  sans 
second  membre.    Nonv.  Add.  (3)  v.  83-85,  86-88. 

Die  erste  Note  enthält  eine  Ableitung  der  linearen  Differen- 
tialgleichung, der  das  Product  zweier  Integrale  einer  linearen 
Differentialgleichung  m^^  Ordnung  genügt.     In  der  zweiten  wird 

FortMbr.  d.  Math.  XVHI.  1.  19 
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eine  Methode  gegeben  zur  Bildung  der  Gleichung,  die  zum  Inte- 
grale 


yw+iyn  +  2  ...  f/nip 

hat,  wo  y,, ...,  yn^p  Integrale  der  Differentialgleichung  i»^'  Ord- 
nung bedeuten,  u  gentigt  einer  nicht  linearen  Differentialglei- 
chung von  der  Ordnung 

iii(m  +  1)  ...(m  +  n  — 1)  m(m-f  Q...  (>w-f  p  — 1)         , 


1  .  2...n  1  .  2  ...p 

.  Hr. 

L.  Heffter.     Zur  lotegration   der   linearen   homogenen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.      Dies.  Berlin. 

42  S. 

Vorliegende  Arbeit  hat  zum  Gegenstande,  die  Ausdehnung 
gewisser  die  Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe  aus- 
zeichnenden Eigenschaften  auf  jede  beliebige  zur  Fuchs'schen 
Klasse  (vgl.  Borchardt  J.  LXVI.  146)  gehörige  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  darzuthun.  Insbesondere  gelingt  es  dem 
Verfasser,  durch  Einfnhrung  von  passenden  Parametern  an  Stelle 
der  in  der  Differentialgleichung  auftretenden  Constanten  zu  be- 
wirken, dass  aus  einem  Integral  ein  zweites  durch  einfache  Ver- 
änderung jener  Parameter  hergestellt  werden  kann.  Fttr  den 
Fall  von  drei  endlichen  singulären  Punkten  hat  bereits  Herr 
Seifert  in  seiner  Inauguraldissertation  (Göttingen  1875,  s.  F.  d. 
M.  VII.  186)  ein  dahin  zielendes  Verfahren  eingeschlagen,  wel- 
ches hier  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  q 
singulären  Punkten  a,,  ...,  a^  angewandt  wird.  Jede  solche 
Differentialgleichung,  sofern  sie  z^r  erwähnten  Klasse  gehört, 
lässt  sich  nach  einer  von  Herrn  Fuchs  in  seinen  Vorlesungen 
angegebenen  Transformation  auf  die  einfachere  Form  bringen 

V(»)  =  77(2-0,)        (t=  1,2,  ...,p), 
wo  A  und  B  ganze  Functionen  von  z  sind,  resp.  vom  Grade  q—  I 
und  Q—'J,     Eine  der  beiden  Wurzeln  der  zu  irgend  einem  sin- 


l=il 
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gulären  Punkt  z  =^  Oi  gehörigen  determinirenden  Gleichung  ist 
dann  immer  gleich  0,  ein  Integral  des  zugeordneten  Fundamen- 
talsystems hat  daher  die  Form 

Setzt  man  nun 

so  dass  1— y*  die  andere  Wurzel  der  determinirenden  Gleichung' 
ist,  dann  kann  die  Recursionsformel  zur  Bestimmung  der  cj[  auf 

die  Form  gebracht  werden 

'"'V5.(*+ßi)(*+/?i)<-A+i  =  0, 

wo  die  Grössen    a\j  ß[  durch  die  Gleichungen  definirt  sind: 

hierbei  ist  eine  der  Grössen  a^,  ß^^  gleich  ],  mitbin  die  andere 
gleich  /  zu  setzen.  In  den  neuen  Parametern  nimmt  dann  die 
Differentialgleichung,  mit  Weglassung  des  oberen  Index  i  die 
Form  an : 

+  'T PA(ori  -\-ßi^2l- IX*-«.)'  -^ 

A=ll  »2 

+  l'piCoA  +  ^-  1)(/»A  +  A-  |)(5_o,y-'y  =  0, 

die  för  ^  =  2,  a,  =  0,  a,  =  1  unmittelbar  in  die  DiflFerential- 
gleichung  der  Gauss'scben  Reihe  übergeht.  Ist  y  weder  Null 
•noch  eine  ganze  Zahl^  so  stellt  die  Reihe  (1)  das  zur  Wurzel  0 
gehörige  Element  dar  und  kann  durch 

bezeichnet  werden.  Um  das  andere,  zu  \  —  y  gehörige,  Element 
zu  erhalten,  substituirt  man  j/ =  (s  — a,y~^<i,  und  da  die  Diffe- 
rentialgleichung  fOr  u  dieselbe  Form  wie  (*?),  nur  mit  veränder- 

19* 
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ten  Parametern  annimmt,  erhält  man  unmittelbar 

y«  =  («~fl,)^-^  ö>(Po, ...,  Pe-i»ofi  + 1  -y»  ßi  +  1-y, .-.,  «e-i +1  — r» 

Fflr   die   Ck   ergiebt   sich  eine  independente  Darstellung  in  der 

Form  eines  Bruches, 

_  ^ 

dessen  Zähler  eine  Determinante  ist,  die  für  ^  =  3  in  die  Ketten- 
bruchdeterminante  übergeht  und  für  ^  >  3  zu  denjenigen  ge- 
hört, die  Herrn  Fttrstenau  zu  einer  Verallgemeinerung  der  Ketten- 
brüche geführt  haben.  (Pr.  Wiesbaden  1874,  s.  F.  d.  M.  VI. 
133.)  Die  Modificationen,  welche  eintreten,  wenn  y  eine  ganze 
Zahl  oder  Null  ist,  werden  für  alle  in  Betracht  kommenden  Fälle 
angegeben  und  für  die  entsprechenden  Fundamentalsysteme,  des- 
gleichen für  die  in  der  Umgebung  von  ä  =  oo  gültigen,  die  fer- 
tigen Formeln  aufgestellt.  Es  folgt  die  Entwickelung  der  homo- 
genen linearen  Relationen,  welche  die  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems mit  denen  eines  anderen  verknüpfen,  unter 
Anwendung  des  von  Herrn  Fuchs  im  Bd.  LXXV  des  Borchardt'- 
sehen  Journals  auseinandergesetzten  Verfahrens.  Der  letzte  Ab- 
schnitt (No.  VI)  beschäftigt  sich  mit  bemerkenswerten ,  der 
Gauss'schen  Reihe  analogen  Eigenschaften  der  Reihe  0{ai^ßi\ 
womit  das  obige  O  kurz  bezeichnet  werden  möge.  Als  r^  con- 
tigue  Function  derselben  wird  die  Reihe  Ö>r(öji  +  r, /?A  +  r)  be- 
zeichnet, (r  eine  positive  ganze  Zahl.)  Zwischen  g-f-l  dersel- 
ben wird  eine  homogene  Relation  hergeleitet.  Eine  mit  ihnen 
in  nahem  Zusammenbange  stehende  zweite  Art  contiguer  Func- 
tionen führt  zu  einer  zwischen  diesen  und  ihren  Ableitungen  be- 
stehenden Relation,  die.  als  eine  Verallgemeinerung  der  für  die 
hypergeometrischen  Reihen  geltenden  Formel 

zu  betrachten  ist.  Hierbei  erscheint  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  mit  q  singulären  Punkten  als  Spe- 
cialfall einer  solchen  der  ^*«"  Ordnung  mit  denselben  singulären 
Punkten  und  von  demselben  Charakter.  Hr. 
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Th.  Craig.      On    a    linear    differential    equation    of  the 

Second    Order.     Newcomb  Am.  J.  VIII.  180-195. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  den  singu- 
lären  Punkten  a:  =  0,  a;=l,  ir=— 1  und  von  der  allgemeinen 
Form,  die  sie  nach  dem  Fuchs' sehen  Theorem  haben  muss,  damit 
ihre  Integrale  überall  regulär  sind,  wird  betreffs  ihres  Verhal- 
tens in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  untersucht  und 
die  daselbst  gültigen  Reihen  entwickelt.  Die  Methode  enthält 
nichts  Bemerkenswertes,  da  sie  eine  einfache  Ausführung  der 
Vorschriften  des  Herrn  Fuchs  ist,  der  übrigens  mit  keinem  Wort 
citirt  wird.  Auch  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  Herr  Seifert 
in  seiner  Inauguraldissertation  1875  (s.  F.  d.  M.  VII.  186)  den- 
selben Gegenstand  weit  eindringender  und,  was  die  Mannigfal- 
tigkeit der  sich  darbietenden  Probleme  betrifft,  in  abschliessen- 
der Vollständigkeit  behandelt  hat.  Hr. 

D.  Besso.      Sopra    una    classe   d'equazioni    differenziali 
lineari  del  second'  ordine  e  sulI'  equazione  del  quinto 

grado.    Rom.  Acc.  L.  Rend.  IIj.  593-597. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst^  dass  die  Gleichung 

-\-(fx'^gx'-\-hx'+kx  +  l)y  =  0, 
wenn  ßi^ß^jß^  ungleich  sind  und  die  beiden  Relationen 

4f+  2a  -a'  =  0,     2g -\-  2b- ab  =  0 
bestehen,    auf  eine   hypergeometrische  Gleichung  zurückgeführt 
werden  kann.    Nun  genügen  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)      yM-y'-^  =  o 

einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  deren  Inte- 
grale  nach  geeigneter  Transformation  durch  die  Producte  der 
Lösungen  'zweier  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung obiger  Beschaffenheit  dargestellt  werden  können.  Die 
Auflösung  der  Gleichung  (1),  auf  die  bekanntlich  die  allgemeine 
Gleichung  fünften  Grades  mittels  Wurzelgrössen  zurückgeführt 
werden  kann,  lässt  sich  demnach  durch  hypergeometrische  Refhen 
bewerkstelligen.  Hr. 


294  ^^-  Abschuitt.     Differential-  ond  IntegralrechDung. 

P.  ScHAFHEiTLiN.     Ueber    eine    gewisse   Klasse  linearer 
Diflferentialgleichungen.     Dias.  Halle  a.  s.  1885.  43  8. 

Die  betrachtete  Klasse  von  Differentialgleichungen  enthält 
eine  interessante  Verallgemeinerung  der  hypergeometrischen  Dif- 
ferentialgleichung, welcher  die  Form 


(x--k,Xx--k,) 


gegeben  wird.  Zwei  wesentliche  Eigenschaften  dieser  „  Normal- 
form" sind,  ])  dass  die  Coefticienten  von  y'  und  y  sich  in  zwei 
Gruppen  (y  und  a,  ß)  derart  sondern,  dass  die  Elemente  einer 
Gruppe  miteinander  vertauschbar  sind,  2)  dass  dy  :  dx  eine  Lö- 
sung derjenigen  Differentialgleichung  ist,  die  aus  der  obigen 
hervorgeht,  indem  an  Stelle  von  a,  /?,  y  resp.  a  +  l,  /J-f^  /+  1 
treten.  Diese  Eigenschaften  dienen  als  Leitfaden  zur  Aufstel- 
lung einer  ähnlichen  Kormalform  für  Differentialgleichungen 
^ter  Ordnung.    Der  Coefficient  von  y(")  sei 

(a:— Äj(x  — ÄJ  ...  (a;  - Äc„), 
die  in  den  anderen  Coefficienten  auftretenden  Grössen  zerfallen 
in  der  Normalform  in  n  Gruppen  von  der  Beschaffenheit,    dass 
die  v*'  Gruppe  aus  v  Elementen 

besteht,  die  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden  können. 
Treten   an  Stelle  der  Elemente  a  die  Elemente  a-f-l}   so  wird 

die  neue  Gleichung  durch  -~-  befriedigt.    Da  die  Aufstellung 

dieser  Gleichung  für  ein  beliebiges  n  zum  Verständnis  der  darin 
vorkommenden  Bezeichnungen  Erörterungen  nötig  machen  würde, 
die  den  hier  verstatteten  Raum  weit  überschreiten  würden,  so 
begnügen  wir  uns  hier  mit  der  nachstehenden  Wiedergabe  der 
Gleichung  für  w  =  3: 

+  1(3(3.2 +  «3,1 +  l>-a>,2Ä,|y'+a3,sy  =  0. 
Ä^ 'bedeutet  die  elementare  symmetrische  Function  /m**'  Dimen- 
sion der  Grössen  Ä,,^„fc,;  Sl^,^-    die    elementare    symmetrische 
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Function  (^7*^  Dimension  der  Elemente  a^i,  . . ..,  a^,,^.  Die  An- 
zahl der  letzteren  ist  hier  6,  bestehend  aus  den  drei  Gruppen: 

^iM     «in«»/)     «jn«4j7«ii- 

Sonach  ist  a^^  =  Sli,i,  a^^  und  a„  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

und  die  Elemente  der  dritten  Gruppe  .die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

^'~a,.«'+a„^-3[a.  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  Elemente  Oy^x  in  der  Nor- 
malform fär  die  Differentialgleichung  n^^  Ordnung,  worin  die 
Grössen  Oy^i  auftreten,  als  Wurzeln  einer  Gleichung  y*«"  Grades, 
deren  Coefficienten  die  Grössen  (  — 1)^31^,;  (i  =  1, ..,  •')  ^^^^' 
Auch  die  anderen  fttr  die  hypergeometrische  Differentialgleichung 
charakteristischen  Eigenschaften  erscheinen  in  der  Normalform 
für  die  Gleichungen  n^'  Ordnung  in  einer  verallgemeinerten 
Gestalt  So  lautet  die  Recursionsformel  für  die  CoefGcienten  der 
Lösung 

y  =  £  axx^i 

woraus  die  Bedingungen  für  die  Reduction  auf  eine  Gleichung 
niederer  Ordnung,  ferner  für  die  Unabhängigkeit  der  in  Potenz- 
reihen entwickelbaren  Lösungen  von  einzelnen  Elementen  und 
endlich  dafär,  dass  eine  oder  mehrere  Lösungen  ganze  Func- 
tionen sind,  sich  unmittelbar  ableiten  lassen.  Wichtig  ist  nun 
der  Nachweis,  dass  jede  Differentialgleichung  n**'  Ordnung  von 
der  Beschaffenheit,  dass  der  Coefficient  der  p^"^  Ableitung  eine 
ganze  Function  p^°  Grades  ist,  sich  auf  die  Normalform  zurttck- 
fQhren  lässt,  und  zwar  drücken  sich  die  Grössen  9(  linear  durch 
die  Constanten  der  betrachteten  Differentialgleichung  aus.  Die 
beiden  letzten  Abschnitte  beschäftigen  sich  mit  weiteren  Unter- 
suchungen über  den  Charakter  der  Integrale  der  behandelten 
Differentialgleichungen,  unter  specieller  Berücksichtigung  der 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Hr. 
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E.  Catalan.     Sur  une  classe  d'öquations  diff^rentielles. 

Belg.  Ball.  XII.  17-25. 

Die  Differentialgleichung: 
besitzt  das  allgemeine  Integral: 


TT 


Setzt  man  y^x  =  2,  Y^.  E(z)  =  X^  so  wird  sie: 

«":a  =  X":l, 
wovon  z=:  X  unmittelbar  ein  Integral  ist.    Diese  letztere  Glei- 
chung kann  man  daher  leicht  integriren.    Ebenso  verhält  es  sich 
mit  der  allgemeineren  Gleichung: 

XV'+ÄiX'a'-[XX"+ÄX"]a  =  0. 

Mn.  (Lp.) 

W.  H.  Blythe,  R.  Rawson,  A.  R.  Forsyth.    Solution  of 

question   8417.     Ed.  Times  XLV.  78-81. 

Integration  der  Differentialgleichung 

nach  Methoden,  wie  sie  in  Forsyth's  „Differential  equations**  ge- 
lehrt werden,  einem  Werke,  über  das  Sylvester's  Ausspruch  von 
Herrn  Rawson  angeführt  wird:  „Nach  meiner  Meinung  das  Best 
geschriebene  mathematische  Buch,  das  in  englischer  Sprache 
vorhanden  ist".  Lp. 

E.  A.  Stbnberg.    Den  Hermite'ska  diflferential-eqvationen 
af  andra  ordningen.     Acta  Soc.  Fenn.  xvi. 

Diese  Arbeit  enthält  eine  vollständige  Untersuchung  samt* 
lieber  Fälle  der  Hermite'schen  Differentialgleichung  mit  Benutzung 
der  von  Weierstrass  eingeführten  doppeltperiodischen  Functionen 
px  und  p'x.  S. 

W.  WooLSEY  Johnson.     On  a  point  connected  with  sym- 
bolic  methods  of  integration.     Mess.  xvi.  86-90. 
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Die  Sache  wird  am  leichtesten  durch  ein  Beispiel  erläutert. 
Man  betrachte  die  Differentialgleichung  (D^  +  l)y  =  x^iux. 
Die  complementäre  Function  ist  oleosa;  -f-  Bsinx.  Um  ein  parti- 
cul&res  Integral  zu  erhalten,  berücksichtige  man: 

Nun  ist  —  Jajcosa?  der  einfachste  Wert  von       ^         sina;,     und 

iJ  -f- 1 

—  ^«'sina:  derjenige  von  jjr^-r-r^  sinx.    Aber 

y  =  —  \x  coQx  -\'  ^D(x*  sinx)  =  — |-a?*  cos  rc  +  ^a;  sina? 
befriedigt  die  Differentialgleichung  nicht.     Die  Erklärung  liegt 

darin,    dass  bei  der  Gewinnung  des  Wertes  von   /)>  .      a;  sina? 

vermittelst  eines  Verfahrens,  welches  den  Nenner  (I>'+1)'  ein- 
fahrt, das  so  abgeleitete  Resultat  von  dem  wahren  Werte  abweichen 
kann  um  ein  Glied  in  der  complementären  Function  der  Gleichung 
(D*-|-l)'y  =  ^j  nämlich  um  Glieder  von  der  Form  a?sina?  oder 
a?cosa?.  Glr.  (Lp.) 

E.  Kummer.     De  generali  quadam  aequatione  diflFerentiali 

tertii   Ordinis.      Kronecker  J.  C.  1-9. 

Dieser  Aufsatz  ist  ein  Abdruck  aus  dem  Programm  des 
Gymnasiums  in  Liegnitz  vom  J.ahre  1834.  Er  enthält  bereits 
die  wesentlichen  Grundlagen  der  berHhmten  Abhandlung  des 
Verfassers  über  die  hypergeometrische  Reihe  im  10*''°  Bande  des 
Crelle'schen  Journals.  In  Verallgemeinerung  der  von  Jacobi 
aufgestellten  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  der  alle  Mo- 
dulargleichungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
genfigen,  betrachtet  der  Verfasser  die  Gleichung 

worin  Z  und  X  beliebige  Functionen  der  Variabein  resp.  z  und 
a?  bezeichnen.  Zunächst  wird  gezeigt,  dass  die  Integration  von 
(I)  auf  die  zweier  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung 
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zurückgeführt  werden  kann,  wo  p  und  P  beliebige  Functionen 
von  resp.  x  und  z  sein  können,  q  und  Q  aber  durch  die  Glei- 
chungen ' 

bestimmt  sind.  Bezeichnen  q^(x)  und  qp,  (a?)  zwei  particuläre 
Integrale  von  (2),  i/;(i5)  und  ?//,(«)  ebensolche  von  (3),  so  lautet 
das  allgemeine  Integral  von  (I) 

xp{z)        C(p(x)  +  D(r,(^) 

Zugleich  existirt  die  Beziehung 

,  Jpd*    -fpdx  dx 

y  =  irr,     wo    lu   =  cc^      c         -r-  • 

Es  folgen  zwei  Anwendungen.     In  der  ersten  ist 

In  diesem  Falle  sind  q>{x)  und  <iP,(^)  die  vollständigen  ellipti- 
schen   Integrale   erster    Gattung   mit    den    resp.  Moduln  x    und 

y  1— x',  und  i//C*)i  Vi(^)  dieselben  Ausdrücke  in  den  transfor- 
nürten  Moduln  s,  j/l  — ä*.  m?  ist  der  Multiplicator  der  Trans- 
formation, und  zwar  findet  sich 

a  _      g(l— g')     dx 

In  der  zweiten  Anwendung  ist 


Hier  werden  die  Hülfsgieichungen  (2)  und  (3)  Differential- 
gleichungen, denen  die  hypergeometriscben  Reihen  genügen,  und 
die  Integration  von  (1)  kann  demnach  mittels  dieser  Reihen  be- 
werkstelligt werden.  Zum  Schluss  werden  specielle  Fälle  hier- 
von behandelt,  in  denen  die  Gleichung  (I)  unendlich  viele  alge- 
braische Integrale  hat.  Hr. 


r 
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E.  GouRSAT.  Sur  les  integrales  alg^briques  de  T^qua- 
tioü  de  Kummer,  c:  R.  cm.  993-990. 
Ilerr  Papperitz  bat  in  seiDcr  Habilitationsschrift  (Leipzig 
1886)  als  Bedingung  für  die  Existenz  algebraischer  Integrale 
der  Kummer'scben  Gleichung  ein  System  arithmetischer  Gleichun- 
gen aufgestellt,  welches  in  dem  besondern  Falle  rationaler  Inte- 
grale mit  dem  System  tibereinstimmt,  welches  Herr  Goursat 
in  Klein  Ann.  XXIV.  p.  445ff.  (s.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  269) 
angegeben  hat.  Es  fragt  sich  nun,  ob  jedem  Systeme  von  Lö- 
sungen der  Gleichungen  des  Herrn  Papperitz  im  allgemeinen  ein 
algebraisches  Integral  der  Kummer'schen  Gleichung  entspricht, 
wie  dies  im  Falle  rationaler  Integrale  statthat..  Der  Verfasser 
weist  nach,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  und  bemerkt,  dass  er 
in  einer  demnächst  erscheinenden  Abhandlung  Mittel  angeben 
werde,  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Versuchen  zu  entscheiden, 
ob  eine  Lösung  der  erwähnten  Gleichungen  ein  algebraisches 
Integral  der  Kummer'schen  Gleichung  liefert.  Hr. 


A.  Cayley.      On   the   invariants  of  a  linear  dififereutial 

equation.'     Quart.  J.  XXI.  257-261. 
Zusammenstellung   der   bekannten    invarianten   Functionen, 
die  man  aus  den  Coefficienten  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter   und   dritter  Ordnung   bilden   kann.      Es  wird  bemerkt, 
dass  die  „Differentialinvariante''  des  Herrn  Halphen 

S\  y"  y        3  y"  ^  y"  /  "^  27  ^  y"  ^  ' 

deren    Verschwinden   anzeigt,    dass  x,  y  die  Coordinaten   eines 

beliebigen  Kegelschnitts  sind,    in    engem   Zusammenhang   steht 

mit  der  Invariante 

p"  -  3(9'-2pp')  +  2(r-.3pg  +  2p*) 

der  Differentialgleichung 

y'"  +  3py''  +  3qy'  +  r=.i\ 

indem  aus  ihr  die  Differentialinvariante  hervorgeht,  wenn 

1    y'" 
P  =  -  -T  ^,    9  =  0,     r  =  0 

o    y 
gesetzt  wird.  Hr. 
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J.  C.  FiELDS.  Symbolic  finite  Solutions  hy  definite  Inte- 
grals of  the  equation  — ?L  =  ip"*y.  Newcomb  Am.  J.  Vlll. 
367-388. 

Die  Lösung  vorstehender  Gleichung  in  symbolischer  Form  wird 
zunächst  für  «  =  3  in  folgender  Weise  hergestellt  Die  directe 
Entwickelung  nach  Potenzen  von  x  giebt,  wenn  man 

a  =  OT  +  3,     >,  =  -—,    V,  =  -  — 
setzt, 

Fuhrt  man  nun  das  Symbol  ein 

J  =  (-r-)     ,   SO    dass  J^Z"'  =  — T— — I r—. r-  , 

so  erhält  man,  wenn  jioch  a~^a^  =  «  gesetzt  wird, 

=  Ä-»'«  ^-»''  c^-^'^      J""*  s^t , 

WO  das  Symbol  J"^'  e^  ä^^  auf  a''«  angewendet  zu  denken  ist. 
Mit  Httife  der  Eigenschaften  dieses  Symbols  wird  gezeigt,  dass, 
wenn  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (1)  für  irgend  welche  ge- 
gebenen Werte  von  v^  und  v,  bekannt  und  endlich  ist,  er  es  auch 
für  alle  Werte  von  y,  und  v,  ist,  die  von  den  gegebenen  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Sind  z.  B.  die  neuen  Werte 
''i"~*7  •'t — *)  8ö  hat  man  nur  auf  die  bekannte  den  Werten  y,,  v, 
entsprechende  Function  die  Operation 

anzuwenden,  um  die  den  neuen  Werten  entsprechende  Function 
zu  erhalten.  Nun  ist  y  bekannt  für  m  =  0,  also  y^  =  —  |^,  y,  =  —  f 
oder  Vj  =  —  1^,  Vj  =  —  ^.     Im  ersten  Falle  muss  sein 
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—  9» 
hieraus  ergiebt  sich  m  =  —      Ebenso    ergiebt    sich    im 

zweiten  Falle  m  =  — ,,:  .  T^  ^'    Für  diese  beiden  Werte  von  m, 

6t +  2 

unter  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden,  ist  also  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  für  n  =  3  in  endlicher  Form  lös- 
bar. Der  obige  Algorithmus  wird  nun  auf  jede  beliebige  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  ausgedehnt  und  führt  mit  Berück- 
sichtigung des  Umstandes,  dass  ihr  Integral  für  m  =  0  bekannt 
ist,  zu  dem  Resultat,  dass  sie  für  all6  Werte  von 

-i»(m  +  A--l) 

^= ;ST* ' 

wo  k  eine  ganze  Zahl  <  n  und  prim  zu  n,  ferner  i  eine  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  in  endlicher  Form  inte- 
grirt  werden  kann.  Der  zweite  Teil  der  Arbeit  beschäftigt  sich 
mit  der  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  durch  bestimmte  Inte- 
grale. .Die  von  den  Herren  Kummer  (Grelle  J.  Bd.  19)  und 
Spitzer  (Borch.  J.  Bd.  57)  gegebenen  bestimmten  Integrale  werden 
unter  eine  andere  Form  gebracht.   Ist  nämlich  \p(x)  die  allgemeine 

Lösung  von     .      ^    =  6x"»-*ä,   so  kann  die  allgemeine  Lösung 

der  Gleichung 

-— 1-=  ax""    durch    y  =  /      m"*-'c    «  "»^^"  tp(xu)du 

ausgedrückt  werden,  wobei  zwischen  den  n+l  willkürlichen 
CoDstanten  in  yj(x)  eine  gewisse  Relation  besteht.  Während 
bei  der  Eummer*schen  Lösung  m  und  m+n  positiv  und  bei  der 
Spitzer'schen  diese  Grössen  negativ  sind,  in  beiden  aber  n  po- 
sitiv vorausgesetzt  ist,  ist  bei  der  obigen  Lösung  nur  Bedingung, 

dass  m+n  und  m  von  gleichem  Vorzeichen  sind  und  —  positiv 

oder  negativ,  je  nachdem  dieses  Vorzeichen  plus  oder  minus  ist 

— -i.  =  x'^y  ist  als  y  =  — ^^7^  zu  interpretiren.    Ausgehend 

von  Gleichungen  der  fraglichen  Form^  deren  Lösung  bekannt 
ist,  erhält  man  Lösungen  der  Gleichung  für  jeden  reellen  Wert 
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von  m,  ausgedrückt   durch  bestimmte  Integrale   unter   mannich- 
fachen  Formen.  Hr. 


P.  S.  Florow.      Lieber  die  Gleichung 


=  x** .  t«. 


du 
Cbark.  Ges.  1885.  II.  131-154.   (Rassisch.) 

Wenn  es  möglich  ist,  die  Gleichung  in  der  Form 


darzustellen,  wo  a  und  ß  ganze  Zahlen  sind,  so  nennt  der  Ver- 
fasser die  Zahl  a  die  Ordnung  und  die  Zahl  ß  die  Charakteristik 
der  Gleichung  und  beweist,  dass  die  gegebene  Gleichung  sich 
auf  die  Gleichung 


reducirt,   wo  v  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler  von  a  und 
ß  ist.    Am  Schlüsse  sind  die  Integrale  der  Gleichung    • 

d«M  -a+4 


dry              d'"y                   d^-^y 

dx-  ^^"'diliy"  '  '^"* -'</«)'«-»  ^ 

••+^'    dlx 

durch  unendliche  Reihen  und  durch  Derivirte  mit  willkQrlichem 
Index  zwischen  bestimmten  Grenzen  ausgedrückt.  Wi. 

W.  Heymann.  Ueber  die  Integration  derDiflFerentialgleichung 
mit  Anwendung    auf   die    Theorie    der    trinomischen 

Gleichungen.     Klein  Ann.  XXVI.  534-545. 

Die  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung 

y^  —  wy  — (n  — l)x  =  0 
genügen  einer  linearen  Differentialgleichung  («  — 1)*^  Ordnung 
von  der  in  der  üeberschrift  gegebenen  Form.  Diese  wird  in 
der  allgemeinen  Gestalt  durch  bestimmte  Integrale,  die  bereits 
Herr  Spitzer  im  dritteiiBand  der  Klein'schen  Annalen  angegeben 
hat^  integrirt,  und  der  Nachweis  geliefert,  dass  diese  Integrale 
thatsächlich  der  Differentialgleichung  genügen.    In  einem  folgen- 
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den  Abschnitt  werden  jene  Integrale  in  Reihen  entwickelt  und 
diese  auf  ihre  Gonyergenz  untersucht  Durch  passende  Speciali- 
sirung  der  Constanten  des  allgemeinen  Integrals  wird  dasselbe 
mit  dem  algebraischen  Integral,  das  in  der  trinomischen  Glei- 
chung gegeben  ist,  zur  Coincidenz  gebracht  und  dadurch  die 
Auflösung  dieser  Gleichung  in  transcendenter  Form  durch  be- 
stimmte Integrale  oder  durch  Reihen  gewonnen.  Citirte  Litera- 
tur: Harley  „On  the  theory  of  the  transcendental  Solution  of 
algebraic  equations''  (Quart.  J.  V)  und  daran  angeftigte  Bemer- 
kungen von  Cayley  und  Boole.  Hr. 


6.  EnestrOm.  Bevis  för  satsen,  att  den  fuUständiga 
integralen  tili  en  differenseqvation  af  n^  ordningen 
innehaller  n  arbiträra  konstanter.   Stockh.  öfv.  XLIII.  247-251. 

Boole  hat  in  seinem  „Treatise  on  the  calculus  of  finite  diffe- 
rences"  einen  Beweis  gegeben  für  den  Satz,  dass  das  vollstän- 
dige Integral  einer  Differenzengleichung  n^**  Grades  n  willkürliche 
Constanten  enthält  Das  Integral  t/«.  wird  von  ihm  durch  eine 
Reihe  dargestellt,  deren  Terme  Functionen  des  Index  x  sind; 
diese  Reihe  wird  von  Boole  als  endlich  angenommen,  obgleich 
sie  f&r  alle  negativen  x^  die  numerisch  grösser  als  n  sind,  unend- 
lick  wird.  Da  die  Convergenz  dieser  unendlichen  Reihe  nicht 
im  allgemeinen  bewiesen  werden  kann,  so  muss  hier  eine  an- 
dere Methode  gewählt  werden,  deren  Auseinandersetzung  den 
Inhalt  der  Note  bildet.  Der  Verfasser  macht  zuletzt  darauf  auf- 
merksam,  dass  der  Beweis  leichter  ausgeführt  werden  kann, 
wenn  man  statt  der  von  Boole  angenommenen  Form  der  Diffe- 
renzengleichung : 

die  folgende: 

Wählt.  E. 

P.  S.  Florow.  Notiz  über  die  particulären  Integrale 
einer   linearen    Differentialgleichung.      Chark.Ges.  1.31-52. 

(RosBiscb.) 
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Wenn  man  mitti,,  ti,,  ...,  Un  die  particnlären Integrale  der 
Qleichung 

bezeichnet  und 

"W  =  K'i    (Jii;t:::;S_,). 

80   ist  auch  (o{—x)   ein  particuläres  Integral  der   betrachteten 
Gleichung.  Wi. 


G.  MoRBRA.      üeber  die   Integration    der   vollständigen 
Differentiale.     Klein  Aod.  xxvii.  403-411. 

Der  von  Herrn  Mayer  (Klein  Ann.  V.  448.  Vgl.  V.  d.  M. 
IV.  1872.  162)  entwickelte  Satz,  dass  die  Integration  eines  un- 
beschränkt integrablen  Systems  von  linearen  totalen  Differential- 
gleichungen auf  die  Integration  eines  Systems  von  ebensovielen 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zurückge- 
führt werden  kann,  wird  hier  mittels  Betrachtungen. eines  ein- 
fach zusammenhängenden  ra-dimensionalen  Gebiets  unter  Anwen- 
dung des  Riemann'schen  Princips  abgeleitet.  Den  Ausgangs- 
punkt bildet  folgende  Integralformel.  Es  seien  X^  . . .,  JE«  n 
reellwertige  Functionen  der  unabhängigen  reellen  Veränderlichen 
X,, . . .,  a?M,  die  in  einem  gewissen  ra-dimensionalen  Gebiet  (Mono- 
dromgebiet)  eindeutig  und  stetig  sind  und  erste  Differentialquo- 
tienten  besitzen.  Im  Monodromgebiet  betrachte  man  ein  zwei- 
dimensionales stetiges  Grö8sengebiet*(Flächenstück)  2.  In  diesem 
können  die  x  als  eindeutige  und  stetige  Functionen  von  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen  p,  q  aufgestellt  werden.  Dann  er- 
hält man 

CjX  '        uX ' 

^  dxp     dxg 

wo  rechts  das  Integral  über  den  ganzen  Rand  des  Flächenstücks 
zu  erstrecken  ist.    Ist  nun  £Xidxi  ein  genaues  Differential,  so 
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.sind  die  Bedingungen 

dXi         dXk    _ 


dxk         dxi 

erfüllt,    und  die  obige  Gleichung  sagt  aus,   dass  der  Wert  des 
Integrals 


/ 


2Xi  dXi , 


t 

zwischen  den  beiden  Wertsystemen  xj^,  ...,  a^^  und  a:J*>,  ...,  xO) 

erstreckt,  unabhängig  von  der  Wertfolge  (dem  Integrationsweg) 
innerhalb  des  Monodromgebietes  ist.  Man  kann  daher  einen  be- 
liebigen Weg  wählen,  also  z.  B.  setzen 

Xi  =  a^l -\- {x^p -  x^^^)t 

und  hat  dann  nur  nach  dem  einzigen  Parameter  (  zwischen 
den  Grenzen  0  und  1  zu  integriren.     Es  sei  jetzt  ein  System 

(0        dy,  =  !i"xO) dx,,     . . .,    dy„,  =  !F XH^te. 

gegeben,  wo  die  Xf'^  in  einem  (fi+t»)-dimensionaleh  Wertgebiet 
der  Veränderlichen  ^,,  ...,  ^»^  Vn  •••)  ^m  eindeutig  und  stetig  und 

die  Ableitungen  -^ —  endlich  sind,  so  wird,  in  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Functionen  X}*)  den  Integrabilitätsbedingungen 

genügen,  das  Problem  der  Integration  des  Systems  aufgefasst  als 
eine  gleichzeitige  Ausführung  von  m  gewöhnlichen  Integrationen 

(2)  fi:X^^dxi        (A=l,...,m), 

CO 

in  denen  man  die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommenden 
unbekannten  Functionen  y  als  durch  das  System  (1)  und  die 
Anfangswerte   yj"),  ...,  y^^  bestimmt  ansieht.    Es  bleibt  hier  noch 

festzustellen,  dass  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ein 
it-dimensionales  Gebiet  der  x  existirt,  in  welchem  die  eben  defi- 
nirten  Functionen  y  eindeutig  und  stetig  bleiben.  Dies  geschieht 
mit  Hülfe  von  Betrachtungen,  die  Herr  Lipschitz  für  den  Exi- 
stenzbeweis der  Integrale  eines  Systems  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen angewandt  hat.     Innerhalb  dieses  Monodromge- 

Fortschr.  d.  Mmtb.  XVIU.  1.  20 
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bietes  sind,  da  die  lotegrabilitätsbedingungen  erfüllt  sind,  auch^ 
hier  die  Werte  der  Integrale  (2)  vom  Integrationsweg  unabhängig. 
Wählt  man  nun  einen  solchen  aus,  dann  sind  die  j-«  Functionen 
eines  einzigen  Parameters,  und  das  System  (1)  geht  in  ein 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  über.  Hr. 


R.  LiüUViLLK.     Sur  quelques  öquations  diflfdrentielles  uon 
lin&iires.     C.  R.  oiii.  457-460. 

Die  Differentialgleichung 

lässt  sich  integriren,  wenn  die  Functionen  a,  ß  dem  System  par- 
tieller Differentialgleichungen 

aMog(«'/?)  _  gMog(a/?')   _ 

^"  +       dxdy       -  ^'    ^^^~~d^y ^ 

genügen.  Die  Lösung  wird  abhängig  gemacht  von  der  einer 
linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  deren  Integrale 
unmittelbar  angegeben  werden  können.  In  das  allgemeine  Inte- 
gral von  (1)  treten  die  willkürlichen  Gonstanten  linear  ein. 

Hr. 

U.  LiOüViLLE.     Sur  une  classe  d'öquations  difiF^rentielles 
non  linöaires.    C.  R.  Olli.  520-523. 

Das  vorstehende  Resultat  wird  zu  folgendem  Satze  verall- 
gemeinert: Damit  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ein 
allgemeines  Integral  habe,  worin  die  willkürlichen  Constanten 
linear  eingehen,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  sie  von 
der  Form  ist 

(l)        y"  +  a,i^"-f  3a,y'H3a,y'+a,  =  0, 
worin  a^,  ...  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  den  beiden  Iden- 
titäten genügen: 
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Es  existirt  alsdann  eine  allgemeine  Losung  mit  drei  willkfir- 
lichen  Constanten  des  folgenden  simultanen  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

r+a,p-a,(y  +  Ä(-^ ^ +2a,a,--'2al)  =  0. 

Diene  Lösung,  gleich  Null  gesetzt,  liefert  das  Integral  der  Glei- 
chung (I).  Ihre  Auffindung  hängt  ab  von  einer  gewöhnlichen 
linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung.  Hr. 


A.  J.   SroDOLKiEWicz.      Ueber  zwei  Systeme  von    Diffe- 
rentialgleichungen    ufiit     vollständigen     Differentialen. 

Krak.  Denkscbr.  XII.  (Polnisch) 

Die  von  Herrn  Appell  in  C.  R.  1877  (Sur  certaines  fonctions 
analogues  aux  fonctions  circulaires.  S.  F.  d.  M.  IX.  1877.  326) 
zur  Integration  eines  besonderen  Systems  von  Differentialglei- 
chungen gegebene  Methode  wendet  der  Verfasser  auf  die  folgen- 
den zwei  Systeme  an: 

+  {Tn^i  +  Xi  +  \)dXi-^-   ...   +(r2n  +  Xn+\)äXn, 

dxni.2  =  (ir«+2  +  a?,  +  l)cir, +(x„+3+^,)^a  H 

-\-(Xn^i^i  +  Xi^i  +  \)dXi-\ |-(a?«^i  +  a;,+  l)dj:„, 

dX2n    =    {X2n+Xn'\'\)dx^  -\ +  (Xin-l  +Xn-l)dXn. 

dXn^l    =    Xn4-ldx^-^\- Xn-\.2dXj-\-  -"  -{-X^ndXn^ 
dXn^2    =    Xn+2dx^  -\- Xn^^^dx^  -\-  •••    +  iP« .^-i  </x,, 


dX2n    =    X^dx^  +a:2n  +  lrfa?j -f  •••  +X2n—\dXn» 

Du. 

20* 
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S.  PiNCHBRLB.      Sopra    una    tiasformazione    delle    equa- 
zioni  differenziali    lineari  alle  differeiize,   e  viceversa. 

Lomb.  Ist.  Reod.  (2)  XIX.  5Ö9-562. 

I.    Die  lineare  Differentialgleichung  n**'  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coeffieienten 

geht  durch  die  Transformation 

f{^)  =  fvdy^r-'dy 

bei   passend    gewählten  Grenzen    der  Integrationslinie  q  in   die 

Differenzengleiehung 

(2)     32(~iyav(x+A-l)(a:+A-2)...(x+A— r)f(rr+A-r)  =  0 

über. 

IL     Die  Differenzengleichung 

-£-£cA,i(y  +  ÄXy-f  Ä-hl)  ...  iy  +  h+k^\)(p{y  +  h)  =  0 

geht  durch  die  Transformation 

f(^)=  /(P(y>-'dy 

bei  passend  gewählter  Integrationslinie  a  über  in   die  Differen- 
tialgleichung 

III.  Denkt  man  sich  das  Integral  der  Gleichung  (I)  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  y^  entwickelt,  so  ist  die  Recur- 
sionsformel  für  die  Coeffieienten  Cy  der  Reihe  identisch  mit  der 
Differenzengleichung  (2);  man  hat  nur 

zu  setzen.  Hr. 

Hj.  Mbllin.  üeber  einen  Zusammenhang  zwischen  ge- 
wissen linearen  Differential-  und  Differenzengleichun- 
gen.      Acta  Math.  IX.  137-1G6. 

Diese  Arbeit  knüpft  unmittelbar  an  eine  andere  desselben 
Verfassers  an  ^Zur  Theorie  der  Gammafunctionen*',  die  in 
Abschn.  VII  Cap.  2D.  besprochen  wird,   indem  der  daselbst  be- 
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haaptete  Zusanuneohaog  gewisser  mit  der  Gammafunction  ver- 
wandter Transecndenten  mit  den  Integralen  linearer  Dififerential- 
gleichungen  aufgedeckt  wird.  Es  wird  zuerst  der  wichtige  Satz 
bewiesen:   Wenn 

und  ff(x)  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

ist,  so  befriedigt  die  durch  das  Integral  definirte  Function  f(z) 
die  lineare  Differenzengleichung  erster  Ordnung 

wo  r^C»),  r,(Ä),  ß(a)  ganze  rationale  Functionen  bezeichnen. 
Dann  wird  gezeigt,  dass  es  unter  den  particulären  Integralen 
der  Differentialgleichung  eines  und  zwar  nur  eines:  17  giebt,  für 
welches  die  Gleichung 

/*(«)  =    /  Tjx*~^dx 

dieser  Differenzengleichung  genügt,  und  dass  diese  Function  [(z) 
bis  auf  einen  Factor  identisch  mit  dem  in  der  citirten  Abhand- 
lung untersuchten  Quotienten  ist,  so  dass  die  Gleichung  besteht: 

Mit  Httlfe  dieser  neuen  Gleichung  kann  eine  ganze  Menge  be- 
stimmter Integrale  auf  die  T-Function  zurückgeführt  werden;  so 
kann  man  z.  B.  die  Potenzen  des  Euler'schen  Integrales  erster 
Gattung  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales  ausdrücken. 

rix*-^dx  durch  einen   ähn- 


a 


liehen  Quotienten  von  T-Functionen  dargestellt  worden,  wird 
auf  die  Wichtigkeit  dieser  Functionen  für  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  hingewiesen,  indem  gezeigt  wird,  wie  man 
stets  Functionen  bilden  kann,  die  der  Differenzengleichung 

'•oW(»)+''i(Ä)f(Ä+i)+-+''mWA«+'w)  =  ä(ä) 

genügen.  Die  r(s)  sind  hier  bestimmte  rationale  ganze  Func- 
tionen,   während  K(fi)  eine    unbestimmte   ganze   rationale  oder 


w 
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transcendente  Function  ist.  Endlich  wird  noch  ein  Zusammen- 
hang zwischen  den  Dififerenzengleichungen  höherer  Ordnung  und 
den  linearen  üifferentialgleichungen  mit  rationalen  CoefGcienten 
nachgewiesen.  Bm. 

G.  FouRET.       Sur    une    interpr^tation    göomötrique    de 
rdquation    diff^rentielle    ^(^^-y)"*ä"^^  =  ^- 

0.  R.  CIL  415-418. 

In  einer  früheren  Abhandlung  (S.  M.  F.  Bull.  VII.  177,  s. 
F.  d.  M.  XL  I&79.  483)  hat  der  Verfasser  bewiesen,  dass,  wenn 
L,  M  und  N  ganze  homogene  Functionen  von  demselben  Grade 
V  bezeichnen,  ausser  dem  Punkte  0(a?  =  0,  y  =  0)  v+1  Punkte 

A^^  A^j  i4„  ./,^Ay  existiren,  für  welche  -~-  unbestimmt   ist;    sie 

heissen  Hauptpunkte  des  durch  die  Differentialgleichung  definirten 
Curvenbüschels.  0  ist  ein  v'-facher  Hauptpunkt,  er  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Tangenten  der  Curven  des  Büschels  in  den 
Schnittpunkten  mit  irgend  einer  durch  0  gehenden  Geraden  OH 
in  einem  Punkt  J  zusammentreffen,  dessen  Lage  allein  von  der 
Richtung  der  Geraden  abhängt.  In  dieser  Note  wird  nach- 
gewiesen, dass  der  Punkt  J  der  harmonische  Mittelpunkt  der 
einfachen  Hauptpunkte  A^,^A^^,,,yAy  ist,  die  mit  passend  bestimm- 
ten Coefficienten  behaftet  zu  denken  sind,  bezogen  auf  die  Gerade 
OU.  Der  Ort  der  Punkte  J  ist  die  Enveloppe  der  Inflexionstan- 
genten  der  Curven  des  Büschels.  Die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung führt,  da  die  Gleichung  homogen  ist,  auf  eine 
Quadratur.  In  zwei  Fällen  sind  die  Integrale  algebraische  und 
Kreisfunctionen:  1)  wenn  die  zu  den  Hauptpunkten  gehörigen 
Coefficienten  ganze  Zahlen  sind,  2)  wenn  die  Hauptpunkte  auf 
'einer  Geraden  J  liegen.  Im  zweiten  Falle  sind  je  2  Integral- 
curven  homolog  und  zwar  ist  0  der  Mittelpunkt  und  J  die 
Axe  der  Homologie.  Hr. 

E.  PiCARD.     Sur   las   integrales   de  diflf^rentielles  totales 
de  seconde  esp^ce.     C  R.  cn.  ?50  253. 
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Der  Verfasser  teilt  die  Resultate  seiner  fortgesetzten  Unter- 
BQchuugen  ober  die  Integrale  zweiter  Gattung  mit,  worQber  er 
eine  erste  Note  in  den  C.  R.  CI.  734 flf.  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
336)  veröffentlicht  hatte;  eine  ausführlichere  Darstellung  dieses 
Gegenstandes  hat  er  seitdem  in  Jordan  J.  (4)  IL  329ff.  ver- 
öffentlicht, aber  die  das  folgende  Heferat  bandelt.  —  Ferner 
teilt  er  eine  Bemerkung  tlber  die  Perioden  der  „Doppelintegrale 

erster  Gattung"  d.  li.   1  f      ^      \r n*^^»     wo     zwischen 

X,  y  und  ^  die  algebraische  Gleichung  m^^  Grades  f{x^  y,  s)  =  0 
besteht  und  0  =  0  eine  Fläche  (m— 4)*''  Ordnung  darstellt, 
welche  durch  die  Doppelcurven  der  Fläche  f  =  0  geht;  diese 
Perioden  besitzen  einen  ganz  anderen  Charakter  als  die  der 
Aberschen  Integrale.  T. 


E.  PiCARD.      Sur   les   integrales  de  diff^rentielles  totales 

de   seconde   espfece.       Jordan  J.  (4)  ll.  329-372. 

Ebenso   wie   er   es   früher   (Jordan  J.  (4)  I.   281-346;    cf. 

F.  d.  M.  XVII.  1885.  332  ff.)  für  die  Integrale  erster  Gattung 
gethan  hat,  giebt  der  Verfasser  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
eine  ausführliche  Darstellung  seiner  schon  in  kurzen  Noten 
(C.  R.  C.  843 ff,  cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  373;  C.  R.  CI.  734  ff., 
cf.  F.  d.  M.  ib.  p.  336;  C.  R.  CIL  250ff.,  cf.  das  vorhergehende 
Referat)  veröffentlichten  Untersuchungen  über  die  Integrale 
zweiter  Gattung,  welche  sich  auf  eine  algebraische  Fläche 
/"(x,  y,  a)  =  0  vom  i»*«"  Grade  beziehen;  darunter  versteht  er  die 

Integrale   von   der    Form    l{Pdx-\-Qdy)^  wo  P  und  Q  rationale 

Functionen  von  x,  y,  a  sind  und  der  Ausdruck  unter  dem  Integral- 
zeichen (a  als  Function  von  x^  y  betrachtet)  ein  totales  Differential 
ist,  und  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  über  jeden  beliebigen, 
unendlich  kleinen  Cykel  (d.  h.  eine  geschlossene,  stetige,  ein- 
fach unendliche  Folge  von  Werten  a;,  y  mit  der  Massgabe, 
da8S  die  zugehörigen  Anfangs-  und  Endwerte  von  z  dieselben 
seien)  erstreckt,  gleich  Null  zu  sein.     Das  erste  Capitel  der  Ab- 


312  VI   Abschnitt.     Differential-  und  Integralrechnang. 

handlong  ist  dem  Nachweise  gewidmet,  dass  es  ausser  den 
rationalen  Functionen  von  x,  y,  z  fttr  eine  allgemeine  Fläche 
,;iten  Grades  ebenso  wenig  Integrale  zweiter  Gattung,  als  solche 
erster  Gattung  (d.  h.  tiberall  endlich  bleibende  Integrale)  giebt 
Es  entsteht  dann  sofort  die  Frage,  wie  man  entscheiden  kann, 
ob  eine  gegebene  algebraische  Fläche  andere  Integrale  zweiter 
Gattung  besitzt  als  die  rationalen  Functionen,  und  wie  man 
diese  Integrale  erhalten  kann,  wenn  sie  existiren.  Die  Lösung 
dieser  Aufgabe,  welche  bedeutend  schwieriger  ist,  als  die  der 
analogen  Aufgabe  ftlr  die  Integrale  erster  Gattung,  bildet  den 
Gegenstand  des  zweiten  Capitels.  Der  Einfachheit  halber  wird 
die  Betrachtung  zunächst  auf  die  Flächen  beschränkt,  deren 
Gleichungen  von  der  Form  2'  =  /"(a?,  y)  sind,  wo  /"(jj,  y)  eine  ganze 
Function  m'*"  Grades  von  a?,  y  bedeutet  (analog  dem  hyper- 
elliptischen Falle  bei  den  AbeFschen  Integralen).  Vor  allem 
zeigt  sich,  dass  dann  jedes  Integral  zweiter  Gattung,  wenn  man 
rationale  Functionen  von  x,  y,  z  unterdrückt,  auf  die  Form 

A(x,y)dx+B(x,y)dy 


f- 


WO  i4,  £,  X  ganze  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten,    und 
dann  weiter  auf  die  Form 

Pdx+Qdy 


f- 


reducirt  werden  kann,  wo 

und  die  a  und  b  rationale  Functionen  von  y  sind.  Die  Integrabili- 
tätsbedingung 

liefert  dann  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  Potenzen 
von  X  2m— 1  Relationen  für  die  2m — 1  Functionen  o,  6  von  y. 
Nimmt  man  noch  m  =  2p-f-l  an,  so  gestatten  die  m  ersten  dieser 
Relationen  6^,,  6,,...,6„,_i  durch  die  a  und  ihre  ersten  Ableitungen 
auszudrücken,  und  hierdurch  gehen  dann  die  übrigen  m — 1  Rela- 
tionen in  ein  System  von  m — 1  homogenen  linearen  Gleichungen 
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erster  Ordnung  Aber,  dem  die  m— 1  rationalen  Functionen  a  ge- 
nügen müssen,  und  aus  dem  sich  schliesslicb  eine  lineare  Gleichung 
E  von  der  (m— 1)**"  Ordnung  für  a^  ergeben  wird,  deren  Goefficien- 
ten  ganze  Functionen  von  y  sind,  und  es  ist  nun  zu  untersuchen, 
ob  man  dieser  Gleichung  durch  eine  rationale  Function  a,  von  y 
genügen  kann,  was  in  bekannter  Weise  geschehen  kann.  Ange- 
nommen, man  habe  r  rationale,  linear  unabhängige  Functionen  ge- 
funden, die  der  Gleichung  £  genügen,  so  leitet  man  daraus  ent- 
sprechende Werte  für  die  a  und  b  ab  und  hat  dann  r  Integrale 
zweiter  Gattung;  keines  von  diesen  und  ebenso  wenig  eine  lineare 
Combination  von  ihnen  reducirt  sich  auf  eine  rationale  Functfon 
von  X,  y,  js;  die  Zahl  r  stellt  die  Zahl  der  „distincten''  Integrale 
zweiter  Gattung  dar.  Auf  die  Gleichung  £  wird  man  auch  durch 
eine  ganz  andere  Betrachtung  geführt.  Geht  man  nämlich  von 
dem  Integral 


/- 


o,  «"-Ha,  «"*-'+  •  •■+a,n-2      .^ 


Vf (^,  y) 

aus,  worin  man  y  als  einen  Parameter  betraclitct,  und  will  die 
a  als  Functionen  dieses  Parameters  y  so  bestimmen,  dass  die 
2p  Perioden,  welche  dieses  Integral  besitzt,  von  y  unabhängig 
werden,  so  erhält  man  speciell  für  a^  einen  Ausdruck  von  der 
Form  flf,  (?,,  +  •• 'CripOap,!»  wo  die  O.Functionen  von  y  sind,  welche 
man  durch  bestimmte  Integrale  darstellen  kann;  und  die  Glei- 
chung £  hat  zum  allgemeinen  Integral  diesen  Ausdruck  mit 
a,,...,  a2p  als  den  willkürlichen  Constanten.  Dieser  Umstand 
lässt  auf  den  Zusammenhang  schliessen,  der  zwischen  der  An- 
zahl der  Perioden  und  der  der  distincten  Integrale  besteht.  Die 
für  den  Fall  einer  Fläche  i^  =  f (x,  y)  gegebene  Lösung  wird 
dann  auf  den  Fall  einer  allgemeinen  Fläche  f(xj  y^z)  —  0  über- 
tragen. —  Im  dritten  Capitei  macht  der  Verfasser  eine  Anwen- 
dung von  den  erlangten  Resultaten  auf  die  von  ihm  schon  mehr- 
fach (Acta  Math,  und  Journal  de  Math.)  behandelten  hyperfuchs- 
schen  und  hyperabelschen  Functionen.  Ebenso  wie  alle  Fuchs'- 
sehen  Functionen,  welche  derselben  Gruppe  entsprechen,  ratio- 
nal als  Functionen  zweier  von  ihnen  Xj  y^  zwischen  denen 
eine  algebraische  Gleichung  f(xj  y)  =  0  besteht,  darstellbar  sind, 
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lassen  sieb  bekanntlich  aucb  alle  byperfuchsscben  Functionen 
derselben  Gruppe  mittels  dreier  von  ihnen  x,  y^  s  rational  dar- 
stellen, zwischen  welchen  ebenfalls  eine  algebraische  Gleichung 
f{x^  y,  s)  =  0  besteht.  Poincar^  hat  das  schöne  Resultat  erhalten, 
dass  umgekehrt  die  Coordinaten  einer  beliebigen  algebraischen 
Curve  /"(a?,  y)  =  0  sich  durch  Fuchs'sche  Functionen  eines  Para- 
meters darstellen  lassen;  es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  man  in 
analoger  Weise  die  Coordinaten  einer  beliebigen  algebraischen 
Fläche  f{x^  y^%)  =:  0  darstellen  kann  als  hyperfuchssche  Func- 
tionen von  zwei  Parametern.  Diese  Frage  ist  der  Verfasser  zu 
enlscheiden  im  Stande,  und  zwar  in  verneinendem  Sinne ;  es  zeigt 
sich  nämlich,  dass  die  Flächen  f(x^  y^  z)  =  0,  welche  hyperfuchs- 
schen  Functionen  entsprechen,  Integrale  zweiter  Gattung  be- 
sitzen, eine  Eigenschaft,  welche  nach  den  vorangehenden  Unter- 
suchungen nicht  jeder  algebraischen  Fläche  zukommt.  Ent- 
sprechendes gilt  för  die  hyperabelschen  Functionen.  T. 

H.  PoiNCARE.     Sur  les  courbes  d^finies  par  les  dquatious 

diffdrcntielles.        Jordan  J.  (4)  IL   1Ö1-211. 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  Reihe  von  Abhandlungen: 
Resal  J.  (H)  VII.  375,  Vlll.  251,  (4)  1.  1()7;  auch  enthalten  in 
C.  R.  XCIII.  951,  XCVIIl.  287,  worüber  F.  d.  M.  XIII.  591,  XIV. 
(>Ü6,  XVI.  294,  XVII.  680  berichtet  ist.  Das  Gegenwärtige  fügt 
folgende  vier  Gapitel  hinzu:  Gleichungen  höherer  Ordnung,  sin- 
gulare Punkte;  Integration  durch  Reihen;  Distribution  der  sin- 
gulären  Punkte;  Untersuchung  der  geschlossenen  Curven. 

H. 
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Partielle  Differentialgleichungen. 

W.  KiLLiNG.    Zur  Theorie  der  Lie'schen  Traösformations- 
gruppen.      (Anhang    zum    Vorlesungsverzeichnis    des 

Lvceums.)     Braonebcrg    Huye.  17  S, 
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In  einer  Abhandlung  „Erweiterung  des  Raumbegriff»" 
(Braunsberg  1884)  hatte  Herr  Killlng,  wie  er  sich  ausdruckt, 
„die  Theorie  der  Raumformen  auf  ein  geschlossenes  System  von 
continuirlichen  Transformationen  gegründet'^  und  war  auf  diese 
Weise  selbständig  zu  einer  Reihe  von  Ergebnissen  gekommen, 
welche  Lie  schon  seit  1874  in  seinen  Arbeiten  über  Transforma- 
tionsgiuppen  entwickelt  hatte.  Herr  Killing  .erkennt  in  der 
gegenwärtigen  Abhandlung  die  Priorität  Lie^s  in  allen  Haupt- 
punkten rückhaltlos  an  und  teilt  nunmehr  einige  neue  Sätze 
mit,  die  er  mittlerweile  gefunden  hat. 

In  §  1  fiuden  sich  einige  Vorbemerkungen  über  die  Mög- 
lichkeit r-gliedrige  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung 
in  Räumen  von  verschiedener  Dimensionenzahl  aufzustellen; 
wegen  dieser  Möglichkeit  scheint  es  Herrn  Killing  das  Natur- 
gemässeste,  zunächst  auf  die  Bestimmung  aller  möglichen  Zu- 
sammensetzungen r-gliedriger  Gruppen  hinzuarbeiten  (so  lassen 
sich  die  Betrachtungen  des  §  1  bei  Anwendung  der  Lie'schen 
Redeweise  ausdrücken). 

In  §  2  teilt  Herr  Killing  die  r-gliedrigen  Gruppen  X, /", ...,  Xrf 
ein  nach  der  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  (X,Xjt)  (t,  ä  =  I, ...,  r).  Zugleich 
stellt  er  den  folgenden  neuen  und  schönen  Satz  auf:  Sind  T, 
und  r,  zwei  beliebige  Transformationen  der  r-gliedrigen  Grnppe 
XJj  .  ..,  Xrf,  so  gehört  die  Substitution  T'^T;^^T,T^  der  inva- 
varianten  Untergruppe  an,  welche  von  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen (XiXk)  (t,  Ä  =  1, ...,  r)  erzeugt  wird  Dieser  Satz, 
der  sich  übrigens  noch  ergänzen  lässt  und  der  auch  in  der  Sub- 
stitutionentheorie sein  Analogon  hat,  ist  sehr  bemerkenswert; 
schade  nur,  dass  Herr  Killing  den  Beweis  desselben  unter- 
drückt 

In  §  H  werden  aus  den  Relationen,  welche  in  den  bekann- 
ten Gleichungen: 

r 

(XiXk)  =  I^sCikiX^f  (t,  Ä  =  1,  ...,  r) 

zwischen  den  c,><  bestehen,  verschiedene  neue  abgeleitet. 

Der  §  4  giebt  mehrere  Sätze  i^ber  invariante  Untergruppen 
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einer  r  gliedrigen  Gruppe,  insbesondere  einen  Beweis  des  Lie*- 
schen  Satzes,  dass  jede  viergliedrige  Gruppe  eine  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe  enthält. 

In  §  5  werden  aus  den  Formeln  des  §  3  einige  neue  Sätxe 
abgeleitet,  die  sich  nicht  mit  wenigen  Worten  kennzeichnen 
lassen.  Dieselben  werden  sodann  auf  eine  gewisse  von  Lie  ein- 
geführte lineare  homogene  Gruppe  angewandt,  nämlich  auf  die- 
jenige,  welche  zur  adjungirfen  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
dualistisch  ist.  Ucr  Paragraph  ist  nicht  frei  von  Fehlern,  nament- 
lich ist  der  auf  S.  lö  aufgestellte  Satz  nach  Ansiclit  des  Refe- 
renten nicht  bloss  sehr  missverständlich  formulirt,  sondern  ge- 
radezu unrichtig. 

Der  §0  enthält  verschiedene  specielle  Sätze,  unter  denen 
Übrigens  der  letzte  eingeschränkt  werden  muss. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung.  Herr  Killing  redet 
immer  von  den  Jacobi*schcn  Relationen.  Die  Jacobi'sche  Iden- 
tität trägt  ihren  Namen  mit  Recht;  sollen  denn  aber  alle  Rela- 
tionen, die  aus  dieser  Identität  folgen,  als  Jacobi'sche  bezeichnet 
werden?  El. 

F.  Engkl.     Zur  Theorie  der  Zusammensetzung  de«-  end- 
lichen continuirlichen  Transformationsgruppen.     Leipx. 

Ber.  83-94. 

Sind  X,/*,  ...,  Xrf  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen einer  r-gliedrigen  Gruppe  irgend  eines  Raumes,  so  be- 
stehen, wie  Lie  gezeigt  hat,  Gleichungen  von  der  Form: 

in  denen  die  c,>,  Constanten  sind,  welche  den  Gleichungen: 

(•,Af,j,«  =  l...r) 

genügen.     Die   c,>«  bestimmen    nach  Lie   die  Zusammensetzung 
der  Gruppe  A,/*,  ...,  Xrf,  und  umgekehrt  stellt  jedes  System  von 


»=i 
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Constanten  co«,  welches  (A)  erfQllt,  eine  mögliche  Zusammen- 
setzung r-gliedriger  Gruppen  dar. 

Das  Problem,  alle  möglichen  Zusammensetzungen  r-gliedriger 
Gruppen  zu  bestimmen,  kommt  nach  dem  §  1  der  vorliegenden 
Arbeit  vom  inyariantentheoretischen  Standpunkte  darauf  hinaus, 
das  YoUe  System  der  Invarianten  und  Covarianten  einer  ge- 
wissen trilinearen  Form  aufzustellen,  nämlich  der  Form: 

allerdings  nur  für  den  Fall,  dass  zwei  specielle  Covarianten 
dieser  Form  identisch  verschwinden.  In  §  2  wird  die  Form  F 
interpretirt  und  unter  anderem  gezeigt,  dass  sie  mit  einer  ge- 
wissen linearen  homogenen  Gruppe  in  engem  Zusammenhange 
steht,  mit  derjenigen,  welche  Lie  als  die  adjungirte  Gruppe  be- 
zeichnet In  §  3  wird  auf  Grund  der  vorhergehenden  Betrach- 
tungen in  einfacher  Weise  gezeigt,  dass  jede  continuirliche 
Gruppe  mit  mehr  als  zwei  Parametern  zweigliedrige  Unter- 
gruppen enthält  (zuerst  von  Lie  bewiesen),  und  dass  jede  Gruppe 
mit  mehr  als  drei  Parametern  vertauschbare  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält  (zuerst  von  Eilling  bemerkt).  Auf  Grund 
des  letzteren  Satzes  wird  nun  mit  Hülfe  eines  Lie'schen  Ver- 
fahrens nachgewiesen,  dass  ftlr  r>4  jede  r-gliedrige  Gruppe 
viergliedrige  Untergruppen  enthält.  Dieses  Ergebnis  ist  neu, 
da  Lie  bisher  nur  die  Existenz  dreigliedriger  Untergruppen  all- 
gemein bewiesen  hatte;  aus  demselben  wird  mit  Benutzung  Lie'- 
scher  Sätze  geschlossen,  dass  es  einfache  Gruppen  mit  sieben 
Parametern  nicht  giebt.  El. 


F.  Engbl.      üeber  die  Definitionsgleichungen  der  conti- 
nuirlichen  Transformationsgruppen.      Klein  add.    xxvil 

1-57. 

Die  Habilitationsschrift  des  Verfassers,    über  welche  schon 
F.  d.  M.  XVL  1884.  277 f.  berichtet  ist.  EI. 
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J.  j.  Sylvester.     Note  sur  les  iDvariants  diff^rentiels. 

C.  R.  CIL  31-34. 

Der  Herr  Verfasser  berichtigt  eine  frßhere  Notiz  (C.  R.  CI. 
1110)  über  die  Beziehungen  zwischen  seinen  „Reciprocanten"*) 
und  den  Ualphen'schen  „Differentialinvarianten^.  Er  erklärt, 
dass  die  letzteren  mit  den  von  ihm  sogenannten  „projectiven 
Recrprocanten^  identisch  sind,  nicht  aber,  wie  a.  a.  0.  gesagt 
war,  mit  den  „reinen  Reciprocanten  *',  von  welchen  sie  vielmehr 
nur  ein  specieller  Fall  sind.  Er  giebt  hierfür  einen  eigenen  Be- 
weis und  einen  zweiten,  den  ihm  Herr  Halphen  mitgeteilt  hat 
Es  scheint  übrigens  Herrn  Sylvester  unbekannt  zu  sein,  dass  die 
Halphen'schen  Differentialinvarianten  ein  sehr  specieller  Fall 
eines  viel  allgemeineren  Begriffes  sind,  den  Herr  Lie  schon  vor 
Herrn  Halphen  aufgestellt  hat,  ein  specieller  Fall  nämlich  der 
Differentialinvarianten  einer  endlichen  coutinuirlichen  Oruppo. 
Auf  Grund  der  Lie'schen  Principien  ist  auch  die  Identität  der 
„projectiven  Reciprocanten"  mit  den  Halphen'schen  Differential- 
invarianten sofort  klar:  Die  projectiven  Reciprocauten  sind  ja 
reine  Reciprocanten,  welche  die  Transformation: 

1  y 

gestatten;  nun  sind  die  reinen  Beciprocanten  nichts  anderes  als 
Differentialinvarianten  der  affinen  Gruppe  der  Ebene  (in  der 
Lie'schen  Ausdrucksweise),  folglich  sind  die  „projectiven  Reci- 
procanten^ die  Differentialinvarianten  der  allgemeinen  projec- 
tiven Gruppe  der  Ebene,  d.  h.  sie  sind  die  von  Halphen  betrach- 
teten Differentialinvarianten.  El. 


G.  Ricci.     Sui   sistemi   di   integrali  indipendenti  di  una 
equazione  lineare  ed  onfiogenea  a  derivate  parziali  di 

1"  ordine.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IL  119-122,  190-194. 

Es  wird  das  folgende  Problem,  das  eine  Verallgemeinerung 


*)  Die  Arbeiten  aber  Reciprocanten  sind  S.  73-91  besprochen. 
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desjenigen  der  orthogonalen  Flächensysteoie  ist,  behandelt:  Ks 
sei  eine  Mannigfaltigkeit  {x^j  ...,0;«)  von  u  Diujensionen  durch  das 
Quadrat   des   Linienelements   d$^  =  ^Ontixrd^s    ebarakterisirt 


r,« 


und  eine  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung 


HYr 


dXr 


=  0 


vorgelegt;  es  sollen  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür  aufgestellt  werden,  dass  dieselbe  n—X  Integrale 
Q^j...jQn-i  besitze,  welche  paarweise  in  der  gegebenen  Mannig- 
faltigkeit zu  einander  orthogonal  sind,  d.  h.  von  denen  je  zwei, 
Qk  and  ^i,  den  Gleichungen  genügen: 


^  ^«r 


^^*  =0, 


wo      Cr,  = 


f^  f  OXf      GXg 

a  =:  I  Or«  I  und  Or«  die  zu  Or«  adjungirte  Unterdeterminante  von 
a  ist;  und  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  soll  unter- 
sucht werden,  ob  und  wie  diese  Integrale  bestimmt  sind,  und 
in  welcher  Weise  sie  erhalten  werden  können.  —  Eine  wesent- 
liche Rolle  bei  der  Behandlung  dieses  Problems  spielt  die 
„charakteristische  algebraische  Gleichung'' 


a 


0     y, 


Yn 


Yn         Yn\  +  (i)Cn) 


Ynn  f  W^u« 


=  0, 


wo 


rs 


=    if( 


'^'^  "5x7  +  '•'  dx, 


dY,        de 


ist.  Im  zweiten  Teil  der  Abhandlung  wird  auf  die  Fälle,  dass 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  entweder  alle  gleich  oder  sämt- 
lich von  einander  verschieden  sind,  näher  eingegangen. 

T. 


MoüTARD.  Recherches  sur  les  ^quations  aux  d^riv^es 
partielles  du  secoud  ordre  k  deux  variables  ind^pen- 
dantes.    J.  de  l'fic.  Poljt.  cah.  LVI.  1-5. 
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Ein  Wiederabdruck  der  1870  in  den  C.  R.  LXX.  1068  f. 
(cf.  F.  d.  M.  1869/70.  II.  321  f.)  veröffentlichten  Einleitung  zo 
einer  Arbeit,  über  die  Herr  Bertrand  1.  c.  p.  1068  f.  einen  Be- 
richt erstattet  hat,  und  von  ^  der  ausserdem  nur  der  dritte  Teil 
(Joum.  de  Vfic.  Polyt,  cah.  XLV.  1-12;  cf.  F.  d.  M.  1878.  X.  263f.) 
erschienen  ist.  Der  Wiederabdruck  geschieht,  weil  in  zwei  fol- 
genden Abhandlungen  (cf.  die  nächsten  Referate)  der  Herren 
R.  Liouville  und  L.  L^vy  darauf  Bezug  genommen  wird. 

T. 


R.  Liouville.     Sur  las  formes  int^grables  des  ^quations 
lin^aires  du  second  ordre.   J.  de  rfic.  Polyt  cah.  LVI  7-62. 

Der  Verfasser  giebt  hier  eine  ausführliche  Darlegung  seiner 
Untersuchungen  über  eine  Klasse  von  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen, über  die  er  schon  in  zwei  Noten  in  den  C.  R.  C.  168 
bis  170  und  235-237  (cf.  F.  d.  M.  1885.  XVII.  844)  ausführlich 
referirt  hatte,  auf  welche  daher  nur  verwiesen  sein  möge. 

T. 


.L.  Levy.     Sur  quelques  ^quationp  lin^aires  aux  däriv^es 
partielles  du  second  ordre.   J.  de  TEc.  Polyt.  cah.  LVI.  63-77. 

lieber  den  ersten  Teil  dieser  Arbeit  hat  der  Verfasser  selbst 
in  den  C.  R.  C.  98-100,  worüber  man  F.  d.  M.  1885.  XVIL  345 
vergleiche,  ausführlich  berichtet.  Um  die  erhaltenen  Resultate 
zu  interpretiren,  wird  im  zweiten  Teil  der  Arbeit  die  Aufgabe 
behandelt:  alle  Oberflächen  zu  bestimmen,  auf  welche  die 
Developpablen  einer  Congruenz  von  Geraden  ein  conjugirtes 
Netz  ausschneiden.  T. 


L.  BiANCHi.      Sülle  soluzioni  comuni  a  due  equazioni  a 
(lerivate    parziali    del    2"    ordine    con    due    variabili. 

Rom.  Acc.  L.  Reud.  (4)  II.  218-223,  237-241,  307-310. 
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Um  zu  entsoheideD,  ob  zwei  gegebene  partielle  Differential- 
gleichangen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein 
x,  y  und  mit  der  unbekannten  Function  z 

fi (^»  y» »»  Pj  q^  r,  s,  0  ==  0,     F,(x,  y,  »,  p,  q,  r,  9,  t)  =  0, 

wo  p,  7,  r,  *,  I  wie  gewöhnlich  die  ersten  und  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  von  s  nach  x  und  y  bedeuten,  eine  ge- 
meinsame Lösung  haben  oder  nicht,  und  um  diese  zu  finden, 
werden  die  beiden  Fälle  gesondert  betrachtet,  je  nachdem  die 
beiden  gegebenen  Oleichungen  nach  r  und  /,  oder  nach  s  und  / 
sich  auflösen  lassen  (der  Fall  der  Auflösbarkeit  nach  r  und  s 
ist  von  dem  letzteren  offenbar  nicht  wesentlich  verschieden). 
In  beiden  Fällen  aber  kommt  die  Frage  nach  der  Existenz  gemein- 
samer Lösungen  darauf  hinaus,  ob  eine  gewisse  Bedingungs- 
gleichung, deren  Bildung  nur  algebraische  Processe  und  Differentia- 
tionen erfordert,  identisch  zu  erfüllen  ist;  ist  dies  nicht  der  Fall, 
80  reducirt  sich  die  Aufgabe  auf  die  entsprechende  Aufgabe, 
entweder  ftlr  ein  System  aus  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  und  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  oder 
für  ein  System  von  drei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
deren  Behandlung  der  eigentlichen  Aufgabe  vorausgeschickt  wird. 
Gewisse  Ausnahmefälle,  in  denen  die  gegebenen  Entwickelungen 
illusorisch  werden,  werden  nachträglich  ebenfalls  erledigt.  Die 
Auffindung  der  gemeinsamen  Lösung  selbst  reducirt  sich  auf  die 
luiegrsition  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung.  Die  Methode, 
welche  Herr  Valyi  (Kronecker  J.  XCV.  99  fi'.,  cf.  F.  d.  M.  1883. 
XV.  301  f.)  für  dieselbe  Aufgabe  gegeben  hat,  erscheint  dem 
Verfasser  nicht  ausnahmslos  anwendbar  und  überdies  coraplicirter. 
Als  Anwendung  wird  die  Aufgabe  behandelt,  zu  bestimmen,  ob 
die  Gleichung 

8+Pp+Qq-\-Nz  =  Af, 

wo  P,  0^  iV,  M  gegebene  Functionen  von  a?,  y  sind,  mit  einer 
anderen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Inte- 
grale mit  einer  willkürlichen  Function  gemeinsam  hat. 

T. 


FortMhr.  d.  Math.  XVUI.  1.  2 1 
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R.  MoON.      On    the    integration    of   partiai    differendal 
equations  of  the  third  and  higher  Orders.     Phil.  Mag.  ^) 

XXI.  63-69. 

Es  seien  /?,  Sy  T,  (/,  V  bloss  Functionen  von  ^  und  y.     Ein 
erstes  Integral  der  Gleichung 

^ä?"  +^"^5^^  "^^"ö^Ö?"  +^"9/--  *^ 

wird  in  der  Gestalt  f(xj  y^  r,  ^,  /)  =  0  angenommen.  Die  Bedin- 
gungen dafür,  dass  die  Gleichung  ein  erstes  Integral  zulasse, 
werden  entwickelt,  und  es  zeigt  sich,  dass  die  Methode  einer 
Ausdehnung  auf  Gleichungen  höherer  Ordnungen  mit  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen  fähig  ist.  Gbs.  (Lp.) 


V.  Skrsawy.  üeber  den  Zusammenhang  zwischen  den 
vollständigen  Integralen  und  der  allgemeinen  Lösung 
bei  partiellen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Wien.  Denkschr.  LXII. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  der  Absicht,  die  von  Lagrange 
aufgestellten  Formeln  zu  ergänzen,  eine  allgemeine  Methode,  ans 
einem  bekannten  vollständigen  Integrale  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung beliebiger  Ordnung  ihre  allgemeine  Lösung  ab« 
zuleiten.  Die  Arbeit  steht  im  engsten  Zusammenhange  mit  der 
im  XLIX.  Bd.  der  Wien.  Denkschriften  veröffentlichten  Abhand- 
lung des  Verfassers  (cf.  F.  d.  M.  1884.  XVI.  301  f.  T. 


B.  Imschenutsicy.     Sur  la  transformation  d'une  ^quation 
diff^reutielle  de  Tordre  päir  a  la  forme  d'une  ^quation 

isop^rim^trique.      P^tersb.  Ball.  XXXI.  283-291,    M41.  Math.  VI. 
539-552. 

Von  Jacobi  ist  gezeigt  worden,    dass  eine  isoperimetrische 
Differentialgleichung : 

^^  öy        dx  Oy'  "^  dx'  dy"        '"  "^  '^      ^   dx-  öyC»)  ""    ' 
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vfo  V  eine  in  Bezug  auf  y(">  =  -j-j  nicht  lineare  Function  von 

^}  y*  y\  •  •  M  y^"^  is^)  immer  in  ein  Gleichungssystem  von  der 
kanonischen  Form 

dx  dqi  '       da:         c)/>< 

flbergefflhrt  werden  kann,  wo  J7  eine  bekannte  Function  von 
^1  Pn  9i>  •  •  •)  P»?  ^t  ^^d  t  =  I,  2,  . . .,  n  ist.  (Jacobi,  Vorles. 
üb.  Dynamik,  I.  Ausg.).  Herr  Imschenetsky  zeigt,  welche  Be- 
dingungen notwendig  und  hinreichend  sind  zur  Transformation 
einer  Differentialgleichung  gerader  Ordnung: 

(3)        »'*'>  =  /-(aj,y,y',...,j,(»— )) 

in  eine  Gleichung  von  der  isoperimetrischen  Form  (1)  und  dem- 
gemäss  in  ein  Gleichungssystem  von  der  kanonischen*  Form  (2). 

Lp. 


B.  W.  Stankie'witsch.      Ueber  ein  Theorem  Boltzmann's. 

Warsch.  Univ.  Mitt  1886.  9. 

Hr.  Boltzmann  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  das  Wärme- 
gleichgewicht zwischen  mehratomigen  GasmoIecQlen  (Wien.  Ab- 
handl.  LXIII.)  ein  Theorem  bewiesen,  in  welchem  es  sich  um 
die  Berechnung  der  Functionaldeterminante 

dP,         dPn,     dp,         dQn 
—   dp,  dpm      dq,  dqn 

handelt.    Hier  genügen  die  Functionen  P,,  P„  ...,  On  (?j»  •  •»  0» 
einem  System  simultaner  Differentialgleichungen 


dt            ^" 

dP,                                 dP„„,                      . 
dt     -^»'    ■"'          dl         -«'"  +  " 

dt            "" 

dt     -*'"           '        dt      -""' 

wo^,^^„...,^m+i  Functionen  von  (?j,  0„  ...,0i»  und  a„  a,,  ...,a^ 
Functionen  von  P,,  P„  ...,  Pm+i  allein  sind;  p,,  p„  ...,  p»,+i, 
9if  93)  *'M  ?«  8ind  die  willkürlichen  Anfangswerte  der  Functionen 
P  und  O'und  durch  eine  Gleichung: 

21* 
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verbunden.    In  der  oben  genannten  Note  giebt  Herr  Staukiewitsch 
einen  neuen  Beweis  des  Boltzmann'schen  Theorems.         Wi. 


Oapitel  7. 

Variationsrechnung. 

Ä.  Mayer.  Die  beiden  allgeraeinen  Sätze  der  Variations- 
rechnung, welche  den  beiden  Formen  des  Prineips 
der    kleinsten    Action    in    der  Dynamik    entsprechen. 

Leips.  Ber.  343-355. 

0.  Rodrigues  hat  (Corresp.  sur  Tfic.  Polyt.  III.  1814)  die 
wichtige  Bemerkung  gemacht,  dass  man  beim  Princip  der  kleinsten 
Action  in  der  Lagrange'schen  Fassung  notwendig  auch  die 
Zeit  mit  variiren  müsse.  In  Verfolg  dieses  mit  dem  sonstigen 
Verfahren  der  Dynamik,  das  nur  Variationen  der  Coordinaten 
zulässt,  wenig  in  Einklang  stehenden  Gedankens  gelingt  es 
nun,  den  Sinn  der  Lagrange'schen  ungenauen  Formulirung  des 
Prineips  völlig  klar  zu  stellen,  so  dass  evident  wird,  was  schon 
von  Herrn  Sloudsky  (Nouv.  Ann.  (2)  XVIIl.  I93ff.;  cf.  F.  d.  M. 
1879.  XL  642),  jedoch  ohne  Beweis,  hervorgehoben  worden  ist, 
dass  die  Jacobi'sche  Behauptung  (Dynamik  p.  44),  nach  welcher 
man  in  dem  Princip  der  kleinsten  Action  aus  dem  Actions- 
integrale  notwendig  die  Zeit  mittels  des  Satzes  der  lebendigen 
Kraft  eliminiren  müsse,  nicht  zutreffend  ist,  dass  vielmehr  neben 
und  mit  der  Jacobi'schen  Form  gleichzeitig  noch  eine  zweite 
gleichberechtigte  Form  des  Prineips  der  kleinsten  Action  existirt, 
und  dass  es  eben  diese  zweite  Form  ist,  welche  Lagrange  dem 
Principe  gegeben  hat.  Danach  sind  frühere  Behauptungen  des 
Verfassers  (cf.  seine  Antritts- Vorlesung  über  die  Geschichte  des 
Prineips  der  kleinsten  Action,  Leipzig  1877  und  F.  d.  M.  1871. 
III.  p.  174 f.)  zu  berichtigen.  Was  dagegen  das  Werfverh&ltnis 
der   beiden  Formen  des  Prineips  betrifft,    so    hält  Herr  Mayer 


r 
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seioe  frühere  ßebauptunp:  vollständig  aufrecht,  dass  nur  die 
Jacobi'äcbe  Form  wirklichen  Nutzen  gewährt,  wogegen  die 
Lagrang e'sche  nur  in  beschränktem  Masse  das  leistet,  was  das 
Hamilton'sche  Princip  weitaus  klarer,  einfacher  und  natur- 
gemässer  erreicht. 

Der  Verfasser  hatte  schon  früher  (Clebsch  Ann.  II.  I43ff.  cf. 
F.  d.  M.  1869  u.  1870.  II.  143  f.)  einen  allgemeinen  Satz  der  Varia- 
tionsrechnung angegeben,  welcher  die  Jacobi'sche  Form  des  Prin- 
cips  als  speciellen  Fall  enthält.  Auch  für  den  vorliegenden  Zweck 
ist  er  in  der  Lage,  den  Betrachtungen  einen  allgemeineren  Fall  der 
Variationsrechnung  zu  Grunde  zu  legen  und  zu  zeigen,  dass 
auch  jener  allgemeine  Satz  zweier  verschiedenen  Formen  fähig 
ist,  welche,  auf  die  Dynamik  angewandt,  die  beiden  Formen 
des  Princips  der  kleinsten  Action  liefern.  T. 

• 

C.  Posse.     Quelques  remarques  sur  une  certaine  question 

de   minimum.      Elein  Aod   XXVL  593-5%. 

Eine  von  Markoff  in  seinem  Werke  „Sur  quelques  applica- 
tions  des  fractions  contiuues  algöbriques".  St.  Petersburg  1884 
(s.  F.  d.  M.  XVII.  168)  gelöste  Aufgabe  wird  durch  teilweise 
Integration  und  einige  Substitutionen  in  folgende  übergeführt, 
deren  Lösung  sich  mithin  auf  jene  reducirt.  Von  der  unbe- 
kannten Function  f(x),  welche,  wenn  x  von  0  bis  1  wächst,  be- 
ständig abnimmt,  sind  die  Werte 

f(l),      /'x'f(x)dx,       f'x'f{x)dx,       .    .    .      f\^-f{x)dx  =   02» 
0  0  0 

gegeben,    man  soll  die  genaue  untere  Grenze  von  /'(O)  finden. 
Es  wird  schliesslich  erhalten: 


fibereinstimmend  mit  einem  Resultat  von  Stieltjes.  H. 

R.  A.  Roberts.  On  a  theorem  lu  the  calculus  of  variations. 

Mese.  XV.  148-152. 
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Die  behandelte  Aufgabe  ist  die,  alle  Beziehungen  zu  finden, 
welche  daraus  folgen,  dass  /  du  zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum gemacht  werden  soll,  wo 

du'  =  fWäxl  +f{X,)dxl  +  ...  +r{Xn)dxl, 

f(X)  =  (x^x,)(X-x,)...(x-x„): 

Die  gesuchten  Relationen  sind,  wie  gezeigt  wird: 

wo  c,,  c„  ...,  Cn-i  n — 1  willkürliche,  durch  die  Integration  ein- 
gefäbrte  Constanten  bedeuten.  6lr.  (Lp.) 


E.  P.  CuLVERWELL.      Oq   thc  dlscriminatlon   of  maxima 
and    minima  soIutions    in   the   calculus   of  variations. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XL.  476-477. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung  in  den  Transactions.    Cly. 


A.  P.  Starkoff.     üeber  die  Auflösung  der  geometrischen 
Probleme  der  Variationsrechnung.     Kas.  Ges.  IV. 

S.  F.  d.  Math.   1885.  XVII.  359. 


Siebenter  Abschnitt. 

Functionentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

K.  Wkikrstrass.  Abhandlungen  aus  der  Functionenlehre. 

Berlin.  J.  Springer.  IV  u.  2G2  S.  gr.  B». 

Folgende  sieben  Abhandlungen  sind  im  vorliegendeu  Bande 
vereinigt:  1)  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Func- 
tionen (Berl.  Abh.  1876).  2)  Ueber  einen  functionentheoretischen 
Satz  des  Herrn  6.  Mittag-Leffler  (Berl.  Mon.  Ber.  Aug.  1880). 
3)  Zur  Functionenlehre  (ibid.).  4)  Nachtrag  zu  der  vorstehen- 
den Abhandlung  (Berl.  Mon.  Ber.  Febr.  1881).  5)  Einige  auf 
die  Theorie  der  analytischen  Functionen  mehrerer  Veränder- 
lichen sich  beziehende  Sätze.  6)  Neuer  Beweis  eines  Haupt- 
satzes der  Theorie  der  periodischen  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen  (Berl.  Mon.  Ber.  Novbr.  1876).  7)  Ueber  die 
Theorie  der  analytischen  Facultäten  (Grelle  J.  LI.  1 — 60).  Die 
vier  ersten  sind  ohne  wesentliche  Veränderungen  abgedruckt 
worden.  Die  fünfte  Abhandlung,  welche  eine  Reihe  von  Sätzen 
Über  die  eindeutigen  Functionen  mehrerer  Argumente  enthält,  von 
denen  der  Herr  Verfasser  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Abel'- 
sehen  Transcendenten  Gebrauch  macht,  ist  im  Jahre  1879  für 
die  Zuhörer  des  Herrn  Weierstrass  lithographirt  worden,  aber- 
nicht   in   den   Buchhandel   gekommen.     Die  Abhandlung  No.  6 


\ 
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hat  beim  Neudrucke  verschiedene  redactionelle  Aenderungen  er- 
fahren. Die  letzte  Abhandlung  endlich  ist  im  ganzen  so  geblie- 
ben, wie  sie  im  Jahre  1854  erschienen  ist.  Obwohl  die  Theorie 
der  analytischen  Facultäten  in  den  Augen  des  Herrn  Verfassers 
durchaus  nicht  die  Wichtigkeit  hat,  die  ihr  in  früherer  Zeit  viele 
Mathematiker  beimassen,  so  hat  er  die  Abhandlung  doch  wieder 
abdrucken  lassen,  weil  sie  manches  enthält,  was  auch  gegen- 
wärtig noch,  wie  er  glaubt,  angehenden  Mathematikern  von 
Nutzen  sein  kann.  Wesentliche  Aenderungen  sind  nicht  vorge- 
nommen. Nur  die  Einleitung  ist  neu  bearbeitet  worden,  weil  es 
zweckmässig  erschien,  auf  den  Inhalt  der  kritisirten,  heute  nicht 
jedermann  mehr  zugänglichen  Schriften  etwas  ausführlicher  ein- 
zugehen, als  es  früher  für  nötig  gehalten  war.  Während  des 
Drives  sind  dann  auch  noch  an  vielen  anderen  Stellen  Berich- 
tigungen und  Verbesserungen  angebracht. 

Möchten  diesem  Bande  der  gesammelten  Abhandlungen  recht 
bald  sich  noch  andere  anreihen,  die  in  gleicher  Weise  ältere 
Arbeiten  des  verehrten  Herrn  Verfassers  in  neuer  Gestalt  brin- 
gen, unvollendet  gebliebene  Veröffentlichungen  zum  Abschlüsse 
führen,  gar  nicht  ans  Licht  getretene  Gedankenreihen  den  kom- 
menden Geschlechtern  zur  Verarbeitung  überliefern!        Lp. 


H.  M.  DE  FiGüEiREDO.  Superficies  de  Ricmann.  Ooimbral887. 
Dieses  Buch  enthält  eine  Darstellung  der  Riemannschen 
Methoden  für  die  Untersuchung  der  mehrdeutigen  Functionen. 
In  dem  ersten  Capltel  setzt  der  Verfasser  die  allgemeinen  Prin- 
cipien  der  Theorie  der  mehrdeutigen  Functionen  auseinander. 
Im  zweiten  beschäftigt  er  sich  mit  der  Theorie  der  Flächen,  die 
Riemann  zur  Darstellung  jener  Functionen  verwendet  hat. 
Schliesslich  werden  im  dritten  und  vierten  Capitel  die  Integrale 
der  Functionen  mit  complexen  Variabein  und  im  besonderen  die 
elliptischen  Integrale  untersucht.  Tx.  (Hch.) 


J.  Tannery.      Introduction    ä   la  th^orie    des*  fonetions 
d'une  variable.     Darb.  Ball.  (2)  x.  6971. 
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Das  hier  abgedruckte  Vorwort  zu  dem  gleich  betitelten 
Werke  des  Herrn  Tannery  enthält  die  Angabe  der  Gesichts- 
punkte,  welohe  bei  der  Abfassung  des  Werkes  massgebend 
waren,  sowie  eine  eingebende  Besprechung  des  Inhalts  und  der 
einschlägigen  Literatur.  Uz. 


P.  Mansion.  Principes  d'une  thöorie  nouvelle  des  fonc- 
tions  öl^mentaires  d*une  Variable  imaginaire.      Matbosie, 

foppl^m.  IL  40  S. 

Aus  dem  Brux.  S.  sc.  IX.  B.  1885  (F.  d.  M.  XVII.  1885. 
361).  Mn. 

O.  HOldkr.  Bemerkung  zu  der  Mitteilung  des  Herrn 
Weierstrass:  Zur  Theorie  der  aus  fi  Haupteinheiten 
gebildeten  complexen  Grössen.    Gott.  Nachr.  241-244. 

Im  Anschluss  aji  die  Mitteilung  des  Herrn  Weierstrass  in 
Gott  Nachr.  1884,  395—419  (s.  F.  d.  M.  XVI.  330)  werden  die 
fünf  Eigenschaften  der  Teilgebiete  ©,,  ®,,  ...,  ®ry  auf  denen 
eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Rechnungsregeln  beruht,  formu- 
iirt,  und  wird  dann  die  Frage  erörtert,  ob  jedes  System  irgend- 
wie bestimmter  Gebiete,  welches  die  fünf  genannten  Eigenschaf- 
ten besitzt,  mit  dem  von  Herrn  Weierstrass  angegebenen  Systeme 
der  Teilgebiete  flbereinstimmen  muss.  Es  ergiebt  sich  das  Re- 
sultat, <}as8  ein  System  vop  Gebieten  durch  die  fünf  Eigenschaf- 
ten eindeutig  definirt  ist.  M. 


R.  LiPSCUiTz.     Sur  la  th^orie  des  diversit^s.      C.  R.    Cii. 

602-604. 

Summirt  man  die  Anzahlen  der  Ecken,  Kanten  und  Seiten- 
flächen eines  Parallelepipeds,  so  ergiebt  sich  der  Wert 

8-f  12-t-6  =  3*— 1. 
Dieses  Resultat  verallgemeinert  Herr  Lipschitz  auf  mdimensio- 
nale  Parallelepipede.    Man  betrachte  nämlich  alle  Wertsystemc 
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^11  ^a?  •••)  Im,  welche  den  BediDgungen 

—  *,  ^  5,  ^«„  — *a  ^  5,  <  *„  ...  -«,«  <  $„.  ^  *« 
genügen,  anter s^y  s^^  ...,  s^  positive  Grössen  verstanden.  Diese 
Wertsysteme  bilden  eine  m-dimensionale  Mannigfaltigkeit,  die 
von  anderen  Mannigfaltigkeiten  von  weniger  als  m  Dimensionen 
begrenzt  wird.  Bezeichnet  nun  €k  die  Anzahl  der  begrenzenden 
Mannigfaltigkeiten  ^'  Dimension,  so  ist 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 

Eine  weitere  Relation  zwischen  den  Zahlen  e  ist  die  folgende: 

«0-«,  +  «,-«,  + =    l-(— 0"*. 

Hz- 

M.  Lerch.      Contributioiis    ä    la   th^orie   des  fonctions. 

Prag.  Ber.  571-582. 

Herr  P.  du  Bois-Reymond  hat  (Borchardt  J.  LXXIX.  29, 
s.  F.  d.  M.  VI.  1874.  241)  eine  ihm  von  Herrn  Weierstrass  mit- 
geteilte Function  erwähnt 

f(x)  =    2  [6''eo8(a"a:)7r}, 

welche  an  keiner  Stelle  einen  bestimmten  Differentialquotienten 
hat.  Herr  Lerch  untersucht  im  Vorliegenden  zwei  einfache 
Functionen 

j>r  N        «cos*?»  TT«       -.  ,        »cos«!  na? 
/^W=2:— 5;; — ,    f(x)  =  2: — -^ — , 
i«=u       ^  «=0       ni 

welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  keine  bestimmte  Ablei- 
tung haben  für  gewisse  Werte  der  Variabein,  die  in  jedem  In- 
tervall in  unendlicher  Zahl  auftreten.  Daraus  folgt,  dass  die 
analytischen  Functionen 

nur  für  reelle  oder  imaginäre  Werte  von  ä,  woför  [z]  <  1  ist, 
existiren.  Functionen  derselben  Natur  treten  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  auf.  M. 
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KöPCRE.     Ueber  Differentiirbarkeit  und  Anschaulichkeit 
willkürlicher  Functionen.     Hamb.  Mitt  128-I3i. 

Der  Verfasser  hat  seine  hier  im  Auszug  mitgeteilten  Unter- 
suchungen inzwischen  in  Klein  Ann.  XXIX.  ausftihrlich  darge- 
legt. Ein  Referat  wird  im  Jahrgang  1887  der  F.  d.  M.  er- 
scheinen. Hz. 


P.  Du  Bois-Retmond.  Ueber  den  Convergenzgrad  der 
variabeln  Reihen  und  den  Stetigkeitsgrad  der  Func- 
tionen zweier  Argumente.     Kroneckar  J.  c.  331-358. 

Betrachtet    man    eine   .unendliche   Reihe,    deren    einzelne 
Glieder  Functionen  von  x  sind: 

80  ist  ihr  Wert  der  Grenzwert,  welchen  die  von  x  und  n  ab- 
hängige Grösse 

p=l 

ffir  II  =  oo  annimmt.    Setzt  man  »  =  —  und  Un(x)  =  q>(x^  <), 

so  kann  man  sagen,  dass  die  Untersuchung  der  Reihe  (/(x)  auf 
die  Untersuchung  der  von  zwei  Argumenten  x  und  i  abhängen- 
den Function  g>(x,t)  hinauskommt.     Dabei  kann  das   zunächst 

unstetig  veränderliche  Argument  t  =-  —  auch  als  stetig  ver- 
änderlich  gedacht  werden,   indem   man   f)lr   die   zwischen 


n 
und  — — -  liegenden  Werte   von  s  dem  Zeichen  ?>(iP, «)   eine 

geeignete   Bedeutung   unterlegt.     Es   empfiehlt  sich   diese  Be- 
deutung durch  die  Gleichung 

festzosetzen.    Es  ist  dann  allgemein 

<f(x,  t)=  J   ^(y)äy      (y  =  — ), 
u 
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WO  tp{y)  die  Function  bezeichnet,  welche  fär  n  <  y  <  «+  1  gleich 
Vn+i  ist.  Mit  HQlfe  des  Laplace'schen  Integrals  werden  die 
Functionen  ip(y)  und  qp(x,  *)  auch  in  expliciter  Form  dargestellt 
Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  man,  von  der  Function  ^f{xjf) 
ausgehend,  durch  die  folgenden  Formeln  zu  der  unendlichen 
Reihe  übergeht: 

II,  =  q,{x,  1),     tip  =  ^(a:,y)~y>(a?,^-^), 

qp(a?,— )  =  Vn{x),     (p(x,0)-'<p(x,—)  =  Ä,(a;)-, 

dabei  bezeichnet  Rn(x)  den  Rest  £  <^(^)  <ler  Reihe.  Ebenso 
wie  die  unendliche  Reihe  kann  übrigens  auch  das  Integral 

/x 

auf  eine  Function  zweier  Argumente,  nämlich  auf 

1 


9>(^»0=  f'f{^,y)^y^ 


bezogen  werden. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Begriffe  und  Sätze  über 
Functionen  zweier  Variabein  auf  die  Reihen  zu  übertragen.  Die 
Function  SP(a?, <)  sei  für  das  Gebiet  0^*^1,  a^x^h  de- 
finirt  und  werde  darüber  hinaus  nach  Massgabe  der  Gleichungen 

^{x^  -i)  =  q>{x^  Ol  9^(^» 0  =  ^(ß^  i)  ttix  X  <,  a, 
und  q}(x^  e)  =  (f(b^  i)  für  a;  >  6 
fortgesetzt.  Um  den  Begriff  der  Stetigkeit  zu  übertragen,  wird 
derselbe  in  folgende  Form  gebracht,  deren  Uebereinstimmung 
mit  der  üblichen  Definition  nachgewiesen  wird:  „Die  Function 
qp(j;,  f)  ist  in  dem  Punkte  a?,  «  stetig,  wenn  der  Unterschied 
qp(x,,«,).— <;f  (x, «)  mit  gegen  Null  abnehmenden  a;,  — «,  «,— e 
bedingungslos  unter  jede  Grenze  sinkt,  d.  i.  wie  auch  x^—Xj 
i^—i  gleichzeitig  oder  nach  einander  der  Null  sich  nähern 
mögen. ^    Die  Uebertragung  auf  die  Reihen  lautet: 

X 

Definition:  Eine  Reihe  £up{x)  heisse  in  einem  Punkte 
x  stetig  convergent,  in  welchem  der  Rest  Ä«(a;,)  mit  x^—x  und 
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fi~^  bedingungslos  verschwindet. **  Hieran  knüpft  sich  der  fol- 
gende Satz:  „Wenn  ftlr  jeden  Punkte  eines  Intervalls  a^x^b 

ao 

eine  Reihe  £up{x)   stetig  convergirt,    so   giebt  es  eine  von  x 

anabhängige,  monoton  mit  w^  gegen  Null  abnehmende  Function 
q(n)  der  Art,  dass  Ä«(a?)  =  ^(ii).ir«(x),  wo  to«(aj)  für  a^x^b 
unter  einer  endlichen  Schranke  bleibt^. 

Die  Gleichung  Rn{x)  =  Q{n)u>n{x)  drQckt  die  sogenannte 
^gleichinässige  Convergenz"*  der  Reihe  aus.  Statt  dieser  unzu- 
treffenden Bezeichnung  schlagt  der  Verfasser  die  andere  „stetige 
Gonvergenz  in  Intervallen*'  vor;  (ebenso  wird  statt  „gleich- 
massiger  Stetigkeit*'  die  treffendere  Bezeichnung  „Strecken- 
Stetigkeit^  oder'  „lineare  Stetigkeit^  eingeführt).  Ferner  em- 
pfehlen sich  die  folgenden  Benennungen:  „Convergenzpunkt, 
Divergenzpunkt,  Stetigkeitspunkt  der  ConveVgenz,  Unstetigkeits- 
punkt  der  Gonvergenz'^,  Benennungen,  deren  Bedeutung  aus  dem 
Vorhergehenden  klar  ist. 

Aus  dem  oben  genannten  Satze  ergiebt  sich  weiter  der 
folgende:  „Wenn  Vn{x)^  ohne  daas  die  Reihe  lJ{x)  zu  conver- 
giren  braucht,  unter  einer  endlichen  Schranke  bleibt  und  die  Reihe 


1    *^ 


dx 


convergirt,  so  ist  sie  stetig  convergent**.  Die  Voraussetzung 
dieses  Satzes  kann  noch  dahin  eingeschränkt  werden,  dass  die 
Gonvergenz  der  Reihe 


Z  J    Up{^) 


dx 


nur  in  einer  Pantachie  von  Punkten  x  festzustehen  braucht. 

Es  handelt  sich  nun  weiter  darum,  ein  Mass  für  die  Stärke 
der  Gonvergenz  einer  Reihe  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  wird 
zunächst  der  Stetigkeitsgrad  einer  Function  definirt.     Man  setze 

^5P(x,«)  =  q>(x,{i)-i^{x,i) 

und  verstehe  unter  dem  Stetigkeitsgrad  diejenige  positive  Grösse 
q{x^ft\  welche  fttr  jeden  Wert  «  gleich  dem  absolut  grössteu  in 
dem  Intervall  zwischen  €  incl.  und  0  vorkommenden  Wert  von 
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/fg>(x^e)  ist    Man  hat  dann  die  Gleichung 

wo  I  <2>(x,  fi)  I  ^  1  ist  und  bei  Abnahme  von  e  uie  aufhört  ^  1  zu 
werden.  Diese  Definition  wird  indessen  noch  so  modificirt,  dass 
q(x^  e)  mit  e  stetig  abnimmt  Und  dass  |  0{x,  e)  \  entweder  den 
Limes  {e  =  0)  Eins,  oder  die  obere  Unbestimmtheitsgrenze  Eids 
haben  soll,  jedoch  mit  der  Einschränkung,  dass  \0(m^e)\  in 
dem  ganzen  betrachteten  Intervall  von  x  fbr  ein  hinreichend 
kleines  e  von  1  um  eine  beliebig  kleine  Grösse  d  verschieden 
sei  und  bleibe,  oder  unaufhörlich  wiederkehrend  Werte  annehme, 
die  von  1  um  d  oder  weniger  verschieden  sind.  Diese  Fest- 
setzung wird  an  einem  B.eispiel  erläutert.  Wenn  der  Stetigkeits- 
grad einer  Function  ein  Product  von  Functionen  von  e  und  von 
X  allein  ist,  so  heisst  die  Function  in  gleichem  Grade  oder 
gleichmässig  converg;ent.  Von  den  hieran  anknüpfenden  Bemer- 
kungen sei  die  auf  den  Fall  9>(^, «)  =  ^(^-f^)  bezügliche  her- 
vorgehoben.   Sei 

y  (x)  —  q>(x  -\-'e)  =  q(x^  «)  Cö(x,  e)    und    lim  <P(a?,  «)  =  1, 

so  kann  die  Function  g>(x-\'e)  für  «  =  0  nur  dann  in  gleichem 
Grade  stetig  sein,  wenn*^(a:, «)  =  €q^(^x)  ist 

Die  für  die  Functionen  gegebenen  Erklärungen  übertragen 
sich  nun  ohne  weiteres  auf  die  Reihen.  Der  Convergenzgrad 
Q(xyn)  einer  Reihe  wird  durch  die  Gleichung 

Än(aj)  =  [Q(^jn)]0{x,n) 
erklärt,  wo  für  Q(x^n)  und  (Z>(a;,  n)  die  Bestimmungen  gehen, 
welche  den  oben  für  q(x^  e),  <2>(x,  e)  angegebenen  entsprechen. 
Die  Reihe  heisst  in  einem  Intervalle  in  gleichem  Grade  conver- 
gent,  wenn  p(a?, n)  =  ^(w)^,  (o?)  und  Qi(x)  in  dem  Intervalle 
unter  einer  endlichen  Schranke  bleibt.  Es  knüpfen  sich  hieran 
einige  (an  Beispielen  erörterte)  Betrachtungen  über  die  Aende- 
rung  der  Convergenz  einer  Reihe,  wenn  die  Variable  x  variirt 
wird. 

Der  Rest  der  Fourier'schen  Reihe  wird  nun  nach  den  auf- 
gestellten Gesichtspunkten  untersucht.  Dabei  ergeben  sich  fol- 
gende Sätze:    „Wenn  f{x)  in  dem  Intervall  —n'"+n  endlich 
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und   ab teilungs weise   monoton    ist,    wenn    weiter   '-^-^ — '^ ^ 

p 

in  einem  hinreichend  kleinen  Intervall  —ßo""\'ßo  ^^^  ß  eben- 
falls endlich  und  nach  ß  abteilungsweise  monoton  ist,  so  wird 
das  Product  von  n  in  den  *Rest  An(«)  der  Fourier'schen  Reihe 
nicht  unendlich".  „Wenn  f(x)  im  Intervall  — n'"-\-n  endlich 
und  abteilungs weise  monoton  ist  und  f'(x)  in  einer  beliebig 
kleinen  Strecke  dieses  Intervalls  ebenfalls  endlich  und  abtei- 
lungsweise  monoton  ist,  so  wird  nRn(x)  für  keinen  inneren 
Punkt  dieser  Strecke  mit  n  unendlich/ 

Mit  diesen  Untersuchungen  sind  eine  Reihe  interessanter 
Bemerkungen  über  neuere  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der 
Fourier'schen  Reihen  verbunden. 

Der  Schlussparagraph  der  inhaltsreichen  Arbeit  beschäftigt 
sich  mit  der  Stetigkeit  der  Reihensumme.  Aus  den  früheren 
Betrachtungen  folgt  zunächst  der  Satz: 

„Die  Function  £up(x)  =  9)(a?,  0)  ist  für  einen  Punkt o;  des 

•I 

Intervalls  a^x^b  einschliesslich. der  Endpunkte  a  und  6  ste- 
tig, wenn  die  Reihe  im  Punkt  x  stetig  convergeut  ist."  Und 
hieraus  specieller:     „Es  ist,  a^x^b  gedacht, 

lim^ii^(a;)  =  £up{a), 

x-a    1  i 

wenn  beide  Reihen  convergent  sind,  und  ti„+i(aj)-f  «„4.2(2;) -r  ••• 
mit  X— a  und  nr^  bedingungslos  verschwindet." 

Ein  Beispiel  zu  diesem  Satze  bildet  der  bekannte  Abersche  Satz : 

lim^flpajp  =  ^flp, 
x=i  1  1 


wenn  die  Reihen  convergiren,  und  a,,  a,,  ...  von  x  nicht  ab- 
hängen.   Dem  Aberschen  Satz  kann  der  Satz 

lim   I  dae-'^^qt^a)  =    1   daa(a) 

an  die  Seite  gestellt  werden,  und  ebenso  den  von  Herrn  Holder 
gegebenen  Verallgemeinerungen  des  AbeFschen  Satzes  eine  Reihe 
allgemeinerer  Formeln  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale. 
Weitere  Anwendungen   der    Auffassung   einer   Reihe    als    Func- 
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tion  zweier  Variabein  aaf  die  gliedweise  Integration  der  Reihen 
hat  der  Verfasser  teils  in  den  Berichten  der  Berl.  Akademie  ver- 
öffentlicht, teils  sollen  dieselben  bei  späterer  Gelegenheit  mitge- 
teilt werden.  Hz. 


C.  ArZBLA.      Sui   prodotti  infiniti.      Bologna  Bend.  92-100. 

Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Sind  Vn  (fi  =  l,  2, ...)  Functionen  der  complexen  Veränder- 
lichen z  in  einem  Bereiche  A  und  ist  in  diesem  Bereiche  Überall 

00 

£  \vn\  <  L^   WO   L   eine    endliche   Grösse   ist,   so   convergirt 

OD 

/7(l-|-ün)- in  il  stets  und  nur  dann  gleichmässig,  wenn  dasselbe 
für   ^Vn  stattfindet 

Es  gilt  auch  der  Satz:    Ist  in  il    ^\Vn\<iL  und  bezeich- 

net  tin  eine  Function  von  z,  deren  absoluter  Betrag  für  limit  =  oo 
gegen  eine  endliche,  nicht  verschwindende  Grenze  gleichmässig 

OD 

convergirt,  so  convergirt   2unf>n   stets   und   nur   dann   gleich- 


»1=1 

massig,   wenn  dasselbe  für   2^n  stattfindet. 


OD 


Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn  \vlA£  |r»|<L  ist 


n-\ 


und  2^n  gleichmässig  convergirt: 
»=1 


iOD  )  OD  X  tl' 

wci  +  p.)   =  /7(i+»0.-S-rx;r 
«=1  '  «=l  «=.1     1-ft), 


dz 

Vi. 

G.  BoRENius.  Ora  den  Cauchyska  uppgiften  att  fram- 
stäUa  en  brüten  rationel  funktion,  som  antager 
färeskrifua  värden   för  gifna   värden    af   argumentet. 

HelsiDgrors.  59  S.  4^. 

Diese  Inauguraldissertation   ist   einer  Darstellung   der  ver- 
schiedenen Methoden  gewidmet,  eine  gebrochene  rationale  Func- 
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tioD  herzustellen,  welehe  eine  Reihe  gegebener  Werte  annehmen 
soll.  Ausser  den  diesen  Gegenstand  betreffenden,  in  den  Berl. 
Ber.  veröffentlichten  Abhandlungen  des  Herrn  Kronecker  hat 
der  Verfasser  auch  die  Gelegenheit  gehabt,  desselben  Geometers 
algebraische  Vorlesungen  zu  benutzen.  In  Capitel  I  werden 
weiterhin  zu  benutzende  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
entwickelt.  Die  zwei  folgenden  Capitel  enthalten  eine  Darstel- 
lung jener  Methoden,  die  sich  auf  Kettenbruchentwickelungen 
grOnden,  nebst  einer  Discussion  derselben.  In  Capitel  IV  ent- 
wickelt der  Verfasser  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  Herr  Kronecker 
im  Monatsb.  1878  S.  101—102  gethan  hat,  die  Cauchy'sche  Form 
der  verlangten  gebrochenen  Function.  In  Capitel  V  löst  der 
Verfasser,  nach  einer  von  Herrn  Kronecker  (Monatsber.  1881. 
.'>46)  angedeuteten  Methode,  die  Cauchy'sche  Aufgabe  mit  Hülfe 
gewisser  Determinantengleichungen.  M-n. 


F.  Krieg  v.  Hochkeldkn.     lieber  die  durch  den  Integral- 
ausdruck 


dargestellten  Functionen,  wobei  Ry(z^Xo)  und  R.i(z^XO) 
algebraische  Functionen  einer  und  derselben  Riemann'- 
sehen  Fläche  sind.     Wieo.  Ber.  xciv.  1-23. 

Es  wird  der  genannte  Integralausdruck,  in  welchem  z  und 
KD  durch  irgend  eine  algebraische  Relation  von  beliebigem  Ge- 
schlechte mit  einander  verbunden  sind,  und  S  eine  geschlossene 
Integrationscurve  darstellt,  die  eine  Elementarfläche  der  Rie- 
mann'schen  s-Fläche  eingrenzt,  in  Bezug  der  Functionen,  die 
derselbe  definirt,  discutirt.  Als  Anwendung  werden  drei  Bei- 
spiele ausgeftlhrt,  bei  welchen  teilweise  die  Curvenintegrale  in 
Liuienintegrale  umgewandelt  werden,  insbesondere  die  Grenzen 
derjenigen  Gebiete  der  Ebene  bestimmt,  in  welchen  verschiedene 
Functionen  durch  einen  Integralausdruck  definirt  werden. 

H. 

ForUchr.  d.  Math.   XVIII.  1.  22 
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G.  AscoLi.      Un    teorema  sulle  funzioni  cli   cui  ciascun 
termiue   fe  una  funzione  di  :s  (=  x  +  iy).    Lomb.  Ut.  Read. 

(•2)  XIX.  173-175. 

Sind    9>«(:s)  FunctioDen   von  s  in  einem  einblättrigen,    end- 
lichen,   zusammenhängenden    Bereiche    T    and    eonvergirt    die 

CO 

Reihe   JS  V»W   »"f  der  Begrenzung  C  gleichmässig   (wo  k  die 

OD 

Punkte  von  C  bezeichnet),  so  stellt  2  q>g{z)  eine  Function   von 

#=1 

z  in  jedem  innerhalb  T  liegenden  Bereiche  dar,   welche  gegen 

OD 

2%{k)  gleichmässig  eonvergirt,  wenn  der  Punkt  »  sich  der  Be- 
grenzuug unbeschränkt  nähert.  Vi. 


G.   MoRERA.      Un    teorema    fondamentale    nella   teorica 
delle  funzioni  di  una  variabile  complessa.       Lomb.  ist. 

Rend.^(2)  XIX.  304-307. 

Dieser  Satz,  der  als  die  Umkehrung  des  Cauchy'schen  Satzes 
angesehen  werden  kann,  ist  folgender: 

Wenn  die  comploxe  Veränderliche  n  von  der  complexen 
Veränderlichen  z  in  der  Weise  abhängt,  dass  sie  in  einem  Stücke 
T  der  js-Ebene   stetig,    endlich    und  eindeutig  und  das  Integral 

lidss,  ausgedehnt  auf  die  ganze  Begrenzung  jedes  Bestandteiles 

von  T,   gleich  Null  ist,  so  ist  u  notwendig  eine  Function  von  z 
(im  Riemann'schen  Sinne). 

Aus  diesem  Satze  folgt  leicht,  dass,   wenn  fi(z)  einwertige, 

(X 

stetige  und  endliche  Functionen  von  js  in  T  sind  und    JSfiffi) 

1=1 

/  50  \  OB 

(bezw.    /7[I  +  A(*)]J   in    T  gleichmässig    eonvergirt,    2  fi{z) 
^  «=1  ^  <«i 

(bezw.    y7[l+A(*)])    ^i"c    einwertige,    stetige    und    endliche 

Function  von  a  in  T  bildet.  Vi. 


/• 
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G.  MoRERA.  Sulla  rappresentazione  delle  funzioni  di 
uua  variabile  complessa  per  mezzo  di  espredsioni  ana- 
litiche  infinite.     ToHdo  Atti.  XXI.  892-899. 

Durch  die  vom  Verfasser  selbst  bewiesene  (Lomb.  Ist.  Rend. 
(2)  XIX.  304-307;  vergleiche  das  vorhergehende  Referat) 
Umkehrung  des  Cauchy'schen  Satzes  werden  einige  allgemeine 
Sätze  ober  die  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  auf- 
gestellt. 

Bedeuten  «, ,  n,,  ...  veränderliche  Parameter,  die  jeden 
positiven  ganzzahligen  Wert  annehmen  dürfen,  so  sagt  man, 
der  analytische  Ausdruck  <)(>(»,,»„...;«)  convergire  im  Bereiche 
T  gleicbmässig,  wenn  man  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  a  solche  ganzen '  positiven  Zahlen  N^,  iV, ,  ...  angeben 
kann,  dass  in  jedem  Punkte  von  T 

fnr  beliebige  positive  ganzzahlige  Werte  von  p,,p,,  •••)  9i)  929  ••• 
kleiner  als  a  ist.  Man  kann  die  gleichmässige  Convergenz  auf 
einer  Curve  analog  definiren.     Dann  gelten  folgende  zwei  Sätze: 

Ißt  <]p(w,j»j, ...;»)  in  einem  Bereiche  T,  wenigstens  von  ge- 
wissen endlichen  Werten  von  n^,  n^^  .,.  an,  einwertig,  endlich 
und  stetig  und  convergirt  daselbst  gleicbmässig,  so  stellt 

w  =       lim     y(W|,  tij,  ...;  a) 

fl|f  Wjf  M<  ^*  06 

im  Inneren  von  T  eine  einwertige,  endliche  und  stetige  Function 
von  s  dar. 

Ist  <f(n,,  f},, ...,  s)  in  7,  wenigstens  von  gewissen  Werten 
von  II, ,  n„  ...  an,  einwertig,  endlich  und  stetig  und  convergirt 
auf  der  Begrenzung  gleicbmässig,  so  stellt 

w  =      lim    9(«,,  «,,  ...;  ») 

im  Inneren  von  T  eine  einwertige,  endliche  und  stetige  Function 
von  Ä  dar.  Der  Ausdruck  g)(Wj,  n^, ...; »)  und  alle  seine  Deri- 
virten  convergiren  in  T  gleicbmässig. 

Hieraus  kann  man  zahlreiche  Sätze  Über  unendliche  Reihen 
und  Producte,  sowie  Qber  Kettenbrttche  ableiten. 

Der  zweite  Hauptsatz  besteht  selbst  dann,  wenn  die  gleich- 

22* 
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massige  Convergenz  auf  der  ganzen  Begrenzung  mit  Ausnahme 
einer  Punktmenge  erster  Gattung  („specie"  nach  Dini)  statt- 
findet. 

Ist  (f'(n^,n^,  •••*?*)  in  mehreren  getrennten  Bereichen  gleich- 
massig  convergent,  so  stellt  w  in  jedem  dieser  Bereiche'  eine 
analytische  Function  dar;  solche  Functionen  sind  aber  im  all- 
gemeinen von  einander  verschieden.  Vi. 


N.  W.  BuGAiKFF.     Die  Grundlagen  der  Rechnung  E<f'{x) 
bei    einer    unabhängigen    Veränderlichen.     Mosk.  Math. 

Samml.  XTX.  (Russisch.) 

Mit  dem  Zeichen  Eff(x)  bezeichnet  der  Verfasser  (vgl.  F. 
d.  M.  XVII.  1885.  367)  denjenigen  Teil  der  Function  <jr)(x), 
welcher  so  bestimmt  ist,  dass  die  Differenz  q)(x)  —  Eip(x)  bei 
X  =  3C  Null  wird.  Die  Function  Eg>(x)  wird  dann  der  ganze 
Teil  der  Function  ff>(x)  genannt;  die  Differenz 

(p{x)-~Eg>(x)  =  Oq>{x) 

ferner  der  Bruchteil  der  Function  ff{x).  Die  Rechnung  Eg>(x) 
ist,  wie  der  Verfasser  selbst  sie  definirt,  eine  systematische  Ent- 
wickelung  der  Methoden,  welche  zum  Studium  der  Eigenschaften 
des  Symbols  £  führen,  und  die  Anwendung  dieser  Eigenschaften 
auf  die  Auflösung  verschiedener  Fragen  der  Mathematik. 

Die  umfangreiche  Arbeit  ist  in  vier  Abschnitte  geteilt.  Im 
ersten  Abschnitte  werden  die  Grundsätze  der  Rechnung  £qp(x) 
aufgestellt  und  die  Grundeigenschaften  der  Symbole  Eiff(x)  und 
Oif(x)  hergeleitet.  Die  Eigenschaften  dieser  Symbole  werden 
dann  angewandt  auf  die  Berechnung  der  Symbole 


0.  ^^  i..     E 


(x—ay        (x  —  äy^  (oj— a,)(aT— a,)...(a?  — a,)   ' 

x.—ax—h  {x  —  a)\x^o) 

Der  zweite  Abschnitt  ist  den  einfachsten  Anwendungen  der 
Rechnung  Eq(x)  gewidmet.  Diese  Anwendungen  bestehen  in 
der  Ableitung  der  Formeln  für  cos  nq>  und  sin  nq^y    in  der  Zer- 
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leguDg  der  rationalen  Functionen  in  Partialbrttche  und  in  der 
Berechnung  der  Residuen.  Hiernach  wird  eine  allgemeine  For- 
mel der  Rechnung  Eq>(x)  abgeleitet.     Die  Formel  giebt,  wenn 

gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

0  =  ^-^£f(i//(I).»'+V;C2).r-|-...  +  i/;(ii).K--|^...>']; 
es  wird  nämlich 

WO  die  Summe  auf  alle  positiven  Werte  von  X  (Null  eingerech- 
net) ausgedehnt  ist,  welche  der  Gleichung 

genttgen.  Diese  allgemeine  Formel  wird  dann  zur  Auflösung 
der  verschiedenen  Aufgaben  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  verwandt  und  zur  llerleitung  des  Ausdrucks  der  n^^" 
Derivirten  der  zusammengesetzten  Functionen. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  gezeigt,  dass  die  Taylor'sche 
Reihe  eine  Folge  der  Rechnung  E(p(x)  ist,  und  es  werden  fol- 
gende Relationen  bewiesen: 


ai= 


lo—x 


jg   y(g)    ^    y^'"^  (ic) 

(a?— w>"         1.2...m 

Nach  der  EinfQbrung  des   Symbols    I  •»='£  =  J  nehmen   diese 
Relationen  die  folgende  Form  an: 

X— £(i         ^^  ^'  '        (x—cü)'"         l.2.x.m 

Die  Eigenschaften  des  Symbols  J  gestatten  dann  die  Herleitung 
verschiedener  Differential-Beziehungen  und  -Ausdrücke  für 


(i). 


rfx"    '  \\b  y'         daf       ^  daf 


u.  s.  w. 


Dann    folgen   die  Anwendungen    der  Rechnung  Eq>(x)   auf  die 
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Theorie  der  Reihen,  die  Ableitung  der  Bernoulli'scheii  Reihe: 
und  der  Reihen  fttr 

Die  Anwendung  der  Rechnung  E<p(x)  auf  die  Theorie  der  Reihen 
steht  im  nächsten  Zusammenhange  mit  dem  Galcul  der  Deriva- 
tionen, einer  von  Arbogast  entwickelten  Methode  ftir  die  Ermitte- 
lung der  Goefficienten  der  Zerlegung  des  Ausdruckes 

^VV'i'       da;  '    •'•'    "rf^'     ^*^^'     "■^'    •  •  •      dx^   '  '  "y" 

vorausgesetzt,  dass  die  Zerlegungen  der  Functionen  \p^{x\%p^(jx\  ... 
bekannt  sind;  die  Bezeichnungen  der  vorliegenden  Arbeit  wei- 
chen jedoch  von  den  Arbogast'schen  ab.  Am  Ende  des  Ab- 
schnittes wird  der  Caicul  der  Derivationen  auf  die  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen  angewandt,  und  es  wird  gezeigt,  wie 
man  von  jeder  Formel  der  Theorie  der  symmetrischen  Func- 
tionen zu  den  entsprechenden  des  Galculs  der  Derivationen  und 
des  Differentialcalculs  und  umgekehrt  ttbergehen  kann. 

Im  vierten  Abschnitte  wird   die  Taylor'sche  Formel  mittele 
des  Symbols  J  =  |^«'-'«'='>£  in  folgender  Form  ausgedrückt: 

y(x  +  ft)  =  J   /_-J'_^    V  =  J-g^<P 

Folglich  ist 

Jg>(x)  =  g>(xi-])^fp(ix)  =  j|^ 

und  allgemeiner 

.  J^q>(x)    _^  ff 

1.2...»  ""      (d-l)(d-2)...(d-fi)  * 

Die  letzte  Formel  ist  angewandt  auf  die  Bestimmung  der  Goeffi- 
cienten 2i  der  Zerlegung: 

1.2.. .11  x^   ^    '      a^+i  ^    »     x»+^  ^      ' 

Sf,  ist  nämlich  die  Summe  aller  symmetrischen  Functionen  der  Ord- 
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DQDg  /i  der  n  Elemente  «  +  1?  ^  +  2,  ...,  x+w-  Die  Rech- 
nung Eff{x)  giebt  andererseits  auch  die  Formel: 

J^w  =  ^y-0"£ -^  +  ^/*  0(0 +  i;)*B —5-- 

in  dieser  Formel  ist  ^i*'0(0+a?)*+*  symbolischer  Ausdruck  ftlr 
ein  Polynom,  dessen  Coefficienten  die  Brinkley'schen  Zahlen 
^0*  sind.  Die  Zusammenstellung  zweier  Formeln  zeigt,  dass 
2^  =  1.2...»  ^0(0 +  «>•+/'- 1  ist. 

Nimmt  man  jetzt  die  bekannte  Relation  : 

.  du  Ju        J*u         J*H 

dx  1  2^3 

und  ersetzt  dort  die  Symbole  J  und  -^   durch  das  Symbol  J 

nach  den  Formeln 

J^u      _    .  u du    _  r  w 

—  •'"7^ Tna» «v!^ Äi ZT")     "TT    —  •'Tj 


1.2...»    ""       (d-l)(d— 2)...(d-«)  '     ite  d 

so  erhält  man  die  Zerlegung  der  Function  —    nach    den   Fac- 

toriellen    negativer  Ordnung.     Sodann  giebt  der  Verfasser  die 

allgemeine  Formel   der  Zerlegung   der   Function  —   nach  den 

negativen  Factoriellen,  welche  selbstverständlich  auch  zur  ähn- 
lichen Zerlegung  einer  willkürlichen  Function  qf(x)  führt. 

Schliesslich  wird  ein  Theorem  bewiesen,  welches  den  Zu- 
bammenhang  zwischen  der  Rechnung  Eq>(x)  und  dem  Calcul  der 
Residuen  führt.  Diesem  Theorem  .zufolge  hat  man  für  jede 
rationale  Function  die  Relation : 

Kl) 

^^  ^  ll(l  — wä) 

wo  £  das  Cauchy'sche  Zeichen  für  den  Residuencalcul  ersetzt. 
Das  Theorem  wird  zur  Ableitung  einiger  Formeln  der  Rechnung 
Eff>(jt)  verwandt.    Mit  diesen  Anwendungen  ist  die  interessante 
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Arbeit    Bugaieff's    geschlosseD,    welche    dem    ÄDdenken    von 
Leibniz  gewidmet  ist.  Wi. 


K.  Weierötrass.  Sur  la  possibilit«^  d'une  represeiitation 
analytique  des  fonctions  dites  arbitraires  d'uiie  va- 
riable  reelle.      Jordan  J.  (4)  II.  105-138. 

Uebersetzt  aus  den  Berl.  Ber.  1885.    (Vgl.  F.  d.  M.  XVII. 

1885.  384-388.)  Lp. 


C.  Rlnge.      lieber  die  Darstellung    willkürlicher    Kuiic- 

tionen.       Acta  Math.  VII.  387-392. 

In  der  vorliegenden  Notiz  löst  der  Verfasser  in  sehr  ein- 
facher Weise  die  Aufgabe,  eine  willkürlich  gegebene  stetige 
Function  einer  reellen  Veränderlichen  durch  eine  gleichmässi^ 
convergirende  Summe  von  rationalen  Functionen  darzustellen. 
Setzt  man 

f  = L 

so    ist   Wmfn   gleich  0   oder   1,  je    nachdem   x  dem   Intervalle 

a^  ...  a,  oder  dem  Intervalle  a,  ...  cx)  angehört.  Hieraus  folgt, 
unter  ^,  und  y.^  willkürliche  Functionen  von  x  verstanden,  dass 
yt+fniVi — y,)  für  unendlich  anwachsendes  n  die  Function  y, 
oder  y^  zur  Grenze  hat,  je  nachdem  x  in  dem  ersten  oder  zwei- 
ten der  genannten  Intervalle  liegt.  Seien  nun  die  Functionen  y, 
und  y,  schon  durch  Summen  rationaler  Functionen  dargestellt, 
und  mit  R^^^Cx)   und  R^\x)   die  Summe   der  ersten  n  Glieder 

dieser  Ausdrücke  für  y^  und  y^  bezeichnet.  Dann  wird,  je  nach 
dem  Intervall,  welchem  x  angehört,  die  rationale  Function 

für  unendlich  anwachsende  Werte  von  n  die  Function  y,  oder 
y,  zur  Grenze  haben.     Diese  Grenze  kann  offenbar  auch  durch 
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die  Keilic 

dargestellt  werden.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Be- 
trachtung kann  man  eine  Function,  welche  durch  Aneinander- 
Setzung  verschiedener  Functionen  gebildet  wird,  in  der  ge- 
wünschten Weise  darstellen,  wenn  solche  Darstellungen  für  die 
einzelnen  zusammensetzenden  Functionen  schon  bekannt  sind. 
Insbesondere  kann  offenbar  die  Aufgabe  für  jede  Function,  deren 
geometrisches  Bild  ein  gebrochener  geradliniger  Linienzug  ist, 
gelöst  werden.  Folglich  auch  für  jede  stetige  Function:  denn 
man  kann  jeder  Curve,  welche  das  Bild  einer  stetigen  Function 
ist,  einen  gebrochenen  Linienzug  einzeichnen,  welcher  sich  der 
Curve  beliebig  genau  anschliesst. 

Der  Verfasser  giebt  schliesslich  eine  bemerkenswerte  An- 
wendung der  gefundenen  Darstellung  willkürlicher  Functionen 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 


und  zwar  für  den  Fall,  dass  u  sich  für  17  =  0  auf  eine  gegebene 
stetige  Function  von  £  reduciren  und  für  positive  Werte  von  97 
stetig  sein  soll.  Hz. 


M.  Lerch.     Note  sur  les  expressioiis  qui,  daiis  diverses 
parties  du  plan,  repr^sentent  des  fonctions  distinctes. 

Darb.  BuU.  (2)  X.  45-49. 

Der  periodische  Kettenbruch 

a  =  j?,  -f-  ajj i-  ' 


X^+X^ 

couvergirt,  wenn  die  absoluten  Beträge  von  x^  und  x,  ungleich 
sind,  und  zwar  ist  sein  Wert  gleich  derjenigen  der  beiden  Grössen 
^1)  ^9f  welche  den  grösseren  absoluten  Betrag  besitzt. 

Herr  Lerch    beweist    diesen  Satz    auf  sehr   einfache  Weise 
und  macht  von  demselben  mehrere  Anwendungen,  indem  er  für 
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x^  und  X,  rationale  Functionen  einer  coniplexen  Variabein  z  ein- 
setzt. Zum  Beispiel:  Fttr  x^  =  a,  ^,  =  ^,  unter  a  eine  Constante 
verstanden,  stellt  der  Kettenbruch  einen  Ausdruck  vor,  welcher 
im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  s  =  0  und  dem  Ra- 
dius I  a  I  beständig  den  Wert  a,  dagegen  ausserhalb  jenes  Krei- 
ses den  Wert  z  besitzt. 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  man  x^  =  a;  —  1,  x,  =  x-^-l  setzt, 
wo  X  eine  reelle  Grösse  bezeichnet,  das  Resultat,  dass  der 
Ketten  bruch 

««-1 


X  — 


2.-      ''-' 


2x  —  •  •  • 

stets  das  Vorzeichen  von  x  darstellt,  d.  h.  gleich  -f  1  oder  —  1 
ist,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist.  Hz. 


P.  Painlkve.     Sur  le  ddveloppement  en  sdrie  de  poly- 
uömes  d'une  fonction  holomorphe  dans  une  aire  quel- 

COnque.     C.  R.  CII.  672-675. 

Die  im  IHtel  der  Note  genannte  Entwickelung  gewinnt  der 
Verfasser  auf  folgendem  Wege:  Es  sei  S  ein  einfach  zusammen- 
hängendes Gebiet,  in  welchem  einschliesslich  der  Begrenzung  s 
die  Function  F(x)  eindeutig  und  stetig  ist.  Die  Curve  «  möge 
mit  jeder  ihrer  Tangenten  nur  eine  einfache  Berührung  eingehen. 
Uaun  kann  man  in  jedem  Punkte  z  der  Curve  «  einen  sie  be- 
rührenden Kreis  construiren,  welcher  das  Gebiet  S  ganz  in  sich 
aufnimmt,  uud  man  darf  annehmen,  dass  der  Mittelpunkt  a  die- 
ses Kreises  sich  continuirlich  mit  z  verändert,  abgesehen  von 
den  etwaigen  Ecken,  welche  die  Curve  s  besitzen  kann.  Indem 
man  nun  in  der  Gleichung  von  Cauchy 

2n%    ^'       z  —  x 

•  jt  * 

1                            ^      (x—  ä)" 
fttr die  Reilie   5;«  -7^ r~-T  einsetzt,  erhält  man  unmittel- 
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bar  darch  gliedweise  Integraüoii  die  Dmrstellaug  tod  F(x)   in 
der  Fonn  £  '*.(*),  wo  f,(«)  eine  ganse  Fuocrion  n^  Grades 


i=« 


?0D  X  bedeutet  Die  weiteren  Betraehtangen  der  Note  beliehen 
sieh  auf  den  Fall,  wo  F{x)  im  Innern,  nicht  aber  auf  der  Be* 
grenznng  yon  S  stetig  ist,  sowie  auf  die  BegrQndnng  der  erhal- 
tenen Resoltate  mit  Hfilfe  der  Reihe  von  Lagrange.  Endlieh 
bemerkt  der  Verfasser,  dass  entsprechende  Entwickelungen  f&r 
die  der  Gleichung  JV  =^  0  genQgenden  Functionen  dreier 
Variabein  gelten.  Hs. 


J.  B.  PoMKT.     8ur  Qne  fonction  qui  a  tine  ligne  d'inßnis. 

No«T.  Aoo.  (3)  V.  530-033. 

Bedeotet  a  eine  positive  Zahl,  setzt  man  fQr  x  und  y  alle 
positiTen  und  negativen  ganzen  Zahlen,   so  ist  die  Doppelreihe 

^  7 — \ ^5t:;  «ioe  Function  von  m,  welche  för  imaginäre  Werte 

von  Ol  convergirt,  aber  f&r  eine  unendlich  grosse  Anzahl  reeller 
Werte  von  a»  unendlich  gross  wird.  Wz. 


M.  Lerch.     Ein    functioneutheoretischer    Satz.    Prag.  Her. 

1885.  351-353.  (Böhm.) 

Verhält  sich  eine  Function  im  Innern  und  auf  der  Grenze 
eines  endlichen  Gebietes  H  regulär,  und  erhält  sie  in  einem  in- 
neren Punkte  einen  kleineren  absoluten  Betrag  als  in  den  übrigen 
Stellen  der  Begrenzung  von  9,  so  erhält  sie  innerhalb  91  jeden 
Wert  c,  dessen  absoluter  Betrag  unter  die  absoluten  Beträge 
der  Functionswerte  längs  der  Begrenzung  von  81  herabsinkt  und 
zwar  gleich  oft.  Hieran  schliesst  sich  eine  Anwendung  auf  den 
reellen  Teil  einer  analytischen  Function  und  die  Verallgemeine- 
rung eines  in  den  Vorlesungen  des  Herrn  Weierstrass  durch  ele- 
mentare Httlfsmittel  abgeleiteten  Satzes.  Std. 
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M.  Lerch.     Remarques  sur  quelques  points  de  la  tb^orie 
^lementaire  des  fonctions.    Prag.  Ber.  ib85.  404-414. 

Ist  ;5  =  j;  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  analytischen  Function 
f{z)y  80  koujmt  es  häufig  vor,  dass  der  Quotient 

mit  wachsendem  v  sich  einer  Grenze  nähert,  und  dann  giebt  die 
Grenze  von  Vy  =  (v'\'l)f^''^(x):f^*'^^^(x)  den  Convergenzradius 
für  die  Entwickelung  von  f(z)  nach  Potenzen  von  (z^x).  Im 
Falle,  dass  dieser  Ausdruck  eine  analytische  Function  ist,  wird  er 
ev*(a;— a),  wenn  a  der  nächste  kritische  Punkt  ist.  Es  werden 
einige  einfache  Beispiele  behandelt,  bei  denen  dieser  Umstand 
eintritt,  so  z.  B. 


Hierbei  wird  Vy  als  Kettenbruch  dargestellt,  dessen  Convergenz 
bedingungen  sich  ergeben,  u.  s.  f.      Hieran    schliessen   sich  He- 
trachtuDgen  über  die  Convergenz  gewisser  Kettenbrüche,  die  bei 
der  Auflösung  von  Gleichungen  auftreten.  Ko. 


A.  Voss,     üeber  einen  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen.     Klein  add.  xxvii.  527-536. 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  zuerst  von 
Herrn  Nöther  vollständig  untersuchten  Frage,  wann  zwischen 
drei  ganzen  rationalen  Functionen  F,  f,  qp  von  zwei  Variabein 
j;,  y  eine  Gleichung  der  Form  F=  af+bip  besteht,  unter  o,  6 
ebenfalls  ganze  rationale  Functionen  von  a;,  y  verstanden.  Man 
kann,  ohne  die  Allgemeinheit  wesentlich  zu  beeinträchtigen,  an- 
nehmen, dass  f  und  qp,  deren  Grade  in  y  der  m*«  und  n**  seien, 
die  Glieder  y'"  und  y""  mit  nicht  verschwindenden  Constanten 
multiplicirt  enthalten,  und  dass  F  höchstens  vom  Grade  m -[-/»  — 1 
ist.  Es  besteht  dann  die  Relation  F.  ß  =  Af'\-Bq>^  wo  R  die 
in  Bezug  auf  y  gebildete  Resultante  von  f  und  9)  bezeichnet, 
welche  in  bekannter  Weise  als  Determinante  dargestellt  werden 
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kann;  A  und  B  bezeichnen  ganze  rationale  Fanctionen  Ton  x 
und  y.  Wenn  nun  F=  af'\'bq>  sein  soll,  so  mOssen  die  Fac- 
toren  von  R  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  fortheben 
lassen.  Eine  nähere  Ueberiegung  zeigt,  dass  hieraus  der  Satz 
folgt: 

.^Zur  Darstellung  Ton  F  in  der  Form  af+btp  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  diejenige  Form,  welche  ans  der  SylTester'- 
sehen  Resultante  von  f  und  9>  entsteht,  wenn  sie  horizontal  mit 
den  CoefGeienten  von  F,  vertical  mit  beliebigen  Coefficienten 
gerändert  wird,  durch  jeden  Factor  der  Resultante  teilbar 
bleibt.  - 

Hieraus  wird  weiter  gefolgert:  „Zur  Darstellbarkeit  von  ¥ 
in  der  gewtlnschten  Form  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass 
in  der  Nahe  jedes  gemeinsamen  Punktes  von  /"  =  0  und  9  =  0 
zwei  Potenzreihen  a  und  b  nach  x  existiren,  deren  Coefficienten 
Polynome  {n — 1)**',  (m—  1)**'  Ordnung  in  y  sind,  so  dass  die  Relation 
F=af-\'bff'  identisch  erfüllt  werden  kann.''  Dieses  Kriterium 
ist  leicht  mit  dem  von  Herrn  Nöther  gegebenen  in  üeberein- 
stimmung  zu  bringen.  Die  weiteren  Entwickelungen  der  Arbeit 
beziehen  sich  auf  den  fflr  die  Theorie  der  algebraischen  Curveu 
besonders  wichtigen  Fall,  in  welchem  die  Curven  /"  =  0,  9  =  0 
in  den  gemeinsamen  Punkten  keine  Bertlhrnng  mit  einander  ein- 
gehen. Für  diesen  Fall  ergiebt  sich  der  Satz:  „Wenn  fQr  jeden 
gemeinsamen,  etwa  ür-,  /-fachen  Punkt  von  f^  tp  der  Ausdruck  F 
bis  zu  den  Gliedern  (fc-f-'--^)'*'  Dimension  inclusive  mit  der  Ent- 
wickelung  A'f+B'q)  identisch  gemacht  werden  kann,  wo  i4',  B' 
ganze  rationale  Functionen  von  x,  y  sind,  so  ist  F  von  der  Form 
af-^-htp,**  Eine  selbstverständliche  Voraussetzung  ist  hierbei, 
dass  jener  gemeinsame  Punkt  ein  k-  oder  /-faeher  Punkt  von 
F  =  0  ist,  je  nachdem  k^l  oder  k'>  l  ist.  Hz. 


A.  Adler.     Zur  graphischen  Auswertung  der  Functionen 
mehrerer  Variabelu.    Wien.  Ber  xciv.  404-423. 

Eine  Gleichung  f(x^  y,  z)  =  0  sei  als  Ausdruck  von  s  in  x 
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and  y  gegeben.  Betrachtet  man  x,  y  als  Coordinaten  eine«! 
Punkts  in  der  Ebene,  so  erzeugt  dieser  Punkt  fttr  jedes  eon- 
Rtante  z  eine  Linie,  und  die  Gesamtheit  dieser  Linien  bildet  die 
graphische  Darstellung  der  Function  z.  Das  Liniensy stem  ändert 
sieh,  während  die  Tafel  ihre  Bedeutung  behält,  wenn  man  fbr 
X,  y  die  Functionen  |(x),  i/(y)  einführt.  Nun  hat  L.  Laianne 
1846  in  der  Abhandlung  ^sur  les  tables  graphiques*"  Beispiele 
dafür  gegeben,  dass  jene  Linien  .  parallele  Gerade  werden. 
Hieran  anknüpfend,  stellt  der  Verfasser  allgemein  die  Frage  nach 
den  Bedingungen  für  f(x,  y,  a),  unter  denen  es  Functionen  f,  j? 
giebt,  welche  ein  System  paralleler  Geraden  liefern.  Er  findet 
als  notwendige,  nicht  ausreichende  Bedingung  die,  dass  der  be- 

kannte  Quotient  w  =  -^— :  -^  ein  Product  dreier   FunetioneD 

einzeln  von  x^  y,  z  sei,  mit  der  Bedeutung 

wo  a  als  Function  von  z  der  Gleichung 

af  +  i7  =  6(*) 
entspricht.  Hieraus  folgt  leicht  die  Lösung,  wofern  eine  solebe 
existirt.  Ferner  stellt  der  Verfasser  der  Lalanne*8chen  Aufgabe 
eine  reciproke  gegenüber.  Bei  jener  mtlssen  die  Punkte  (§9])  m 
einer  Geraden  liegen,  bei  letzterer  die  geraden  Verbindungen 
der  Punkte  (ff>),  (Oij)  durch  einen  Punkt  gehen.     Gleichung  (3) 

bleibt  bestellen,  und  es  bedeuten  darin  -r-,  — r-  die  Coordini* 

ten  von  a,  |'  =  — r- ,     17'  = die  Coordinaten    der  zwei 

verbundenen  Punkte.  H. 


S.  PiNCHERLE.     Sui    gnippi   linear!   di    funzioni    dl   nna 

variabile.      Bologna  Mem.  (4)  VI.  101-118. 

S.  PiNCHERLE.     Aleune  osservazioni  generali  sui  gruppi 

di    funzioni.        Bologna  Mem.  (4)  VI.  205-214. 

Heferate  im  nächsten  Jahrgang, 
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S.  PiNCUERLE.     Studi  sopra  aicuni  operazioni  funzionali. 

Bologna  Mem.  (4)  VII.  393-442. 

Unter  functiouellen  Operationen  versteht  man  Operationen, 
welche  f  an  einer  analytischen  Function  ausgef&hrt,  wieder  eine 
analytische  Function  erzeugten.  Den  Gegenstand  der  Abhand- 
lung bilden  diejenigen  Operationen,  die  durch  eine  Integration, 
bezogen  auf  eine  Function  zweier  Veränderlichen,  und  längs 
einer  bestimmten  Curve  hin  erstreckt,  dargestellt  werden.  Im 
ersten  Teile  der  Arbeit  werden  Operationen  ins  Auge  gefasst, 
welche  durch  die  Gleichung  definirt  sind 


V(^)  =  -2^y^(^»y)?>(y)^y. 


2ni 

(c) 

Hier  bedeutet  (c)  eine  geschlossene  Linie,  und  stellt  diese  Glei- 
chung eine  Beziehung  zwischen  den  Functionen  (p(y)  und  ^(;r) 
fest,  welche  durch  die  Function  A(xjy)  charakterisirt  wird,  die 
deshalb  die  charakteristische  Function  heisst;  9)  ist  das  Object 
der  fonctionalen  Operation,  ip  ihr  Resultat.  Nun  werden  spe- 
ciell  zwei  Gruppen  von  Operationen  behandelt;  die  Operationen 
der  einen  Gruppe  dienen  dazu,  die  verschiedenen  Singularitäten 
einer  eindeutigen  Function  zu  trennen,   die  andern  besitzen  als 

charakteristische    Function   g(  —  \    wo   g{z)    eine    ganze   tran- 

scendente  Function  bedeutet,  und  dienen,  auf  eindeutige  analy- 
tische Functionen  angewandt,  zur  Bildung  ganzer  Functionen, 
für  welche  sie  zugleich  die  Reihenentwickelungen  liefern.     Setzt 

man    speciell   9\—J  =  ^1    wodurch   man  die  durch  e^q>{x)  an- 

gedeutete  Operation 

erhält,  so  hat  man  damit  eine  bereits  von  Abel  betrachtete  Ope- 
ration, wenn  q  als  geschlossene  Curve  vorausgesetzt  wird.  (Sur 
les  fonctions  g6n^ratrices  et  leurs  döterminantes.  Abel,  Oeuvres 
II  Edition  t.  II.  No.  XL)  Mit  dieser  Operation  erhält  man  die 
Losungen  einer  Reihe  interessanter  Probleme,  so  z.  B.  die  Dar- 
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Stellung  einer  Function,  welche  einer  linearen  nicht  homogenen 
Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  genOgt,  die 
auch  unendlich  viele  Terrae  besitzen  kann,  dann  die  Entwicke- 
lung  einer  gegebenen  Function  in  eine  Reihe,  welche  nach  den 
von  Appell  eingeführten  Polynomen  fortschreitet  (Sur  une  classe 
des  polynomes.  Ann.  de  Vfic.  N.  (2)  IX,  F.  d.  M.  XII.  1880. 
342.)  u.  s.  w. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  werden  diejenigen  Operationen 
studirt,  die  unter  der  Annahme,  dass  die  charakteristische  Func- 
tion A(x^y)  eine  rationale  und  die  Integrationscurve  ein  Kreis 
ist,  entstehen,  indem  die  Veränderungen  der  Function  t//(a:) 
untersucht  werden,  1)  wenn  x  in  den  verschiedenen  Gebieten 
der  Ebene  variirt,  2)  wenn  die  Integralcurve  (c)  sich  ändert, 
wobei  die  Reihenentwickelungen  für  i^  angegeben  werden.  End- 
lich folgt  noch  eine  kurze  Andeutung  über  die  Umkehr  dieser 
Operationen,  deren  Ausführung  einer  späteren  Arbeit  ttberlaasen 
wird,  und  den  Schluss  bilden  einige  Beispiele  für  die  vorge- 
tragene Theorie.  Bm. 

C.  Neümann.  Lieber  gewisse  particnlare  Integrale  der 
Differentialgleichung  JF  =  0,  insbesondere  über  die 
Entwickelung  dieser  particulären  Integrale  nach  Kugel- 

functionen.       Leipz.  Ber.  75-S2. 

Referat  siehe  Abschnitt  VII  Capitel  2D. 


P.  Appkll.      D^veloppement  en   s^ries   trigonom^triques 
de  certairies  fonctions  v^rifiant  T^quation  du  potentiel 

JF=0.      C.  R.  CIL  1439-1442. 

Die  Herleitung  der  aufgestellten  Formeln  bilden  den  Inhalt 
einer  Abhandlung,  die  demnächst  in  ReRaVs  Journal  erscheinen 
wird.  Wz. 

L.   KöNiGSBiCRGKR.      Beweis    von    der   önmoglichkeit  der 
Existenz   eines    anderen    Functionaltheorems    als    des 

Äbersclien.       Kronecker  J.  C.  12M3B. 
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Das  Referat  erscheint  im  oächsten  Jahrgange  zugleich  mit 
dem  Referate'  über  die  inzwischen  erschienene  Fortsetzung  der 
Arbeit.  Hz. 


G.  HuMBBRT.    Snr  le  th^orfeme  d*Abel.     C.  R.  cm  919-922. 

Da  man  die  Coordinaten  einer  algebraischen  Curve  vom 
Geschlechte  p  /'(^u  ^21  ««)==■  0  als  holomorphe  Thetafuohs'sehe 
Functionen  vom  Grade  fi  ausdrücken  kann  (Referat  8.  3'»2),  so 
gelingt  es  durch  Einfllhrung  der  Thetafuchs'schen  Functionen, 
den  Ausdruck  für  das  Abersche  Theorem 

direct  auszuwerten.  Q  und  R  sind  hier  Polynome,  bezüglich 
vom  Grade  q  und  r,  und  a:,  y  sind  durch  die  Gleichung  n'*"  Gra- 
des /"(ar,  y)  =  0  mit  einander  verbunden. 

Bezeichnet  man  mit  F  und  tp  zwei  Polynome  1»^"  Grades 
und  mit  u  einen  variabeln  Parameter,  so  dass  F—uq>  =  0  einen 
Curvenbüschel  bezeichnet,  durch  den  /*  =  0  geschnitten  wird,  so 
erhält  man  als  Schlussresultat  das  obige  Integral  in  der  Form 

-  fs/ M \  au, 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  F —  q>u^  =  0  diejenige  Curve 
bedeutet,    welche  f  =  0\n  den  Punkten  xp    schneidet    und    2 

sich  auf  alle  den  Curven  Ä  =  0  und  f=0  gemeinsamen  Punkte 
bezieht.  Bm. 


F.  Casorati.  Les  fonctions  d'urie  seule  variable  k  un 
uombre  quelconque  de  p^riodes.     Acta  Math.  Vlll.  345-359. 

F.  Gasorati.  Les  lieux  fondamentaux  des  fonctions  in- 
verses  des  integrales  ab^liennes  et  en  particulier  des 
fonctions  inverses   des  intfJgrales  elliptiques  de  ^*"*  et 

3"*   esp^ee.      Acta  Math.  VIII.  360-886. 

»oitMlir.  d.  Math.   XVUI.  1.  23 
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Ueber  die  erste  Abhandlung,  welche  selbständig  schon  1884 
zu  Mailand  erschien,  ist  F.  d.  M.  XVII.  1885.  406  berichtet 
worden.  Es  waren  darin  gleichsam  als  Beispiele  die  beiden 
einfachsten  Integrale 

deren  Uuikehrung  periodische  Functionen  er74eugt ,  betrachtet 
worden.  In  der  vorliegenden  zweiten  Abhandlung  werden  ins- 
besondere die  elliptischen  Integrale  untersucht,  indem  zugleich 
die  analogen  Resultate  für  die  allgemeinsten  Aberschen  ange- 
kündigt werden.  Es  wird  die  Form  der  „lieux  fondamentaux" 
für  die  inversen  Functionen  dieser  Integrale  bestimmt.  Der  „lieu 
fondamental"  der  Function  Z  auf  der  Ebene  der  unabhängigen 
Variabein  &  entsteht  dadurch,  dass  die  „monodromische  Ober- 
fläche*' von  Z,  welche  durch  je  eine  von  den  singularen  Punkten 
a  etc.  ins  Unendliche  verlaufende  (gerade)  Linie  zerschnitten  ist 
und  die  zugehörigen  Wertepaare  z  und  Z  trägt,  so  auf  die 
«-Ebene  gelegt  wird,  dass  jeder  Wert  von  z  über  dem  Punkte 
zu  liegen  kommt,  der  ihn  in  der  Ebene  z  darstellt.  M. 


E.  PiCARD.      Siir    les    pöriodes    des   integrales   doubles. 

0.  R.  CH.  349-350,  410-412. 

In  den  vorliegenden  Mitteilungen  handelt  es  sich  um  Defini- 
tion und  Berechnung  der  Perioden  des  Doppel  Integrals 

*y  Qdxdy 


IT 


wobei  z  durch  die  algebraische  Gleichung  f\x^  y,  )&)  =:  0  als 
Function  von  x  und  y  erklärt  ist  und  Q  eine  ganze  Function  von 
a?,  y,  z  bedeutet,  welche  zu  /*(«,  y,  ä)  =  0  adjungirt  ist.  Be- 
trachtet man  den  Fall,  wo  x,  y,  z  sich  als  hyperfuchs'sche 
Functionen  zweier  Parameter  m,  r  darstellen  lassen  (vgl.  F.  d, 
M.  XVI.  1884.  385),  so  kann  das  Doppelintegral  in  die  Gestalt 


ff 


G(u,f))dudv 
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gesetzt  werden.  Sei  nun  S  ein  Gebiet  von  zwei  Dimensionen, 
welches  derart  durch  den  Fundamentalraum  der  byperfuchs'- 
schen  Gruppe  gespannt  ist,  dass  die  an  der  Grenze  von  S  be- 
findlichen Stellen  paarweise  durch  Substitutionen  der  Gruppe  zu- 
sammengehören.    Das  über  ein    solches  Gebiet  S   ausgedehnte 

Integral  f  IG^n^  v)dudv  ist  dann  als  eine  Periode  des  ursprüng- 
lichen Doppelintegrals  zu  betrachteu.  Diese  Definition  der 
Periode  lässt  sich  auch  auf  nicht- byperfuchs'sche  Integrale  über- 
tragen.    Um  die  Perioden  zu  berechnen,    lasse  man  zunächst  t 

eonstanj,    so  dass   1  -^^jt'    '"    ®'^   AbeFsches  Integral    mit   der 

unabhängigen  Variabein  y  übergeht.  Irgend  eine  Periode  dieses 
Integrals  wird  von  dem  Werte  von  x  abhängen  und  sei  deshalb 

mit  P(x)  bezeichnet.     Das  Integral   ^P(a7)rfar,  erstreckt  Ober  einen 

geschlossenen  Weg,  auf  welchem  sich  P{x)  reproducirt,  wird 
dann,  falls  es  nicht  verschwindet,  eine  Periode  des  Doppelinte- 
grals sein.  In  dem  speciellen  Falle,  dass  sich  x,  y,  z  als  vier- 
fach periodische  Functionen  zweier  Parameter  darstellen  lassen, 
ergeben  sich  als  Perioden  des  Doppelintegrals  die  sechs  Unter- 
determinänten,  welche  aus  den  Fundamentalperioden  der  vierfach 
periodischen  Functionen  gebildet  werden  können.  Hz. 

O.  David.    Sur  les  contourfe  d^crits  autour  des  points  sin- 
guliers   d'une   ^quation    alg^brique.     Toni.  M6nj.  {6)  viii. 

29.5343. 

Unter  Zugrundelegung  der  bekannten  Formen  der  Reihen- 
entwickelung algebraischer  Functionen  in  der  Umgebung  ihrer 
singulären  Punkte,  wird  in  breiter  Ausführlichkeit  die  Aufgabe 
behandelt:  die  Wege,  die  die  abhängige  Variable  in  ihrer  Con- 
structionsebene  durchläuft,  wenn  man  die  unabhängige  Variable 
eine  Reihe  wachsender,  einander  umschliessender  Contouren 
durchlaufen  lässt,  analytisch  zu  bestimmen  und  graphisch  darzu- 
stellen. .  Hr. 

23* 
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DE  Sparre.     Sur  la  determination  du  genre  d'une  fonc- 
tion     holomorphe     dans    quelques     cas     particuliers. 

C.  R.  ClI.  740-743. 

Es  mögen  a,,  a„  ...,  On  ...  die  absoluten  Beträge  der  Null- 
stellen einer  ganzen  transcendenten  Function  sein.  Giebt  es 
dann  nicht-negative  ganze  Zahlen  fc  von  der  Beschaffenheit,  das» 
die  Summe 

'4.    4.   ^"  4- 

1 1  •  •  •   I » ^.— "^i^— 1—  ■  I . .  •  • 


^U-i\         i  »        ß^  +  l 

1  »• 

convergirt,  so  heisst  nach  Lagnerre  die  kleinste  unter  Riesen 
Zahlen  das  Geschlecht  jener  Function  (cf.  F.  d.  M.  XVI.  p.  367). 
Herr  de  Sparre  giebt  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  a« 
unter  einander  verschieden  und  ihrer  Grösse  nach  geordnet  sind, 
folgenden  Satz  zur  Bestimmung  des  Geschlechts:  „Ist  der  Grenz- 
wert lim  alj^'^Ca^fi —  an)  endlich  und  von  Null  verschieden,    so 

ist  das  Geschlecht  gleich  01''.  Beispielsweise  ist  das  Geschlecht 
von  sina:  gleich  1  ,  w  eil„+i  — a„  bestÄndig  gleich  n  ist.  Aus 
dem  genannten  Satze  leitet  Herr  de  Sparre  einen  weiteren  ab:  Es 
seien  die  Nullpunkte  der  Function  die  Ecken  eines  Systems  von 
Dreiecken,  welche  die  Ebene  einfach  und  lückenlos  überdecken. 
Sei  ferner  der  Nullpunkt  mit  dem  absoluten  Betrage  On  der  Eck- 
punkt eines  Dreiecks,  welches  den  Flächeninhalt  S„  besitzt. 
„Wenn   nun  lim  a';;~'^Sn   endlich  und  von  Null  verschieden  ist, 


n 


SO  ist  das  Geschlecht  der  Function  gleich  w.*"  Ein  Beispiel  bil- 
den die  Nullstellen  der  elliptischen  Functionen  dritter  Art  (all- 
gemeine 6-Functionen),  für  welche  sich  das  Geschlecht  2  ergiebt, 
da  man  das  System  der  Dreiecke  offenbar  so  wählen  kann,  dass 
Sn  constant  wird.  Uebrigens  gilt  der  Satz  nur  unter  gewissen 
in  der  Note  näher  angegebenen  EinscIirAnkungen.  Hz. 


R.  Frickk.  Ueber  die  Substitutionsgruppen ,  welche  zu 
deo  aus  dem  Legeiidre'schen  Integral  med  ul  k^{u})  ge- 
zogenen Wurzeln  gehören.     Klein  Aod.  xxviir.  99-118. 
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G.  Pick.  Ueber  gewisse  ganzzahlige  lineare  Substitu- 
tionen, welche  sich  nicht  durch  algebraische  Cou- 
gruenzen  erklären  lassen.      Klein  Ann.  XXVlll.  119-124. 

Nach  Herrn  Klein  teilt  man  die  Untergruppen,    welche  aus 

der  Gesamtheit  aller  ganzzahlicren  Substitutionen    t-t^     der 

Determinante  ad—ßy  =  1  ausgeschieden  werden  können,  in  Con- 
gruenzgruppeu  und  Nichtcongruenzgruppen  ein.  Zu  den  ersteren 
zählen  alle  diejenigen,  deren  Substitutionen  durch  Congruenzen 
in  Bezug  auf  einen  festen  Modul  erklärt  werden  können,  zu  den 
letzteren  alle  diejenigen,  fQr  welche  eine  solche  Erklärung  niclit 
möglieh  ist.  So  z.  B.  bilden  alle  Substitutionen,  welche  den  Be- 
dingungen 

.     a=d=l,     /J  =  y  =  ()  (mod.  2) 

genügen,  eine  Gongruenzgruppe.  Beispiele  fQr  Nicht-Congruenz- 
gruppen  hatte  Herr  Klein  schon  vor  langer  Zeit  angegeben, 
jedoch  ohne  seinen  Beweis  für  die  damit  ausgesprochenen  Sätze 
zu  publiciren.  Die  Herren  Fricke  und  Pick  siud  nun  unabhängig 
von  einander  und  ohne  den  Beweis  des  Herrn  Klein  zu  kennen 
zu  einer  Begründung  dieser  Sätze  gelangt  und  haben,  indem  sie 
ihre  Untersuchungen  in  den  vorliegenden  Noten  veröffentlichten, 
eine  fühlbare  Lücke  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen  ausge- 
füllt.    Der  zu  beweisende  Satz  besagt,  dass  die  Gruppe,  welche 


zu  yA(cu)  gehört  (wo  zur  Abkürzung  x'(w)  =--  i(w)  gesetzt  ist), 
nur  dann  eine  Gongruenzgruppe  ist,  wenn  die  ganze  Zahl  s  einen 
der  Werte  1,  2,  4,  8  besitzt. 

Der  Beweis,    welchen  Herr  Fricke  giebt,    beruht  auf  einer 
vollständigen    zahlentheoretischen  Definition  derjenigen  Gruppe, 

welche  aus  allen  l/X(^)  ^'^^  yi  —  lCut)  zugleich  ungeändert 
lassenden  Substitutionen  besteht  Jede  (mod.  2)  der  Identität 
congruente  Substitution  lässt  sich  nach  Herrn  Fricke  stets  und 
nur  auf  eine  Weise  in  der  Form  darstellen: 

yto  +  d  •        2a^  — .,  1 

2a2„  +  w' 
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indem  man  —   so  in  einen  Kettenbruch  entwickelt,   dass  man 

r 

als  Teilnenner  immer  die  nächstliegende  gerade  Zahl  verwen- 
det. Üefinirt  man  nun  die  zahlentheoretische  Function  (a,/9)  durch 
die  Gleichung 

—  («»y)  =  2a,  +  2a,H h2a2«-i, 

so  wird 

-.((J,/9)  =  2a,  +  2a, +  ...+202., 

und  die  oben  erwähnte  Gruppe  von  (yi,  |/l— A)  wird  durch 
die  Congruenzen 

\{pt,y)  =  \{i,ß^  =  ^        (mod.*) 

erklärt  Zu  dieser  Gruppe  gehören  jedenfalls,  welchen  Wert  auch 
«  besitzen  möge,  die  Substitutionen,  für  welche  (a,y)  =  (d,/?)  =  0 
ist.  Die  letzteren  bilden  eine  Gruppe  (j,  die  auch  als  Gruppe 
von  (logil,  log(l  — ^))  definirt  werden  kann.  Durch  eine  ge- 
nauere Untersuchung  der  zahlentheoretischen  Function  (a,  y) 
zeigt  aber  Herr  Fricke,  dass  die  Gruppe  G  nur  in  Bezug  auf 
den  Zahlenmodul  48  (und  daher  selbstverständlich  auch  in  Bezug 
auf  die  Teiler  von  48)  charakteristische  Eigenschaften  besitzt. 
Käher  ausgedrückt  besagt  dies  Folgendes:  Man  rechne  (mod.m) 

zwei  Substitutionen    —5-,    -; — -—    zu    demselben     Typus, 

y w  +  o       yta  -\-  6  .^  i      » 

wenn 

a  ^  €«',     ß  =  fi/9',     y  =  ey',     8  ^  «d'        (mod.  m), 

wobei  €  entweder  +1  oder  —1  ist;  dann  kommen  in  der  Gruppe 
G  im  allgemeinen  alle  möglichen  Typen  vor.  Die  Ausnahmen 
hievon  werden  durch  das  Verhalten  von  G  (mod.  48)  erschöpft. 
In  Bezug  auf  den  Modul  48  befriedigen  aber,  wie  Herr  Fricke 
findet,  die  Substitutionen  von  G  die  Congruenzen 

ay  +  4-4(-|.)  =  d/?  +  4  -  4  (-|-)  =  0        (mod.  16), 

a/?  +  3/?y  +  yd  =  0        (mod.  6). 
Die  beiden  ersten  Congruenzen  definiren  nun  genau  die  Gruppe 

8  8 

von   (}/X,    yi  — 1),   die  letzte  Congruenz    zum  Teil,    aber  nicht 
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3  3 

vollstftodig,  die  Gruppe  von  (}/X,    ]/l — l).     Aus  alledem    folgt 
offeubar  der  zu  beweisende  Satz,  dass  nur  die  Gruppen  von  A, 

yi,    yi,    yx   dureh    Gongruenzen    vollständig   definirt  werden 
können. 


Wann  ist  die  Gruppe  von  9(w)  =  yi(l  — i)  eine  Con- 
gruenzgrappeV  Soll  dieses  der  Fall  sein,  so  uiuss  Gleiches  fttr 
die  Gruppe  von 

ff(w):<;p(-— )  =  F 

gelten.  Folglich  sind  nur  die  Werte  «  =  3,  6,  12,  24  möglich; 
diesen  Werten  entsprechen  aber  bekanntlich  auch  wirklich  Con- 
gruenzgruppen. 

Der  Beweis  des  Herrn  Piek  berOhrt  sich  in  seinem  Kern- 
punkt mit  der  eben  besprochenen  Untersuchung  des  Herrn 
Fricke.  Auch  Herr  Pick  geht  von  der  Betrachtung  der  zu  logil 
gehörigen  Gruppe  aus,  nur  beschränkt  er  sich  auf  das  für  seinen 
Zweck  Notwendige,  wodurch  sein  Beweis  die  möglichst  concise 
Form  erhält.  Indem  Herr  Pick  nach  der  Methode  des  Herru 
Klein  das  Fundamentalpolygon  von  logA  bestimmt  und  hieraus 
die  erzeugenden  Substitutionen  der  Gruppe  von  log  l  ableitet, 
gelingt  es  ihm  mit  Hülfe  dieser  erzeugenden  Substitutionen  nach- 
zuweisen, .  dass  die  erwähnte  Gruppe  nur  (mod.  16)  charakteri- 

K 

stische  Eigenschaften  besitzt.  Wenn  nun  die  Gruppe  von  j/X 
durch  Gongruenzen  (mod.  iV)  erklärt  werden  kann,  so  muss  JV 
ein  Teiler  von  16  sein,  weil  jede  Substitution,  welche  \ogl  un- 

llogA 

geändert  lässt,  auch  \  l  =  e"        nicht  äiulert.    Andererseits  ent- 

hält  die  Gruppe  von  yi  die  Substitution  w  +  2n.  Folglich  ist 
iV  durch  2n  teilbar,  also  n  =  I,  2,  4  oder  8,  woraus  der  zu 
beweisende  Satz  folgt. 


Die  Functionen   yil(l-->l)  werden  in  derselben  Weise  wie 
bei  Herrn  Fricke  erledigt.  Hz. 
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H.  Weber.       Ein    Beitrag    zu    Poiucar(?s    Theorie    der 
Fuchs'schen  Functioneu.    Gott.  N.  359-370. 

Der  Autor  koHpft  in  dieser  Mitteilung  an  eine  Bemerk*ung  von 
F.  Klein  (Math.  Ann.  XX)  an,  welche  dahin  lautet,  dass  man  mittels 
der  Fuchs'schen  Functionen  zwei  Veränderliche,  die  durch  irgend 
eine  algebraische  Gleichung  yon  einander  abhängen,  als  eindeu- 
tige Functionen  einer  Variabein  darstellen  kann.  Diese  Darstel- 
lung wird  für  jene  algebraischen  Functionen  ausgeführt,  welche 
durch  eine  Quadratwurzel  ausdrttckbar  sind,  indem  das  Problem 
als  eine  Abbildungsaufgabe  formulirt  wird,  deren  Behandlung 
sich  an  ein  in  Riemann's  Werken  unter  No.  XXV  mitgeteiltes 
Fragment  anschliesst.  Hierdurch  wird  die  Darstellung  gegen- 
über den  allgemeinen  Sätzen  von  Poincar6  wesentlich  verein- 
facht. Die  Variable  jy  =  w+tp  ergiebt  sich  als  Quotient  zweier 
Particularlösungen  einer  linearen  Differentialgleichuog  zweiter 
Ordnung,  während  die  Umkehrfunctionen  die  n-fach  periodischen 
Functionen 


werden,  wo  v  die  Werte  von  1  bis  n  annimmt  und  das  unend- 
liche Product  sich  auf  alle  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  der 
Function  bezieht,  die  durch  die  Substitutionen 


f]y     =     Ay(fj)     =     C^    + 


'  y 


und  ihre  Wiederholungen  aus  den  Punkten  afy^i  und  a^y  her- 
vorgehen. Die  Convergenz  dieses  Productes  für  alle  Werte  von 
17  wird  durch  eine  geometrische  Betrachtung  nachgewiesen  und 
zum  Schlüsse  noch  gezeigt,  wie  man  für  it  =  2  die  elliptischen 
Functionen  in  der  von  Rausenberger  in  seinem  Lehrbuch  der 
periodischen  Functionen  aufgestellten  Form  erhält.  Bm. 


U.  PoiNCARE.    Sur  une  transformation  des  fonctions  fuch- 
sieoues    et    la    r^duetion    des    integrales    ab^ienues. 


C.  R.  CIL  4144. 
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Die  Reduction  der  Aberschen  Functionen  auf  niedere  Grade 
ist  in  zahlreichen  Arbeiten  in  der  Weise  behandelt  worden,  dass 
man  die  Thetafunctionen  durch  eine  Transformation  k^^  Ord- 
nung auf  Thetafunctionen  mit  weniger  Variabein  reducirte. 
Dieses  Verfahren  lässt  jedoch  die  Fälle,  in  denen  mit  einer  Reduc- 
tion der  Functionen  zugleich  eine  Reduction  des  Geschlechtes 
einer  algebraischen  Curve  verbunden  ist,'  üicht  deutlich  erkennen. 
Diesen  Umstand  kann  man  vermeiden,  indem  man  sich  der 
Transformation  der  Fuchs'schen  Functionen  bedient  und  zu  einer 
vorgelegten  Fucbs'schen  Gruppe  die  sämtlichen  Untergruppen 
aufteilt. 

Die  Kote  bietet  hierfür  einige  Beispiele,  indem  die  Substi- 
tutionsgruppen durch  ihre  erzeugenden  Polygone  nach  des  Ver- 
fassers Methode  (Acta  Math.  I)  dargestellt  werden.  Bm. 


H.  PoiNCARÄ.     8ur  une  classe  ^tendue  de  transceudantes 

Ulüformes.      C.  EL  cm.  862-864. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:    Wenn 

eindeutige  Functionen  einer  Veränderlichen  sind,  m  irgend  eine 
Zahl  mit  einem  Modul  >  1,  und 

x'i  =  y,(fww),    X2  =  9, (ihm),     .  .  .,    Xn=  ffnifnu) 

ist,  so  kann  man  immer  rationale  Functionen  F,,  F,,  . . .,  F„  finden, 
so  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

X}   =    -T,  (iTp  a*jj,  .. .,  Xnjj 


oder  die  Functionen  9  besitzen  ein  Multiplicationstheorem.  Die 
Functionen  F  dürfen  in  sehr  ausgedehnter  Weise  willkürlich  ge- 
wählt werden,  während  die  Functionen  q>  dann  immer  als  Quo- 
tienten zweier  ganzen  Functionen  aufgefasst  werden  können. 
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Diese  Transoendenten  eothalten  als  speciellen  Fall  die  ellip- 
tischen Fuoctionen,  die  0- Functionen  und  jene  Functionen,  die 
sich  ergeben,  wenn  man  in  einer  Aberschen  Function  alle  Ver- 
änderlichen bis  auf  eine  verschwinden  Iftsst  Bm. 


L.   Fuchs.       üeber     diejenigen     algebraischen    Gebilde, 
welche  eine  Involution  zulassen.     Berl.  Ber.  797-»04. 

Ist  P  ein  Punkt  auf  einer  ein  algebraisches  Gebilde  dar- 
stellenden Riemann'schen  Fläche,  und  geht  derselbe  durch  eine 
gewisse  Transformation  in  einen  Punkt  P'  derselben  Fläche  Ober, 
so  lässt  sich  diese  Transformation  so  bestimmen,  dass  der  nach 
derselben  IVansformation  dem  Punkte  P*  zugeordnete  Punkt 
wieder  mit  P  zusammenfällt.  Einer  in  der  Geometrie  gebräuch- 
lichen Ausdrucksweise  folgend,  nennt  der  Autor  dieses  gegenseitige 
Entsprechen  ein  involutorisches,  wobei  vorausgesetzt  wird,  daas 
die  Zuordnung  auf  algebraischem  Wege  erfolgt.  Als  Haupt- 
resultat der  genaueren  Untersuchung  dieses  Entsprechens  von 
Punkten  der  Riemann'schen  Fläche  ergiebt  sich,  dass  die  auf 
eine  zweiblätterige  (hyperelliptische)  Rieinann*schc  Fläche  durch 
eine  rationale  eindeutig  umkehrbare  Substitution  abgebildeten 
Kiemann'schen  Flächen  die  einzigen  sind,  welche  eine  solche  in- 
volutorische  Paarung  zulassen;  auch  ist  diese  Klasse  von  alge- 
braischen Gebilden  durcli  die  Eigenschaft,  eine  involutorische 
Paarung  zuzulassen ,  vollständig  und  eindeutig  Charakter isirt. 
BezQglich  der  Grenzen,  innerhalb  welcher  dieses  Resultat  Giltig- 
keit  hat,  vergleiche  man  eine  weitere  Arbeit  des  Verfassers,  die 
in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  1887  erschienen  ist,  sowie  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Hurwitz  in  den  Göttinger  Nachrichten  1887.  Em, 


G.  Humbert.      Application  de   la   th^orie  des  fonctions 
fuchsiennes  k  T^tnde  des  conrbes  alg^briques.     Jordmn 

J.  (4)  II.  239-329. 
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Die  VeraDlassung  zu  dieser  inhaltreichen  Abhandlung  ist  der 
von  Poinear^  bewiesene  Satz,  das«  sich  die  Coordinaten  der 
Pankte  einer  algebraischen  Curve  durch  Fuchs'sche  Functionen 
eines  Parameters  darstellen  lassen.  Der  Verfasser  bedient  sich 
derselben  Methode  zur  Untersuchung  der  Curven  von  beliebigem 
Geseblechte,  die  er  in  einer  früheren  Arbeit  auf  die  Curven  vom 
Geschlecht  1  anwandte.  Die  EinfOhrung  der  Fuchs'schen  Func- 
tionen gestattet,  die  in  der  Glebsch'schen  Theorie  bei  Behandlung 
nicht  adjungirter  Curven  notwendige  Einf&hrung  Aberscher  Inte- 
grale dritter  Gattung  zu  vermeiden,  indem  nicht  sowohl  die 
zwischen  den  Coordinaten  der  Schnittpunkte  bestehenden  Rela- 
tionen, als  vielmehr  jene  Beziehungen  untersucht  werden,  die 
zwischen  den  Parametern  der  gewissen  Bedingungeu  unterwor- 
fenen Schnittcurven  bestehen,  wodurch  es  möglich  wird,  die 
Form  der  allgemeinen  Gleichung  der  Beröhrungscurven  aufzu- 
stellen und  daraus  die  geometrischen  Eigenschaften  dieser  Curven 
selbst  abzuleiten. 

Zur  Behandlung  dieser  Fragen  werden  in  fttnf  Paragraphen 
die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Fuchs'schen  und  Thetafuchs*- 
schen  Functionen  vorausgeschickt.  Zunächst  wird  die  Existenz 
der  von  Poincarö  (Acta  Math.  I)  übergangenen  Thetafuchs'schen 
Functionen  vom  Grade  m  =  1  nachgewiesen  und  för  sie  ein 
analytischer  Ausdruck  hergestellt.  Auf  Grund  desselben  wird 
dann  gezeigt,  dass  es  den  p  adjungirten  Curven  (n— 3)^'  Ord- 
nung einef  Curve  vom  Gesehlechte  p  entsprechend  p  unabhän- 
gige holomorphe  Thetafuchs  sehe  Functionen  ersten  Grades  giebt, 
durch  welche  sich  jede  holomorphe  Thetafuchs'sche  Function 
ersten  Grades  linear  ausdrücken  lässt.  Ferner  ergiebt  sich  aus 
dem  Aberschen  Theorem  für  Integrale  erster  Gattung  der  wich- 
tige Satz:  „A  Fuchs'sche  Functionen  von  der  Ordnung  n  mit 
denselben  Unondlichkeitsstellen  lassen  sich  auf  p'\-h-'n  ver- 
schiedenen Weisen  als  Quotienten  zweier  holomorphen  Theta- 
fuchs'schen  Functionen  erster  Ordnung  ausdrücken,  wenn 

p  -f  Ä  — w>0 
ist.« 

Analog  ergiebt  sich  der  allgemeine  Satz,  dass  jede  Fuchs'sche 
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Function  durch  den  Quotienten  zweier  holomorphen  Thetafuchs'- 
schen  Functionen  dargestellt  werden  kann.  Nach  diesen  Vor- 
untersuchungen gelingt  es,  die  Cpordioaten  einer  Curve  «^'  Ord- 
nung vom  Geschlechte  p  in  die  Form: 

zu  bringen,  wo  0,,  ©,  u.  s.  w.  (2fi—\)(p — 1)  linear  unabhängige 
Thetafuchs'sche  holomorphe  Functionen  und  o('>  Constante  be- 
deuten. Diese  Thetafunctionen  sind  vom  Grade  /u,  wenn  die 
Beziehung  besteht  2iu(p— 1) — w— p^O,  im  Gegenfalle  aber  vom 
Grade  fi+\  ausser  für  gewisse  specielle  Curven  n^^  Ordnung, 
für  die  sie  ebenfalls  den  fi^^  Grad  nicht  übersteigen.  —  Hierauf 
folgt  die  Untersuchung  der  Schnittpunkte  einer  Curve  vom  Ge- 
schlechte p  mit  einer  adjungirten  Curve,  und  werden  die  bereits 
aus  Clebsch's  Arbeiten  bekannten  Sätze  mit  Hülfe  der  Theta- 
fuchs'schen  Functionen  neu  begründet.  Die  Grundlage  für  die 
folgende  Untersuchung  der  Punktgruppen  auf  einer  algebraischen 
Curve  bildet  dann  der  Umstand,  dass  das  Studium  der  mit  einer 
gegebenen  Gruppe  ß^y  /J,,  . . .,  ßk  äquivalenten  Gruppen  identisch 
ist  mit  dem  Studium  der  Null-  und  Unendlickeitsstellen  der  Fuchs'- 
schen Functionen,  welche  die  Unendlichkeitspunkte  /^,,  /?,,...,  /:?a 
haben,  da  man  nur  eine  Fuchs^sche  Function  bilden  kann,  welche 
zu  Unendlichkeitsstellen  die  Argumente  der  Punkte  einer  Gruppe 
und  zu  Nullstellen  die  Argumente  der  Punkte  einer  dazu  äqui- 
valenten Gruppe  hat.  Desgleichen  ist  das  Studium  der  Speeial- 
gruppen  identisch  mit  dem  Studium  der  Thetafuchs'schen  holo- 
morphen Functionen  ersten  Grades,  woraus  der  Riemann-Roch'- 
sche  Satz  gefolgert  wird. 

Im  weiteren  ist  besonders  die  eingehende  Untersuchung 
der  Berührungscurven  hervorzuheben,  deren  Gleichungsform  in 
Fuchs'schen  Functionen  angegeben  wird,  wodurch  man  die  Er- 
weiterung einiger  Sätze  von  Clebsch  sowie  eine  neue  Gattung 
von  Functionen  erhält,  die  aufs  engste  mit  den  Fuchs'schen 
Functionen  zusammenhängen.  Im  speciellen  wird  dann  die  An- 
zahl vierpunktig  berührender  Kegelschnitte  und  Curven  dritter 
Ordnung   an  Curven   vierter  Ordnung  und  der  fünfpuüktig   be- 


Gapitel  2.    Besondere  FaoctioDen.  3g5 

röhrenden  Kegelschnitte  an  Curven  fünfter  Ordnung  angegeben, 
und  werden  dabei  einige  in  Clebsch's  Vorlesungen  (herausge- 
geben von  Lindemann)  p.  882  angeftlhrte  Zahlen  richtig  gestellt. 
Endlich  folgt  eine  Betrachtung  der  hyperelliptischen  Curven, 
wobei  es  sich  zeigt,  dass,  wenn  man  durch  die  zwei  Punkte 
einer  pi  auf  der  Curve  eine  Gerade  legt  und  die  weiteren  w— 2 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  Curve  ins  Auge  fasst,  die  Para- 
meter der  fi  Schnittpunkte  sämtlich*  durch  eine  Relation  zwischen 
Fuchs'schen  Functionen  von  der  Ordnung  2  und  der  Ordnung 
n — 2  verbunden  sind  und  mit  den  llnendlichkeitsstellen  der 
Fuchs'schen  Functionen  zusammenfallen.  Dadurch  ergeben  sich 
dann  einige  Sätze  über  die  Curven,  welche  von  solchen  Geraden 
umhOllt  werden. 

Zum  Schlüsse  werden  noch  interessante  Theoreme  über 
Curven  vom  Geschleclite  2  entwickelt,  so  Ober  Curven  vierter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  deren  Coordinaten  sich  als 
holomorphe  Thetafuehs'sche  Functionen  dritter  Ordnung  dar- 
stellen, ferner  über  die  Curven  fünfter  Ordnung  mit  vier  Doppel- 
punkten, über  Curven  sechster  Ordnung  und  endlich  über  jene 
speciellen  Curven,  deren  Punkte  sich  durch  Thetafucbs'scbe 
Functionen  erster  Ordnung  ausdrücken.  Bm. 


S.  PiNCHERLB.      Sur    unc    formale    dans    la   th^orie  des 
fonctioiis.     stockh.  öfv.  XLiif.  5i.r>r» 
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Besondere  Functionen. 

A.     Elementare  Functionen. 

0.  ToGNOLi.     Intorno   ad   un   problema  della  geometria 
elementare.     Bau.  g.  xxiv.  354-368. 
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In  der  vorliegenden  Note  versucht  Herr  TognoH  einen  neuen 
Beweis  für  die  Unmöglichkeit  der  Quadratur  des  Zirkels  zu 
geben.  Er  überträgt  zunächst  in  richtiger  Weise  die  von  dem 
Referenten  (Klein  Ann.  XXII.  pag.  211)  für  die  Lösungen  der 
Differentialgleichung  a»]y"  =  6y'  +  y  entwickelten  Integralsfttze 
auf  die  Lösungen  der  Differentialgleichung  ay"  =  by*  +  y.  In- 
dessen sind  die  Anwendungen,  welche  Herr  Tognoli  von  den 
bei  dieser  Uebertragung  gewonnenen  Sät%e  auf  die  Zahlen  e 
und  n  macht,  nicht  richtig.  Die  von  ihm  pag.  362  betrachteten 
Grössen  werden  freilich  mit  wachsendem  m  unendlich  klein, 
sind  aber  nicht  notwendig  ganze  Zahlen,  was  erforderlich  ist, 
um  schliessen  zu  können,  dass  jene  Grössen  für  genügend  grosse 
Werte  von  m  verschwinden.  Uebrigens  sind  die  Hülfsformeln 
des  Herrn  Tognoli  leicht  aus  denjenigen  abzuleiten,  welche  Herr 
Weierstrass  (Berl.  Ber.  Dec.  1885)  zu  seinem  sehr  einfachen  Be- 
weise der  Lindemann'schen  Sätze  verwendet.  Hz. 


F.  HoKMANN.     Une  application  ^l^nientaire  du  tb^orfenie 

(rAbel.      Nouv.  Ann.  (3)  V.  279284. 

Besteht  zwischen  den  drei  Grössen  a?,,  a?,,  ar,  die  Gleichung 

/'•       dx  r^"'      dx  /*^'       dx         _ 

80  ist 

Dies  wird  benutzt,    um  das  Additionstheorem  für  cosa;  herzu- 
leiten. M. 


K.  Marchand.     Sur  je  changement  de  variables,    add.  de 

ri5:.c.  Norm    (3)  III.  IBTIHS,  .^3-3^«. 

Es  handelt  sieh  um  das  Problem  der  independenten  Dar- 
stellung der  fi^°  Ableitung  einer  Function  bei  Ersetzung  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  durch  eine  neue.     Die  Abhandlung 
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beginnt  mit  einem  historischen  Teil,  in  welchem  die  Wichtigkeit 
des  „allgemeioen  Gesetzes  der  Reihen^  von  Wronski  (cf.  z.  B. 
F.  d.  M.  1874  VI.  237)  hervorgehoben  wird,  aus  welchem  sieh 
alle  hierher  gehörigen  Resultate  herleiten  lassen.  Mehrere  aua 
'dieser  Quelle  fliessende  allgemeine  Formeln  liegen  den  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  ausführlich  auseinandergesetzten  Un- 
tersuchungen des  Verfassers  zu  Grunde,  und  derselbe  giebt  ver- 
schiedene Methoden  an,  wie  man  diese  Formeln  zweckmässig 
verwenden  kann,  um  die  geforderte  Darstellung  in  den  Fällen, 
wo  die  neuen  Variablen  durch  die  elementaren  Functionen  u^^,  e", 
£if,  sinn,  tgti,  arcsinw,  arctgti  eingeführt  werden,  systematisch 
und  vollständig  zu  Ende  zu   ftthren.  T. 


0.  Rausrnbbrger.      Ueber   die  einfachste  Behandlungs- 
weise  de«   allgemeinen    binomischen   Satzes.      Ber.  dea 

Freien  deutschen  Hochetiftea  1885/H6.    a2R-3aO. 

Der  Verfasser  hat  in  seinem  „Lehrbuch  der  Theorie  der 
periodischen  Functionen  einer  Variabein"  (F.  d.  M.  1884.  XVI. 
334)  die  Herleitung  des  allgemeinen  binomischen  Satzes,  wie 
Cauchy  in  der  Analyse  alg^brique,  auf  die  durch  directe  Rech- 
nung abgeleitete  bekannte  Gleichung  gestützt: 

(")(;)+(T)(»:i)+-+G-.)(:)+ff)(s) 

"K     k     / 

Um  die  hierbei  erforderliche  Rechnung  zu  vermeiden,  wen- 
det er  jetzt  einen  Schluss  an,  den  er  für  neu  zu  halten  scheint, 
der  aber  gerade  für  die  obige  Gleichung  in  allen  Auflagen  von 
Baltzer's  ^Elementen  der  Mathematik""  gedruckt  steht. 

Lp. 


J.  WOLSTENHOLME,    B.  H.  Raü,    N.  SaRKAR.       SolütlOU    of 
question    7568.      Ed.  Times.  XLIV.  40-41. 
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Unter  der  Bedingung 

8in(/J  +  y)  +  8in(y  +  o)  + 8in(a  +  /S)  =  0 
gelten  folgende  Beziehungen: 


{^cosa  — C08(a4  /g+y)}* 
C08aC09j^e08yc08(a-f  j^+y) 


{2:8ina4-8in(a+/y+y)}'      ^  ^ 
— 8in  o8inj^8iny8iu  (a-f  ß+y)  ' 


l^sina  +  8in(a-|  j^  + y)|  |JSco8eca-f  co8ec(a-f/y  +  y)|   =  4/ 

/  co8aco8/9cosy  Y  ,  /"  8ina8inj^8iny  \*  _ 
V    eos(a+ß+y)   /  '*' V-8in(a+/?+y)>'    ~    ' 

/  eo8j^cosyco8(a+j^4-y)  Y  ,  Z'  8ina8in/y8in(a+/?+ y)  \*    _ 

^  prtfl «  /        V  —  ain «  /  ' 


etc.  ^  Lp. 


J.  Griffiths,  D.  Edwardks,  T.  R.  Terry.     Solutions   of 

questions   8381    &   8448.      Ed.  Times  XLV.  109-110. 

Beweise  der  Formeln 

(1)      1  +2:?(-  i^coß'^  =  0      ('  =  *;2^-;'  ''-^), 


(2)      (-  l)*("->)wsecwö  =  secöf  1+2^ 

(*  =  1,  2,  . . .,  sC*""  0?  ^  ^  ungerade  Primzahl). 

Lp. 
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A.  MükhopadhyAy,  B.  H.  Raü,  B.  Easton,  E.  Catalan. 
.  Solution  of  question  7831.    EO.  Times.  XLV.  90,  105. 

I8t 

u  =  8mö  +  |8in5ö  +  |^8in9ö-| — in  inf., 
80  ergiebt  nich  durch  unzulä88ige  Differentiation  und  Summirung 

der  erhaltenen  Reihe  rfM  = s-i  mithin  durch  Integration 

1,     1  +  tgiö 
1  — tg^ö 

Hit  die8em  falschen  Resultate  vergleicht  Herr  Catalan  die  bei- 
den Formeln,  welche,  wie  er  glaubt,  von  Lobatto  herrühren 
und  för  rr^  1,     y  >  0,     y  <  ^tt  gelten: 

xsxnq>''}x'»m3q>+ix's\nbg> =  i^'^g    i:^2xsmq>+x'  ' 

xsintp  +  ix^smSif  -{-  ^x^s\x\bq>  +  "  *  ==  ^arctg  ;- 

Aus  ihnen  folgt  fär  rr  =  1: 

8in9)+i8inf)<]P  +  ^8in9y+.--  =  i  log  j_g|py +  i^' 

Lp. 


Saalschutz.     Extrait  d'une  lettre.     Nouv.  Ann.  (3)  V.  4753. 

Setzt  man  §  =  c'*,  ^'  =  /  und  wendet  auf  die  Function 

f(\-^     8in(a?— 6,)  8in(aj— 5,)  . . .  sm(x—b„) 
^  '^  ""     8in(aj— a,)8in(a:— oj  . . .  8in(ic  — o„) 

den  Cauchy 'sehen  Satz: 

^^  t  —  z  '2n%    J      z—t 

an,  80  ergiebt  sich,  wenn  als  Integrationsweg  ein  Kreis  mit 
sehr  grossem  Radius  gewählt  wird,  für  f(x)  =  FQ)  eine  Dar- 
stellung, aus  welcher  sich  durch  Trennung  des  reellen  Bestand- 
teils vom  imaginären  eine  schon  von  Hermite  (Nouv.  Ann.  (3) 
IV.)  gefundene  Formel  und  folgende  neue  ableiten  lässt: 

Fortschr.  d.  Math.  XVIII.   1.  .  24 
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'^  ^         8m(a, -a,)  . . .  8in(a, — o«)        ^         '^ 
8in(a,-6.)        8in(e>,-6„)  ^^^ 
sinCflj  — a,)  . . .  8in(a2— o«)        ^ 

+ 

+    co8(a,  +  a,+ 1-  On—b.—b^ 6«), 

woraus   sich  durch  Specialisirung  noch  andere  Relationen    ge- 
winnen lassen.  Wz. 


O.  Stolz.     Ueber  die  Partialbruchzerlegung  der  Func- 
tion   e""  :  (e*— 1).     loosbruck  Ber.  84-87. 

Herr  Worpitzky  hat  mit  Hülfe  eines  Cauchy^schen  Satzeß 
die  Function  ««*:(c*— 1)  in  Partialbrüche  zerlegt  (Schlömilcb  Z. 
XXIX;  cfr.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  394).  Herr  Stolz  benutzt  zu 
diesem  Zwecke  einen  Satz  von  Briot  und  Bouquet  und  ent- 
wickelt ausserdem  diese  Function  nach  dem  Ton  Herrn  Mittag- 
Leffler  angegebenen  Satze  in  eine  Keihe  nach  rationalen  Func- 
tionen von  3.  Wz. 

E.  H.  VON  DER  Heyden.     Elementare  Anwendungen  »der 

Hyperbelfunction.      Pr.  Realg.  Essen. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  hauptsächlichsten  Formeln  für 
die  Hyperbel functionen  und  deren  Anwendungen,  die  er  mit 
Obersecundanern  und  Primanern  durchgenommen  hat,  zusammen- 
gestellt. Vorangeht  die  Entwickelung  der  Quadratur  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  alsdann  sind  die  Formeln  für  die  Hyperbel- 
functionen  den  entsprechenden  für  die  cyklometrischen  Functionen 
gegenübergestellt.  Die  Anwendungen  betreffen  folgende  Auf- 
gaben: \og(a-\-b)  und  logya'4-5'  aus  loga  und  log 6  zu  be- 
rechnen, die  Wurzeln  der  Gleichung  oa?' +  262?  +  c  =  0  und  die 
der  Gleichung  a;^  —  3f»aj  — 2g  =  0  zu  bestimmen.  Angefügt  ist 
eine  Tabelle  der  Hyperbelfunctionen  und  ihrer  Logarithmen  nach 
Ligowski  (Taschenbuch  der  Mathematik).  M. 
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S.  Realis.      Sur  quelques   relations   nouvelles  entre  les 
fonctions    hyperboliques   et    les    fonctions    circulaires. 

Matheeis.  VI.  7-12. 

Aus  der  Betrachtung  der  Productentwiekelung  der  in  Rede 
stehenden  Functionen  leitet  man  die  Beziehungen  her: 

Chx  <  c***  <  secaj,     <  «^    < 


X  smo; 

Mn.  (Lp.) 


J.  C.  und  W.  Kapteyn.     Die  höheren  Sinus.      Wien.  Ber. 

XCIII.  807-868. 

Die  höheren  hyperbolischen  und  elliptischen  Sinus  werden 
för  /i  =  0,  1,  2, ...,  n — 1  durch  die  Functionen: 


definirt,  während  <)P^(ä)  =  <)p^-„(ä)  für  ^  >  n  sein  soll.  Im  ersten 
Teile  der  Abhandlung  werden  diese  Functionen  als  endliche  Sum- 
men von  Exponentialfunctionen  dargestellt,  deren  Coefficienten  ge- 
wöhnliche sinus  resp.  cosinus  sind.  Als  Additionstheoreme  ergeben 
sich  für  (Pf4(u+v)  endliche  Summen  von  Producten  (f^^x(j^)(pi(p) 
oder  q>f^-i(u)\px(f>)^  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist; 
setzt  man  hierin  u  =  i?,  so  erhält  man  n  algebraische  Relationen 
zwischen  den  2n  elliptischen  und  hyperbolischen  Sinus.  Nach 
Herleitung  eines  dem  Moivre'schen  analogen  Satzes  werden  die 
endlichen  Summen  (pfA(fi)  +  9>//(2ä)  -f  ...  +  (pf,(fnz)  durch  die  Func- 
tionen 9>o(*))  9^i(^))  •••)  9^«-i(*)  rational  ausgedfückt.  Aus  der 
Darstellung  durch  endliche  Summen  von  Exponentialfunctionen 
werden  die  Wurzeln  von  9)^(5)  und  V/i(*)  gefolgert  und  Sätze 
über  ihre  Verteilung  abgeleitet.  Mittels  Cauchy'scher  Methoden 
wird  g>^{z)  durch  ein  unendliches  Product  dargestellt,  ferner 
log9>^(»),  9>/i(*):qf>y(»)  und  l  :  g>fj{!s>)  in  unendliche  Reihen  ent- 
wickelt, wobei  sich  ergiebt,  dass  die  Coefficienten  dieser  Reihen 
in    einer    einfachen  Beziehung    zu    den    Bernoulli'schen    Zahlen 

24* 
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stehen.    Endlich  wird  für  die  Differentialgleichung 

dz""  ^  ^ 

das  allgemeine  Integral 


0 


aufgestellt,  wo  €,,  eine  Constante  bedeutet. 

Im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  wird  zunächst  eine  Fuoc- 
tion  /*(s),  welche  sich  durch  eine  Potenzreihe  von  der  Form: 

darstellen  lässt,  einer  Reihe  von  höheren  Sinus: 

gleichgesetzt,  wo  ^j,  ^,.  q^^  ...  die  absoluten  Beträge  der  Wur- 
zeln von  y^C»)  =  0  bedeuten  und  ^,  kleiner  als  ^^,  ^3,  ...  ist. 
Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  erhält  man  unendlich  viele 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  6^*  Setzt  man  in  den 
p  ersten  dieser  Gleichungen  6^+1  =  bp^2  =  6p+3  =  •••  =  0,  so 
lassen  sich  b^  fr„  ...,  bp  bestimmen;  ISsst  man  p  in  dem  so 
erhaltenen  Ausdruck  für  fr„,  unendlich  gross  werden,  so  erhält 
man  für  6™  den  Ausdruck: 


b,u  = 


_       wgp*^-^ 


/%«.i(-^(ß,~A))f/'-(A)dA. 


Mit  Hülfe  der  Residuenrechnung  Cauchy*s  wird  dann  auch 
die  Function  F(ä)  =  c^ -fCiS  +  c,»*  +  •••  in  eine  Reihe  höherer 
Sinus  entwickelt: 

„F(s)  =  ^  fr.  + 1  W..,-    «  =  cos  -^  +  i  sin  ^ , 
w  ,„-1  n  n 

»'.,.  =  -  ^  ^  /         -- — 7-^ —  n»-)  dl. 

Um  diese  Formel  streng  zu  beweisen,  wird  die  gefundene 
Reihe  summirt;   dadurch  ergiebt  sicli  der.  Satz:   Jede  Function, 
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die  holomorph  ist  innerhalb  des  regelmässigen  Polygons,  dessen 
Ecken  die  n  Punkte  ^^o*  sind,  ist  innerhalb  dieses  Polygons  ent< 
wickelbar  in  Reihen  von  höheren  Sinus,  deren  Argumente  sich 
verhalten  wie  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  von  g>y(x)  =  0. 

Wz. 


M.  Tychomandritzky.     Die  n^  Differenz  der  logarithmi- 
schen  Function.      Cbark.  Ges.  42-44.  (Ruisiscb.) 

Beweis,  dass 
WO  Cl  den  m^"  Binomialcoefßcienten  bezeichnet.  Wi. 


B.  G.  Imschenetzky.     üeber  einige  Anwendungen  der 
vernll gemeiner ten  Bernoulli'schen  Functionen.     Petereb. 

Abbandl.  LII.   (Raisiicb.) 

Herr  Imschenetzky  hat  in  seiner  früheren  Abhandlung:  ^Sur 
la  gen^ralisation  des  fonctions  de  Jacques  Bernoulli"  (M^m.  de 
TAcad.  de  Saint  -  Pötersb.  T.  XXI.  S.  F.  d.  Math.  1883.  XV. 
370)  die  Eigenschaften  der  sogenannten  verallgemeinerten  Ber- 
noulli'schen Functionen  q>n;t^i  und  tpn^^i  auseinandergesetzt.  Im 
§  1  seiner  neuen  Arbeit  giebt  der  Verfasser  diese  Ausdrücke 
der  verallgemeinerten  Bernoulli'schen  Functionen  und  ihrer  Coef- 
ficienten  mittels  bestimmter  Integrale. 

Im  §  2  folgt  eine  strenge  und  einfache  Auflösung  der  Abel'- 
sehen  Aufgabe,  die  endliche  mehrfache  Summe  2'*g}{x)  durch 
ein  bestimmtes  Integral  auszudrücken.     Es  ergiebt  sich  nämlich: 

WO  Xn  eine  Function  mit  der  Periode  A  oder  ein  Polynom  des 
Grades  n  ist.  Wenn  man  jetzt  die  bestimmte  endliche  Summe, 
welche  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  steht,  nach  der  Euler'- 
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sehen  Formel  in  eine  Reihe  zerlegt  und  dann  die  Coefficienten 
der  Function  q)n,n  mit  Hülfe  der  bestimmten  Integrale  ausdrückt, 
so  erhält  man  die  Formel  von  Abel  mit  einfacheren  Bezeich- 
nungen. Am  Ende  des  Paragraphen  zeigt  der  Verfasser,  dass 
sein  Beweis  an  Strenge  und  Einfachheit  diejenigen  von  Abel 
selbst,  Schlömilch  und  Tortolini  übertrifft. 

Der  §  3  ist  den  Formeln 

^«y^  ==  (e*^-l)«y,     und     Ä«D-y,  =  [c(l+^]«y, 

gewidmet.  Zuerst  wird  ein  strenger  Beweis  der  ersten  Formel 
gegeben.     Der  Ausgangspunkt  bleibt  das  Cauchy'sche  Integral 

und  es  werden  mit  der  Reihe  für  J^^y^  selbst  auch  die  Bedin- 
gungen ihrer  Convergenz  erhalten.  Die  Reibe  bleibt  convergent 
für  alle  Werte  von  x  und  ä,  wenn  mod.  h  kleiner  ist  als  der  n'* 
Teil  des  Abstandes  von  x  bis  zum  nächsten  kritischen  Punkt  der 
Function  f(x).  Wenn  ferner  die  Function  f(x)  für  alle  Werte 
der  complexen  Veränderlichen  x  stetig  und  endlich  bleibt,  er- 
hält man  die  zweite  Formel  A^'D^yj.  =  log[l +^]'*yx  als  die 
Folge  der  Formel  J'^y  =  {e^^—lYyx- 

Im  §  4  macht  der  Verfasser  von  dem  Verfahren,  welches 
schon  früher  von  ihm  (Battaglini  6.  1870)  zur  Herleitung  der 
Euler'schen  Formel  und  zur  angenäherten  Berechnuog  bei  Qua- 
draturen angewandt  wurde,  jetzt  Anwendung  auf  allgemeinere 
Formeln,  welche  von  den  verallgemeinerten  Bernoulli'schen 
Functionen  abhängen.  Als  Ausgangspunkt  dieses  Verfahrens 
dient  die  allgemeine  Formel  der  partiellen  Integration: 


/ 


(— l)"  y  ii(")rrfx  +  a 


Wenn  man  in  dieser  Formel  zwischen  den  Grenzen  0  und  r  inte- 
grirt,  c  =  q()y_i,„(a:)4-^K-i,«-i,  n  =  f\a-\-kx)  setzt  (die  Func- 
tion f  soll  mit  allen  ihren  Ableitungen  bis  zu  der  Ordnung  n-|-l 
endlich    und   stetig   bleiben),   erhält  man  die  folgende   Formel: 
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aa+kr)  -  r(a)  =  i*r[r(«+A'-)+/"(a)]-^.-.,.*'[A"(«+*0-r"(«)] 
-A,^r,,k'[f"'(a  +  kr)  +  f"'(a)]  +  - 

+  (-l;->^,_,.„_,*"[(-l)"p)(a  +  ftr)-/-W(a)] 

+  (-1)'*"^'  y  [q>r.U^)  +  Ar-,,„-i]f('^'Ka  +  kx)dx. 


(I 


För  den  Fall  r  =1,  Jl^  =  %(x)  erhält  man  die  Euler'sche 
Fonnel : 

-  ^,**  [r '(«+*)- r '(«)] -••• 

-  .42«-iA'"*+'  g(*"''(<»+*Ö),     (0  <  Ö  <  1). 

Das  Restglied  hat  hier  die  Form,  welche  zuerst  von  Ostrogradsky 
(M^m.  Aead.  St.  Pätersb.  1841)  und  dann  von  Malmsten  (Crelle's 
J.  XXXV.  1847)  gefunden  war. 

Für  den  Fall  r  —  1  =  n,  kr  =  n,  —4^  =  %ix)  hat  man 
die  allgemeinere  Formel 

y*"^*  %(x)dx  =  ih  [5(«  +  A)  +  5(o)] 


max 


© 


(Cf  bezeichnet  die  Summe  aller  Produete  aus  k  verschiedenen 
Zahlen  der  Reihe  1,  2,  3,  ...,  n.) 

Der  Vergleich  des  Restgliedes  dieser  Formel  mit  demjenigen 
der  EuleFschen  zeigt,  dass  diese  Formel  bei  gleichen  Bedin- 
gungen in  Bezug  auf  die  Function  §  immer  grössere  Annähe- 
rung giebt  als  die  Euler'sche. 

Am  Ende  wird  auch  aus  den  allgemeioen  Formeln  die  For- 
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mel  Boole's  (Diff.  Equations  Ch.  VI.  p.  108)  mit  dem  Restglied 
in  der  von  Darboux  gefundenen  Form  (Resal  J.  (3)  11.)  abge- 
leitet. Wi. 


0.  Holder,    lieber  eine  transcendente  Function.     Gott.  N. 

514-522. 

Die  Function,  welche  Herr  Holder  untersucht,  ist  durch  die 
DiflFerentialgleichung  y' =  «tt  cotgCaj«)  .y,  mit  der  Bedingung 
y  =  1  für  o;  =  0,  definirt.     (Sie  lässt  sich  also  auch  durch  die 

Jxn  cotg(x7i).<te 

Gleichung  y  =  F(x)  =  c  o  erklären.)    Aus  der  Partial- 

bruchzerlegung  von  cotgxTi  folgert  Herr  Holder  die  Darstellung 
von  F{x)  in  Form  eines  unendlichen  Productes: 

«l('-v)"«"'-l 

F(x)  =  e' 5-  1     (w  =  li  2,  •••,  oo), 

j7|(n-±)e-»T! 

aus  welcher  Darstellung  der  analytische  Charakter  der  Function 
F(x)  ersichtlich  ist.  Die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  von 
F(x)  leitet  Herr  Holder  aus  der  Differentialgleichung  ab,  bemerkt 
jedoch,  dass  dieselben  auch  auf  Grund  der  Product-Entwickelung 
von  F(x)  bewiesen  werden  können.  Diese  Eigenschaften  sprechen 
sich  in  folgenden  Gleichungen  aus: 

(l)  F(-x)  =  -~^;  (2)      F(x)F(l-^x)  =  2B\nxn', 

In  der  letzten  Gleichung  bedeutet  r  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl. 

Auf  die  Function  F(ir)  lässt  sich  die  von  Euler,  Legendre 
und  Abel  betrachtete  Function 

VW  =  »4-|T  +  |r  +  --  =  —  /  log(l— a)dlogÄ 
zurückführen.     Man  setze  nämlich  a  =  1  —  c-^"'*,  so  ist 
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wobei  die  Vmriabflhit  ron  x  so  za  bescLrinkeD  ul,  daas  |sj  <  1 
wird,  weil  nur  Ar  diese  Werte  tob  s  die  Beike  t'(i)  conrei^rt. 
Ans  der  letzten  Gleiehwi^  fol^eii  noch  msjmptotiscbe  Werte  fAr 
^:t*V)*  vBtcr  ß  eine  positir  uieiidlich  werdende  Grösse  ver- 
staaden.  Hz. 


B.    Elliptische  Functionen. 

6.  H.  Halphbn.  Traite  des  fuuctions  elliptiques  et  de 
leurs  applicatiouä.  Premiere  partie,  Theorie  des 
foDCtions   elliptiqaes  et   de   lears  d^veloppemeuts    en 

S^ries.     Psris.  GftBtäier.YillArt.  6*.  VIII  n.  492. 

Es  ist  ein  eigenartiges  Werk,  welches  uns  hier  vorliegt 
Der  Herr  Verfasser  hat,  wie  er  in  dem  Vorwort  betont,  baopt* 
sichlieh  fbr  diejenigen  geschrieben,  welche  die  elliptischen  Func- 
tionen praktisch  anwenden  wollen,  also  f&r  solche,  welche  sich 
mit  den  exaeten  Wissenschaften  befassen  „sans  cultiver  les  Ma- 
thimatiques"^.  Den  Mathematiker  von  Fach  mag  es  interessiren, 
welche  Stellung  die  elliptischen  Functionen  in  der  allgemeinen 
Functionentheorie  einnehmen,  wie  ihre  Theorie  nach  allgemeinen 
functionentheoretisehen  Principien  streng  begrflndet  wird;  hier 
kommt  es  nur  darauf  an,  den  Leser  möglichst  schnell  in  den 
Stand  zu  setzen,  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  der  Physik,  der 
Geometrie  oder  Algebra,  die  auf  elliptische  Functionen  f&hren, 
mit  Leichtigkeit  zu  lösen,  numerisch  fertig  bis  auf  vorgeschriebene 
Decimalstellen.  Und  diesen  Zweck  hat  der  Verfasser  auch  erreicht 
Schon  die  Einführung  in  die  elliptischen  Functionen  ist  charak- 
teristisch. Durch  eineu  Punkt  C  innerhalb  eines  Kreises  werden 
alle  möglichen  Sehnen  MCM*  gezogen  und  auf  diesen  werden 
von  C  aus  nach  beiden  Seiten  Strecken  CA\  CN'  abgetragen,  die 
proportional  der  reciproken  Quadratwurzel  aus  der  Länge  der 
Sehne  MM'  sind;  alsdann  liegen  die  Endpunkte  AT,  A'  auf  einer  ge- 
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schlosseneo  convexen  Curve.  Zu  einem  Bogen  des  ureprüng- 
lichen  Kreises  gehört  ein  bestimmter  Sector  der  von  dieser  Curve 
begrenzten  Fläche;  wird  letzterer  als  Argument  u  genommen, 
so  ist  der  entsprechende  Kreisbogen,  abgesehen  von  einem  con- 
stauten  Factor,  die  entsprechende  Amplitude:  ^  =:  amti.  Die 
trigonometrischen  Functionen  von  q>  sind  nun  die  zunächst  für 
reelle  Werthe  des  Argumentes  ti  definirten  elliptischen  Functionen. 
Sofort  ergiebt  sich  die  Bedeutung  von  *',  die  reelle  Periode  4K 
u.  a.  Aber  die  Rechnung  mit  sinamti,  cosamti,  ^amti  interessirt 
nur  noch  die,  welche  die  alten  Werke  von  Jacobi  u.  a.  lesen 
(Seite  23);  wir  bedienen  uns  praktischer  der  ^Bezeichnung"  von 
Wcicrstrass,  der  Function  pu^  die  mit  sin  am  u  durch  die  Formel 

l  +  k*    .  1 


3i  ,      •   M 

Asn'— =- 

verbunden  ist  (wo  X  eine  positive  Constantc  ist),  und  die  der 
Differentialgleichung  (pu  =  y) 

•  

genügt.  In  einem  ausführlichen  Referat  über  das  Halphen'sche 
Buch  in  Darboux  Bull.  (2)  XI.  29  wird  die  Benutzung  der 
Weierstrass'schen  „Bezeichnungen"  gebilligt,  w'eil  dies  Systeme 
de  notations  introduit  une  plus  grande  symötrie  dans  Texposi- 
tion  et  dans  les  formules.  Dass  Herr  Weierstrass  nicht  bloss 
neue  Bezeichnungen  eingeführt,  sondern  der  ganzen  Theorie  eine 
festere  functionentheoretiscbe  Grundlage  gegeben ,  erfährt  der 
Leser  nicht.  Von  den  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  herausgegebenen 
„Formeln  und  Lehrsätzen  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Func- 
tionen, nach  Vorlesungen  des  Herrn  Professor  Weierstrass"  wird 
nun  ein  ausgiebiger  Gebrauch  gemacht. 

Nachdem  im  ersten  Gapitel  die  elliptischen  Functionen  mit 
reellem  Argument  eingeführt  sind,  wird  p^a-^-ia)  mit  Hülfe  des 
Additionstheorems,  also  pu  für  ein  complexes  Argument  definirt 
und  die  doppelte  Periodicität  gewonnen.  Alsdann  werden  die 
FundamentaleigCDschaften  für  eine  negative  Discriminante 

J  =^  gl^  21g\ 
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erweitert.    Die  Moltiplicatioiisfonnel 

wird  aufgestellt,  und  das  Problem    der  Umkebruog   bildet   den 

Seblass  des  vierten  Capitels.     Das  fbnfte  behandelt  die  Fonetion 

a'm 

— ,  woftor  Herr  Ralphen  ^(m)  setzt ;  das  sechste  ftlbrt  die  Fane- 
<ru 

tion  cm  ein.    Im   Capitel  VII   folgt   die  Zerlegung   in  einfache 

Elemente  und  inFactoren;  Capitel  VIII  definirt  die  ^Functionen 

and  giebt  die  Besiehungen  zwischen  den  Sigma-  und  den  Theta- 

functionen,   Capitel  IX  behandelt  die  Ableitungen  nach  den  In- 

Tarianten  und  den  Perioden.    Im  X.  Capitel  werden  die  Perioden 

durch  hypergeometrische  Reihen  dargestellt,   Capitel  XI  enthält 

die  Entwickelnng  der  elliptischen  Functionen  mit  doppeltem  Index, 

die  folgenden  die  Entwickelungen  der  Functionen  c  und  ^  in 

einfache  Producte  und   in  trigonometrische  Reihen.     Das  letste 

(XIV.)  Capitel  enthält  eine  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie 

der  Functionen   auf  die  der  elliptischen  Functionen.    Wer  die 

sechs  ersten  Capitel  studirt  hat.  sagt  der  Herr  Verfasser  in  der 

Vorrede,  kennt  die  elliptischen  Functionen  so  weit,  dass  er  sie 

ebenso  leicht  wie  die  trigonometrischen  Functionen  auf  Mechanik, 

Physik,  Geometrie  und  Integralrechnung  anwenden  kann. 

Dem  ersten  Bande  sollen  zwei  ardere  folgen.     Der  zweite 

wird   die    hanptsichlichsten   Anwendungen    bringen;   der  dritte 

wird    die  Theorie  der  Transformation  und  deren  Anwendungen 

auf  Algebra  und  höhere  Arithmetik  enthalten;   letzterer  ist  nur 

f&r  .Mathematiker*   bestimmt.  M. 


A.  R.  FoRSTTH.     Note  on  Weierstrass's  theory  of  doobly 
periodic  fuDCtions.    Mew.  XV.  i»i5-isi. 

Ein  Beridit  über  die  Weierstra^tische  Theorie  nach  des 
^Formeln  und  Lehrsätzen*  tod  Schwarz.  Die  wiciitigen  grund- 
legenden Fonnefai,  die  in  den  ersten  Ab^cLnitten  dieses  Werkes 
Torkommen,  werden  einzeln  ron  Grund  aas  nach  einer  Methode 
bewiesen,  die  sich  auf  die  Theorie  der  doppeltperiodiäcben  Func- 
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tionen  in  Liouville's  Vorlesungen  (Borchardt  J.  LXXXVIII;  F. 
d.  M.  XII.  1880.  347)  und  in  Briot  und  Bouquet's  Theorie 
des  fonetions  elliptiques  sttltzt.  Glr.  (Lp.) 


M.  P.  Appell.     Sur  un   problfeme  d'interpolation  relatif 
aux  fonetions  elliptiques.     Darb.  Bull.  (2)  x.  109-115. 

Die  Lagrange'sehe  Interpolationsformel  giebt  bekanntlich  die 
Lösung  der  Aufgabe:  „Es  soll  ein  rationaler  Bruch  n^*"  Grades 
gebildet  werden,  dessen  n  Unendlichkeitsstellen  bekannt  sind  und 
der  für  (»+ 1)  besondere  Werte  der  Variabein  gegebene  Werte  an- 
nimmt.^ Im  Vorliegenden  wird  folgende  analoge  Aufgabe  gelost : 
„Eine  elliptische  Function  n^  Ordnung  herzustellen,  deren  in  einem 
Elementarparallelogramm  gelegene  Unendlichkeitsstellen  bekannt 
sind  und  die  für  n  der  Variabein  beigelegte  Werte  gegebene 
Werte  annimmt. '^  Es  werden  die  Fälle  discutirt,  in  denen  die 
Aufgabe  unmöglich  ist,  und  wann  sie  unendlich  viele  Lösungen 
gestattet.  M. 

A,  R.  FoRSYTH.     On  Weierstrass's  doubly-periodic  func- 

tions.     Quart.  J.  XXn.  1-43. 

Es  werden  diejenigen  Functionen  P^y  P,,  P,  untersucht,  die 
ebenso  aus  den  Weierstrass'schen  Functionen  cTj,  it,,  a^  abge- 
leitet werden,  wie  pu  aus  oti,  und  die  resp.  gleich 

sind,  und  partielle  Differentialgleichungen  fQr  a,,  a,,  a^  als 
Functionen  der  Perioden  und  der  Invarianten  hergeleitet.  Die 
Resultate  der  Arbeit  von  Frobenius  und  Stickelberger,  Kronecker 
J.  XCII.  311—327  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  388)  werden  benutzt; 
doch  scheint  der  Herr  Verfasser  die  Abhandlung  des  Herrn 
Weierstrass:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  Berl.  Her. 
1882.  443—451  (F.  d.  M.  XIV.  387)  nicht  zu  kennen.         M. 

BuKREiBPF.      Ueber    einige    Anwendungen    des    Mittag- 
Leflfler'schen  Theorems.     Kiew.  Nachr.  1885.  225-232. 
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Es    wird    das   berQhinte  Theorem   auf  die   Herleitung   der 
Eigenschaften  der  Weierstrass'sehen  Function  pu  angewandt. 

Wi. 


6.  Pick.  Zur  Theorie  der  an  einer  allgemeinen  Cnrve 
dritter  Ordnung  hinerstreckten  Integrale  und  der  von 
ihnen  abhängenden  elliptischen  Functionen.    Wien.  Ber. 

XCIV.  71-74. 

Es  werden  die  Weierstrass'schen  Functionen  pu^  p'u^  au 
durch  die  beiden  Grenzen  des  beliebig  an  einer  Curve  dritter 
Ordnung  hinerstreckt  gedachten  Integrals  erster  Gattung  u  aus- 
gedrQekt  und  daraus  allgemeinere  Formeln  abgeleitet,  die  im 
Gegensatze  zu  den  ersteren  nicht  von  zwei,  sondern  von  drei 
Punkten  der  Curve  abhängen  und  welche  die  von  Herrn  Brioschi 
(Borcbardt  J.  LXIIl.  32)  gegebene  Transformation  des  Intc^als 
erster  Gattung  in  die  Weierstrass'sche  Normalform  als  speciellen 
Fall  enthalten.  H. 

Ä.  Pringsheim.  Ueber  einen  Fundamentalaatz  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Klein  add.    xxvri. 

15M57. 

Da  die  Thetareihen,  durch  deren  Quotienten  die  Umkeb- 
rungsfunctionen  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  darge- 
stellt werden,   nur  existiren,    d.  h.  convergent  sind,   wenn  das 

€o'         K'i 

Periodenverhältnis  —  =  -zr^  einen  wesentlich   positiven   ima- 

ginären  Teil  besitzt,  so  ist  der  Satz,  dass  jenes  Periodenverhftlt- 
nis  niemab  reell  ist,  für  die  ganze  Theorie  von  der  grössten 
Wichtigkeit  Man  darf  nicht,  wie  es  meistens  geschieht,  nach« 
dem  man  die  elliptischen  Functionen  als  eindeutige  Umkehmn- 
gen  des  Integrals  erster  Gattong  eingefQhrt  und  gezeigt  hat,  dass 
sie  die  Perioden  w,  u/  haben,  ans  dem  Satze:  „Eine  eindeutige 
doppeltperiodisebe  Fonetion  mit  reellem  Periodenverbältnis  exi- 

stirt  nicht*  sckliessen,  da^s  nun  dieses  betKindere  eo    iiMo 


w' 
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imaginär  sei,  sondern  es  muss  nachgewiesen  werden,  dass 

auch  nicht  reell  und  rational   sein  kann.     Dies  geschieht  hier 
auf  ganz  einfache  Weise  mit  Hülfe  der  Formeln 

sn  (ti  +  -l")  =  -  snti,     sn  (y)  =  0,     sn  (-y-)  =  oc. 

M. 

A.  BucuHBiM.     Note  on  theorems  in  Weierstrass's  theory 

Of  elliptic  funCtioDS.    Mees.  XVI.  85-86. 

Einfache  Beweise  für  die  Formel  tjo)'— 1)^(0  ==+m  und  för 
den  Ausdruck  für  a^  (u)  als  unendliches  Product.       Glr.  (Lp.) 


H.  Bruns.     Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung.     Klein  Ann.  xxvi.  234-252. 

Wiederabdruck  einer  im  Jahre  1875  zum  Doctorjubiläum 
von  V«  F.  Buniakowsky  von  der  physiko-mathematischen  Facul- 
tät  der  Universität  Dorpat  dargebrachten  Festschrift.  Siehe  F. 
d.  M.  VII.  274.  M. 


C.  IsENKRAHE.      üebcr  die   Inversion    der  vollständigen 
elliptischen  Integrale   erster  Gattung  für   ihre  reellen 

Moduln.     Scblömilch  Z.  XXXI.  84-43. 

■ 

Durch  ein  mechanisches  Problem  wird  der  Herr  Verfasser 
darauf  geführt,  das  Integral  K  für  seinen  reellen  Modul  umzu- 
kehren, d.  h.  den  Modul  durch  den  Wert  von  K  auszudrücken. 
Es  kann  dies  auf  verschiedene  Weise  geschehen,  u.  a.  mit  Hülfe 
der  Heihe 

«=f(.H»)v+(]4y.-+(44t|)v+...) 

oder  mit  Httlfe  der  Reihe  nir  »,(0): 


('•phel^.     B««o«der«  FbbcUomb.  3^ 

oder  dardi  Uakeknuig  dieBcr  Fonnel  onter  Anwendiiag  der 
La^rmage^sdieB  BeearsioBsformeL  Wenn  es  sieh  ui  s^rSesere 
Werte  tob  K  kandehf  so  wird  dms  InTersionsproblem  doreh  eine 

LimitmtioBsniethode  gelöst,  bei  der  die  Grössen  9  =  s  '  and 
9'  stmtt  der  K  and  P  eingeffthrt  werden.  FQr  diese  kann  man 
schreiben: 

und  dann 

— s  -= —  — J9  — : —  — a  — : — 


etc.  bilden,  wodurch  sich 


—  T 


q'  =  Lime     '^♦'•^ 
ergiebt.     ifr  wird  dann  dorch  die  Formel 

gefanden.  M. 


C.  IsENKRAHE.  ücber  die  Inversion  der  von  Legendre 
de6nirten  vollständigen  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung  ftir  ihre  reellen  Modnin.      sehiomileh  z.    xxxi. 

178-191. 

Ebenso  wie  in  der  obigen  Arbeit  führt  ein  mechanisches 
Problem  anf  die  Cmkehmng  des  Integrals  £,  d.  h.  auf  die  Auf- 
gabe, k  durch  E  auszudrflcken.   Auch  hier  giebt  es  verschiedene 

1 )  =  u   und   i*  =  X,   so  fllhrl 

die  bekannte  Entwiekelung  des  Integrals  E  auf  die  Reihe: 

die  mit  HOlfe  der  Lagrange'gchen  Umkehruogsformel  gelöst  wer- 
den kann.  Der  Verfasser  giebt  nun  auch  hier  ein  Limitations- 
Verfahren,  das  schneller  zum  Ziele  führt,  und  bei  dem  wieder  9 
statt  K  eingeführt  wird.     Das  Resultat  ist  die  Reihe: 

q  =  •«  +  5w'  +  34ii*+ '^66tt*+22öOii*+ 1999211*+   •• 
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Für  das  noch  übrig  bleibende  Intervall  1  <£<!,!  wird  eine 
ähnliche  Methode  mit  Einführung  von  9'  gegeben.  M. 


C.  IsENKRAHE.     Inversion  des  von  Weierstrass  definirten 
vollständigen    elliptischen    Integrals   zweiter   Gattung. 

Schlomiloh  Z.  XXXI.  241-246. 

Zur  Inversion  des  Weierstrass'schen  Integrals  J  könnte  man 
die  Reihe 

nach  Lagrange  umkehren  und  so  h  als  Function  von  J  darstellen. 
'  Allein   durch  Vermittelung  der  Grösse  q  erhält  man  auch   hier 
bequemere  Formeln.     Es  wird  der  Ausdruck 


2J  ^.-Sl    \-q' 


n  2K 


n 

benutzt,  wodurch  für    - —  =  m  das  Resultat  sich  ergiebt: 

q  =  ti  •f2ti'-20ti*-- 66m»  4-84w'+-" 
Durch  eine  den  früheren  ähnliche  Limitationsmethode  aber  wird 
die  Inversion,  wie  der  Verfasser  zeigt^  in  einem  weiteren  Gebiete 
anwendbar.  M. 


F.  Brioschi.     Le  equazioni  differenziali  pei  periodi  delle 

funzioni   ellittiche.      Brioschi  Ann.  (2)  XIV.  238-240. 

Schon  Legendre  (Traitä  des  fonctions  elliptiques.  Tome  I. 
Ghap.  13)  hat  gezeigt,  dass  der  Wert  eines  vollständigen  ellip- 
tischen Integrals  erster  Gattung,  wenn  man  ihn  als  Function  des 
Moduls  k  betrachtet,  einer  gewissen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  genügt,  und  Herr  Kummer  (lieber  die  hypergeometrische 
Reihe,  Crelle's  Journal  XV.  89—83  und  127—172.  §  29)  hat 
zuerst  darauf  hingewiesen,  dass  diese  Differentialgleichung  als 
specieller    Fall    in    jener    enthalten    ist,    welche    Gauss   (Dis- 
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quisitiooes  generales  circa  seriem  iafinitain  etc.  Art.  38)  ittr  die 
hjrpet^eometrische  Reihe  aufgestellt  hat.  —  Die  analogen  Unter- 
sncbangen  fDr  die  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  and 
sweiter  Gattung  in  der  ihnen  von  Herrn  Weierstrass  (Formeln  und 
Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen,  herausgege- 
ben von  Schwarz.  Art.  bG)  gegebenen  Normalform  hat  Herr  Bruns 
(Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung.  Feslachrifl,  Dorpat  1875  und  Klein  Ann.  XXVII.  234 
bis  252)  durchgeführt.  —  Der  Herr  Verfasser  teilt  in  vorliegen- 
der Note  eine  elegante  Methode  mit,  wie  man  zu  den  erwähn- 
ten, von  Herrn  Bruns  auf  Seite  338  anter  (14)  aufgestellten 
DifTerentialgleichungen  für  die  volUtändigen  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  gelangen  kann.  Kr. 


P.  Appell.  Sur  les  fonctions  doublement  p^riodiques 
de  troisi&me  esp&ce.  add.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  III.  9-42. 
Anwendungen  der  lUethode,  die  der  Herr  Verfasser  für  die 
Zerlegung  der  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Gattung  in 
einfache  Elemente  gegeben  hat  (Ann.  de  VEc.  Norm.  (3)  I  u.  II, 
8.  F.  d.  M.  XV.  !883.  340;  XVI.  18a4.  383;  XVII.  1885.  409). 
Es  kommt  hauptsächlich  darauf  an  zu  zeigen,  wie  man  in  dem 

Falle,  wo  m[in  G(s+2ik')  =  e~~*~G(B)]  >  0,  die  ganze  Func- 
tion (?(&)  bestimmt  werden  kann;  und  zwar  wird  diese  Bestim* 
mung  zuerst  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Goefficienten 
bewirkt,  alsdann  nach  der  von  Herrn  Hcrmite  ftlr  die  Functionen 
erster  und  zweiter  Gattung  benutzten  Methode  Die  betrachteten 
Functionen  sind  folgende: 

1 ]_ 1 

W(s)fl.  (s)   '       0(»)  @.  (a)  '      Ä(>)  Ö,  (5)  ' 


ff,  (s)  0(2}  '       ff(6)  0(s)   '      BM&X^-)  ' 
die  Entwickeinng  der  Functionen 


e-«'    «•(=)'    e;w    »;(.) 
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ist  von  Herrn  Hermite  gegeben  und  in  der  oben  genannten  Ab- 
handlung des  Herrn.  Appell  (Ann.  de  rße.  Norm.  (S)  II.  18) 
reproducirt.    Ferner  dienen  als  Beispiele  die  Functionen 

H\si)       G]{z)H,{z) 
@(a)  '    '     H{z)       ' 

und    nach   der  zweiten  Methode  wird  die  Function  — M^A-- ~ 

©(ä) 

entwickelt.  M. 


J.  Griffiths,  G.  B.  Mathkws.    Solution  of  qiiestion  8172. 

E«l.  Times  XLV.  22. 

Beweis  der  Formel: 
worin  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Lp. 


E.  Catalan.  Snr  un  döveloppement  de  Tint^grale  ellip^ 
tique  de  premifere  espfece  et  sur  nne  suite  de  nonibres 
entiers.      Belg.  M6m.  XLVI.  22  s. 

Mit  Benutzung  der  Legendre'schen  Bezeichnungen  {F(jo)  för 
ff,  c  für  ft,  h  =  l— 2x  für  V)  findet  der  Verfasser: 

71      *  / 1  —  fe\"  TT      * 

und  es  ist 

Die  Zahlen  Qn  sind  ganz;  X„  bezeichnet  das  *  Legendre'sche 
Polynom.  Der  Verfasser  ermittelt'  manche  Eigenschaften  der 
Zahlen  P„,  Qn^  Mn.  (Lp.) 

DK  Prksle  Snr  le  d^veloppement  des  foiictions  elli}>- 
tiqnes   en    s^ries    trigonoin<5triques.      S.  M.  P.  Bull.    XIV. 

13M35. 
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Es  werden  zuerst  die  sn  s,  cn  z,  dn  %  durch  Ableitungen 
der  Logarithmen  von  Summen  elliptischer  Functionen  dargestellt, 
nämlich 

j:  fc  sn  5  =  D  log  (dn  ä  +  *  cn  »), 
HhtÄcn»  =  Dlog(dn  5  + t'Äsns^ 
+  •  duÄ  =  Dlog(cn  Ä  +  isn  s); 

alsdann  werden  diese  Suramen  in  Producte  verwandelt,  und  end- 
lich, unter  Anwendung  der  Formeln  in  den  Fundamenta  oder 
Briot  et  Bouquet,  Traiti  des  fonctions  elliptiques  No.  297.  p.  482, 
fOr  die  Dlogsns  etc.    die   Entwickelungen   von  snz,  cnjs,  duz 

nach  sin-^^^ — ,     cos-^^ ■ — - —    und    cos— -^^ -—    ge- 

Wonnen.  M. 


H.  Gylden.      Nagra    nya    utvecklingar   af  de  elliptiska 
funktionerna.     stockh.  öfv.  197-203. 

Der  Verfasser  geht  von  den  folgenden  und  damit  analogen 
Reihenentwickelungen  aus : 


71U 


JT  (     e    **'  21  q'f 

dn«  =  -jj^ — ■  \eK-  Z  — ^ 


K' 


nu 


l+e    ^'  l  +  ^'^/'eA' 


nu 


-\-  e-  K'  £ 1 ! 

'  ^^  nu  )  J 


1+9 


nu  o    K- 


wo 


K 

q   =  e      ^ 


eingef&hrt  wird.     Die  weitere  Entwickelung  dieser  Formeln  be- 
ruht auf  dem  Umstand,  dass  jeder  Ausdruck 

1  C-* 


h 


e*  +  e-*     '     l  +  c-2' 
unter  der  Form 


I  +ie  ''(I— e-^0 
geschrieben  werden  kann.     Das  letzte  Glied  im  Nenner  beträgt 
für  positive  x  im  Maximum  \  und   es  kann  demnach  mit  Vor- 

2:)* 
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teil    nach    den  Potenzen    dieser  Grösse  entwickelt  werden.     Es 
wird  dann 


1  -f-  e-'^^ 
wo 

woraus  sich  unter  anderen  folgende  Formel  ergiebt: 

dnii  =  |rr68.  ^  J  m*)  (-^  (i*  +  2/iAr)). 

Um  die' Anwendung  dieser  Entwickelungen  zu  erJäutern,  leitet 
der  Verfasser  durch  Integration  von  diesem  Ausdrucke  eine  Ent- 
wickelung  von  amu  ab,  welche  folgendermassen  zusammen- 
gesetzt wird 


00 


am«,  =  Z  FW, 


FO)  =  _  (!fi_£  +  i)  4(0(0)  +  i4W  (d)  +  J  ^w(2tt/r+  d) 


1 


(J  =  II,  —  2m  ff  <  2/ir,      ^(')  (n)  =  y  ÜC*)  (^^)  du. 

M.L. 


M.  Lerch.     Beiträge  zur  Theorie  elliptischer  Kunctioiien. 

Prag.  Ber.  391-429.  (Böhmisch.) 

Der  Verfasser  geht  von  der  Jacohi'schen  Reihe  :?6^'(^*''+'*»'> 
aus,  leitet  ihre  Periodicitätseigenschaften  ab,  und  geht  zur  ele- 
mentaren Untersuchung  der  Nullstellen  und  zur  Productzerlegung 
über;  dann  wird  die  Cauchy-Poisson'sehe  Transformationsformel 
abgeleitet  und  die  Einfllhrung  der  übrigen  drei  Jacobi'schen 
^-Functionen  motivirt;  der  Verfasser  bedient  sich  der  Doppel - 
indexbezeichnung  d-^f,(n,T),  Dann  wird  gezeigt,  dass  die  Func- 
tion   ^?^Li^  =Pj,,^(M|r)  eine  doppeltperiodische    ist,    und 
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dass  sie  die  Differentialgleiehaog: 

(-^y  =  4(x-a.  J  (ar-fl..)  (x-a,.) 

befriedigt,  unter  a,,4  die  Grösse  P,jk(<)\t)  verstanden. 

Weitere  Betrachtungen  bezieben  sich  auf  die  Einführung 
der  Jacobi*8chen  Functionen  snr,  cnr,  dnr,  bei  welcher  Gelegen- 
heit mehrere   Beziehungen    unter   den    a.j^    und    die  Relationen 

»\,  =  "».o»„»:o,  Ko»,^>y+»i,»,oi''y  =  »].»o,w  etc. 

abgeleitet  werden. 

Die  Partialbruchzerlegung  der  Function  Pj,(iijr)  führt  zur 
Betrachtung  der  Weierstrass'schen  |?- Function,  womit  die  Ab- 
handlung sehliesst.  Std. 


J.  W.  L.  Glaishbr.       Formulae    in    elliptic    fuuetions. 

Hess.  XVI.  B7-86. 

Elementare  Systeme  von  Formeln  bezüglich  der  zwölf  ellip- 
tischen Functionen  snx,  cnsr,  ...,  sdi;,  ndx.  In  allen  Fällen 
wird  das  vollständige  System  von  zwölf  Gleichungen  gegeben, 
weil  der  Verfasser  der  Meinung  ist,  dass  das  Charak- 
teristischste bei  den  elliptischen  Functionen  verloren  geht, 
wenn  man  es  versucht,  alle  Resultate  mit  Hülfe  von  nur  einer 
der  vier  Gruppen  von  Functionen  auszudrücken.  Als  Beispiele 
der  Arten  von  Formeln  seien  die  folgenden  erwähnt: 

(logsnajy(logsn;c)"  =  fc'sn«cna:dnj;  — nsajdsxcsx, 
^(logsna;)"'  =^  fc'sna^cnx  dnx-f-ns«  dsxcsx, 

wo  die  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten. 

-^log-j-lognsa?  =  — 2ns2a?,      /  dxn^x  =  log(dsa;  — csx), 
—  d8'xo8*a?+ cs'ajns'a?  +  ns'xds'x  =  2n8a:dsxcsjj  n8  2x, 
—  -j-log(/c"n8j;-f  dsx  — Ä'csj?)  =  —-  nscc-fds«-}-  ^sx. 

In  jedem  Falle  ist  die  angeführte  Formel  eine  aus  einem  Systeme 
von  vier  oder  zwölf.  Glr.  (Lp.) 
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J.  C,  FiELDS.     A  proof  of  the  elHptic-fuiictiüii  additiou- 

theorem.       Newcomb  Am.  J.  Vin.  287-288. 

Die  Euler*8cho  Gleichung  wird  mit  Hülfe  des  Factors 

J(p  Jtp  —  k^  B\n(p  cos g)%\nxfjQosxfj  . 

1— A'sin'^^sin'«/; 

integrirt.     Es   ist   schon    oft  hervorgehoben  worden,  dass  diese 

Methode  den  Nachteil  hat,    dass  man  nicht  sieht,    wie  man    zu 

dem  integrirenden  Factor  kommt,  ohne  das  Resultat  zu  kennen. 

M. 


Af.  DA  Silva.     Sur  trois  formales  de  la  theorie  des  fonc- 
tions   elliptiques.     üarb.  Bull.  (2)  X.  78-80. 

Nach  der  Methode,  die  Herr  H^rmite  (Acta  Math.  I.  368) 
angewandt  hat,  um  die  drei  Grössen 

sna;sn(x+a),  cnxcn(a;+a),  dnxdn(x-\'d) 
in  einfache  Elemente  zu  zerlegen,  werden  hier  die  folgenden  drei 
Smith'schen  Gleichungen  bewiesen,  in  denen  u-^-v  -\-r-\'S  =  0  ist, 
i'suM  sni?  cnr  cn«  —/c'cum  cnüsnrsn«  — dnw  dni?-f  dnr  dn«  =  0, 
i"snM  sni?—  Ä''  snr  suä-j- duM dnt?  cnrcns  — cnii  cno  dnr  dn«  =  0, 
snMsnt?  dnrdn^  —  dnii  dnusnr  sn^  +  cnr  cns  — cnficnv  =  0. 

M. 

DE  Sparre.     Cours  sur  les  fonctions  elliptiques.    Premiere 

partie.     Brux.  8.  sc.  X.  B.  129-200. 

I.  Einige  Eigenschaften  der  doppeltperiodischen  Functionen. 
(Auszug  aus  dem  Werke  von  Briot  u.  Bouquet.)  2.  Beweis  för 
die  Identität  der  vermittelst  der  Umkehrung  der  Integrale  defi- 
nirten  elliptischen  Functionen  und  derjenigen,  welche  durch  die 
Functionen  0  und  H  definirt  werden.  3.  Zusammenstellung 
einiger  als  bekannt  vorausgesetzter  Formeln  über  die  elliptischen 
Functionen.  4.  Die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art 
lassen  sich  durch  0  und  H  ausdrucken.  Beweis  der  Herren 
Hermite  und  Mittag  -  Leffler.     5.  Halphen'sche  Formel   über  ge- 
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wbse  Beiheneotwickelnngen.  6.  AnwendoDg.  7.  EntwickeluDg  in 
trigonometrische  Reihen  f&r  die  Functionen 

H'(0)©(«  +  ftO       ff(0)  H(x -h o})       ir(0)  0,Cx icti) 
H( w)  Ö  (x)     '         e  (w)  Q  (x)  .  '        H,lw)  G(x)  '  ' 

finO)  H,(x+ai) 

eXw)&(x) 

^.  Von  der  Function  Z(ti);  Additionstheorem  etc.  1>.  Die  Func- 
tionen AI  von  Weierstrass.  Reihenentwickelung  nach  den  Po- 
tenzen tler  Veränderlichen.  10.  Von  den  Weierstrass^schen 
Functionen  p  und  a.     11.  Additionstheorem  der  Functionen  p. 

Mn.  (Lp.) 

J.  W.  L.Glaisher.  Note  on  the  Functions  Z(ii),  0{u\  fT{u^ä). 

Lond.  M.  S.  Proc.  XVII.  152-157. 

Auf  einfachem  Wege  werden  die  drei  Formeln 
Z(ii)  +  Z(t?)  — Z(ii+c)  =  *'8ntisnr8n(u+ü), 

e\u)e\a)  "  ^     t  sniisna, 

/7Ka)  =  aZ(ti)  +  41og|g^ 

unabhängig  von  einander  aus  den  Elementen  der  elliptischen 
Functionen  hergeleitet  und  hernach  der  Zusammenhang  ewischen 
den  beiden  ersten  erwiesen.  M. 


A.  MüKHOPADHYAY.       A    notc    OH    clliptic    functioiis. 

Qaart  J.  XX|.  209-219. 

Mit  Htllfe  confocaler  Kegelschnitte  wird  hier  ein  Beweis  des 
Additionstheorems  ftlr  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 
gegeben.     Es  wird  die  partiell  imaginäre  Transformation 

l  =  csiuf^,    fi  =  csini^ 
auf  die  bekannte  Differentialgleichung 

dl_ dfi ^ 

angewandt;  dasselbe  leistet  die  Transformation 

l  =  c^eeqfj  fi  =  csect/;  und  l  =  csecqn,  fi  =  ccosi//. 

M. 
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M.  Lercu.      Sur    un   th^orfeme  relatif  k   la   thöorie    des 

fonCtidllS   elliptiques.       Teixeira  J.  Vlll.  3-10. 

In  den  Berliner  Monatsberichten  des  Jahres  1880  zeigt  Herr 
Weierstrass,  dass  die  Function 

0(tr)  =  2;  c»''^"* 


r——<xi 


nur.  fitr  solche  Werte  von  t  besteht,   deren   imaginärer  Teil  po- 
sitiv ist.     In  dem  vorliegenden  Aufsatz  giebt  Herr  Lerch  einen 
neuen    Beweis   dieses    Satzes.      Der    Beweis   gründet   sich  auf 
die  Eigenschaften  des  Ausdruckes 

n  lim  y«    ^  g-a^iCr  H^n)'^ 

in  dem  n  und  r  ganze  Zahlen  sind  und  a  eine  reelle  positive 
Grosse,  und  auf  einen  Satz  von  Gauss. 

Der  Verfasser  zeigt  auch,  dass  der  Beweis,  den  Poisson  und 
Cauchy  bei  Verwendung  des  vorstehenden  Ausdrucks  gegeben 
haben,  nicht  genau  ist,  und  ergänzt  ihn. 

Die  Arbeit  schliesst  mit  einem  neuen  Beweise  des  folgenden 

OD  y 

Satzes:  Die  Function  0(z)  =  £  z^  existirt  nur  fftr  Werte  von 
a,  deren  Modul  kleiner  als  I  ist.  Tx.  (Hch.) 


A.  Cayley.      Note   on   a  formula   relating   to   the  zero- 
value  of  a  tbeta-function.    Krooecker  J.  C.  87-88. 

Specialisirung  einer  von  Herrn  Thomae  (Beitrag  zur  Theorie 
der  ^-Functionen,  Kronecker  J.  LXXL  266.  1870)  gegebenen 
Formel  für  ^(0,0,  ...,0),  für  die  einfache  Thetafunction.  Es 
wird  hier  (wenn  {^niy  verbessert  wird  in  {n%y^ 


'  71 


M. 


R.  Voss.  Theorie  der  Thetafunctionen  einer  Veränder- 
lichen, deren  Charakteristiken  sich  aus  gebrochenen 
Zahlen  zusammensetzen  lassen.    Hoppe  Arch.  (2)  iv.  385-428. 
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Die  RiemanD'sche  Thetaformel  und  Charakteristiken  Theorie 
ist  Ausgangspunkt  mehrerer  Arbeiten  von  Prym  und  Krazer  ge- 
worden, über  die  das  Referat  in  F.  d.  M.  XIV.  1882.  842  ver- 
glichen werden  möge.  In  einer  der  dort  besprochenen  Arbeiten 
hat  Herr  Krazer  die  Theorie  der  Thetafunctionen,  deren  Charak- 
teristiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  worden  sind,  be- 
handelt Später  hat  Herr  Krause  (Math.  Ann.  XXVI.  560): 
„Ueber  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  gebrochene  Zah- 
len sind"  die  Prym'schen  Formeln  für  den  Fall  zweier  Veränder- 
lichen in  einer  neuen  und  einfachen  Weise  abgeleitet  und  zu- 
gleich unabhängig  von  jenen  Formeln  Methoden  zur  Herstellung 
allgemeiner  Thetabeziehungen  gegeben.  An  diese  Arbeit  knüpft 
Herr  Voss  an  für  die  Behandlung  der  Thetafunctionen  einer  Ver- 
änderlichen, deren  Charakteristiken  sich  aus  gebrochenen  Zahlen 
zusammensetzen  lassen.  Die  Haupteigenschaften  der  neu  einge- 
führten Thetafunctionen 

^«[;  ](.)  =  ^„(.  +  ±.  +  ^)e'"vO-^fO      (_  ,,,,3,4) 

werden  abgeleitet,  die  ISubstitutionstabelle  zur  Ueberführung  einer 
Function  in  die  andere  aufgestellt  und  eine  Methode  gegeben, 
die  sich  zur  Parameterdarstellung  unserer  Function  im  allge- 
meinen Falle  wie  für  die  Nullwerte  der  Argumente  darbietet. 
Alsdann  werden  die  speciellen  Fälle«  =  3  und  w  =  ö  behandelt. 
Schliesslich  werden  die  Prym'schen  Fundamentalformeln  auf 
eine  einfache  und  directe  Art  abgeleitet.  M. 


M.  Krause.     Zur  Transformation  dor  elliptischen  Func- 
tionen.    Leipz.  Ber.  .39-43. 

£8  wird  auf  folgende  Weise  ein  allgemeines  Additions- 
theorem gewonnen,  das  als  Grundlage  der  Transformations- 
theorie dienen  kann.     Das  Product 

1=1 
worin  die  Grössen  t?,,  . . .,  t?«  beliebige  von  einander  unabhängige 
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Argumente  bedeuten,  ist,  als  Function  von  Vi  aufgefasst,  eine 
Thetafunction  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  Null  und 
genttgt  der  Gleichung 

-  d'P     ,  .  dP 

Herr  Krause  setzt  nun 

&,  [k]  (f>,mT)  =  ^, (t)  +  *r, tm)e^^^'^^^ 
und 

Vi  =  anVi  +  aafh  H f-  Oin^n  (»  ==  1,2, ...,  w). 

und  untersucht,  wann  sich  ein  Aggregat  von  Gliedern  von  der 
Form 

bilden  lässt,  welches,  als  Function  von  Vi  aufgefasst,  wiederum 
eine  Thetafunction  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  Null 
ist,  während  für  die  ganzen  Zahlen  aoc  die  Bedingungsgleichungen 
bestehen : 

Gyl   +   ay2   +    •••    +    ayn     =    0  (^    >     1 ). 

Die  Zahlen  m,,  m,,  :..,  m„  sind  willkürliche  ganze  Zahlen  und 
m,  =  n.  M. 


A.  MiGuTTi.  Aufstelluug  einer  DitFerentialgleichuDg, 
weicher  die  Wurzeln  der  Gleichungen  für  die  Teilung 
der  elliptischen  Perioden   als  Functionen  des  Moduls 

genügen.       Wien.  Ber.  XCIV.  74Ö-751. 

Die  Grössen 

worin  oi.uud  m^  die  Perioden  von  sn  (ti,Ä^)  und  p,  9,  n  ganze 
Zahlen  bedeuten,  sind  algebraische  Functionen  von  k  und  ge- 
nügen einer  und  derselben  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

A(l -*')//(«)' -^  +  *(!-*")  (1-1  *-2&'a>(-^y 
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als  particuläre  Integrale.  Dies  wird  hier  mit  Hülfe  der  Formel 
bewiesen,  die  Abel  (Pröcis  d'une  tbeorie  des  fonctions  elliptiques, 
chap.  III)  für  die  Reduetion  des  Integrals  dritter  Gattung 

dessen  Parameter  a  mit  dem  Modul  k  in  einer  Beziehung  von 
der  obigen  Form  (1)  steht,  auf  ein  Integral  erster  Gattung  und 
den  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  vbn  x  gegeben  hat. 

M. 

* 

R.  Winzer.  Zur  Transformation  der  elliptischen  Func- 
tionen, insbesondere  der  Transformation  dritten  und 
neunten  Grades.    Dias.  Roatock.   55  s. 

Die  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  ist  von  Heinze 
(Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  elliptischen  Func- 
tionen auf  die  Theorie  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung,  Hoppe  Arch.  LXX.  1-29;  s.  F.  d.  M,  XV.  1883.  407) 
auf  eine  zweiteilige  Curve  dritter  Ordnung,  in  welcher  ein  Wende- 
punkt das  Argument  ti  =  0  hat,  angewandt  worden.  Das  all- 
gemeinere Problem,  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  wenn  ein 
beliebiger  Punkt  der  Curve,  nicht*  ein  Wendepunkt,  gegeben  ist, 
welches  die  L(toung  der  allgemeinen  Drei teilungs- Gleichung  er- 
fordert, ist  Veranlassung  zu  der  vorliegenden  Dissertation  ge- 
worden. Es  wird  nach  Briot  und  Bouquet  (Theorie  des  fonctions 
elliptiques,  1875),  doch  allgemeiner  und  einfacher,  die  Trans- 
fonnationsgleichung  eines  beliebigen  ungeraden  Grades  mit  Hülfe 
von  Wurzelzeichen  gelöst^  alsdann  werden  algebraische  und 
transeendente  Lösungen,  so  weit  möglich,  einander  zugeordnet 
und  besonders  die  bei  der  Lösung  auftretenden  Constanten 
(Teilwerte,  Moduln  und  Multiplicatoren)  untersucht  und  ähnliche 
Beziehungen  zwischen  ihnen  hergestellt,  wie  sie  Herr  Krause 
für  die  hyperelliptischen  Functionen  (Festschrift,  Rostock  1886) 
gegeben  hat.  Ausführlicher  wird  die  Transformation  dritten 
und  die  aus  zwei  solchen  zusammengesetzte  neunten  Grades  be- 
handelt.    Die  Anwendung  der  Dreiteilung  auf  die  Bestimmung 
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der   Wendepunkte   einer   Curve    dritter   Ordnung    sehliesst    die 
Arbeit.  M. 


J.  GiERSTER.     Bemerkung  zu  dem  Aufsätze:  „Notiz  über 
Modulargleichungen    bei    zusammengesetztem    Traiis- 

formationsgrad^.      Klein  Ann.  XXVI.  59()-592. 

Verbesserung  einiger  Unrichtigkeiten,  die  sich  in  dem  Auf- 
satze Klein  Ann.  XIV.  537-544  gelegentlich  der  Eutwickelung 
des  Zusammenhangs  der  Httlfsgrössen  t  mit  dem  Multiplicator  M 
eingestellt  haben.  M. 


|j.  Kraus.      Beitrag  zur  Transformation  elfter  Ordnung 
der  elliptischen  Functionen.    Caeop.  XV.  52.  (Böhmisch.) 

Enthält  Bemerkungen  und  Ergänzungen  zu  Klein's  Abhand- 
lung, welche  unter  dem  obigen  Titel  im  XII.  Bd.  der  Math.  Ann. 
erschienen  ist  Std. 

R.  LiPscHiTZ.      ISur  une  furmule  de  M.  Hermite.     Extrait 
d'une  lettre  adressde  k  M.   Hermite.    Kronecker  J.  C.  66-70. 

Die  Entwickelungen  der  Producte  von  Potenzen  von  Theta- 
functionen,  die  Herr  Hermite  gegeben  hat,  führen  zu  interessanten 
zahlentheoretischen  Sätzen.  Herr  Lipschitz  teilt  hier  solche  arith- 
metischen Folgerungen  mit,  die  er  aus  der  Hermite'schen  Formel 

wo 

— 30  —OD 

ist,  gewonnen  bat.  M. 


L.  Kroneckbr.    Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Berl.  Ber,  701-780. 

« 

In   der  Abhandlung:     „Suite   des   notices  sur  les  fonctions 
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elliptiqucs*',  Creile  J.  IV.  185,  Ges.  Werke  1.  266,  hat  Jacobi 
zur  Bestimmang  der  bei  der  Traosformation  der  elliptischea 
Fonetioneo  aaftretenden  Coeilficienten  eine  Recarsionsfonnel  her- 
geleitet, die  in  gewissem  Sinne  die  allgemeine  Losung  des  Trans- 
formationsproblems enthält,  und  zwar  in  einer  Ton  den  frQheren 
Lösungen  Jaoobi's  uad  AbeVs  ganz  verschiedenen  Weise.    FQhrt 

man  die  Grösse  x  -I an  Stelle  des  Modais  x  selbst  ein  and 

X 

setzt 

«  +  ^  =  e  =  4W-2, 

sin'amu  =.  cosamu  .  ^yarou, 

so  giebt  das  Additionstheorem  zwischen  den  Functionen 

X  =  yxsn(ii,x),  y  =  |/lc8n(t>,x),  z  =  yxsn(ii+r,x) 
die  Relation 


_   xy  l^gy'-\^y*  +y^\^Qx'  +  x* 


1— «  Jf 


Femer  wird 


1/-      o        2xy\-Qx^+x* 

V  X  Sn2M  = ^—r-^—r- 1 

1— JJ* 

sn  /«  _  -,_5j^.^,     — , 

and  wenn  man  jetzt  t>  =  nu,  also  y  =  |/xsnnii  nimmt, 

yxRD(«-f-2)« (13^.-4^.^.(1  _^^.^^.) 

Fnr  n  =  1  wird 

,r-      „    _         3x  —  4qx*  +  Gx>  —  X* 

und  fQr  jede  ungerade  Zahl  n  erhält  man  die  Gleichung: 

in  welcher  v  =  \{ii* — 3)  ist,  und  in  welcher  die  i(n'— 1)  Coef- 
ficienten  a>„i),  Ö)«i,  Ö)„2,  ...  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  ^, 
also  „ganze  Grössen"  des  natürlichen  Rationalitätsbereiches  (^), 
folglich  auch  ganze  Gr^Jssen  des  Rationalitätsbereiches' (9K)  sind. 
Zunächst  wird  nun  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (4)  auch  gilt,  wenn 
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man  h4-2  statt  n  setzt.  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Coeffi' 
oienten  (Z),  zu  denen  Herr  Kronecker  durch  Anwendung  der 
Jacobi'schen  Recursionsformel  gelangt  ist,  haben  sich  dann  als 
bestes  Fundament  für  die  arithmetische  Behandlung  der  sin- 
gulären  Moduln  und  der  zugehörigen  elliptischen  Functionen  er- 
wiesen. Der  Herr  Verfasser  gelangt  für  die  Transformation  zu 
folgendem  Resultat:     „Die   gebrochene   rationale  Function    von 

]^snCfi,x),   durch   welche  die  transformirte  elliptische  Function 

( — 0  *  ^^Bn(ßu^l)  ausgedrückt  wird,  hat  in  ihrer  reducirten 
Form  als  Zähler  eine  ganze  Function  von  ]/lc  sn(M,x)  vom  Grade 
n  und  als  Nenner  eine  solche  vom  Grade  n  — I.  Die  Coefficienten 
des  Zählers  und  Nenners  sind  sämtlich  ganze  algebraische 
Grössen  des  Gattungsbereiches  (^,  x, /u);   der  Coefficient  der  «**" 

Potenz  von  /x  sn(fi,  x)  im  Zähler,  sowie  der  von  ylc  sn  (ti,  x)  un- 
abhängige Term  im  Nenner,  haben  den  absoluten  Wert  Eins; 
alle  übrigen  Coefficienten  sind  durch  den  Multiplicator  /u  teilbar, 

und  der  Coefficient  von  ]/lc8n(fi,  x)  im  Zähler,  sowie  der  damit 

identische  Coefficient  der  (n— 1)**"  Potenz  von  /xsn(M,  x)  im 
Nenner,  sind  mit  dem  Multiplicator  ^  selbst  absolut  äquivalent". 
Es  folgt  daraus  die  vollkommene  Analogie  der  Formeln  für  die 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  mit  denen  der  Multi- 
plication  der  Kreisfunctionen.  Als  eine  „Multiplication  der  ellip- 
tischen Functionen  im  weiteren  Sinne"  fasst  es  der  Herr  Ver- 
fasser auf,  wenn  die  elliptische  Function  sn  für  das  m-fache 
eines  beliebigen  Arguments  u  rational  durch  sn  «  ausdrOckbar 
ist,  gleichviel  obsnmri  denselben  oder  irgend  einen  andern 
Modul  hat  als  snn.  M. 


Ch.    HfiRMiTK.      Remarques    aritlunötiques   sur   quelques 
fornaules     de     la    th^orie     des    fonetions    elliptiques. 

Kronecker  J.  C.  51 -05. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sind  es  besonders 
zwei  Gattungen  von  Entwickelungen  in  Sinus-  oder  Cosinusreihen, 
welche  für  die  höhere  Arithmetik  von  Bedeutung  sind.    £inmal 
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bat  Jacobi  aus  den  EDtwiokeluDgen  der  elementaren  doppelt- 
periodischen Functionen  sno;,  cnx  etc^  (Fundam.  §  39)  seine 
schönen  Sätze^  Aber  die  Zerlegung  einer  Zahl  in  2,  4,  6  und  8 
Quadrate  hergeleitet.  Die  zweite  Art  der  Entwickelungen  bildet 
die  der  Quotienten  von  9-Producten  und  6- Potenzen,  in  denen 
die  Anzahl  der  Factoren  im  Zähler  verschieden  von  der  im  Nen- 
ner ist,  und  die  die  Periode  4  AT  haben  und  bei  der  Aenderung 
des  Argumentes  um  4K'i  bis  auf  einen  Exponentialfactor  den- 
selben  Wert  annehmen.  Diese  Functionen  hat  Herr  Hermite  in 
Lionville  J.  (2)  VII.  untersucht  und  gezeigt,  dass  sie  auf  mehrere 
von  Herrn  Kronecker  gefundene  Sätze  flber  die  Summen  der 
Klassenanzahlen  der  quadratischen  Formen  mit  negativer  Deter- 
minante   f&hren.     Insbesondere   betrachtete    der  Herr  Verfasser 

die  Grösse  — |qv  ^        ^^^  ^^  Integral 

dessen  Entwickelung  nach  Potenzen  von  q  die  Reihe 

J(a»+2a)-r'  /a   =    \^3^b    CtC. 

*  ""  -^  T-^r'    l^  =  o,±i,±2,...,± 

ergiebt,  oder  in  anderer  Form: 

a  =2F(n)qi\  («  =  3,7,11,  ...) 

wo  F(n)  ftir  alle  n^3(mod.4)  die  Anzahl  der  Klassen  der  De- 
terminante —  n' bezeichnet,  in  denen  wenigstens  einer  der  äusseren 
Coefficienten  ungerade  ist  Aus  diesem  Resultat  folgt  •  die 
Kronecker'scbe  Reibe: 

F(«)+  2F(«-2')  +  2F(ii-4^  +  -  =  i  V.Cw), 

wo  V^  («)  der  Ueberschuss  der  Summe  der  Divisoren  von  w,  die 
grösser  als  seine  Quadratwurzel,  Ober  die  Summe  der  andern 
Divisoren,  die  kleiner  als  diese  Wurzel  (J.  für  Math.  LVII). 

Viele  andere  doppeltperiodische  Functionen  dritter  Gattung 
f&hren  ebenfalls  auf  Sätze  aus  der  höheren  Arithmetik,  und  der 
Herr  Verfasser  zeigt,  dass  dieser  rein  analytische  Weg  einen 
interessanten  Ausdruck   fQr    die  Anzahl    der  Zerle^ngen    einer 
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ganzen   Zahl   in   drei   und   in   fünf  Quadrate  ergiebt.     Vorher 
wird  die  Formel 


^^^^^^=:SF(n),i. 


benutzt^  um  einen  Ausdruck  für  die  Summe 

F{S)  +  F(7)  +  •••  +  F(4m-l) 
zu  gewinnen.  M. 

A.  G.  Grebnhill.     Solution   of  the  cubic   and   quadric 
equations  by  means  of  Weierstrass'  elliptic  functions. 

Lond.  M.  S    Proc.  XVII.  262-287. 

Zuerst  wird  an  die  Lösung  der  kubischen  Gleichung  mittels 

trigonometrischer  und  hyperbolischer  Functionen  erinnert     Um 

die  Gleichung 

4a;'  — Sa;— T  =  0 

mit  Hülfe  von  pu  zu  lösen,  setzen  wir 

IS  l        . 

dann  wird 

Ä'  +  as'  — 46  =  0, 

und  wenn  s  =  —   und  m'  =  -r-  =  T  gesetzt  wird, 

m  b  ° 

y'+amy'  — 4  =  0. 
Dies  wird  verglichen  mit 

^'l/^  3F(i«j/3)pV-4  =  0,   g,  =  0,   g,  =  4; 
dann  ist 

p(%n  Y  .0  =  4  am  = =  (  -7 — --  j  ,     wo  J  =  —^ —  =— ^, 

^  '^       3  ^^j        \j_iy^  S^— 277". 

und 

pu  Ti 

Ist  nur  eine  Wurzel    der  kubischen  Gleichung   reell,    so    haben 
die  beiden  andern  Werte  von  x  die  Form    -,  -,-i, — ^,c,  wo 

w;  =  W3  — cüp     pio^  =  «3  =  ^\     FW,  =  e,  =  cti,     tf,  =  I, 

w«         .  /T  .   /— 
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Wenn  alle  drei  Wurxeln  reell  sind,   so   hat  x  die  Form 


l^ii 


und  die  beiden  andern  x  die  Form  — Es    werden 

Pdn  +  foi,) 

Tafeln  gegeben  fiir  9^  and  p^  för  r  =  0,  1,  2  ,...,  180, 

Um  die  biqnadratisehe  Gleichung  l\^{a^  6,  r,  d,  e)(x,  1)*  =  0 
%Tx  lösen,  wird  an  den  Ausdruck 

^  2(x-xJ' 

erinnert,  der  auf  die  Weierstrass'sche  Normalform  ffthrt     Wenn 
X  =  00  für  M  =  ff,  so  ist 


und 


x-x.  =  — --^-/:- 


|'0()?ll-pff) 

Wird  in 

ox*  +  46x"H-6cx'  +  4rfx  +  e  =  0 

^  =  — C*—^)  gesetzt,  so  wird 

wo  IT  =  iic-fc»,  C  =  aV  — 3a6c  +  26*.  Der  Coeffieient  a  kann 
gleich  1  genommen  werden.  Wird  x,  also  %  unendlich  f&r  «  =  a, 
80  ist  p{2a)  =  H,  |/(2o)  =  —  ß  und  die  vier  Waraeln  der 
GleichoDg  K  =  0  sind : 

,    ^g.(2c)        g,(2a)         g,(2a) 
«(2«)  "^    <r(20)    "*"    ff(2o)  ' 

'         a(2a)         aQia)         a(2a)  ' 

5   -       ".C^")   ,    g»C2«)        g.(2«) 
'  a(2a)  "^    o(2c)  o(2c)   ' 

^  _  £^(2a)  _  _a^(2oO_  ,  _ffi(2a)^ 
'  a(2a)         ff(2a)    "^    ai2a)   ' 

(siehe  Burnside  and  Panton:    Tbeory  of  equation»,  p.  117   und 

roiochr.  d.  Math.  XVIU.  1.  26 
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Halphen,  J.  de  TEc.  Polyt.  1884).  Es  folgt  dann  die  unter- 
suchung  der  Realität  der  Wurzeln  und  die  Anwendung  auf  ein 
hydrodynamisches  Problem.  M. 


C.  IsKNKRAHE.      Zur    Theoric    der    elliptischen   Modul- 

functionen.      Pr.  Realprog.  Bodo.  35  S. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung  der  Convergenz- 
grenze  von  Reihen,  die  durch  Inversion  entstanden  sind.  In 
einer  Note  über  die  Inversion  des  vollständigen  elliptischen  In> 
tegrals  erster  Gattung  (siehe  oben  S.  383)  war  die  aus  den 
Gleichungen  . 

^,(*)  = -S  9*"c''"'    und     &X0)=\-^^ 
abgeleitete  Gleichung 

g  +  9*  +  9'  +  -  4-  r  \  -  =i(/-i^  -  0  =  1(^,(0)- 1)  =  n 

durch  Inversion  auf  die  Form 

q  =  ,|_,|* -|.4m^—m'-|- 22m 'M-  13m"+ l40w''— I36m** 

gebracht  und  ohne  Beweis  als  Bedingung  der  Convergenz  u^\ 
oder  K^2n  angegeben.  Dieser  Beweis  wird  hier  nachgeholt 
Der  Verfasser  recapitulirt  vorher  die  von  Kerz  („Die  allgemeine 
Umkehrung  der  Reihen",  I.  Giessen  1850  u.  IL  Darmstadt  1861) 
aufgestellten  Bedingungen  der  Convergenz  invertirter  Potenz- 
reihen und  das  Kriterium  Lagrange's  (Nouvelle  m^thode  pour 
resoudre  les  equations  littöraires,  Bcrl.  Ber.  1768)  J^owie  die 
Resultate  der  späteren  Untersuchungen  über  die  Reihe  von 
Lagrange.  M. 

H.  VON  Mangoldt.  Ueber  ein  Verfahren  zur  Darstellung 
elliptischer  Modulfunctionen  durch  unendliche  Producta 
nebst  einer  Ausdehnung  dieses  Verfahrens  auf  allge- 
meinere  Functionen.      GöU.  Nachr.  1-29. 
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Ausf&hrlichere  MitteiloDg  der  UotersuchuDgeo,  Ober  welche 
F.  d.  M.  XVII.  448  berichtet  worden  ist.  Wird  Dach  dem  Vor- 
gftDge  des  Herrn  Klein  aU  Hauptkreis  der  mit  dem  Radios  1 
um  den  Nallpunkt  der  Ebene  des  Argamentes  x  beschriebene 
Kreis  bezeichnet,  fQr  dessen  Fläche  die  za  betrachtenden  Func- 
tionen erkl&rt  sind  und  dessen  Peripherie  fQr  die  Veränderlich- 
keit des  Argamentes  x  eine  natQrliche  Grenze  bildet,  so  erhält 
man  durch  Verallgemeinerung  der  yon  Herrn  Weierstrass  ange- 
wandten Schlosse  folgende  Sätze:  „1.  Jede  eindeutige  Function 
Yon  x,  welche  im  Innern  des  Hauptkreises  überall  den  Charakter 
einer  ganzen  Function  besitzt,  kann  dargestellt  werden  in  Gestalt 
eines  Productes,  dessen  Factoren  sämtlich  die  Form  haben 

(kx  \t)e^  (*>, 
wo  Ir,  /  Constante  bedeuten  und  \p{x)  eine  eindeutige  Function 
Ton  X  bezeichnet,  welche  im  Innern  des  Hauptkreises  überall 
den  Charakter  einer  ganzen  Function  besitzt.  2.  Jede  eindeutige 
Function  von  x,  welche  im  Innern  des  Hauptkreises  überall  den 
Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt,  kann  als  Quotient 
zweier  Producte  von  der  eben  angegebenen  Beschaffenheit  dar- 
gestellt werden.*'  Setzt  man  voraus,  dass  jede  der  in  Betracht 
gezogenen  Functionen  im  Innern  ihres  Gültigkeitsbereiches  un- 
endlich viele  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  besitzt,  und  hebt 
die  Beschränkung  auf,  dass  jede  der  Functionen  g{x)  für  x  =  0 
verschwinden  soll,  so  kann  man  ür  =  1  setzen  und  die  Constanten 
/  bei  denjenigen  Functionen,  welche  nur  für  die  Fläche  des 
Hauptkreises  erklart  sind,  der  Bedingung  unterwerfen,  im  Innern 
des  Hauptkreises  zu  liegen.  Es  wird  nun  für  jede  der  Fuchs'- 
schen  Functionen  Poincarö's,  deren  Geschlecht  gleich  Null  ist, 
und  deren  Gruppe  und  deren  Null-  und  Unendlichkeitsstelleu 
gegeben  sind,  ein  System  jener  Zusatzfactoren  e'^'^^^  ermittelt. 

M. 


R.  Fricke.     üeber  Systeme  elliptischer  Modulfunctionen 
von  niederer  Stufenzahl.    Diss.  Leipzig.  8».  89  s. 

Die  Arbeit   enthält   einen  Beitrag   zu  der  von  Herrn  Klein 

2G* 
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(Klein  Ann.  XVII.  133;  8.  F.  d.  M.  XII.  351)  begründeten 
Theorie  der  Modulfunctionen.  Ueber  die  dahin  gehörigen  Ar- 
beiten von  Klein,  Hurwitz  u.  a.  ist  F.  d.  M.  XIII.  864;  XVI. 
397  und  XVII.  449ff.  berichtet  worden,  wo  auch  die  vorliegende 
Dissertation  erwähnt  ist.  Nach  Feststellung  einiger  fundamen- 
taler Begriffe  werden  diejenigen  Riemann'schen  Flächen  ge- 
bildet, denen  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
entspringenden  Modulfunctionen  als  algebraische  Functionen  an- 
gehören. Was  die  Methode  betrifft,  so  kann  die  Theorie  der 
elliptischen  Functionen,  wenigstens  zunächst,  gänzlich  vermieden 
werden,  und  nach  Riemann'scher  Anschauungsweise  kann  man 
von  den  Flächen  auf  die  ihnen  zugehörigen  Functionen  schliessen. 
Diese  Behandlungsweise  erledigt  insofern  die  principielleren 
Fragen,  als  sie  auf  einfachste  Modulsysteme  führt,  in  welchen 
jede  andere  der  betreffenden  Stufe  angehörige  Function  sich 
rational  darstellen  lassen  muss,  und  die  somit  fortan  den  Unter- 
suchungen ihrer  Stufen  zu  Grunde  zu  legen  sind.  Nach  dieser 
Methode  werden  nun  die  niedrigsten  Primzahlstufen  durchgeführt. 
Durch  Vermittelung  der  Theorie  der  elliptischen  Normalcurven 
(Bianchi,  Math.  Ann.  XII.  234  und  Klein,  Leipz.  Abb.,  s.  F. 
d.  M.  XII.  352  u.  XVII.  453)  wird  dann  die  Verallgemeinerung 
für  Primzahlen  oder  auch  für  ungerade  nicht  durch  3  teilbare 
Zahlen  bewirkt.  Die  sieben  Capitel  der  vorliegenden  Arbeit 
behandeln  resp.  die  2'%  3^  4*^  6^  8^  9»S  10^*  und  16''  Stufe. 

M. 


G.  Friedrich.       Die    Modulargleichungen     der    Galois- 

schen  Moduln  der  zweiten  bis  fUnften  Stufe.   Dias.  Leip- 
zig. 8».  71  S. 

Auch  diese  Arbeit  gehört  in  die  Gruppe  der  im  vorstehen- 
den Referat  erwähnten  Untersuchungen  über  elliptische  Modul- 
functionen. Sie  bezweckt  die  Aufstellung  der  Modulargleichun- 
gen für  diejenigen  ausgezeichneten  Hauptmoduln  der  ^**°  Stufe, 
welche  nur  bei  den  mod.  q  zur  Identität  congruenten  Substitu- 
tionen ihres  Argumentes  to  ungeändert  bleiben.    Derartige  Moduln 
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existireD  nar  f&r  ^^5  und  siod:  das  DoppelTerh&ltnis,  die 
TetraederirratioDalitiU,  die  Oktaederirrationalit&t  and  die  Ikosaeder- 
irrmtioDalitlt  Ihre  Modolargleichan^en  haben  die  Eigenschafl, 
in  sieh  Oberzageben,  wenn  der  ursprQngliche  und  der  transfor> 
mirte  Modul  gleichseitig  gewissen  linearen  Substitutionen  unter- 
worfen werden.  Die  Methode  der  Aufstellung  dieser  Nodular- 
gleichungen  besteht  nun  darin,  dass  man  sunichst  untersucht, 
welche  Form  AusdrQcke  von  dieser  Substitutionseigenschaft 
haben  mOssen;  alsdann  bleiben  noch  wenige  ZahlencoefGcienteu 
auszurechnen,  was  durch  Einsetzen  der  bekannten  nach  Potenzen 
von  q  =  e^"*^  fortschreitenden  Reihen  für  die  Moduln  ohne 
Schwierigkeit  geschieht.  M. 


MOllbr.     Complaiiation  der  Kegel  II.  Ordnung.    Pr.  Realg. 

ChemDitz. 

Das  Integral 

welches  den  Inhalt  des  von  |«  bis  |  genommenen  Oberflächen- 
Stückes  eines  Kegels  mit  der  Leitlinie  f(5, »?)  =  0  ausdrückt, 
wird  zunächst  in  den  Fällen,  wo  die  Leitlinie  ein  Kegelschnitt 
ist,  auf  elliptische  Integrale  zurückgeführt.  Alsdann  wird  der 
Fall  betrachtet,  wo  der  Fusspunkt  0  der  Höhe  ä  =  I/O  (wo  0 
der  Anfangspunkt,  H  die  Spitze  des  Kegels)  in-  eine  Axe  des 
Kegelschnittes  fällt.  M. 


Ch.  Hkrmitis.     Sur  quelques   applications   des    fonctions 

elliptiques.      Paris.  Gaulliier-VillarB.  4^  146  S, 

Die  seit  mehreren  Jahren  in  den  C.  R.  erschienenen  Abhand- 
lungen gleichen  Titels  sind  hier  zu  einem  Bande  vereinigt.  Wir 
haben  in  den  Bänden  IX  bis  XIV  dieses  Jahrbuchs  über  die 
einzelnen  Abschnitte  referirt.     Der  Hauptgegenstand  ist  ein  ein- 
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gehendes  Studium  der  Lam^'achen  Gleichung 

und  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Gattung.  Daran 
knflpfen  sich  Anwendungen  aus  der  Mechanik,  das  Problem  der 
Rotation  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Punkt  in  dem 
Falle,  wo  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  das  sphärische  Pendel, 
die  elastische  Linie  und  ausserdem  verschiedene  analytische 
Anwendungen,  deren  wichtigste  sich  auf  Typen  von  linearen 
DifTerentialgleichungen  mit  doppeltperiodischen  Coefficienten  und 
eindeutigen  Integralen  beziehen.  Ein  ausführlicher  Bericht  über 
das  Buch  findet  sich  Darb.  Bull.  (2)  X.  33-41.  M. 


E.  Okinghaus.  Transformationen  der  elliptischen  Inte- 
grale und  P^unctionen  in  Verbindung  mit  der  Theorie 
der  Kettenlinie.     Hoppe  Arch.  (2)  iv.  225-216. 

Fortsetzung  der  Arbeit  in  Hoppe  Arch.  (2)  II.   138-192  (s. 

F.  d.  M.  XVII.  1885.  465).  Die  durch  Kreis  und  Kettenlinie 
vermittelte  Transformation  erweist  sich  für  die  geometrische 
üarstellung  der  entwickelten  mannigfaltigen  elliptischen  Func- 
tionen erfolgreich  und  führt  zu  einer  Reihe  interessanter  Ent- 
wickelungen.  M. 


E.  Okinghaus.     Elliptische  Integralfunctionen    und    ihre 
geometrische,  analytische  und  dynamische  Bedeutung. 

Hoppe  Arch.  (2;  IV.  279-307. 

Fortsetzung  der  Abhandlung  in  Hoppe  Arch.  (2)  I,  337-488, 
8.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  403.  Die  geometrische  Interpretation 
der  früher  entwickelten  dritten  Integralfunction  führt  zur  geo- 
metrischen Darstellung  des  Additionstheorems  der  Integrale  erster 
Gattung,  und  zwar  vermittelst  der  Kegelschnitte.  Vorher  wird 
eine  neue  vierte  Integralfunction  abgeleitet,  deren  Modulus  ratio- 
nal   ist.     Zum   Schluss   werden   die   hyperelliptischen    Integral- 
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fuoctioneu  betrachtet  und  die  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
gewonoeocn  Resultate  veraligemeiDert.  M. 


C.     Hyperelliptischc,  AbeTsche  und  verwandte 

Functionen. 

O.  BoLZA.  Ueber  die  Reduction  Lyperelliptischer  Inte- 
grale erster  Ordnung  und  erster  Gattung  auf  ellipti- 
sche, insbesondere  über  die  Reduction  durch  eine 
Transformation  vierten  Grades.     Dies.  Gottingen.  i\  39  s. 

Lange  Zeit  waren  die  beiden  von  Jacobi  (Grelle  J.  VIII. 
416  und  Ges.  Werke  I.  382)  gegebenen  Integrale  för  ^  =  2, 
die  sich  durch  rationale  Transformationen  zweiten  Grades  auf 
elliptische  Integrale  reduciren  liessen,  das  einzige  Beispiel  einer 
solchen  Reduction.  Herr  Hermite  fügte  ihnen  im  Jahre  1876 
als  zweites  Beispiel  zwei  Integrale  erster  Gattung  hinzu,  die 
durch  Transformationen  dritten  Grades  auf  je  ein  elliptisches 
reducirbar  waren  (s.  F.  d.  M.  VIII.  278).  Seitdem  ist  das 
Problem  der  Reduction  AbeFscher  Integrale  auf  elliptische  Gegen- 
stand zahlreicher  Arbeiten  von  Königsberger,  Brioschi,  Goursat, 
Picard  u.  a.  geworden.  Ersterer  wies  schon  im  Journ.  für  Math. 
Bd.  LXVII  nach,  dass  die  oben  erwähnten  Jacobi'schen  Integrale 
die  beiden  allgemeinsten  durch  eine  rationale  Transformation 
zweiten  Grades  reducirbaren  Integrale  sind.  Goursat  teilte  die 
allgemeinsten  durch  eine  Transformation  dritten  Grades  reducir- 
baren Integrale  mit  (s.  F.  d.  M.  XVII.  466  u.  468),  und  Herr 
Bolza  gab  1885  die  allgemeinsten  hyperelliptischen  Integrale 
erster  Gattung  und  erster  Ordnung,  die  durch  eine  Transforma- 
tion vierten  Grades  auf  elliptische  zurttckführbar  sind  (s.  F.  d.  M. 
XVII.  468).  Während  diese  Beispiele  auf  rein  algebraischem 
Wege  gefunden  wurden,  benutzten  Königsberger  (a.  a.  0.  LXVII. 
72)  und  Pringöheim  (Clebsch  Ann.  IX.  461)  die  Transformation 
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der  ^  Functionen,  ebenso  Hanel  (Diss.  Berlin  1882).  Herr  Weier- 
strass  hatte  den  Satz  bewiesen,  dass  man  im  Falle  der  Reducir- 
barkeit  durch  eine  Transformation  höheren  Grades  zu  einem 
System  transformirter  ^-Moduln,  in  welchen  tU  =  0  ist,  ge- 
langen kann. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun  die  Reduction  durch 
eine  Transformation  vierten  Grades  vollständig  durchgeführt  mit 
Hülfe  eines  zweiten  von  den  Herren  Weierstrass  und  Picard 
gegebenen,  fOr  die  Behandlung  des  Problems  wichtigen  Satzes, 
welcher  lautet:     „Wenn    ein   zu    dem    hyperelliptischen  Gebilde 

y'  =  Ä(x) 

vom  Range  2  gehöriges  Integral  algebraisch  auf  ein  elliptisches 
Integral  reducirbar  ist,  so  giebt  es  unter  den  unendlich  vielen 
zu  dem  Gebilde  gehörigen  Systemen  von  ^-Moduln  mindestens 

eines,  für  welches  t,,  =  -t-,  wo  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist." 

(S.  V.  Kowalewski,  Acta  Math.  IV.  393  und  Picard,  S.  M.  F.  Bull. 
XII.  153;  8.  F.  d.  M.  XVI.  426.)  Im  ersten  Teil  der  vorliegen- 
den  Arbeit   wird   nun   die  Aufgabe   gelöst,   alle   Systeme    von 

^-Moduln,   in  denen  t^j  =  t-'   ^^  finden,    sobald  ein   solches 

existirt.  Alsdann  wird  eine  von  der  Richelot'schen  Normalform, 
die  Herr  Picard  seinen  Untersuchungen  über  die  Reduction  hyper- 
elliptischer Integrale  erster  Ordnung  zu  Grunde  gelegt,  ver- 
schiedene Normalform  hergestellt.  Diese  Herstellung  und  die 
Untersuchung  der  linearen  Transformation  derselben  bilden  den 
Inhalt  des  zweiten  Teils.  Nach  dem  Satze  von  Weierstrass 
und  Picard  giebt  es  stets  zwei  zu  demselben  Gebilde  gehörige 
durch  Transformation  A**"  Grades  reducirbare  Integrale  erster 
Gattung,  sobald  es  überhaupt  eines  giebt.  Während  nun  das 
eine  derselben  auf  algebraischem  Wege  leicht  herzustellen  war, 
machte  die  Bestimmung  des  zweiten  Integrals  bisher  grosse 
Schwierigkeiten.  Mit  Hülfe  der  im  zweiten  Teil  gewonnenen 
Principien  gelingt  es  jetzt  Herrn  Bolza,  zu  zeigen,  dass  das 
zweite  Integral  und  die  zugehörige  reducirende  rationale  Func- 
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tion  ohne  alle  Rechnung,    durch   eine    blosse  Buchstabenvertau- 
schnng  gefunden'  werden  kann. 

Der  dritte,  vierte  und  fünfte  Teil  der  Arbeit  enthält  nun 
die  vollständige  Lösung  des  Reductionsproblems  für  k  =  4  mit 
Hülfe  der  ^-Functionen.  Nach  Aufstellung  der  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Wurzeln  der  ganzen  Function  sechsten 
Grades  werden  die  Constanten  der  beiden  reducirbaren  Integrale 
als  algebraische  Functionen  zweier  unabhängigen  Parameter  dar- 
gestellt, und  dann  wird  die  rationale  Function  vierten  Grades 
gewonnen,  durch  welche  die  Reduction  geleistet  wird.  M. 


J.  Schacht.     Reducirbarkeit  elliptischer  und  hyperellip- 
tischer Integrale   auf  Logarithmen  nach  der  Methode 

von    Abel.     Pr.  Kgl.  Mariengymn.  Posen.  4».  27  S. 

¥jB  werden  aus  der  von  Abel  (Sur  Tint^gration  de  la  for- 
mule  diff^rentielle    ^ ,    R  ei  q   6tant   des    fonctions    enti^res) 

angegebenen  Methode,  insbesondere  aus  der  Entwickelung  der 
irrationalen  Function  in  einen  Kettenbruch,  Kriterien  für  die 
Reducirbarkeit  eines  elliptischen  resp.  hyperelliptischen  Integrals 
auf  Logarithmen  gewonnen.  Für  den  vierten  und  sechsten  Grad 
insbesondere  wird  die  Kettenbruchentwickelung  durchgeführt  und 
werden  die  zugehörigen  reducirbaren  Integrale  aufgestellt. 

M. 

O.  Staude.      Ueber    hyperelliptische    Integrale    zweiter 
und  dritter  Gattung.    Acta  Math.  viii.  81-92. 

Der  Verfasser  liefert  in  dieser  Arbeit,  indem  er  sich  auf 
einen  von  Herrn  Weierstrass  in  den  Berl.  Monatsber.  des  Jahres 
1861  veröflFentlichten  Vortrag  „Ueber  die  geodätischen  Linien 
auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid"  bezieht,  eine  ausführliche  Ab- 
leitung der  in  dieser  Arbeit  vorkommenden. Formeln  und  eine 
eingehende  Untersuchung  über  den  Ausdruck,  welcher  die  Bogen- 
länge der  geodätischen  Linie  auf  dem  Ellipsoid  durch  die  hypcr- 
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elliptischen  Functionen  giebt.  Diese  Untersuchung  bietet  die 
Gelegenheit,  die  Ableitung  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gat- 
tung nach  Analogie  des  in  Jacobi's  späterer  Theorie  der  ellipti- 
schen Integrale  benutzten  Verfahrens  durch  die  Thetafunctionen 
darzustellen.  Die  Entwickelungen  werden  unter  Benutzung  der 
vom  Verfasser  früher  veröflFentlichten  Formeln  über  die  Null- 
werte der  Thetafunctionen  und  ihrer  Ableitungen  ausführlich  in 
seiner  von  der  Weierstrass 'sehen  wenig  abweichenden  Aus- 
drucksweise gegeben,  und  im  wesentlichen  stimmen  die  Resul- 
tate   natürlich  mit  denen  des  Herrn  Weierstrass  überein. 

Uch. 


Schi  RD  KW  AHN.      Ueber    das  ümkehrproblem    der  liyper- 
elliptiscben   Integrale  dritter  Gattung  erster  Ordnung. 

Oele.     Grünberger  &  Co. 


G.  Pick.      Zur    Theorie    der    binomischen    Integrale. 

Wien.  Ber.  XCIV.  372-377. 

Unter  binomischen  Integralen  versteht  der  Herr  Verfasser 
solche  Aberschen  Integrale,  welche  die  w'®  Wurzel  aus  einer  be- 
liebigen ration'alen  Function  der  unabhängigen  Veränderliehen 
als  Irrationalität  enthalten.  Während  der  Art.  1  sich  mit  der 
Aufstellung  der  allgemeinsten  Form  eines  binomischen  Integrals 
erster  Gattung  beschäftigt,  ist  Art.  2  der  Herstellung  eines  aus- 
gezeichneten Integrals  dritter  Gattung  gewidmet,  das  der  Herr 
Verfasser  als  das  wahre  Normalintegral  dritter  Gattung  be- 
zeichnen zu  dürfen  glaubt.  Kr. 


H.  PoiNCARE.    Sur  la  r^dnction  des  integrales  abdliennes. 

C.  R.  CIL  915-91«. 

Der  Verfasser  gab  im  Jahre  1884  in  den  S.  M.  F.  Bull.  XII 
eine  Verallgemeinerung  des  Weierstrass'schen  iSatzes  über  die 
Keduetion  der  Aberschen  Integrale  (vergl.    F.  d.  M.  XVI.  1884. 
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426-430).  Herr  Picard  zeigte  an  derselben  Stelle,  dass  für  den 
Fall  ^  =  2  noch  eine  Vereinfachung  in  der  Form  der  Perioden 
möglich  sei. 

In  der  vorliegenden  Note  stellt  Herr  Poincar6  als  Beispiel, 
dass  die  entsprechende  Vereinfachung  auch  im  allgemeinen  Falle 
göllig  ist,  die  reducirten  Perioden  für  den  Fall  ^  =  6,   jt«  =  3 

auf.     F^  treten  in  diesem  Falle  an  Stelle  von  -r-  Grössen  von 

k 

der  Form  — ,  —r-,  — r—  («,  6,  c  ganze  Zahlen)  auf.     In  spe- 

ciellen  Fällen  kann  die  Form  der  Perioden  noch  einfacher  werden. 

Hch. 


L.  ScHLKiERMACHEU.     Ucber  Thetafunctionen    mit    zwei 

Variabein.       Erlang.  Ber.  XVIII.  22-25. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt,  dass  die  zwischen  den  sechzehn 
Thetafunctionen  mit  zwei  Variabelu  bestehenden  Identitäten  der- 
artig aufgelöst  werden  können,  dass  man  sämtliche  Thetaquo- 
tienten  als  rationale  Functionen  von  drei  Parametern  darstellt, 
welche  noch  durch  eine  algebraische  Gleichung  mit  einander 
verknöpft  sind.  Kr. 

Kadik.       Theorie     der    sechsstelligen     Charakteristiken. 

DisB.  Dorpat. 

Während  die  ersten  drei  Artikel  Definitionen  und  Sätze 
fiber  sechsstellige  Charakteristiken  enthalten,  deren  Elemente 
beliebige  Grössen  sind,  beschäftigen  sich  die  Untersuchungen 
der  folgenden  Artikel  ausschliesslich  mit  den  64  zum  Falle/?  =  3 
gehörigen  Charakteristiken,  die  aus  halben  Zahlen  gebildet  sind, 
bringen  aber  nichts  Wesentliches  bei,  was  nicht  schon  von  den 
Herren  Weber,  Nöther,  F'robenius  und  Prym  in  ihren  Unter- 
suchungen über  Thetacharakteristiken  mitgeteilt  worden  ist  oder 
aus  diesen  Untersuchungen  unmittelbar  gefolgert  werden  kann. 

Kr. 
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M.  Kkausk.      üeber    Thetafiiiictionen,    deren    Charakte- 
ristiken gebrochene  Zahlen  sind.    Klein  aud.  xxvi.  569-589. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  die  Tbetafunctioneo  zweier 
Veräoderh'chen,  deren  Charakteristiken  aus  gebrochenen  Zahlen 
gebildet  sind,  definirt  und  ihre  Haupteigensohaften  aufgestellt 
hat,  bildet  er  aus  denselben  Thetafunctionen  n^^  Ordnung  und 
drückt  dieselben  auf  Grund  des  Satzes  des  Herrn  Hermite  durch 
gewöhnliche  Thetafunctionen  aus.  Wie  die  Werte  der  biebei 
auftretenden  unbestimmten  Coefficienten  ermittelt  werden  können, 
wird  an  einigen  einfachen,  den  Fällen  n  =  3  und  n  =  5  ent- 
sprechenden Beispielen  erläutert.  Zum  Schlüsse  wird  gezeigt, 
wie  der  im  Hermite'schen  Satze  als  speciellster  Fall  enthaltene 
bekannte  Satz,  dass  eine  Thetafunction  durch  gewisse  Fune- 
tionalgleichungen  bis  auf  eine  Constante  bestimmt  wird,  zur  Her- 
stellung allgemeiner  Thetabeziehungen  verwertet  werden  kann, 
und  dies  wird  durch  Verification  der  von  Herrn  Prym  und  dem 
Referenten  im  dritten  Bande  der  Acta  Mathematica  abgeleiteten 
Formel  (©j)  illustrirt.  Kr. 


A.  V.  BraunmOhl.  Note  über  /?-reihige  Charakteristiken, 
die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und 
das  Additionstheorem  der  zugehörigen  Thetafunctionen. 

KHaog.  Der.  XVIII.  37-43. 

Nach  den  von  den  Herren  Nöther  und  Frobenius  gegebenen 
Principien  werden  in  der  vorliegenden  Note  die  p-reihigen  Cha- 
rakteristiken, die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  unter- 
sucht, diesbezügliche  Definitionen  und  Sätze  aufgestellt  und  zum 
Schlüsse  unter  Anwendung  des  Satzes  des  Herrn  Hermitc  eine 
Thetaformel  von  grosser  Allgemeinheit  abgeleitet. 

Die  Endformel  am  Schlüsse  der  sechsten  Seite  ist  fehlerhaft 
und  von  dem  Herrn  Verfasser  selbst  in  den  Abb.  d.  k.  bayer. 
Akademie  der  Wiss.  II  Cl.  XVI.  Bd.  IL  Abtl.  pag.  352  berich- 
tigt worden.  Kr. 
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M.  Krausk.     Ueber  Fourier'sche  Entwickelungen  im  Ge- 
biete    der     Thetafnnctionen     zweier    Veränderlichen. 

Klein  Ann.  XXVII.  419-430. 

Die  «**  Potenz  einer  Thetafunction  ist  eine  Thetafunction 
n^^  Ordnung  und  läset  sich  daher  im  Falle  p  =  2  nach  dem 
Satze  des  Herrn  Hermite  durch  n*  linear  unabhängige  Theta- 
functionen  n^^  Ordnung  linear  ausdrücken.  Wählt  man  für  diese 
die  n'  Functionen,  die  aus 

für  g^  y'  =  0,  1,  . .  .,  w— 1  hervorgehen,  so  lassen  sich  die  hie- 
be! auftretenden  unbestimmten  Coefficienten  in  einfacher  Weise 
bestimmen,  wenn  man  zur  Darstellung  derselben  die  Nullwerte 
von  Thetafunctionen  zulässt,  deren  Charakteristiken  aus  ge- 
brochenen Zahlen  gebildet  sind,  und  deren  Moduln  Vielfache 
der  Moduln  der  ursprunglichen  Thetafunction  sind.  Kr. 


M.   Krausb.      Die   Transformation   der   hyperelHptischen 
Functionen     erster     Ordnung     nebst     Anwendungen. 

Leipzig.  Teubner.  VIII  und  276  S.  gr.  8«. 

Das  vorliegende  Werk  ist,  wie  der  Herr  Verfasser  in  dem 
Vorworte  bemerkt,  aus  den  Vorlesungen  über  hyperelliptische 
Transcendenten  entstanden,  welche  derselbe  während  mehrerer 
Semester  an  der  Universität  Rostock  gehalten  hat. 

Der  erste  Abschnitt  (§§  1—5)  beschäftigt  sich  mit  der  Defi- 
nition der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  und  der  Ab- 
leitung ihrer  Haupteigenschaften.  An  den  Schluss  desselben  ist 
der  Satz  des  Herrn  Hermite  gestellt,  wonach  zwischen  n^-^-i 
Thetafunctionen  n^^  Ordnung  mindestens  eine  lineare  Relation 
besteht.  Wie  diese  Anzahl  sich  für  gerade  und  ungerade  Theta- 
functionen «**•'  Ordnung  verringert,  ist  in  einem  weiteren  Satze 
angegeben.  Die  von  Herrn  Hermite  (Sur  la  th^orie  de  la  trans- 
formation  des  fonctions  aböliennes,  C.  R.  XL)  und  von  Herrn 
Cayley  (On  the  transformation  of  the  double  Thetafunctions, 
Quart.  J.  XXI)  mitgeteilten  diesbezüglichen  Resultate  sind  an 
der  Hand  der  Angaben  des  Herrn  Verfassers  zu  ergänzen. 
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Der  zweite  Abschnitt  (§§6-18)  behandelt  die  zwischen  den 
sechzebn  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  bestehenden  Be- 
ziehungen und  das  Additionstheorem  dieser  Functionen,  ferner 
die  Relationen,  welche  zwischen  den  Null  werten  der  zehn  geraden 
Thetafunctionen  und  den  Nullwerten  der  Differentialquotienten 
der  sechs  ungeraden  Thetafunctionen  bestehen.  Die  diesbezüg- 
lichen Formeln  sind  zwar  fast  ausschliesslich  schon  früher  von 
anderen  Autoren  mitgeteilt  worden,  jedoch  hat  der  Herr  Ver- 
fasser die  Formelsysteme  an  mehreren  Stellen  vervollständigt 
und  neue  Beweise  dafür  angegeben.  In  §  18  wird  dann  noch 
gezeigt,  dass  eine  jede  Tbetafunction  n^^'  Ordnung  sich  als  ganze 
homogene  Function  »'*"  Grades  der  ursprünglichen  Thetafunc- 
tionen darstellen  lässt,  welche  eine  eindeutig  bestimmte  Anzahl 
von  Constanten  linear  in  sich  enthält. 

Nachdem  weiter  die  <;- Functionen  und  als  Quotient  zweier 
solcher  die  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  einge- 
führt sind,  beginnt  mit  §21  der  dritte  Abschnitt  (§§21-45),  in 
dem  das  Hauptproblem  des  ganzen  Werkes,  nämlich  das  der 
rationalen  Transformation  —  bei  welcher  sich  die  transformirten 
Thetafunctionen  rational  durch  die  ursprünglichen  ausdrücken 
lassen  —  gelöst  wird.  Der  Zusammensetzung  der  allgemeinen 
rationalen  Transformation  aus  einfacheren,  der  Definition  der 
Klasse  von  Transformationen  und  der  Bestimmung  der  Klasseo- 
anzahl  sind  die  §§  22  und  23  gewidmet.  Nachdem  sodann  die 
§§  24-2G  sich  speciell  mit  der  linearen  Transformation  beschäf- 
tigt haben,  w^erden  in  den  §§  27-32  die  hier  gewonnenen  For- 
meln bei  der  Bestimmung  der  Differentialquotienteu  der  hyper- 
elliptischen Functionen  und  gewisser  einfacher  Verbindungen 
derselben  und  bei  der  Aufstellung  einer  Reihe  wichtiger  Diffe- 
rentialgleichungen aus  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Func- 
tionen verwertet.  Die  diesbezüglichen  Resultate  wurden  grössten- 
teils von  dem  Herrn  Verfasser  schon  früher  (Klein  Ann.  XXV. 
323-340,  Kronecker  J.  XCVIII.  148-174  und  XCV.  256-263)  mit- 
geteilt, und  es  ist  darüber  bereits  in  diesem  Jahrbuche  berichtet 
worden.  Die  §§  33  und  3i  behandeln  gleichfalls  im  Anschluspe 
an  frühere  Abhandlungen  des  Herrn  Verfassers  die  Multiplicatioa 
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der  Thetafunctiooen  und  der  hyperelliptisehen  Functionen.  In 
§  35  wird  das  Problem  der  Transformation  zweiten  Grades  auf 
folgende  Weise  gelöst.  Jede  transformirte  Tbetafunetion  ist 
eine  Thetafunetion  zweiter  Ordnung  und  lässt  sich  daher  durch 
vier  linear  unabhängige  Thetafuuctionen  zweiter  Ordnung  linear 
ausdrOcken.  Benutzt  man  dazu  vier  passend  gewählte  Göper- 
sehe  Thetaquadrate,  so  gelingt  die  Bestimmung  der  constanten 
Coefficienteo  durch  Einfährung  specieller  Werte  für  die  Argu- 
mente auf  ziemlich  einfache  Weise.  Die  §§  36-39  behandeln  die 
Transformation  dritten  und  fünften  Grades  und  die  allgemeine 
Transformation  ungeraden  Grades  Ton  ähnlichen  Gesichtspunkten, 
während  die  §§  40-45  sich  mit  den  Hodulargleichungen,  den 
Multiplicatorgleichungen  und  anderen  die  Transformation  betref- 
fenden Relationen  beschäftigen. 

Die  Grundlage  der  bisherigen  Untersuchungen  Über  die 
Transformation  bildete  ausschliesslich  der  Satz  des  Herrn  Her- 
mite.  Die  bei  seiner  Anwendung  auftretenden  unbestimmten 
CoefGcicnten  in  knapper  und  fibersichtlicher  Form  zu  bestimmen, 
ist  (von  den  einfachsten  Fällen  abgesehen)  mit  Schwierigkeiten 
verbunden.  Daher  schafft  der  Herr  Verfasser  in  dem  nun  fol- 
genden vierten  Abschnitte  (§§  46-54)  neue  Hülfsmitlel  zur  Lösung 
des  Transformationsproblems,  sieht  sich  aber  zugleich  veranlasst, 
demselben  statt  der  früheren  Fassung:  die  transformirten  Theta- 
functionen  durch  die  ursprünglichen  auszudrücken,  die  allge- 
meinere zu  geben:  möglichst  allgemeine  Beziehungen  zwischen 
den  ursprünglichen  und  den  transformirten  Thetafunctionen  auf- 
zustellen. Auf  den  reichen  Inhalt  der  einzelnen  Paragraphen 
einzugehen,  würde  zu  weit  führen;  es  mag  nur  erwähnt  werden, 
dass  die  beiden  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers:  „lieber  Theta- 
functionen, deren  Charakteristiken  gebrochene  Zahlen  sind^  (Klein 
Ann.  XXVI)  und  „Ueber  Fourier'sche  Entwickelungen  im  Gebiete 
der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen"  (Klein  Ann.  XXVII), 
über  welche  der  Referent  im  Vorstehenden  berichtet  hat,  in  den 
§§  47-50  und  53  reproducirt  sind. 

Der  Schlussparagraph,  §  5o,  behandelt  das  Divisionsprobleni 
der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.  Kr. 
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F.  Brioschi.      Sulla  teorica  delle  funzioni   iperellittiche 

di   primo    Ordine.      Brioschi  Aon.  (2)  XIV.  241-344. 

Die   umfaDgreiche  Arbeit   des    Herrn    Verfassers,    von    der 
liier   die  ersten  zehn  Capitel  vorliegen,    enthält  eine  in  der  Art 
der  Behandlung  neue  Theorie  der  hyperelliptisehen  Functionen 
erster  Ordnung.     Den  Ausgangspunkt  bilden  dabei  die  fünfzehn 
im  ersten  Capitel  als  hyperelliptische  Functionen  erster  Ordnung  der 
Integralwerte  u  definirten    algebraischen  Functionen    der  oberen 
Integralgrenzen,  und  es  enthalten  entsprechend  die  Capitel  II — VII 
eine  abschliessende  Theorie  dieser  Functionen.    Cap.  II  beschäftigt 
sich  mit  den  zwischen  den  fünfzehn  hyperelliptischen  Functionen 
bestehenden  algebraischen  Relationen  und  zeigt  insbesondere,  wie 
sich  sechzig  Systeme  von  vier,   beziehlich  drei  hyperelliptisehen 
Functionen  bilden  lassen,   durch  deren  Quadrate  die  Quadrate 
der    übrigen    Functionen    linear    ausgedrückt    werden    können, 
während  sie  selbst  durch  eine  Relation  vierten  Grades  mit  ein-^ 
ander  verknüpft  sind.    In  Cap.  III  werden  zunächst  die  Derivirten 
der    hyperelliptischen   Functionen    nach    den  Variablen  u   durch 
hyperelliptische  Functionen  selbst  ausgedrückt  und  sodann  aus 
diesen   Formeln  zahlreiche  Folgerungen  gezogen.     Cap.  IV   be- 
schäftigt sich  mit  den  Derivirten  der  hyperelliptischen  Functionen 
nach    den    Moduln  a,  Cap.  V  mit  den   vollständigen  Integralen 
der  ersten   und  zweiten  Gattung  und  den    zwischen   ihnen    be- 
stehenden Beziehungen,  Cap.  VI  mit  den  Werten  der  hyperellip- 
tisehen Functionen    für   besondere  Werte   der  Argumente,   und 
Cap.  VII  endlich  enthält   das  Additionstheorem    der  hyperellip- 
tischen Functionen  und  daraus  sich  ergebende  Folgerungen.  — 
Mit  dem  Cap.  VIII  treten   die  sechzehn  Thetafunctionen  in  den 
Kreis  der  Untersuchungen;  dieselben  erscheinen  hier  durch  ge- 
wisse Differentialgleichungen,  Gleichungen  (9),  definirt;  der  Herr 
Verfasser  zeigt  zunächst,  wie  man  auf  Grund  dieser  Differential- 
gleichungen zu  einer    Entwickelung    der   Thetafunctionen    nach 
Potenzen  der  Variabein  n^^  u^  gelangen  kann,  und  geht  sodann 
erst  zu  der  gewöhnlichen  Entwickelung  derselben  nach  Potenzen 
von  c^»'»''»,  c'''*''»  über.    Die  fünfzehn  hyperelliptisehen  Functionen 
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werden  jetzt  bis  auf  multiplicative  Gonstaoteo  den  fünfzehn 
Quotienten  gleich,  die  entstehen,  wenn  man  durch  eine  der  sech- 
zehn Thetafunctionen  die  fünfzehn  anderen  teilt.  Den  alge- 
braischen Relationen  zwischen  den  fünfzehn  hyperelliptischen 
Functionen,  den  Differentialgleichungen  für  dieselben  und  endlich 
dem  Additionstheoreme  derselben  entsprechen  analoge  Gleichungen 
bei  den  sechzehn  Thetafunctionen,  welche  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser in  den  Capiteln  IX  und  X  aufgestellt  werden.         Kr. 


F.  Bbioschi.      Snr    quelques    formules   byperelliptiques. 

C.  R.  CIL  230-242,  297-298. 

Wenn  man  von  den  Thetafunctionen  eines  Göperschen 
Systems  drei  durch  die  vierte  teilt,  so  entstehen  drei  hyperellip- 
tische Functionen  y,  is,  tr.  Aus  den  Additionstheoremen  dieser 
Functionen  ergeben  sich  leicht  Relationen  zwischen  den  Func- 
tionen selbst  und  ihren  ersten  partiellen  Derivirten.  Aus  diesen 
Formeln  leitet  der  Herr  Verfasser  weitere  Differentialgleichuagen 
ab  und  zeigt  insbesondere,  wie  sich  die  zweiten  partiellen  Deri- 
virten der  Functionen  y,  is,  io  durch  Polynome  dritten  Grades,  die 
Quadrate  und  Producte  zu  zweien  der  ersten  partiellen  Derivirten 
von  y,  s,  10  durch  Polynome  vierten  Grades  der  Functionen  y,  s,  to 
selbst  ausdrücken  lassen.  Er. 


F.   Brioschi.      I    imovi    moduli    per    le    fuuzioni    iper- 
ellittiche  a  due  variabili.     Rom.  acc.  L  Rend.  (4)  ii.  159-164. 

Folgt  man  in  der  Bezeichnung  der  Thetafunctionen  zweier 
Veränderlichen  Herrn  Weierstrass,  so  gehören  die  vier  Functionen 
^iy^Qj^iV^t*  einem  Göpel'schen  Vierersysteme  an;  durch  ihre 
Quadrate  können  daher  die  Quadrate  der  zwölf  übrigen  Theta- 
functionen linear  ausgedrückt  werden,  während  die  vier  Func- 
tionen ^j,  ^0,  ^,2,  ^,4  selbst  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades 
mit  einander  verknüpft  sind.  Die  in  den  betreffenden  dreizehn 
Gleichungen  als  Coefficienten  auftretenden  Verbindungen  der 
Nullwerte  der  zehn  geraden  Thetafunctionen  werden   von  dem 

Foruohr.  d.  Math.  XVIIL  1.  27 
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Herrn  Verfasser  durch  die  drei  Grössen: 

bei  denen  c,^  den  Nullwert  der  Function  ^^^  etc.  bezeichnet, 
ausgedrückt,  und  diese  drei  Grössen  die  neuen  Moduln  ftlr 
die  hyperelliptischen  Functionen  zweier  Veränderlichen  genannt 
(Art  1).  In  Art.  2  zeigt  sodann  der  Herr  Verfasser,  auf  welche 
Weise  sich  durch  diese  drei  Grössen  die  Coefßcienten  jener 
Differentialgleichungen  darstellen  lassen,  denen  der  Zähler  und 
der  Nenner  der  Transformationsgleichungen  im  Gebiete  der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  Genflge  leisten,  und 
welche  von  Herrn  Krause  (Ueber  einige  Differentialbeziehungen 
im  Gebiete  der  Thetaftinctionen  zweier  Veränderlichen.  Zweite 
Mitteilung.  Klein  Ann.  XXVI.  16—25,  F.  d.M.  XVII.  1886.  481) 
zuerst  aufgestellt  wurden.  Der  Art.  3  ist  der  Discussion  der  ein- 
fachsten speciellen  Fälle  gewidmet.  Kr. 

F.  Brioschi.     Sulla  espressione  per  serie  delle  funzioni 
iperellittiche  a  due  variabili.     Rom.  Acc.  l  Rend.   (4)    ii. 

199-203,  215-221. 

Die  vorliegende  Arbeit  besteht  auch  dem  Inhalte  nach  aus 
zwei  selbständigen  Teilen.  Der  erste  Teil  beschäftigt  sich  mit 
der  Darstellung  der  zweiten  Ableitungen  des  Logarithmus  der 
Function  ^(t«,|ti,)  durch  hyperelliptische  Functionen;  der  zweite 
mit  jenen  Gleichungen,  welche  zwischen  den  partiellen  Ableitun- 
gen der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  nach  den  Para- 
metern und  nach  den  Argumenten  bestehen.  Kr. 

F.  Klein,     üeber  hyperelliptische  Sigmafunctionen. 

Klein  Aoo.  XXVII.  431-464. 

Herr  Klein  definirt  in  dem  ersten  einleitenden  Paragraphen 
zunächst  die  Functionen,  mit  denen  er  sich  beschäftigen  will. 
Er  nennt  diejenigen  Jacobi'schen  Functionen 

a-Functionen,  in  denen  Ka  und  die  ^inaj,,  a,,  so  bestimmt  sind, 
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dass  sie  bei  liDearer  TrmnsforiDmtioD  der  Periodeo  glatt  in  ein- 
ander pennotireDy  wie  es  in  der  Theorie  der  elliptischen  Fon^onen 
die  Weiersirass'seben  a-Fnaetionen  thnn.  Za  diesem  Zweck  setit 
er  f«  flir  die  geradoi  B  gleich  dem  Null  wert  der  ^«(r,,  r,)  =  ^« 
nad  bestimmt  den  Wert  Toa  a,^,  ^ir  ^st  ^«  ^'^^  ^'  ^^^  Beihea- 
entwiekelnng  des  Prodactes  der  10  geraden  9  nach  r,,  r,  das  Glied 
[r „€>,],  gleich  Nall  wird.     Es  wird  gesetzt 

wo  a  and  J  alle  10  geradea  Functionen  repr&sentiren,  die  S 
Ober  die  10  geraden  ^  sich  erstrecken,  und  ^^  hier  dea  Null- 
wert der  xweiten  Ableitung  von  ^(c,,r,)  nach  dt^dr^  bedeutet 
Eine  Bemerkung  des  Verfassers  in  betreff  dieser  Functionen  bei 
Herrn  Weierstrass  entspricht  in  sofern  nicht  den  Thatsachen,  als 
in  der  grundlegenden  Arbeit  dieses  Herrn  (Grelle  J.  XLVII)  die 
Constantea  a,j,aj„a,,  fttr  die  Function  Al{u^)y  welche  der  Func- 
tion  (r(M,,Mj  entspricht,  vollständig  durch  die  Perioden  erster 
und  zweiter  Gattung  bestimmt  sind. 

In  §  3  werden  in  bekannter  Weise  die  Beziehungen  zwischen 
den  o  und  u  gegeben,  die  zu  t#a  gehörigen  Perioden  werden 
^ah  cc'aZf  ^c3i  ^«4  uud  (Ou  ^u  —  CO},  (out  =  Pft  bezcichuct,  und  der 
Verfasser  nennt  diep^  transcendente  Co  Varianten,  bez.  Invarianten, 
0,,r,,r,,,T„,T,,  absolute Covarianten,  bez.  Invarianten  der  binftren 
Form  sechsten  Grades  f  (der  homogenen  Variabein  z^  :  s,  oder 
^t '  ^s)f  dl®  b^i  i^^  Integralen  unter  dem  Quadratwurzelzeicben 
vorkommt.  In  §  4  wird  das  Ka  entsprechend  fhr  die  ungeraden 
a  bestimmt,  die  Werte  der  a,,,  ...  bleiben   natürlich  dieselben. 

• 

Die  geraden  a  werden  als  absolute  C!ovarianten ,  die  ungeraden 

als  solche  mit  dem  Index  1  bezeichnet.    In  §  5  werden  einige 

Umformungen  des  Ausdrucks  fOr  den  Wert  der  a,,, ...  gegeben; 

in  §  6  die  Functionalgleichungen,  denen  die  a  bei  Vermehrung 

der  aj,a,  um  Perioden  unterliegen.   Herr  Klein  f&hrt  entsprechend 

der  Weierstrass'schen  Bezeichnung  die  Perioden  zweiter  Gattung 

ein;  die  Mmel  34  stimmt  dann  inhaltlich  vollständig  mit  der 

von  Herrn  Weierstrass  in  Grelle  J.  XLVII.  303  fttr  Al(u^, . . .) 

gegebenen  fiberein. 

27*  ' 
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In  §  7  gebt  Herr  Klein  zu  den  Integralen  dritter  Gattung 
über,  definirt  diese  und  stellt  als  ein  ausgezeichnetes  und  einfaches, 
Qy  das  auf,  dessen  Zähler  nicht  nur  eine  rationale,  sondern  auch 
eine  ganze  Covariante  von  f  ist.  In  §  8  werden  die  Thetafunc- 
tionen  durch  die  Integrale  dritter  Gattung  definirt,  im  §  9  dem- 
entsprechend die  a- Functionen,  und  wird  hierzu  das  erwähnte 
Normalintegral  Q  gebraucht.  Die  §§  10  und  1 1  sind  der  Reihen- 
entwickelung der  a-Functionen  nach  Potenzen  von  w^u.^  gewidmet. 
Indem  auf  die  schon  im  §  5  erwähnte  auf  zehn  verschiedene 
Weisen  mögliche  Zerlegung  von  f  in  zwei  kubische  Formen  €f 
und  ^,  den  geraden  Thetafunctionen  entsprechend,  und  auf  die 
in  sechs  Weisen  mögliche  ISerlegung  von  f  in  eine  Linearform  p 
und  eine  Form  fünften  Grades  Xi  ^^^  ungeraden  Theta  ent- 
sprechend, zurückgegriffen  wird,  wird  erschlossen,  dass  in  den 
Reihenentwiekelungeu  die  Terme  (m^  ti,)2y  simultane  Covarianten 
der  Formen  qp,  tp^  die  Terme  (w,,w,)2k+i  solche  von  p  und  x 
sind,  in  denen  die  Variabein  durch  ti^  ti,  ersetzt  sind.  Das 
simultane  Formensystem  zweier  binären  kubischen  Formen  wird 
aus  Clebsch  ;,Theorie  der  binären  algebraischen  Formen**  ent- 
nommen und  daraus  in  der  dort  gegebenen  ßezeichnungsweise 
die  Entwickelung  von  (t(w,,Mj)  nach  Potenzen  von  m,,w,  direct 
hingeschrieben. 

In  §  12  werden  die  Hauptformeln  von  Weierstrass'  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  zum  Vergleich  herangezogen,  und  un- 
ter Verwendung  derselben  invarianten  Bildungen  werden  sie  in 
der  entsprechenden  Form  gegeben.  In  §  13  werden  dann  die 
elliptischen  mit  den  hyperelliptischen  Functionen  verglichen. 
Wie  man  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sich  keines- 
wegs hauptsächlich  auf  die  Nebeneinanderstellung  der  a{u),  a.(ii) 
stütze,  sondern  auf  die  von  a(ii),  p(u),  p'(u)^  welche  bei  linearer 
Transformation  der  Perioden  unverändert  bleiben,  und  die  Func- 
tionen erster  Stufe  erster,  zweiter,  dritter  Ordnung  genannt 
werden,  ebenso  müsse  man  in  der  Theorie  der  hyperelliptischen 
Functionen  entsprechende  Functionen  aufstellen.  Dies  geschieht 
im  letzten  Paragraphen  für  die  einfachsten  derselben.  Herr  Klein 
schliesst  seine  Arbeit  mit  folgenden  Worten:   „Das  wesentliche 
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Neue  meiner  Betrachtangen  erblicke  ich  in  dem  principiellen 
AnBchlusse  an  die  Processe  und  BegrifFsbildungen  der  Invarianten- 
theorie:  nur  hierdurch  wird  von  vorneherein  die  Unterscheidung 
wesentlicher  und  unwesentlicher  Constanten  möglich  und  also  ein 
wichtiges  Hindernis  weggehoben,  das  sich  bisher  dem  Fort- 
schritte der  Theorie  entgegenstellte.  Die  elliptischen  Functionen 
zusammen  mit  den  hyperelliptischen  Functionen  beliebig  vieler 
Argumente  erscheinen  dabei  durch  den  Umstand  ausgezeichnet, 
dass  bei  ihnen  die  Betrachtung  einer  binären  Form  zu  Grunde 
zu  legen  ist  (oder  doch  zu  Grunde  gelegt  werden  kann),  während 
man  zur  Behandlung  der  allgemeinen  Aberschen  Functionen  zu 
Formen  mit  grösserer  Variablenzahl  wird  schreiten  mtlssen". 

Hch. 

M.  Krause.  Zur  Division  der  hyperelliptischen  Func- 
tionen erster  Ordnung.  Festachr.  d.  Univ.  Rostock  xar  5.  Sä- 
calarfeier  d.  Uoiv.  Heidelberg.  VI  +  21  S.  4^. 


H.  PoiNCARÄ.      Sur    les    fonctions    aböliennes.     Newcomb 

Am.  J.  Vlir.  289-843. 

Im  ersten  Paragraphen  giebt  der  Verfasser  eine  ausführliche 
Auseinandersetzung  über  die  Erweiterung  zweier  Sätze  des  Herrn 
Weierstrass  in  betreff  der  Aberschen  Integrale,  die  sich  auf  einen 
niederen  Rang  reduciren  lassen;  im  wesentlichen  eine  Wieder- 
holung der  schon  von  ihm  und  Herrn  Picard  in  dem  S.  M.  F.  Bull, 
veröffentlichten  Ausführungen,  über  die  F.  d.  M.  XVI.  1884.  426 
berichtet  ist.  Ueber  die  hinzugekommenen  Erweiteruiigen  siehe 
das  Referat  S.  410.  Den  Schluss  bildet  folgender  Satz:  Wenn 
in  einem  System  AbeFscher  Integrale  vom  Range  q  sich  fi  auf 
den  Rang  ^  reduciren  lassen,  so  giebt  es  auch  immer  Q—f4,  die 
auf  den  Rang  q  —  iä  reducirbar  sind.  Im  zweiten  Paragraphen 
werden  zunächst  specielle  Fälle  besprochen  und  dann  die  schon 
in  den  C.  R.  IG  gegebenen  Sätze  ausführlicher  behandelt  (siehe 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  430).  Im  dritten  giebt  Herr  Poincar*  eine 
Verallgemeinerung  des  Aberschen  Theorems.  Er  fasst  die  Punkte 
^nVi ;  •  •  •  5  ^qiUq  ^'s  Schnittpunkte  einer  ebenen  Curve  mit  einer 
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variablen  ebenen  Curve  m*«"  Grades  auf,  für  welche  bei  Inte- 
gralen erster  Gattung  das  Abersche  Theorem  gilt,  und  erweitert 
es,  indem  er  dafDr  Raumcurven  und  Oberflächen  einführt  und 
zeigt,  dass  das  AbeFsche  Theorem  noch  gültig  ist  f&r  Integrale 
erster  Gattung  von  vollständigen  Differentialen  der  Form 

y(Ä,  dx,  +  R,dx,  +  •  •   +  R^dXn), 

wo  die  R  rationale  Functionen  der  a;,,^,,  . . .,  x„  und  von  a  sind, 
und  z  durch  eine  algebraische  Gleichung  F(x^,  ^19  *  •  •)  ^n^  a) 
definirt  ist. 

Darauf  entwickelt  er  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen 
für  die„fonctions  interm6diaires*' Briot's  und  Bouquet's  (Functionen, 
die  bei  Vermehrung  der  Variabein  um  eine  Periode  bis  auf  einen 
in  den  Variabein  linearen  Exponentialfactor  unverändert  bleiben) 
die  wesentlichsten  Eigenschaften  und  giebt  für  die  Multiplicatoren, 
die  zu  den  Perioden  gehören,  gewisse  Ausdrücke,  die  invariante 
Eigenschaften  besitzen.  Dies  zeigt  er  zunächst  bei  Vertanschung 
der  Fundamentalperioden  und  linearer  Vertauschung  der  Varia- 
bein, geht  darauf  zu  den  Transformationen  /i*^^  Ordnung  über 
und  giebt  die  Beziehungen  zwischen  den  transformirten  und  ur- 
sprünglichen Functionen.  Hieran  schliesst  sich  die  Untersuchung 
für  den  Fall,  dass  die  AbeFschen  Integrale  auf  elliptische  redu- 
cirbar  sind ;  es  wird  gezeigt,  wie  man'  zu  den  von  einander  unab- 
hängigen Perioden  der  einzelnen  elliptischen  Integrale  durch 
passende  Transformationen  gelangt. 

Im  letzten  Paragraphen  beweist  Herr  Poincarä  folgenden 
Satz:  Wenn  q  intermediäre  Functionen  von  q  Variabein  gegeben 
sind,  die  dieselben  Perioden  besitzen  und  respective  von  der 
Ordnung  m,,  m^, ...,  m^  sind,  und  man  denkt  sich  die  N  distineten 
(d.  h.  nicht  nur  um  Perioden  verschiedenen)  Wertsysteme  auf- 
gestellt (N  ist  =  ^!  tn^m^  . . .  m^),  so  sind  die  Summen  dieser 
Nullwerte  der  einzelnen  Variabein  nur  von  den  Perioden  und 
Multiplicatoren  abhängig  und  sind  einem  der  einfachen  früher 
aufgestellten  invarianten  Ausdrücke  congruent  modulo  der  Periode. 
Spisciell  für  die  ©-Functionen,  wo  jene  Ausdrücke  gleich  0  sind, 
reducirt  sich,  wenn  man  (für  q>2)  q  der  4?  Theta  gleich  0  setzt, 
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die  Summe  der  ^!  distincten  Wertsysteme  auf  ein  Vielfaches  der 
Perioden  oder  auf  Null.  Höh. 


P.  Appell.      Sur    las    fonctions    ab^Iiennes.     c.  R.  um. 

1246-1248. 

Der  Verfasser  knüpft  seine  Untersuchung  an  einen  Beweis 
Jacobi's  (Grelle  J.  VIII),  dass  die  ultraelliptischen  Functionen 
zweier  Variabein  darstellbar  seien  als  algebraische  Functionen 
von  Functionen  einer  Variabein.  Mit  Berufung  auf  den  Satz  von 
Weierstrass  (Borchardt  J.  LXXXIX  pag.  1),  dass  sich  jede  2r- 
fach  periodische  eindeutige  Function,  die  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  hat,  durch  r-f-1  beliebige  Functionen  der- 
selben Art,  die  dieselben  Perioden  haben,  rational  ausdrücken 
lägst,  und  dass  unter  diesen  r-f-l  Functionen  eine  algebraische 
Gleichung  besteht,  zeigt  Herr  Appell  unter  Benutzung  des  Additions- 
theorems, dass,  wenn  man  ti  =  x,  o  =  0,  ti'  =  0,  r'  =  y  setzt,  sich 
drei  Functionen  fi(xj  y)  als  rationale  Functionen  A,  von  X,,  A,,  X,, 
Kj,  Y,,  Y,  ergeben,  wo  Xi  =  /;(x,  0),  Y,  =  /i(0,  y)  also  Functionen 
einer  Variabein  sind.  Ebenso  ergeben  sich  /iC^-f  or^y+Z^))  wenn 
a,  ß  eine  Gruppe  zujgehöriger  Perioden  sind,  als  Functionen  Ri 
von  9^j)  9>,9  9>,)  V^n  V^39  V'jf  wo  die  (p  und  ^  wieder  Functionen 
der  X  resp.  der  Y,  also  von  x  resp.  von  y  sind.  Es  muss  also 
/?i(X,  Y)  gleich  Ri{(fi  \p)  sein.  Die  Betrachtungsweise  l&sst  leicht 
eine  Ausdehnung  auf  Abersche  Functionen  beliebig  vieler  Varia- 
bein zu.  Hch. 

W.  Rbicharot.     üeber  die  Normirungen  der  Borchardt'- 
schen  Moduln   der  hyperelliptiscben  Functionen  vom 
Gescfalechte  p  ^  2.     Klein  Aoq.  XXVIII.  84-98. 
Der  Verfasser  geht  aus  von  der  Eummer'schen  Fläche,  be- 
trachtet diese  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Klein  als  gemein- 
same SingularitAtenflftche  von  oo'  confocalen  Complexen,  stellt 
die  nötigen  Gleichungen  für  sie  auf  und  betrachtet  darauf  be- 
zügliche Gruppen  von  Substitutionen.    Dann  stellt  er  sich  die  Auf- 
gabe, die  Coordinaten,  insbesondere  die  Enotenpunktcoordinaten 
auf  transcendentem  Wege  derart  absolut  zu  definiren,  dass  zu 
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ihnen  ein  Substitutionssystem  bestimmter  Art  gebort.  Es  werden 
transeendente  Parameter  auf  der  Kummer 'sehen  Flftehe  definirt 
und  zwar  als  Integrale  hyperelliptiseher  Functionen.  Es  geschieht 
der  Uebergang  zu  den  ^-Functionen,  aus  diesen  werden  durch 
eine  quadratische  Substitution  der  Perioden  neue  gewonnen,  von 
diesen  sind  vier  identisch  mit  den  Verhältnissen  der  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Kummer'schen  Flftehe,  wie  sie  zuvor  betrachtet 
worden  w.aren.  Die  vier  Nullwerte  dieser  Theta  sind  nun  die 
Borchardt'schen  Moduln  fQr  die  hyperelliptischen  Functionen  p  =  2, 
und  können  also  definirt  werden  als  Coordinaten  eines  Knoten- 
punktes der  Kummer'schen  Flftehe  in  Bezug  auf  eines  der 
15  Fundamentaltetraeder.  Nachdem  die  Verhältnisse  der  Coordi- 
naten bestimmt  sind,  geht  der  Verfasser  zu  einer  transcendenten 
absoluten  Normirung  der  Coordinaten  Ober.  Es  wird  ein  Factor 
gesucht,  der  mit  den  ^  multiplicirt  bewirkt,  dass  diese  bei  linearer 
Transformation  der  ursprünglichen  Perioden  sich  bis  auf  einen 
rein  numerischen  CoefGcienten  substituiren.  Dieser  Factor  wird 
so  bestimmt,  dass  an  Stelle  der  9  die  Function  a  tritt  in  der 
von  Herrn  Klein  (Referat  S.  418)  definirten  Bedeutung,  und  dann 
wird  die  verlangte  Eigenschaft  speciell  nachgewiesen.        Hch. 


G.  Pick,  üeber  die  Aberschen  Integrale  dritter  Gattung, 
welche  zu  singularitätenfreien  ebenen  algebraischen 
Curven  gehören.      Wien.  Der.  XCIV.  3G7-371. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt,  wie  man  für  jede  beliebig  gege- 
bene singularitätenfreie  ebene  algebraische  Curve  ein  Integral 
dritter  Gattung  explicite  aufstellen  kann,  welches  durch  eine 
Reihe  ausgezeichneter  Eigenschaften  auf  den  Kamen  eines  Nor- 
malintegrals Anspruch  besitzt.  Kr. 


G.  Pick,     üeber  die  zu  einer  stngularitätenfreien  ebenen 
algebraischen  Curve  gehörigen   ö*- Functionen.      Wieo. 

Ber.  XÜIV.  739  747. 

In   der  vorliegenden  Mitteilung  drückt  der  Herr  Verfasser 
die  ^Functionen,  welche  das  Umkehrproblem  der  zu  einer  sin- 
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gularitMenfreien  ebenen  algebraisebeo  Cnrre  gehörigen  Abel- 
seben Integrale  xur  Lösung  bringeg,  im  Ansehlnsse  an  seine 
Notiz  „lieber  die  Abersehen  Integrale  dritter  Gattung,  welche 
za  singnlarititenfreien  ebenen  algebraischen  Gurren  gehören'' 
(Wien.  Ben  XCIV.  367-371)  in  covarianter  Form  ans. 

Kr. 


H.  DoBRiNBB.  Die  Flächen  constanter  Krilmmong  mit 
einem  System  sphärischer  Krfimmungslinien  darge- 
stellt mit  Hülfe  von  Thetafunctiouen  zweier  Variabeln. 

Aeu  Math.  IX.  73.104. 

Fahrt  man  bei  den  Flftehen  mit  einem  System  sphärischer 
Krümmungslinien  die  Bedingung  der  Constanz  des  KrOmmongs- 
masses  ein,  so  erhält  man  als  eine  Folge  davon  die  Eigenschaft, 
dass  die  Centra  der  osculirenden  Kugeln  auf  einer  Geraden 
liegen.  Die  Ausdrücke  f&r  die  rechtwinkligen  Goordinaten 
X,^  X„  X^  einer  Flftche  Constanten  KrQmmungsmasses  mit  einem 
System  sphärischer  KrQmmungslinien  sind  daher  in  jenen  allge- 
meineren Formeln  enthalten,  welche  der  Herr  Verfasser  in  seiner 
Arbeit  „Ueber  die  Flächen  mit  einem  System  sphärischer  Krfim- 
mungslinien'' (Kronecker  J.  XGIV.  116-161)  unter  III  d.  auf  den 
Seiten  IbS-lnn  ffir  die  Goordinaten  derjenigen  Flächen  mit  einem 
System  sphärischer  KrQmmungslinien  aufgestellt  hat,  deren  Mittel- 
punktscurve  eine  gerade  Linie  ist  (§  1).  Die  darin  vorkommen- 
den, im  genannten  allgemeineren  Falle  willkfirlichen  Func- 
tionen Pj,  p,  und  q^y  9,  der  Parameter  ti,  r  der  Krfimmungslinien 
genfigen  in  Folge  der  Gonstanz  des  Krfimmungsmasses  gewissen 
Differentialgleichungen  (Gleichungen  (25)  des  §  3  und  Gleichun- 
gen (20)  des  §  2),  auf  Grund  deren  sich,  wie  der  Herr  Verfasser 
in  den  §§  4,  5  und  6  zeigt,  die  Functionen  p„  p,  mit  Hfilfe  von 
Thetafunctioned  einer  Veränderlichen,  die  Functionen  flf,,  y,  mit 
Hfilfe  von  Thetafunctiouen  zweier  Veränderlichen  als  Functionen 
von  u  und  v  darstellen  lassen  (Gleichungen  (33)  des  §  4  und 
(43)  des. §6).  Die  Ausdröcke  ffir  die  Goordinaten  X„  X„  X, 
der  in  Rede  stehenden  Fläche   enthalten   ferner   zwei  Systeme 
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von  je  neun;  Grössen,  /a,  m*,  n*  (fi  =  1,2,  3)  das  eine,  i*,  /i*,  v* 
(A  SS  1,  2,  3)  das  andere,  dje  einzeln  den  Bedingungsgleich ungen 
einer  orthogonalen  Substitution  und  gewissen  Differentialgleichun- 
gen genügen,  deren  Integration  auf  Schwierigkeiten  stossen 
wfirde,  wenn  man  nicht  durch  den  Umstand,  dass  die  Func- 
tionen p  und  q  durch  Thetafunctionen  darstellbar  sind,  von 
vorneherein  auf  die  Vermutung  kftme,  die  gesuchten  ortho- 
gonalen Systeme  möchten  mit  dem  bekannten  aus  den  neun 
Quotienten  der  zehn  geraden  Thetafunctionen  gebildeten  ortho- 
gonalen Systeme  in  nahem  Zusammenhange  stehen.  Von  dieser 
Annahme  ausgehend  gelingt  dem  Herrn  Verfasser  die  Bestim- 
mung der  Grössen  /,  m,  n  (Gleichungen  (48)  des  §  8)  und  A,  /u,  v 
(Gleichungen  (49)  des  §  8)  ohne  HQhe.  Im  Schlussparagrapben 
wird  dann  noch  gezeigt,  dass  das  KrOmmungsmass  der  in  ihren 
Coordinaten  im  Vorangehenden  bestimmten  Fläche  in  der  That 
ein  constantes  ist.  Kr. 


K.  BoBEK.      üeber    liyperelliptisclie    Curveu.     Wien.  Ber. 

XCIII.  601-607,  XOiy.  861-873. 

Siehe  Abschn.  IX,  Gap.  2,  D. 


D.    Kugel-  und  verwandte  Functionen. 

E.  Catalan.     Sur  les   fonctions  Jf„  de  Legendre  (Troi- 
siöme  Memoire).     Belg.  M^m.  XLVI.  28  8. 

Zusätze  zu  den  in  F.  d.  M.  XIII.  1881.  394—395,  XIV.  1882. 
429 — 430  besprochenen  Forschungen.  Mn. 

C.  Neumann,     üeber  die  Kugel funetionen   P„   und    Q^^ 
insbesondere   Über    die  Entwickelung   der  Ausdrucke 

Leipz.  Abh.  403-476. 
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Setet  man 


Z  =  w,  +  Vi  —  »'Vl-Ä^  coßO), 

wo  2  und  2j  complex,  O  aber  reell  sein  sollen,  so  ergeben  sich 
für  die  Kugelfiinctionen  P«(Z)  und  0,(Z)  Formeln  von  folgender 
Gestalt : 

(A)'  Pn(Z)  =  '^^nMPnk{^)Pnk(h)COSk0, 

A=flO 

(ß)  (>.(Z)  +  m  .  2mPn(Z)  =    2:  ^nkfnÄ(^)QnH(^^)COfih0, 

A=0 

dabei  repräsentiren  die  Pnh  und  Q»a  die  a^jungirten  Kugel- 
fanctionen.  Die  fnj,  sind  ffir  A^ta  mit  den  Pnh  identisch,  fQr 
h>n  aber  durch  gewisse  andere  Functionen  dargestellt.  Die 
9nA  und  fßnh  sind  constante  Coefficienten.  Hingegen  repräsentirt 
3Si  eine  variable  ganze  Zahl,  d.  h.  eine  Zahl,  deren  Wert  wesent- 
lich abhängt  von  den  augenblicklichen  Werten  der  Argumente 

Die  Formel  (^4)  giebt  geradezu  die  Entwickelung  des  Aus- 
drucks Pn(Z),  Andererseits  erhält  man  die  Entwickelung  des 
Ausdrucks  Q»(Z),  falls  man  Pn(Z)  aus  den  beiden  Formeln  (/4), 
(B)  eliminirt.  Die  Formel  (A)  ist  ganz  allgemein  gültig.  Bei 
der  Formel  (0)  hingegen  wird  vorausgesetzt,  dass  die  complexen 
Variabein  z,z^  gewissen  Bedingungen  entsprechen.  Und  um 
diese  Bedingungen  bequem  angeben  zu  können,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  an  bekannte  geometrische  Betrachtungen  anzuknttpfen, 
indem  man  2  und  s,  als  zwei  variable  Punkte  in  der  s- Ebene 
sich  vorstellt.  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  dabei  die  beiden 
festen  Punkte  —1  und  +1;  sie  mögen  die  beiden  Pole  heissen, 
und  gleichzeitig  mag  die  gerade  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Pole  die  Pollinie  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  alle  von  Pol  zu  Pol  gehenden  Kreisbogen 
und  deren  rechtwinklige  Trajectorien  construirt,  so  sind  die&e 
Trajectorien  bekanntlich  wiederum  Kreise,  sie  mögen  in  Zukunft 
kurzweg  als  das  System  der  Dipolarkreise  bezeichnet  werden. 
Solches  festgesetzt,  lauten  alsdann  jene  den  Puukten  js  und  js, 
aufzuerlegenden  Bedingungen  folgendermassen : 
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(o)    Es  soll  A<A,  sein,   wo  R  und  R^  die  Radien  der  re- 
spective  dorch  z  und  z^  gehenden  Dipolarkreise  yorstellen. 
(ß)    Es  soll  der  reelle  Teil  von  z  positiv  sein,   mithin  der 
Punkt  «  rechts  von  der  imaginären  Axe  liegen.    Es  ist 
nftmlich  die  reelle  x-Axe  von  links  nach  rechts,  und  die 
imaginäre  y-Axe  von  unten  nach  oben  ^  fortlaufend   zu 
denken. 
(y)    Es  soll  der  Punkt  »^  von  der  Pollinie  durch  irgend  wel- 
chen Zwischenraum  getrennt  sein. 
Denkt  man   sich  diese  Bedingungen  (or),  (/?),  (y)  wirklich 
erfQllt,  so  werden  nicht  nur  die  Formeln  (Ä)^  (B)  in  Kraft  sein, 
sondern   gleichzeitig   wird   alsdann    auch    die    Bestimmung    der 
daselbst  auftretenden  Zahl  9)1  eine  sehr  einfache  sein,   nämlich 
zu  bewerkstelligen  sein  nach  folgender  Regel:    Man  construire 
die  in  (A),  (B)  enthaltenen  Punkte  js,  z^^  Z,  überdies  noch  einen 
vierten  Punkt  »',  der  der  Formel  entsprechen  soll:  %'  ^  zz^^  und 
construire  sodann  die  gebrochene  Linie 

(L)  (Z, »',  z,), 
d.  i.  eine  Linie,  welche  von  Z  geradeaus  nach  &',  und  von  &'  ge- 
radeaus nach  z^  geht.  Alsdann  wird  jene  Zahl  üß  =  0  sein, 
falls  die  Linie  (L)  die  Pollinie  gar  nicht  oder  aber  zweimal 
überschreitet.  Hingegen  wird  die  Zahl  9R  =  +  1  sein,  falls  (L) 
die  Pollinie  nur  einmal  überschreitet,  und  zwar  =  +  1  oder 
=  —  1 ,  jenachdem  diese  einmalige  Ueberschreitung  von  oben 
nach  unten,  oder  umgekehrt  von  unten  nach  oben  erfolgt. 

Dabei  sei  bemerkt,  dass  die  so  eben  angedeuteten  Resultate 
vom  Verfasser  erhalten  sind  unter  Anwendung  der  Laplace*schen 
Methode.  Uebrigens  ist  der  hier  behandelte  Gegenstand  schon 
von  Heine  untersucht  worden,  jedoch  auf  einem  wesentlich  andern 
Wege,  nämlich  unter  Anwendung  der  Jacobi*schen  Methode. 
Abgesehen  von  dieser  Verschiedenheit  der  Methode,  besteht  der 
Unterschied  der  gegenwärtigen  Untersuchung  gegenüber  der 
Heine'schen  namentlich  darin,  dass  die  hier  vom  Verf.  zur  Be- 
stimmung der  Zahl  3R  gegebene  Regel  durch  besondere  Ein- 
fachheit sich  auszeichnet,  während  bei  Heine  im  Gegenteil  die 
Bestimmung  von  ÜR  mit  mancherlei  mühsamen  ^Substitutionen  und 
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Unterseheidangen  verknQpft  ist.  Will  man  die  Art  and  Weise, 
in  welcher  Heine  die  Zahl  3R  bestimmt,  sieh  verlegen wirtigen, 
80  bat  man  die  Auseinandersetzungen  in  seinem  Handbueb  der 
Kugelfunctionen  (Erster  Band,  Berlin.  1878)  auf  Seite  335  und 
336,  und  fiberdies  noch  die  daselbst  auf  Seite  169  gegebenen 
Vorschriften  einem  sorgfältigen  Studium  zu  unterwerfen.      N. 


C.  Nbcmann.  Ueber  gewisse  particnläre  Integrale  der 
Differentialgleichung  JF  =  Fj  insbesondere  über  die 
Eutwickelang  dieser  particulSreu  Integrale  nach  Kugel- 
functionen.     Leipi.  Ber.  75-82. 

Der  Verf.  gelangt  zu  folgendem  Resultat:  Setzt  man: 

R  =  yr'  +  rj~2rr";/u, 
und  ferner: 

80  gelten  f&r  diese  Ausdrücke  (/,  V  folgende  nach  den  Kugel- 
functionen Pn(fi)  fortschreitende  Entwickelungen: 

f  ="i*  S.(r)S.(r,)P.Ö.),    [f<r,J, 

R=rO 

wo  @,  und  S«  die  Functionen  vorstellen: 
@-W=''\l+^(.^^^3)+  2.4(2^n  +  3X2n  +  5)  "^  "*"  * "  V' 

J.  fr)  =  — i-Tl ~ -I ^- I ^ 

"^"^  ^        r-+»V'       2(2n-.l)^  2.4C^n~lX2^«-3)      ^       ^^ 

Und  zwar  gelangt  der  Verf.  zu  diesem  Resultat  auf  Grund 
des  Umstandes,  dass  jene  von  R  abhängenden  Ausdrücke  (/  und 
V  sich  als  particnläre  Integrale  der  Gleichung 

Ö»F        ö^       ÖIF   _ 
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erweisen,  sobald  man  in  ihnen  unter  R  den  Abstand  des  Punktes 
(x^y^JBi)  von  irgend  einem  festen  Punkt  (p^i^ffu^i)  versteht 

N, 

C.  Posse,     üeber  die  Functionen,  welche  den  Legendre*- 

SCben   ähnlich   sind.      Ghark.  Ges.  1886.  II.  155-169.  (Rassisch.) 

Es  werden  die  Theoreme  bewiesen,  welche  von  Hrn.  Stieltjes 
für  die  betrachteten  Functionen  gegeben  sind  (C.  R.  C.  439,  F. 
d.  M.  XVII.  1885.  62),  z.  B.  das  Theorem:  „Die  Function 

<DCa?,,ir,,...,a?0=(^i^2---^0''[(l— «i)0-^J---(l~*0Fi7(^i--a:0', 
wo  a  und  ß>0  sind,   und  die   Veränderlichen   ic^J  x^^  ...,  x„ 

in  den  Grenzen  0  und  1  bleiben,  erreicht  ihr  Maximum,  wenn 
a?,,  a?„  . . .,  ir«  gleich  den  Wurzeln  der  Gleichung  T«(a,  /?,  a?)  =  0 
werden^.  Der  Beweis  ist  basirt  auf  der  Definition  der  Func- 
tion   Tn(a^ß,x)  als    Nenner   der  n^  Annäherung   der   Ketten- 

bruchentwickelung    des    Integrals    /    ^ ^- .      Das 

u 

Maximum  selbst  wird  berechnet.  Als  Grenzfall  des  erwähnten 
Theorems  wird  noch  ein  neues  Theorem  bewiesen:  „Der  Ausdruck 

wird  ein  Maximum,  wenn  f^  ^, ...,  In  gleich  den  Wurzeln  der 
Gleichung  V^nCI)  =  0  werden.  Die  Function  tpnCS)  ist  der  Nenner 
des    fi^"    Näherungsbruches   der    Eettenbruchentwickelung    des 

Integrals /*^". ^. 

E.  Haentzschbl.  lieber  den  functionentheoretischen 
Znsammenhang  zwischen  den  Lam^'schen,  Laplace'- 
schen  und  BessePschen  Functionen.    Schlomüch  z.  xxxi. 

25-83 

Die  Diflferentialgleichung  der  Lam^ 'sehen  Functionen  lässt 
sich  mit  Benutzung  der  Weierstrass 'sehen  Function  p(u)  auf 
die  Form  bringen: 

(1)         ^  =  \n{n  +  \)[pW''e,]^k'\E  (X  =  1,2,3). 
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Neben  diesen  FnnelioneD,  in  denen  m  gmnixnlilig  ist,  spielen  eine 
widiti^  BoHe  die  Fnnctionen  f ,  die  der  Differentinigleielinn; 

(2)      0  =  UV-i)[K-)-«2]-**t» 

^Bflgen,  wobei  r  eine  ginze  Zahl  ist  Der  Verfasser  xeigt  nnn, 
dass  sowohl  in  (1),  als  in  (2)  die  DiflFerentialgleichang  der  Kngel- 
fanetionen  als  SpecialfalL  enthalten  ist.  Leitet  man  ans  (2)  die 
Differentialgleichung;  ab,  der 

(3)      »  =  f[l^(-)-eal* 
genOgt,  so  geht  letztere  für  e^  =  e,  und  1  =  3  in  die  der  zuge- 
ordneten   RngeUnnctionen    I?,    07    Ober    mit    dem    Argument 

co8(ii|^  e,  —  e,)  und  dem  oberen  Index 

k  1 

Dieser  Index  m  braucht  keine  ganze  Zahl  zu  sein,  während  der 
untere  Index  9  ganzzahlig  ist  Die  sich  ergebenden  Kugelfunc- 
tionen  sind  also  allgemeiner,  als  die  Laplae e'schen,  und  enthalten 
u.  a.  auch  die  Mehler'schen  Kegelfimctionen.  Ffir  e,  s?  e„  2  =  3 
geht  aber  auch  die  Gleichung  (1)  f&r  £  in  die  Differential- 
gleichung der  zugeordneten  Kugelfnnctionen  über,  nur  dass  das 

Argument  hier  —  cotg'(v^'e,  ~e,),  dass  ferner  der  obere  Index  m 
ganzzahlig,  der  untere  Index  =    ^  ist     Obwohl  sich  so- 

mit  aus  (1)  sowohl,  als  aus  (2)  die  Eugelfunctionen  ableiten 
lassen,  sind  doch  nicht  die  Läm4 'sehen  Functionen  £,  sondern 
die  durch  (2)  und  (3)  definirten  Functionen  s  als  die  wahren 
Verallgemeinerungen  der  Eugelfunctionen  zu  betrachten,  weil  das 
zweite  particuläre  Integral  von  (2),  ebenso  wie  die  Eugelfunction 

Q*Qc)  f&r  X  =  1  logarithmisch  unendlich  wird,  w&hrend  das 
zweite  particulftre  Integral  Ton  (1)  stets  algebraisch  ist 

FQr  e,  =r  «,  =  «,  =  0  geht  die  aus  (2)  folgende  Differential- 
gleichung fOr  s  =  -r~-  in  die  Differentialgleichung  der  BesseF- 

sehen  Functionen  Ober. 
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Endlich  wird  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  das,  was 
Heine  in  seinem  Handbuch  der  Kugelfunctionen  über  den  Zu- 
samroenhang  der  Functionen  des  elliptischen  Gylinders  mit  den 
Lam^'schen,  Besserschen  und  Kugelfunctionen  sagt,  nicht  richtig 
ist,  dass  vielmehr  die  erstgenannten  Functionen  zu  den  übrigen 
nicht  in  so  naher  Beziehung  stehen,  wie  Heine  angiebt.  Auch 
Heiners  Darstellung  der  Functionen  des  elliptischen  Cylinderft 
zweiter  Art  durch  BesseVsche  Functionen  ist  falsch  (cf.  das  fol- 
gende Referat).  Wn. 


E.  Haentzschel.     Zur  Theorie  der  Functionen  des  ellip- 
tischen  Cylinders.     Pr.  Bealgymo.  Duisburg.    24  8. 

Die  Arbeit  bezweckt,  die  von  Heine  und  Lindemann  erhaU 
tenen  Resultate  einheitlich  darzustellen  und  in  einigen  Punkten 
zu  ergänzen.  Sie  beginnt  mit  einer  Ableitung  der  Differential- 
gleichung, welcher  die  im  Titel  genannten  Functionen  genügen, 
aus  der  Potentialtheorie.  Durch  Einführung  cylindriscber  Coor- 
dinaten  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Cylinder  zweiter  Ordnung 
die  einzigen  sind,  bei  denen  die  bekannte  Gleichung  ^/F=  0 
Particularlösungen  zulässt  in  Form  eines  Productes  aus .  drei 
Functionen  je  einer  Veränderlichen.  Die  von  x  (die  x-Axe  ist 
die  Gylinderaxe)  unabhängigen  Factoren  eines  solchen  Productes 
sind  im  allgemeinen  Falle  die  Functionen  des  elliptischen  Gylin- 
ders; in  einfacher  Weise  ergeben  sich  aus  ihnen  als  specielle 
Fälle  resp.  als  Grenzfälle  einmal  die  Besserschen  Functionen 
(Functionen  des  geraden  Kreiscylinders),  andrerseits  die  Func- 
tionen des  parabolischen  Gylinders.  Die  Differentialgleichung 
für  die  Functionen  des  elliptischen  Gylinders  lässt  sich  in  fol- 
gende, als  algebraische  Kormalform  bezeichnete  Form  bringen: 


+  [}«/J5'  +  (v'-^),-.A*]y  =  0. 


Diese  Gleichung,  die  für  m  =  0  in  die  der  Functionen  des  para- 
bolischen Gylinders  übergeht,  während  der  Fall  a  =  0  auf  die 


Cnpitel  2.     BeBoodere  PuuctioDGD.  433 

BeBsel'sehen  Functionen  führt,  ist  nur  ein  apecieller  Fall  der 
allgemeineren  Gleichung,  auf  welche  zuerst  vom  Referenten, 
ep&ter  von  Herrn  Darboux  die  Potentialgleichung  für  die  Cykliden 
reducirt  ist.  Da  die  auf  die  Cjkliden  bezUglichen  Functionen 
nacti  Heine's  Bezeichnung  Lamä'scbe  Functionen  dritter  Ordnung 
sind,  so  folgt,  daas  die  Functionen  des  elliptiseheu  Cylinders 
auch  CyliDderfanctionen  dritter  Ordnung  werden,  nicht  solche 
zweiter  Ordnung,  wie  Heine  angiebt.  Auch  die  Behauptung 
Heine's,  die  Functionen  des  elliptischen  Cylinders  gingen  in  der- 
selben Weise  aus  den  Lamä'scben  Functionen  zweiter  Ordnung 
hervor,  wie  die  Beseel'scben  Functionen  aus  den  Kugel  funelioneu, 
wird  damit  hinfällig. 

Die  weitere  Untersuchung  betrifft  zunächst  dae  Verhalten 
der  Integrale  der  obigen  Differentialgleichung  an  den  singulftron 
Stellen.  In  Bezug  auf  die  Stelle  t  =  0  versagen  die  bekannten 
Methoden,   nur  fllr  deo  Fall  tn  =  0  crgiebt  sich  dieser  Punkt 

als  ein  wesentlich  singulärer.    Die  Punkte  «  =  oo  und  t  =  — ~ 

dagegen  sind  beide  augaernesentlich  singulär;  für  den  para- 
bolischen Cylinder  ist  die  letztere  Stelle  nicht  rorhanden,  fOr  die 
Besserschen  Functionen  fallen  beide  zusammen.  Durch  Ein- 
fllhrnng  neuer  unabhängiger  Verfinderlicber  werden  diese  Stellen 

(i  =  rx!  resp.  »  =  —g)  in  deo  Anfangspunkt  TCrlegt,  wodurch 

zugleich  die  Lindemann'sche  Form  der  DitTerenlialgleichung  ge- 
wonnen wird.  Die  beiden  neuen  Formen  der 
ermöglichen  nun  sofort  Reiheoentwickelu 
grate  derselben;  dabei  ergiebt  sich  neben 
aufgestellten  Klassen  der  Functionen  des  i 
noch  eine  ßnfie,  während  die  Hermite'si 
Integrale  einer  Differentialgleichung  zweit« 
Kechsle  (geben  ron  Liademajin  behandelte 
Einzelheiten  dieser  L'ntersnehnn^.  die  Dbrige 
lieh  neuen  Resultalen  f&brt,  las!>en  sich  nii 
geben. 
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E.  Papperitz.      Untersuchungen    über    die    algebraische 
Transformation    der    hy pergeometrischen    Functionen . 

Habilitatiou88c1irift    Dresden.    Leipzig.    Teubcer;     Klein  Add.  XXVII. 
315357. 

Die  vorliegende  Arbeit  giebt  die  Grundlagen  einer  Theorie 
der  algebraischen  Transformation  der  hypergeometrischen  Func- 
tionen oder  yielraehr,  was  im  wesentlichen  auf  das  Gleiche  hin- 
auskommt,  der  von  Herrn  Schwarz  eingeftthrten  Function 
5(A,  f,i^  y,  rr),  welche  als  Quotient  zweier  Particular-Lösungen  der 
hypergeoraetrischen  Differentialgleichung  erklärt  ist  Diese  Func- 
tion genügt  bekanntlich  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

[«],  =  R(l,  fi,  V,  x),  wo  [«]x  den  Ausdruck  V  —  -ir(-Tr)      be- 

zeichnet  und  R  die  rationale  Function 

1^;t»+(>t*+iu'~y'-l)a?  +  (l~A^')a;' 

2x\\-xy 

bedeutet.  Das  Problem  der  algebraischen  Transformation  der 
Function  *(A,  ^i,  v,  x)  formulirt  der  Verfasser  folgendermassen : 
„Es  sollen  alle  algebraischen  Gleichungen: 

(1)      fC^,  y)  =  f» 

aufgestellt  werden,  welche  den  Uebergang  von  einer  Differen- 
tialgleichung 

(2)        [*],  =  R(X,  lA,  V,  X) 
zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Form 

vermitteln,  mithin  Integralgleichungen  der  Kummer*8chen  Diffe- 
rentialgleichung 

(4)         W.  +  Ä  (^,  ^,  V,  X) (^)'  =  Ä(A',  ^',  y\  y) 

darstellen." 

Zunächst  untersucht  der  Verfasser  die  Verzweigung  der 
beiden  Riemann'schen  Flächen,  welche  über  der  x-  bez.  y-Ebene 
ausgebreitet  sind  und  zu  der  als  irreducibel  vorausgesetzten 
Gleichung  f(x^  y)  =  0  gehören.  Die  hierbei  befolgte  Methode 
ist  eine  Verallgemeinerung  derjenigen,  welche  Herr  Klein  auf 
die  Theorie  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  an- 
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^wandt  liftt.  Die  Gruodlat^e  dereelben  bildet  der  Scbwarz'sclie 
äatz,  nach  welchem  die  Function  <(2,  /i,  y,  x)  die  Abbildung  der 
z-Halbebene  auf  ein  Kreiebogen  -  Dreieck  mit  den  Winkeln 
Jln,  ftn,  »rr  Tcrmittelt.  Um  diese«  Dreieck  zu  einem  vollatSndig 
bestimmten  zu  machen,  liat  man  unter  j(il,  /i,  v,  sc)  einen 
bestimmten  Zweig  eines  bestimmten  particulfiren  Integrals  der 
Gleichung  (2)  za  verstehen.  Die  symmetrischen  Vervielfältigungen 
dieses  Dreiecks  werden  dann  vermöge  der  anderen  Zweige  die- 
ses particulären  Integrals  abwechselnd  auf  die  negative  und 
]ioBiHve  j:-Halbebene  abgebildet;  dieselben  constituiren  ein  Netz 
von  Dreiecken,  welches  die  s- Ebene  oder  einen  Teil  derselben 
ifinfach  oder  mehrfach  Hberdeckl.  In  analoger  Weise  gehört 
in  einem  bestimmten  particulären  Integral  s{X',  fi',  v',  y)  der 
tileichnng  (S)  ein  zweites  Netz  von  Dreiecken,  von  welchen 
jedes  einzelne  die  Winkel  X'n,  ft'n,  v'n  aufweist.  Wenn  nun 
die  Gleichung  (1)  in  x  vom  n"*",  in  y  vom  n"'  Grade  ist,  so 
mass  es  möglieb  sein  (bei  richtiger  Auswahl  der  particulären 
Integrale)  in  der  «-Ebene  ein  Gebiet  von  folgender  ßescbaffen- 
heit  abzugrenzen:  dasselbe  besteht  aus  2n  Dreiecken  des  ersten 
Netzes  und  l&sst  sich  in  ifn'  Teile  zerlegen,  welche  ebenso  vielen 
Dreiecken  des  zweiten  Netzes  äquivalent  sind.  Die  erwähnten 
Vn  Dreiecke  bez.  2n'  Teile  entsprechen  genan  den  n  bez.  n' 
Blättern  der  Riemann'acben  Flächen,  welche  Ober  der  x-  bez. 
y-Ebene  ausgebreitet  sind.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass,  wo  im- 
mer eine  Verzweigung  stattfinden  mag,  entweder  x  oder  y  einen 
der  Werte  0,  cc,  l  besitzen  muss.  Denn  einer  Verzweigungs- 
^telle  kann  in  der  «-Ebene  nur  eine  Stelle  entsprechen,  welche 
mindestens  fttr  eine»  der  beiden  Dreiecksnetze  e'"  J-virnunin  ut 
Die  Eckpunkte  entsprechen  aber  den  Werten 
weiteren  ergeben  sich  eine  Reihe  von  Gleich 
gleicbungen  zwischen  den  die  Riemann*scben  Fl 
risirenden  Zahlen,  nämlich  der  Zahl  der  Blatte 
Cyklen,  der  Gesebleehlszahl  elc.  Als  be»ondi 
interessant  sei  die  Gleichung  ml — X  —  fi-  *f  = 
hervorgebobes. 

Die  specielle  Annatime  n'  =  I  ergielit  das 


1 
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sat  aufgestellte  System  von  Gleicbungen  und  Ungleichungen, 
welches  der  rationalen  Transformation  x  =  Rn{y)  entspricht. 
Ferner  lässt  sich  die  von  Herrn  Schwarz  erledigte  Aufgabe:  alle 
Fälle  zu  bestimmen,  in  welchen  die  Differentialgleichung  (2) 
algebraisch  integrirt  werden  kann,  auf  Grund  der  besonderen 
Annahme  A'  =  /i'  =  >»'  =  1  behandeln.  Bei  dieser  Annahme 
kann  nämlich  offenbar  s{i.\  ^u',  i^',  y)  =^  y  gesetzt  werden.  Audi 
fttr  das  allgemeine  Transformationsproblem  bildet  die  Lösung 
des  Systems  von  Gleicbungen  und  Ungleichungen  den  ersten 
Schritt.  Ob  jeder  einzelnen  Lösung  Riemann^sche  Flächen  und 
somit  Lösungen  des  Transformationsproblems  entsprechen,  bleibt 
indessen  noch  unentschieden.  Jedoch  ergiebt  sich  unabhängig 
hiervon  eine  Reihe  von  Sätzen,  von  welchen  einige  hier  hervor- 
gehoben seien.  Dabei  sei  vorausgeschickt,  dass  mit  p  das  Ge- 
schlecht der  Gleichung  (1)  bezeichnet  wird  und  dass  der  Verfasaer 
unter  „Kummer'schen  Typen''  diejenigen  Transformationen  ver- 
steht, bei  denen  mindestens  einer  der  Exponenten  A,  ju,  i^,  X\  fi\  v 
willkürlich  bleibt.  Diese  Transformationen  entstehen,  wie  Herr 
Goursat  fand,  sämtlich  durch  Combination  der  von  Herrn  Kum- 
mer aufgestellten  rationalen  Transformationen.  Der  Verfasser 
findet  nun  unter  anderen  folgende  Sätze 

„Soll  die  Kummer*sche  Differentialgleichung  (4)  algebraische 
Integrale  besitzen,  welche  nicht  unter  die  „Kummer'sehen  Typen"" 
gehören,    so   ist  erforderlich,  dass  die  Zahlen  A,  ju,  v,  >l',  ju',  v' 

rationale  Werte  — ,     — ,    — ,     —7-,    -^,    -~-  haben." 

q  ^     a        t        ^   '     a  '     t 

„Sind  A,  ji4,  V  gegeben  und  ist  cü  =  1 posi- 
tiv und  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich  nur  eine  endliche 
bestimmbare  Anzahl  algebraischer  Integralgleichungen,  für  welche 
die  Ordnung  n'  in  der  Variabein  x  und  das  Geschlecht  p  vor- 
gegebene Werte  haben,  andernfalls  unendlich  viele.^  „Schliesst 
man  die  Fälle  ä^O  aus,  so  existirt  überhaupt  nur  eine  end- 
liche bestimmbare  Anzahl  wesentlich  verschiedener  algebraischer 
Irrationalitäten,  welche  der  Kummer*schen  Differentialgleichung 
genügen  und  fttr  welche  p  und  n'  gegebene  Werte  haben.'' 
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Dem  Beweise  dieser  Sätze  gelt  eine  Untersuchung  roraul', 
nelche  eich  auf  die  zu  den  FuDctionen  s  (A,  ^,  v,  x)  und 
i(Jl\  (t',  ■•',  y)  j^ehörigeo  Gruppeu  bezieht.  Diese  Grüppeu  kommeo 
bekanntlich  dadurch  zu  Stande,  dass  jedem  Umlaufe  der  Va- 
riabelD  x  bez.  y  eine  linear  gebrochene  Substitution  der  Func-  . 
tion  >  (i,  ft,  y,  x)  bez.  »  (l',  fi',  >',  y)  entspricht.  Die  Gruppe  von 
i(3Lyfi,p,x)  kann  in  bekannter  Wejae  aus  den  drei  Substitu- 
tionen erzeugt  werden,  welche  einfaeben  Umifiufen  von  j;  um 
0,  3c,  1  entsprechen.  Der  Verrasser  giebt  die  Darstellung  dieser 
erzeugenden  Substitutionen  durch  l,  fi,  v  in  einer  Form,  welche 
gestattet,  die  zwischen  ihnen  bestehende  Relation  in  einfacher 
Weise  geometrisch  zu  deuten.  Zwischen  den  Gruppen  von  zwei 
algebraisch  in  einander  transforrairbaren  «-Functioneu  besteht 
die  Beziehung,  dase  sie  eine  in  beiden  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe gemein  haben. 

Der  letzte  Teil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  schon 
oben  berührten  Aufgabe,  die  Riemann'scben  Fl&chen,  welche  zu 
einer  Lösung  des  Systems  von  Gleichungen  und  Ungleichungen 
gehören  können,  wirklich  herzustellen.  Eine  besondere  Anwen- 
dung wird  der  Theorie  der  Modulargleichuiigcn  (Transformation 
11"'  Ordnung)  entnommen.  Hz. 


K.  GoDBSAT.    Siir  les  fonctions  d'une  variable  analogues 
aux  foDCtions  hy|>ergäom^triqae8.     Aod.  de  i'Kc.  tiorm.  (3) 
III.  107-136. 
Sind  a,,  <!„...,  df  die  singulären  Stellen  einer  homogenen 
linearen  DifferentialgleiehaDg  m'"  Ordnung  mit  eindeutigen  Coeffi- 
eienten,  wobei  onbeKhadet  der  Allgemeinheit  a 
Domroen  wird,  so  bat  diese  Gleichung  nach  den  l 
des  Herrn  Fachs  die  Getlalt: 

falls  ihre  Integrale  sieb  Iberall  .regul&r"  verbal 
leidioet  Ft  allgemein  eine  ganze  Function  der 
Variabein  x  von  aidbt  höherem  als  dem  k"  Grai 
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tp  =^  (x-  aj(a?— a,)  ...(«-  a^  -i).  Die  Gleichung  (1)  ist  be- 
stimmt, wenn  die  Coefficienten  der  Functionen  F^  bekannt  sind. 

Die  Gesamtzahl  dieser  Coefficienten  beträgt  (^  —  2)   ■      — -  +  m. 

Nimmt  man  nun  an,  es  seien  die  mg  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichungen gegeben,  sowie  die  singulären  Stellen  a,,  a„  . . .  ,  so 
ergeben  sich  mg  lineare  Gleichungen  fttr  jene  Coefficienten,  von 
welchen  indessen  eine  eine  Folge  der  fibrigen  ist,  da  die  Summe 
Sr  aller  dieser  Wurzeln  einen  nur  von  m  und  q  abhängigen 
Wert,  nämlich 

m(m-lX£^ 
2 

besitzt.     Durch    die   singulären    Punkte    und    die   Wurzeln    der 

Fundamentalgleichungen   ist  also   die   Gleichung  (1)  nur   dann 

bestimmt,  wenn  iw^—  1  =  (^  —  2)  — ^r — -  +  m  ist.    Diese  Rela 

tion  ist  nun  ausser  für  m  =  1  nur  noch  für  m  =  2  und  ^  =  3 
erfüllt.  Daraus  folgt,  wie  schon  Herr  Fuchs  hervorhob,  daas 
der  bekannte  Ansatz  von  Kiemann,  welcher  sich  auf  den  Fall 
m  =  2,  ^  =  3  bezieht,  sich  nicht  auf  höhere  Fälle  übertragen 
lässt.  Herr  Goursat  bemerkt  nun,  dass  man  die  Riemann'scbe 
Untersuchung  auf  folgende  Weise  verallgemeinern  kann.  Man 
nehme  an,  dass  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  welche 

zu  der  Stelle  a,  gehören,  sich  in  Xi  Gruppen  von  m}*\  m2*\  ...,  m^l 

anordnen,  der  Gestalt,  dass  die  Wurzeln  einer  Gruppe  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  dass  dagegen  die  Differenz 
zweier  Wurzeln  aus  verschiedenen  Gruppen  niemals  eine  ganze 
Zahl  ist  Dann  treten  nach  Herrn  Fuchs  in  den  zu  a,  gehörigen 
Fundamentalintegralen  im  allgemeinen  notwendig  Logarithmen 
auf.  Stellt  man  nun  die  Forderung,  dass  erstens  jene  Wurzeln 
gegeben  sind  und  dass  zweitens  Logarithmen  nicht  auftreten 
sollen,  und  zwar  ftlr  alle  singulären  Stellen,  so  ergeben  sich  für 
die  Coefficienten  der  Functionen  F^  im  ganzen 

s  z  -     "        -1 

Bedingungsgleichungen.     Ist   also   die  letztere  Zahl  gleich   der 
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Gesamtzahl  jener  Coefficienteu,  uo  wird  die  Aufgabe,  aus  den 
gegebenen  Grössen  die  Differenüalgleichuiig  zu  bestimmen,  im 
allgemeinen  wieder  eine  rollstAndig  bestimmte  sein.  Zunächst 
wird  es  sich  darum  handeln,  alle  Systeme  von  Zahlen  m^'',  welche 
der  angegebenen  Bedingung  genUgtsn,  aufzustellen.  Dabei  kann 
man  den  Fall,  dass  alle  m  Wurzeln  fBr  eine  Stelle  a,  eine  ein- 
zige Gruppe  bilden,  ausechli essen,  da  in  diesem  Falle  die  singu- 
l&re  Stelle  a,  durch  eine  einfache  SubBtitntion  ihren  singulfiren 
Charakter  verliert.  Dies  vurausgesetzt,  ergiebt  sich  die  wichtige 
Ungleichung  g^m+l,  welche  zur  Folge  hat,  dass  zu  einem 
gegebenen  Wert  von  m  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Systemen 
n(0  gehört. 

Diese  Systeme  stellt  Herr  Goursat   fUr  m  =  3  und  m  =  4 
aa{;  es  ergeben  sieh  2  bez.  -7  solche  Systeme,     Fttr  einen  be- 
liebigen Wert  von  m  kann  man  ohne  weiteres  zwei   zulAssige 
Wertsysteme  m^^  angeben ;  nämlich 
1)        j  =  3;  «V*  =  mi"  =  •■■  =  <*=  1; 

»(»)  =  (»{')=...=.  m^)  =  1;  ni?>  =  m-  1,  mt^'  =  l 
und 

2)         Q  =  m+l;  ««  =  m-1,  mW  =  l,(i  =  1/2,  ...,e). 
Die    dem    ersten    Falle    entsprechenden    DifTerentialgleichungen 
fahren  zu  den  höheren  hypergeometrischen  Reiben,  während  der 
zweite  Fall  die  zuerst  von  Herrn  Pochbammer  untersuchten  Func- 
tionen ergiebt  (cf.  F.  d.  M.  II.  1870.  265). 

Wenn  nun,  irgend  einem  Systeme  m^''  entäprechend,  die 
Wurzeln  der  Fundamentalgl 
man  fOr  die  CoefGcienten  d< 
gleichungen,  als  ihre  Anzahl 
linear,  wenn  die  Wurzeln  eil 
tische  Progression  von  der 
folgt  eine  Betrachtung  dieses 
zeigt,  daas  die  Zahlen  mi'> 
erfüllen  mOssen,  wenn  zu  i 
wirklich  gehören  soll.  Sodai 
Satz,  dass  die  Gruppen  der 
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auf  aigebraischem  Wege  aus  den  Multiplicatoreu  der  Integrale 
gefunden  werden  können.  Dieser  Satz  gilt  indessen  nicht  nur 
für  den  besonderen  Fall,  welcher  zunächst  betrachtet  wird,  son- 
dern auch  wenn  die  Wurzeln  einer  Gruppe  nicht  eine  arithme- 
tische Progression  mit  der  Differenz  1  bilden.  Und  hieraus 
folgert  Herr  Goursat,  dass  die  zu  dem  letzteren  allgemeineren 
Falle  gehörigen  Functionen  sich  als  lineare  Functionen  der  zu 
dem  besonderen  Falle  gehörigen  Functionen  darstellen  lassen, 
wobei  die  Coefficienten  rationale  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  x  sind. 

Den  weiteren  Inhalt  der  Arbeit  bildet  die  Untersuchung  der 
Differentialgleichungen  4'"  Ordnung,  welche  in  die  vom  Verfasser 
betrachtete  Klasse  von  Gleichungen  gehören.  Es  wird  die  expli- 
cite  Gleichung  aus  den  gegebenen  Grössen  hergestellt  und  in 
einem  Falle  die  Gruppe  der  erhaltenen  Gleichung  abgeleitet. 

Hz. 

G.  Brunel.      Monographie    de    la    fonction    gamma. 

Bord.  M6m.  (3)  III.  1-184.     Paris.  GanthierVillars. 

Es  wird  die  gesamte  Theorie  der  Gammafunction  nach 
eigner  Verarbeitung  des  Verfassers  entwickelt,  die  Geschichte 
erst  durch  begleitende,  dann  durch  chronologisch  geordnete  An- 
gabe der  Quellen  berücksichtigt.  H. 


O.  Holder.     Ueber  die  Eigenschaft  der  Gammafunction 
keiner  algebraischen  Differentialgleichung  zu  genügen. 

Klein  Add.  XXVIII.  M3. 

Es  wird  hier,  und  zwar,  wie  sich  nicht  bezweifeln  lässt,  zum 
erstenmale,  der  Beweis  für  diese  Eigenschaft  geführt.  Zuerst 
wird  dasselbe  für  die  Function 


^« = ^ 


bewiesen,   indem  eine  angenommene  ganze  Function  von  9(x), 
<p{p\  tff\x)^  ...,   mit  Coefficienten    rational    in  rc,  =  0  gesetzt 
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uacb  wiederholter  ReductJun  einen  Widerspruch  ergiebt.  Hier- 
auf stfltzt  aich  dann  der  Beweis  fttr  r(x),  wovon  die  Ab- 
leitungen ausser  dem  primitiven  Factor  r(x)  nur  tfi(x)  nebst 
Ableitungen  enthalten.  U. 


Hj.  Mbllin.     Zur  Theorie  der  Gatnmafunctioii.  Acta  Math. 

VIH.  37-80. 

Hj.  Mbllin.     um  en   ny   klasH  af  transceiidctita  finik- 
tioner,    hvilka    äro    iiära    beslägtade    med    gamma- 

funktionen.      I.      Acta  Soc.  Scient.  FeoD.  Tom.  ZIV.  Helaingrors, 
355-385. 

Der  Abbandlung  in  Acta  Math,  wird  die  Function  zugrunde 
gelegt: 

fW  =  ^-L±=-"' '--'-' '-iL,, 

'■,-;-.,,r-_,...rj_.^, 

WO  n,,...,ftr,  v,,...,Vr  positive  ganze  Zahlen   und   a,  a,,...,«^, 
fr,,...,  Ar  beliebige  von  z  unabhängige  Grösoen    bedeuten.     Die 
FanetioD  weist  fthnllche  Eigemcbaften  wie  die  /'-Function  selbst 
auf.     Es  wird  zunächst  gezeigt,    dass  dieselbe  zwei  Functional- 
gleichungen   Ahnlich    der   Gammnfunctinn   Genüge    leistet;    dann 
wird    nach  Untersuchung   ihrer  Null-  und  Uuendlicbkeitspunkte 
mittels  des  Hittag  -  Leffler'schen  Satzes  der  Satz  bewiesen,  dass 
sich    die  Function  F(s)    TOr   den  Fall,    dass  die  Gradzahl   des 
Zfthlers    grösser  oder    gleich    dei    des    j 
Summe   zweier    anderen    Functionea    P(z] 
ISsst,    von    welchen    /*(>)    eine    gewisse 
Q(s)  eine  beständig  convergirende  Poteni 
Bedingungen,   welchen  die  Partialbruehre 
Function    zu    genflgen    haben,    werden   d 
UotersDchong  gewonnen,  fQr  welche  der 
Abhandlung  des  VerfasserB  ans  den  Acta 
nicae  t.  XIV,  XV    zu  suchen    ist,    woaei 
Stellung  der  einfacheren   Function   f(3) 
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Auf  Grund  der  letztem  UnterBucbung  werden  die  wahrschein- 
lichen Formen  der  gesuchten  Bedingungsgleichungen  für  P(z) 
und  Q(i)  angenommen,  die  Functionen  allgemein  aufgestellt, 
welche  diesen  angenommenen  Bedingungen  genügen,  und  schliess- 
lich gezeigt,  dass  P(s)  und  Q(z)  unter  denselben  enthalten  sind; 
endlich  wird  fUr  die  in  der  Partialbruchreihe  P(z)  auftretenden 
Constanten  ein  Recursionsgesetz  entwickelt.  Als  ein  wichtiges 
Resultat  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist  noch  anzuführen, 
das8  P(i)  und  Q(z)  ganz  bestimmte  Individuen  (particuläre  Inte- 
grale) einer  ganzen  Klasse  von  Functionen  sind,  welche  Bedin- 
gungsgleichungen von  der  angenommenen  Gestalt  genügen,  und 
dass  zwischen  diesen  neuen  Transcendenten  und  den  Integralen 
gewisser  linearer  Differentialgleichungen  ein  enger  Zusammen- 
hang besteht,  der  in  einer  späteren  Abhandlung  (Acta  Math.  IX) 
besprochen  wird.  Bm. 


Achter  Abschnitt. 

Reine,  elementare  und  synthetische 
Geometrie. 

Capitel  1. 
Principien  der  Geometrie. 

G.    Cantor.      Zur    Frage    des    actualen    Unendlichen. 

Stockhoim. 
Der   VerfaEBer    conslatirt  in   der   frDbereii   Geschichte   der 
Analysis  Verwechselungeii   zwischen  dem  „putenzialen  Unend- 
lichen",  welches  unbeatimmle  Grösse   hat  und  mit  dem  Grenz- 
begrilTe    zuftammenhftnglf   und   dem   ., actualen",    weichee    durch 
einfache  BegriffsfeBtsetzung  als  bestimmte  Menge  gewonnen  wird. 
Er  erinnert  daran,  dass  das  leti 
der  Grenzen  in  den  Bintergruni 
enthehrt  werden  könne,    und  I 
Theorie  der  Irrationalzahlen  ut 
Setzung  eines  bestimmten  Gebiet 
eich  ftndern  kann. 


K.  Betazzi.      I   poBtulati  e 

P«.  I.  170-183. 
In  dieser  Arbeit  stellt  der 
Betrachlungen  an  Ober  die  Gru 
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besondere  über  die  zum  Aufbau  dieser  Wissenschaft  notwendigen 
Erfahrungen,  sowie  über  den  von  ihnen  zu  machenden  Gebrauch 
bei  der  Auseinandersetzung  der  Postülate.  Der  Charakter  des 
Jahrbuchs  gestattet  es  uns  nicht,  näher  auf  die  Einzelheiten  ein- 
zugehen; sonst  würden  wir  leicht  zu  einer  Erörterung  der  Be- 
hauptungen des  Verfassers  geführt  werden.  Es  genüge,  auf  diesen 
Aufsatz  diejenigen  aufmerksam  zu  machen,  welche  solchen 
Fragen  ihre  Teilnahme  schenken.  La.   (Lp.) 


R.  P.    Der  Baumbegriff  und  die  Principien  der  Geometrie. 

n Kosmos*  (poloisch). 

Enthält  einige  Bemerkungen  über  die  geometrischen  Axiome. 

Dn, 

F.  Schur.    Ueber  die  Deformation  der  K'äume  constanten 
Kiemann 'sehen    Kriimmungsmasses.     Klein  Add.  xxvii. 

163-172. 

Auf  geometrischem  Wege  hat  Eilling  in  seinem  Werke  über 
nicht-euklidische  Raumformen  bewiesen,  dass  jeder  n-dimensionale 
Raum  (üf»))  welcher  eine  Schar  von  ebenen  ilf«-i  enthält,  in 
einem  Mn^i  deformirt,  d.h.  ohne  Aenderung  der  Linien-Elemente 
abgebildet  werden  kann.  In  obiger  Arbeit  giebt  nun  der  Ver- 
fasser analytisch  ausgeführte  Beispiele  soleher  Deformationen. 
Er  beginnt  mit  Untersuchungen  über  den  Ausdruck  des  Linien- 
elementes in  den  Räumen  constanten  positiven  Erümmungsmasses, 
giebt  dann  Sätze  über  das  Vorkommen  von  Räumen  constanten 
negativen  Erümmungsmasses  in  höheren  Räumen  und  gelangt 
hinsichtlich  der  Deformation  zu  dem  allgemeinen  Resultate,  dass 
ein  Mn  in  einem  Jlfi,^.!  nur  unter  besonderen  Bedingungen  defor- 
mirt werden  kann,  während  speciell  ein  constant  positiv  ge- 
krümmter Mn  stets  deformirbar  ist,  und  die  Deformation  eines 
constant  negativ  gekrümmten  Mn  in  einem  ebenen  M^n^i  auf  das 
Biegungsproblem  einer  Rotationsfläche  im  gewöhnlichen  Räume 
zurückgeführt  werden  kann.  Scbg. 
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P.  Cassani.    Ricerche  geometriche  uegli  spazi  superiori. 

Veo.  Ist.  Atti  (6)  IV.  227.341. 

Die  mehr  andeutende  als  ausführende  Arbeit  beschäftigt  sich 
zuerst  mit  dem  Grade  der  Unendlichkeit  des  Vorkommens  linearer 
Räume  in  eben  solchen  von  höherer  Dimensionenzahl.  Unter 
,Jinearer  Reihe"  von  Elementen  (S,|.i,i,_.i)  versteht  der  Verfasser 
den  Inbegriff  aller  linearen  Räume  von  gleicher  Dimensionenzahl, 
welche  im  ri -dimensionalen  Räume  durch  denselben  s-dimen- 
sionalen  hindurchgehen.  In  diesem  Ausdruck  sind  also  die  Be- 
zeichnungen Büschel,  Netz,  Schar,  u.  s.  w.  als  specielle  Fälle 
enthalten.  Sodann  werden  mit  besonderer  Berücksichtigung  des 
vierdimensionalen  Raumes  die  Schnittgebilde  projeetivischer  linea- 
rer Reihen  untersucht.  Auf  verwandte  Arbeiten  von  Veronese, 
Cremona  u.  A.,  welche  die  hier  vorkommenden  Fragen  gestreift 
oder  teilweise  behandelt  haben,  ist  Rücksicht  genommen. 

Schg. 

P.  Cassani.     Un   teorema  generale  suUe  linee  norniali 

degli    spazi    dispari.      Rom.  Acc  L.  Reod.  (4)  11,.  482-484. 

D^r  Chasles'scbe  Satz,  nach  welchem  der  gemeinsame  Punkt 
dreier  Osculationsebenen  einer  kubischen  Raumeurve  in  der  durch 
die  drei  Berührungspunkte  bestimmten  Ebene  liegt,  wird  hier 
auf  Normalcurven  n'"'  Ordnung  im  ti-dimensionalen  Räume  unter 
der  Voraussetzung,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  ausgedehnt. 
Der  Verfasser  bedient  sich  zu  diesem  Zweck  eines  gleichen 
analytischen  Verfahrens,  wie  es  Cremona  und  Beltrami  zur  Unter- 
suchung jener  Curven  angewandt  haben.  Hieran  schliesst  sich 
die  Bemerkung,  dass  auch  Focalsysteme  nur  in  Räumen  von 
ungerader  Dimensionenzahl  vorkommen  können.  Ist  n  eine 
gerade  Zahl,  so  ist  nur  eine  reciproke  Focalbeziehung  möglich, 
in  der  Weise,  dass  einem  Strahle  ein  Raum  von  möglichst  grosser 
Dimensionenzahl  entspricht.  Schg. 

E.   Bkrtini.     Sulla  geometria  degli  spazi  lineari  in  uno 
spazio  ad  n  dimensioni.     Lomb.  ist.  Rend.  (2)  xix.  855-862. 
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Es  wird  der  folgende  Satz  der  dreidimensionalen  Geometrie 
auf  das  n-dimensionale  Gebiet  ausgedehnt:  Drei  Gerade  liegen 
dann  und  nur  dann  in  einer  Ebene,  wenn  jede  Gerade,  welche 
zwei  von  ihnen  in  beliebigen  Punkten  sehneidet,  auch  die  dritte 
schneidet.  Schg. 


R.  Hoppe.     Erweiterung  eiuiger  Sätze  der  Flächen theorie 
nuf  n  Dimensionen.     Hoppe  Arch.  (-2)  ili.  277-289. 

Die  erweiterten  Sätze  gehören  der  Krümmungstheorie  an. 
Es  wird  zuerst  die  Erümmung  einer  n- Dehnung  (iV)  innerhalb 
einer  linearen  (n-fO'Debnung  analytisch  ausgedrückt.  Sodann 
wird  die  Bedingung  aufgesucht,  unter  welcher  bei  orthogonalen 
Parametern  die  entsprechende  Parameterlinie  Kürzeste  ist.  Wei- 
tere Sätze  betreffen  Scharen  solcher  Kürzesten.  Schliesslich 
ergiebt  sich,  dass  die  Krümmung  von  N  durch  Biegung  nicht 
verändert  wird,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist.  Schg. 


F.  AscHiKRi.     Delle  corrispondenze  lineari  reeiproche  in 
uno   spazio   lineare   di   spezie  qualunque.     Lomb.  Rem). 

(2)  XIX.  167-173. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  eine  ändere  desselben  Ver* 
fassers  an:  Sülle  trasformazioni  omograiiche  in  uno  spazio  lineare 
Sn-i  di  spezie  («— 1),  und  dehnt  die  Begriffe  der  Polarsysteme, 
der  reciproken  und  projectivischen  Gebilde  und  Correspondenzen 
auf  das  n-dimensionale  Gebiet  aus,  wobei  am  Schluss  die  Null- 
Systeme  besondere  Berücksichtigung  finden.  Schg. 


W.  Peddie.    The  theory  of  contours  and  its  applications 

in    physical   Science.      Edmb.  M.  S.  Proc.  IV.  25-28,  61-64. 

Eine  „Contour"  wird,  wie  folgt,  definirt:  „Die  Contour  eines 
n-dehnigeu  Gegenstandes,  der  in  einer  Ausdehnung  von  der 
(fi-fl)*"  Ordnung  vorhanden  ist,  ist  der  Schnitt  desselben  mit 
einem  n- dehnigen  Gegenstande,    wenn  in  jedem  seiner  Punkte 
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eine  gewisse  Grösse  constant  ist".  Beispiele  von  Contouren  mit 
Erläuterungen  ihres  Gebrauches  werden  gegeben.      Gbs.  (Lp.) 

K.  Cbsaro.    AIcune  misure  negli  iperspazii.    Batt.  G.  xxiv. 

.  49-55. 

Zum  Behufe  einiger  Anwendungen  auf  die  Theorie  der 
Wahrscheinlichkeiten  verallgemeinert  Herr  Cesaro  in  dieser  Arbeit 
einige  Formeln  der  gewöhnlichen  elementaren  Massgeometrie  für 
die  entsprechenden  Gebilde  des  n-dimensionalen  Raumes,  indem 
er  hierbei  das  Bernoulli'sche  Schluss verfahren  der  vollständigen 
Induction  benutzt.  Zunächst  findet  er  den  Ausdruck  fUr  die 
Länge  der  Mittellinien  eines  (fi  +  1)- Flachs  dieses  Raumes.  Unter 
Einführung  der  Voraussetzung,  dass  dieses  Polyeder  regelmässig 

ist,  ergiebt  sich  sein  Volumen  nach  dem  Ausdrucke  — rV    7^    , 
'  „j  r     2"    ' 

worin  c  die   Seite   bedeutet;    ein  Resultat,    welches    Clifford    in 

ähnlicher  Absicht  wie  Herr  Cesaro  schon  aufgestellt  hatte.   (Vgl. 

Mathematical  Papers  by  W.  K.  CliflFord.  London.  1882.  S.  605). 

Danach   geht   der  Verfasser   zur  Aufsuchung   des  Inhaltes   der 

Hypersphäre  vom  Radius  R  im  f»- dehnigen  Raum  Über  und  findet 

ihn  gleich 

(2n)^R''    oder    ^C^^)*^''''^^" 
2  .  4  ...  ft  3  .  5  . ..  n 

je    nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     Nach  Clifford  (I.  c. 

p.  606)   und  Herrn  G.  Cantor  (Math.  Ann.  XXI.  58,  wo  jedoch 

ein  Zahlencoefficient   fehlt)  lassen  sich   beide  Ausdrücke   bezw. 

zu  einem  vereinigen  in  der  Form: 

«■{ra)|-    „der  Ä--?^^ 

Im  Verfolg  der  Forschungen  ermittelt  der  Verfasser  die  Aende- 
rung  der  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  eines  beweglichen 
Punktes  im  ti  dehnigen  Räume  von  den  Ecken  eines  regelmässigen 
(n  4- !)•  Flachs  und  beweist  einen  ganz  einfachen  Ausdruck  fUr 
das  Trägheitsmoment  eines  regelmässigen  (n^-  1)-Flach8  im 
fidehnigen  Räume  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt. 

La,   (Lp.) 
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C.  SeoRE.    Sülle  varietk  normali  a  tre  dimensioni  com- 
poste  di  Serie  semplici   razionali  di  piani.     Tonno  Atti. 

XXI.  95-115. 

.  Unter  den  Mannigfaltigkeiten  n**'  Ordnung  von  i  +  1  Dimen- 
sionen, weiche  in  einem  Räume  von  d  Dimensionen  enthalten 
sind  (und  nicht  in  einem  weniger  ausgedehnten  Räume)  sind 
sehr  bemerkenswert  die  aus  oo*  linearen  Räumen  zu  •  Dimen- 
sionen bestehenden,  welche  man  gewöhnlich  durch  das  Symbol 

Si  —  F,>i  bezeichnet.  (Vgl.  Veronese,  Klein  Ann.  XIX.  226; 
F.  d.  M.  XIII.  1881.  485).  Der  Fall  •=  1,  d  =  fi-f- 1  ist  zuerst  durch 
Herrn  Veronese  (1.  c.  224ff.)  und  vollständiger  durch  Herrn  Segre 
erforscht  worden  in  dem  Aufsatze:  „Sülle  rigate  razionali  in  uno 
spazio  lineare  qualunque"  (Torino  Atti  XIX;  F.  d.  M.  XVI. 
1884.  604).  Der  Fall  i  =  2,  d  =  n  +  2  ist  der  Gegenstand  der 
beachtenswerten  Abhandlung,  die  zum  Berichte  vorliegt;  der 
allgemeinere  Fall  eines  beliebigen  t  und  cj  =  n  -f-  *  kann  nach 
einer  Bemerkung  des  Herrn  Segre  in  ganz  ähnlich  verlaufender 
Art  erledigt  werden. 

Wir  wollen  eine  in  Sn^2  enthaltene  Mannigfaltigkeit  S^ — Fj 
mit  F  benennen.  Ihre  ^'  Ebenen  bilden  eine  rationale  Reibe; 
jede  geradlinige  Fläche  von  der  Ordnung  iw  ^  n,  welche  zu  F 
gehört,  ist  eine  rationale  normale;  von  derselben  Art  ist  jede 
auf  F  liegende  Curve  von  der  Ordnung  ^i  <n^  falls  sie  nicht 
in  einem  Räume  liegt,  welcher  eine  geradlinige  Fläche  von  F 
enthält.  Die  Mannigfaltigkeit  F  kann  stets  durch  n  projectiviscbe 
Bfischel  von  S„+i  erzeugt  werden  (cf.  Veronese,  1.  c.  224-22.o). 
Drei  rationale  Normaicurven  oder  auch  eine  rationale  Normal* 
curve  und  eine  rationale  Normalfläche,  zwischen  denen  eine  ein- 
deutige Beziehung  besteht,  ergeben  als  Ort  der  ihre  entsprechen- 
den Elemente  verbindenden  Ebenen  eine  Mannigfaltigkeit  S,  —  F\\ 
umgekehrt  kann  jede  Mannigfaltigkeit  dieser  Art  nach  einer  der 
beschriebenen  Weisen  erzeugt  werden. 

Ist  m'  das  Miniraum  der  Ordnung  einer  geradlinigen  Fläche 
von  F^m"  dasjenige  einer  ihrer  Curven,  so  ist: 

m'  ^  ^n,  m"  =  |w,  folglich  2m'  =  m";  ferner  2m"  ^  «  +  m' 
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Die  Befrachtung  der  Zahlen  m!  und  m"  fährt  zu  einer  Klassiii- 

cirung  der  Mannigfaltigkeiten  S,  —  1^.  Jede  derartige  Mannig- 
faltigkeit wird  durch  zwei  Zahlen  m',  m"  (ausser  n)  gekenn- 
zeichnet; sie  enthält  im  allgemeinen  eine  einzige  Minimalcurve  und 
eine  einzige  geradlinige  MinimalfiftchCy  von  denen  die  erste  auf 
der  anderen  liegt.  Ausnahmen  finden  in  den  folgenden  drei 
Fällen  statt:  1)  m"  ==  2m';  denn  dann  giebt  es  oo'  Minimal- 
eurren,  welche  eine  lineare  Schar  auf  der  einzigen  geradlinigen 
Minimalfläche  bilden.  2)  2m"  =  n  +  m';  denn  dann  giebt  es  oo* 
geradlinige  Minimalflächen,  welche  durch  die  einzige  Minimalcurve 
gehen.  3)  m!  =  ^n;  denn  dann  giebt  es  oo'  Minimaicurven  und 
oo'  geradlinige  Minimalflächen.  Ein  bemerkenswertes  Beispiel 
dieses  letzteren  Falles  liefert  die  Annahme  n  =  3. 

Eine  Gruppe  von  /i  Ebenen  der  Mannigfaltigkeit  F  besteht 
aus  unabhängigen  Ebenen  (d.  h.  gehört  einem  Sj;,-!  an),  wenn 
^^m'  +  1;  dieselbe  gehört  einem  Sa^^+m'  an,  welcher  die  Minimal- 
curve enthält,  wenn  m'+ I  = /i  =m"  — m';  sie  gehört  einem 
5/i-fm"+t  ^^1  wenn  m"  — m' <^^n— m";  sie  gehört  endlich 
einem  Sn^i  an,  wenn  ^>  n  —  m'\ 

Ist  11  —  m'  ^  m  ^  n,  so  giebt  es  auf  F  3c^"*-^"+^  geradlinige 
Oberflächen  m'*'  Ordnung,  welche  nicht  durch  die  Minimalcurve 
gehen;  sie  bilden  eine  lineare  Schar^  aus  welcher  jedes  Indivi- 
duum durch  r  Gerade  und  3m— 2«  — 2^  +  2  Punkte  bestimmt 
wird.  Ist  hingegen  li-f  m'  — m"  ^  m  <  n  — m,  so  giebt  es  auf 
F  oo^«*-*-«»'+i  geradlinige  Oberflächen  m'*^  Ordnung,  welche  alle 
durch  die  Minimalcurve  gehen;  sie  bilden  eine  lineare  Schar,  aus 
welcher  jedes  Individuum  durch  r  Gerade  und  2m  —  n  —  m'  —  2v  4- 1 
Punkte  bestimmt  wird. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  von  F  lassen  sich  folgender- 
massen  durch  drei  Parameter  l^^t^v  ausdrücken: 

X^   =    1,  fl/j   =  A,    •  •  •  ,  Xffi'         =  A,    , 

Folglich  sind  die  Gleichungen  von  F:  0  = 

I  ^li^ai  •••>  ^m')  ^m'+2)    ^m'f37««»)     ^m'+l?     ^;/i"  +  3,     a?m"  +  4i  •  •  •  j  3^«+2| 

Foruchr.  d.  Math.  XVIII.  2.  29 
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Daraus  folgt,  dass  F  keine  anderen  absoluten  Invariauten  besitzt 
als  die  Zahlen  m',  m",  welche  ihre  Species  bestimmen. 

Wir  nehmen  aufF  nun  i^  Punkte  P^, /^  Gerade  P,,(,  Ebenen 
P^  an,  wo  die  Zahlen  /q,/,,/,  den  Bedingungen  unterliegen: 

'0  +  2/,  +3/,  =  n^l,  t,^m\  l,  +2/,  ^m",  2l,  +31,  ^  n-  1, 
von  denen  die  letzte  eine  Folge  der  ersten  ist*  Diese  Punkte, 
Geraden,  Ebenen  bestimmen  einen  (i»-- 2)- dimensionalen  linearen 
Raum  0»_2-,  wenn  wir  aus  ihm  die  Mannigfaltigkeit  F  auf 
unseren  Baum  projiciren,  so  gelangen  wir  zu  einer  eindeutigen 
Abbildung  der  Mannigfaltigkeit  selbst.  Aendert  man  die  Zahlen 
h^^iih  ^^1  ^^  ändert  sich  auch  die  Abbildung;  das  Minimum 
ihrer  Ordnung  ist  im  allgemeinen  «  — m",  wird  jedoch  «  — m"-|- 1, 
wenn  auf  F  unendlich  viele  geradlinige  Minimalflächen  vorhanden 
sind.  Unter  den  Eigenschaften  der  Abbildung  von  F  (No.  19 
und  ^'0  der  Originalarbeit)  wollen  wir  nur  die  hervorheben,  dass 
die  Ebenen  von  F  durch  die  Ebenen  eines  Büschels  abgebildet 
werden.  Wenn  man  eine  dreidehnigc  Mannigfaltigkeit  in  zwei 
verschiedenen  Weisen  auf  unseren  Raum  projicirt,  so  gelangt 
man  bekanntlich  (vgl.  No.  37  der  Veronese'schen  Abhandlung: 
La  superficie  omaloide  normale  di  quarto  ordine  etc.  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  7Ö3)  zu  einer  eindeutigen  Verwandtschaft  zwischen 
zwei  Räumen.  Durch  Anwendung  dieser  Bemerkung  auf  die 
Mannigfaltigkeit  F  stellt  der  Verfasser  eine  bemerkenswerte 
derartige  Verwandtschaft  her,  deren  charakteristische  Eigen- 
schaften er  in  der  letzten  Nummer  seiner  schönen  Abhandlung 
durchspricht.  La.    (Lp.) 


P.  Del  Pezzo.    Sugli  spazii  tangenti  ad  una  superficie  o 
ad  una  varietk  immersa  in  uno  spazio  di  piü  dimensioni. 

Nap    Rend.  XXV.  176-180. 

Bekanntlich  bestehen  (Vgl.  z.  B.  Veronese,  Klein  Ann.  XIX; 
F.  d.  M.  XIIL  1881.  485)  für  jeden  Punkt  P  einer  Curve  eines  «- 
dimensionalen  Raumes  merkwürdige  lineare  Räume  Ton  1,2,... 
Dimensionen,  welche  die  Curve  bezw.  in  2,  3,  . . .  mit  P  zusammen- 
fallenden Punkten   schneiden.     In  der  zu  besprechenden  Arbeit 
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hat  Herr  Del  Pezzo  eine  Verallgemeinerung  dieser  Begriffe  auf 
die  Oberflächen  F?  von  der  Ordnung  m  und  auf  die  Mannigfaltig- 
keiten FT  derselben  Ordnung  von  i  Dimensionen  aus  dem  Räume 
von  n  Dimensionen  S«  angestrebt;  diese  Verallgemeinerung  hatte 
schon  Herrn  Caporali  beschäftigt,  aber  die  Bemerkungen  dessel- 
ben wurden  erst  jetzt  nach  seinem  Tode  veröffentlicht. 

Nachdem  er  die  Existenz  des  F2  in  einem  ihrer  Punkte 
berührenden  S,  ermittelt  und  einige  sich  hier  anschliessende 
Theoreme  durch  eine  Schlussweise  von  r  auf  r+  1  bewiesen  hat, 
gelangt  er  zu  dem  folgenden  Satze,  welcher  für  die  Oberflächen 
die  gestellte  Frage  löst:  Jedem  Punkte  P  einer  Oberfläche  F7 
entspricht  ein  linearer  Raum  S^  von  10  =  i(r~  l)(r-|-2)  Dimen- 
sionen (ein  r-fach  berührender  Raum),  welcher  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  jeder  in  der  Oberfläche  durch  einen  Sn-i  gemachte, 
durch  S^a  hindurchgehende  Schnitt  in  P  einen  r- fachen  Punkt 
besitzt,  während  jeder  durch  S^  gehende  S„_2  die  Oberfläche  in 
m — r'  Punkten  ausser  in  P  schneidet.  Die  Räume,  welche  aus 
S^  die  dem  Punkte  P  unendlich  nahen  Punkte  der  Oberfläche 
projiciren,  bilden  eine  normale  Kegelmannigfaltigkeit  von  w  +  2 
Dimensionen  und  von  der  Ordnung  r.  Allgemein  hat  man  den 
folgenden  Satz:  Für  jeden  Punkt  P  einer  Mannigfaltigkeit  FT 
giebt  es  einen  linearen  Raum  S^^  von 

0}  =  -/j-(r  +  2)(r  +  3)...Cr+i+l)-I 

Dimensionen  (ein  r-fach  berührender  Raum),  so  dass  jeder  in  der 
Oberfläche  durch  einen  Raum  von  n  —  g  Dimensionen  gemachte 
und  durch  S^  gehende  Schnitt  rn  P  einen  re-fachen  Punkt  hat. 

Wir  wollen  bemerken,  dass  die  i-dimensionalen,  eine  FT  be- 
rührenden Räume  im  allgemeinen  unabhängig  sind.  Beispiels- 
weise besteht  diese  Eigenschaft  im  allgemeinen  für  die  Berüh- 
rungsebenen einer  FJ*.  Eine  Ausnahme  von  dieser  Regel  bietet 
die  von  Herrn  Veronese  untersuchte  Oberfläche  (Vgl.  F.  d.  M. 
XVI.  733);  denn  diese  ist  die  einzige  aus  S^,  deren  Berührungs- 
ebenen sich  paarweise  treffen.  La.    (Lp.) 
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P.  Del  Pezzo.     SuUe  projezioni   di  una  superficie  e  di 
una  varietk  dello  spazio  ad  n  dimensioni.     Nap.    R«Dd. 

XXV.  205-213. 

Diese  Arbeit  knüpft  an  zwei  andere  desselben  Verfassers 
an:  „Sülle  superficie  di  ordine  n  imnierse  nello  spazio  di  n-|-l 
diraensioni"  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  514)  und  „Sugli  spazii  tangenti 
ad  una  superficie  o  ad  una  varietä  immersa  in  uno  spazio  di  piü 
dimensioni"  (S.  den  vorangehenden  Bericht);  ihr  Ziel  ist  die 
Erforschung  der  Projectionen  der  Mannigfaltigkeiten  linearer 
Räume.  Sie  besteht  aus  drei  Paragraphen;  in  den  beiden  ersten 
ergründet  der  Verfasser  die  Projectionen  der  Oberflächen  und 
wendet  seine  Ergebnisse  auf  den  Beweis  einiger  wichtiger  Sätze 
an;  im  dritten  verallgemeinert  er  diese  Betrachtungen  auf  die 
Mannigfaltigkeiten  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dimensionen. 
Wir  wollen  die  Hauptsätze  der  Abhandlung  des  Herrn  Del  Pezzo 
auszugsweise  hersetzen ,  doch  dürfen  wir  die  Bemerkung  nicht 
unterdrücken,  dass  manche  Schlussfolgerungen  des  Verfassers 
nicht  völlig  einwurfsfrei  sind,  und  dass  in  seiner  Darstellung 
die  Form  zuweilen  ungemein  vernachlässigt  ist. 

Eine  zweidehnige  Oberfläche  F2  von  der  Ordnung  m  des  Rau- 
mes von  n  Dimensionen  Sn  wird  projicirt  aus  h^  ihrer  Punkte  F,,  ä, 
ihrer  zweifach  berührenden  S„  ä,  ihrer  dreifach  berührenden 
5j,  ...,  Ar  ihrer  r-fach  berührenden  5j(r_i)(r-f2)  auf  einen  Raum 

von  «— ^it(t+  0^»  i^  ^'^®  Oberfläche  von  n—  ^r'Ä^,  welche 

•=-•1  •  =  ! 

Ä,    Gerade,    ä,   Kegelschnitte,    ä,  kubische   Raumcurven,  . . . ,  ^^ 
rationale  Curven  der  Ordnung  r  enthält,   welche  die  Bilder  der 

• 

Punkte  P  und  der  Berührungspunkte  der  zweifach  berührenden 
5,,  der  dreifach  berührenden  S^,  . . . ,  der  r-fach  berührenden 
S|(r-i)(r-H2)  vorstcllcn.  Macht  man  insbesondere  die  Projection 
auf  unseren  Raum,  so  kann  man  aus  den  bekannten  Eigenschaften 
der  Oberflächen  Sätze  über  die  Oberflächen  von  Sn  erschliessen. 
Beispielsweise  ergeben  die  Kenntnisse  hinsichtlich  der  Geometrie 
auf  gewissen  Oberflächen  unseres  Raumes  uns  Einblick  in  die 
Geometrie  auf  einer  Oberfläche  von  S„.  Merkwürdig  ist  es,  dass, 
wenn  die  Projection  von  Fj'  auf  unseren  Raum   geradlinig  ist, 
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F2  es  auch  ist.  Ferner  ist  es  merkwürdig,  dass,  wenn  m  über 
einer  gewissen  Grenze  liegt,  die  F2  von  S^n-p^i  alle  geradlinig 
sind;  dasselbe  tritt  für  die  F2*  von  Sn  ein,  wenn  bei  eonstant 
gehaltenem  n  die  Zahl  m  unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  oder 
wenn  bei  constantem  m  die  Zahl  n  oberhalb  einer  gewissen 
Grenze  liegt.  • 

Diese  Sätze  lassen  sich  verallgemeinern.  Indem  wir  wegen 
des  Theorems,  welches  die  Beziehung  zwischen  einer  Mannig- 
faltigkeit der  Ordnung  m  von  •  Dimensionen  FT  aus  Sn  und 
einer  ihrer  Projectionen  herstellt  (eine  Erweiterung  des  Theorems 
über  die  Fl\  das  wir  eben  angeführt  haben),  den  Leser  auf  die 
Abhandlung  selbst  verweisen,  wollen  wir  die  folgenden  Sätze 
wiedergeben,  deren  Analoga  für  die  F2  schon  angeführt  sind. 
Wird  eine  Mannigfaltigkeit  FT  aus  S„  auf  einen  Si^i  in  eine 
aus  oo^Si^i  bestehende  Mannigfaltigkeit  projicirt,  so  setzt  sie 
sich  auch  aus  oo^Si^x  zusammen.  Ist  m-^-i  —  n  eonstant  und 
liegen  m,  n  über  gewissen  Grenzen,  oder  auch  ist  n  eonstant 
und  liegt  m  unter  einer  gewissen  Grenze,  oder  endlich  ist  m 
eonstant  und  liegt  n  über  einer  gewissen  Grenze,  so  besteben 
alle  FT  von  Sn  aus  c3c'S,_i.  Beispielsweise  bestehen  die  FJ+i 
von  S„,+,  aus  00^ Si  mit  Ausnahmen  der  Kegel,  welche  die  Ober- 
fläche F\  des  Herrn  Veronese  aus  einem  S,^  projiciren. 

Zum  Schlüsse  geben  wir  den  Wörtlaut  des  folgenden  Theo- 
rems, für  welches  der  Verfasser  einen  einfachen  analytischen  Beweis 
beibringt:  Wenn  eine  Mannigfaltigkeit  FiT-i  des  Raumes  Sn  einen 
Sn^h   enthält,    so    begreift   sie    eine    doppelte    Mannigfaltigkeit 

FL^:*2i'^*^  in  sich.  La.   (Lp.) 


V.  Schlegel,  lieber  Entwickelung  und  Stand  der  n- 
dimensionalen  Geometrie  mit  besonderer  Berücksichti- 
gung der  vierdimensionalen.     Leipzig.  EDgelmann. 

Dieser  zuerst  in  der  aLeopoldina"  erschienene,  inhaltreiche 
Aufnatz  giebt  eine  klar  abgefasste  geschichtliehe  Uebersicht  über 
alle   den  vier-   oder   n  -  dimensionalen  Punktraum    betreflfenden 
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UntersuchuDgen.  Dass  hiermit  allen  Mathematikern,  deren 
Arbeiten  diesen  Untersuchungen  nahe  stehen,  ein  willkommenes 
Nachschlagebuch  geboten  ist,  dürfte  schon  daraus  hervorgehen, 
dass  der  Verfasser  ein  literarisches  Register  von  nicht  weniger 
als  86  Büchern  und  Abhandlungen  zusammengestellt  hat,  welche 
teils  kurz  berührt,  teils,  dem  wesentlichsten  Inhalt  nach,  be- 
sprochen werden.  Seht. 


Capitel  2. 

Continuitätsbetrachtungen. 
W.  Dyck.      Beiträge   zur   Analysis    situs  IT.     Leipzig  Ber. 

53-69. 

Der  Verfasser  setzt  hier  seine  Untersuchungen  (ef.  F.  d.  M. 
XVII.  523)  über  den  Zusammenhang  zwischen  der  Grundzahl 
einer  Fläche  und  der  Kronecker 'sehen  Charakteristik  eines  ge- 
wissen Functionensystems  fort,  indem  er  zunächst  noch  einmal, 
in  systematischerer  und  zugleich  allgemeinerer  Weise,  als  das 
erste  Mal,  den  Begriff  der  Grundzahl  (Charakteristik)  einer 
Fläche  (Mannigfaltigkeit)  rein  geometrisch  aufbaut  Den  Eingang 
bildet  die  Bestimmung  der  Charakteristik  ^linearer''  Mannigfaltig- 
keiten, als  deren  einfachste  Vertreter  im  Gebiete  von  einer  resp. 
zwei,  drei  Dimensionen  das  begrenzte  Stück  einer  Geraden,  das 
Innere  einer  geschlossenen  sich  nicht  selbst  durchsetzenden  ebenen 
Curve,  resp.  räumlichen  Fläche  erscheinen. 

Das  Entstehen  eines  solchen  „Elementargebildes"^  zählt  jedes- 
mal +  I,  das  Verschwinden  — I.  Jede  „Punktirung"  einer  Strecke 
erhöht  die  Charakteristik  um  1 ;  das  Gleiche  gilt  für  einen  ge- 
schlossenen Raum,  während  bei  der  ebenen  Fläche  ein  Abzug 
von  1  stattfindet.  Entsprechend  wächst  bei  der  ebenen  Fläche 
die  Charakteristik  um  1  durch  das  Auftreten  einer  „Querlinie", 
nimmt  aber  beim  Räume  um  1  ab. 

Endlich  erteilt  für  den  Raum  eine  „Querfläche*  der  Charak- 
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terißtik  einen  Zuwachs  von  1.  Das  allgemeine  Gesetz  für  höhere 
lineare  Mannigfaltigkeiten  ist  daraus  leicht  zu  entnehmen.  Aus 
den  linearen  Flächen  und  Räumen  erwachsen  „geschlossene'* 
Mannigfaltigkeiten  M^  und  ^3,  indem  man  sich  eine  paarweise 
Zuordnung  und  Vereinigung  der  Begrenzungs-Curven,  resp. 
-Flächen  gegeben  denkt.  Auch  auf  diese  Mannigfaltigkeiten  ist 
der  Begriff  der  Charakteristik  sofort  übertragbar,  und  es  zeigt 
sich  zugleich,  dass  die  letztere  Anzahl  immer  dieselbe  bleibt,  wie 
man  sich  die  betreffende  Mannigfaltigkeit  auch  entstanden  denkt. 
Es  gilt  nämlich  der  allgemeine  Satz,  dass  die  Charakteristik  einer 
aus  beliebig  vielen  getrennten  Teilen  bestehenden  Mannigfaltig- 
keit sich  aus  der  Summe  der  Teilcharakteristiken  zusammensetzt. 

Der  zweite  Teil  der  Note  beschäftigt  sich  mit  dem  alige- 
meinen Nachweis,  dass,  sobald  die  bez.  Mannigfaltigkeit  durch 
eine  Gleichung  f  =  0  gegeben  vorliegt,  die  Charakteristik  der- 
selben  sich  mit  der  Kronecker'schen  Charakteristik  des  durch  f 
und  seine  ersten  Differentialquotienten  gebildeten  Functionen- 
systems  deckt. 

Als  eine  interessante  Anwendung  ergiebt  sich  die  Existenz 
je  zweier  Anzahlrelationen  zwischen  den  „ besonderen '^  (d.  h. 
Doppel-  resp.  Knoten-)  Punkten  eines  beliebigen  einfach- unend- 
lichen Systems  von  ebenen  Curven  resp.  Flächen.  My. 

M.  Feil.  Ueber  Euler'sehe  Polyeder.  Wien.  Ber.  xoiii.  s68-89a 

Der  Verfasser  liefert  hier  einen  wichtigen  Beitrag  zu  der 
mit  den  Listing'schen  Untersuchungen  eng  zusammenhängenden 
Lehre  von  den  topologischen  Eigenschaften  der  Polyeder,  Dieser 
Beitrag  besteht  in  der  Bestimmung  der  Mannigfaltigkeit  der 
Auflösungen  der  mehrfachen  Zusammenhänge  (Anastomosen)  oder 
der  Cyklosen  an  cyklomatischen  Diagrammen  von  der  Form  der 
Kantensyöteme  Euler 'scher  Polyeder  durch  aufeinanderfolgende 
Querschnitte  (successive  Dialysen).  Seht. 


J.  Krejöi.     üeber  gleiehkantige  Polyeder  vom  krystallo- 
graphischeu  Standpunkte.     Prag.  Ber.  1885.  120-139. 
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Unter  gleichkantigen  Polyedern  versteht  der  Verfasser  solche 
Gestalten,  welche  von  gleichen  Flächen  und  gleichen  Kanten 
begrenzt  sind.  Man  kann  wegen  der  Isometrie  der  Raumver- 
hältnisse alle  diese  Polyeder  auf  das  isometrische  oder  reguläre 
Erystallsystem  beziehen  und  findet  nach  dem  allgemeinen  Erystall- 
gesetze,  dass  nur  solche  gleicbkantige  Polyeder  an  Krystallen 
erscheinen,  deren  Indices,  auf  den  Würfel  als  Grundgestalt  be- 
zogen, rational  sind,  üierbei  ergiebt  sich,  dass  den  beiden  Be- 
dingungen zugleich,  nämlich  der  Gleichkantigkeit  und  der 
Rationalität,  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Gestalten  ent- 
spricht, die  hier  ausführlich  beschrieben  werden.  Seht. 


C.  Hossfeld.    Die  reguläre  Einteilung  des  Haumes  bei 
elliptischer  Massbestimmung.    Schiömiich  z.  xxxi.  310-316. 

Der  Verfasser  löst  durch  .Aufstellung  von  Bedingungen, 
welchen  die  sechs  Flächenwinkel  eines  Tetraeders  genügen 
müssen,  die  Aufgabe,  den  constant  positiv  gekrümmten  Raum 
durch  Systeme  vollständiger  grösster  Eugelflächen  auf  alle  Arten 
in  eine  endliche  Anzahl  congruenter  Tetraeder  zu  zerlegen.  Alle 
diese  Fälle,  ohne  Ausnahme,  lassen  sich  übrigens  auch  durch 
Verallgemeinerung  und  Specialisirung  auf  einfache  Weise  aus 
den  vom  Referenten  in  seiner  „Theorie  der  homogen  zusammen- 
gesetzten Raumgebilde"  (1883)  gegebenen  homogenen  Ausfül- 
lungen beliebig  gekrümmter  Räume  ableiten.  Zur  Literaturüber- 
sicht sei  der  Abhandlung  des  Verfassers  noch  die  Notiz  ent- 
nommen, dass  das  Problem  der  congruenten  Raumteilung  bei 
nichteuklidischer  Massbestimmung*  durch  functions-  und  gruppen- 
theoretische Betrachtungen  für  zweidimensionale  Räume  von  Klein 
und  Poincarä,  für  den  hyperbolischen  dreidimensionalen  Raum 
von  Dyck  behandelt  worden  ist.  Schg. 


V.  Schlegel.  Projectionsmodelle  der  vier  ersten  vier- 
dimensionalen  Körper.     Darmstadt.  Brill. 

V.  Schlegel.  üeber  Projectionsmodelle  der  regel- 
mässigen vier-dimensionalen  Körper.     Wareo. 
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Letztere  Schrift  erläutert  das  Princip  der  Darstellung  vier- 
dimensionaler  Gebilde  durch  Projection  auf  den  Kaum,  nach 
welchem  die  vier  angekündigten  Modelle  zur  Darstellung  der 
regelmässigen,  einzeln  von  fünf  Tetraedern,  von  acht  Hexaedern, 
von  16  Tetraedern,  von  24  Oktaedern  begrenzten  Figuren  aus- 
gef&hrt  sind.  Jede  dieser  vier  durch  Drähte  und  Seidenfäden  als 
Kanten  vor  Augen  gestellten  Projectionen  besteht  aus  einem,  die 
ganze  Figur  umschliessenden  Seitenpolyeder  und  dem  nach  innen 
zu  in  natürlicher  Folge  des  Angrenzens  sich  aufbauenden  übrigen 
Teile  des  Polyedernetzes.  Ausführlich  dargelegt  ist  das  Princip 
in  des  Verfassers  Schrift:  „Theorie  der  homogen  zusammen- 
gesetzten Raumgebilde^.  Nova  Acta  acad.  Leop.  Carol.  XLIV. 
F.  d.  M.  1883.  XV.  463.  H. 


Fr.  Meyer.    Ueber  algebraische  Knoten.    Ediob.  Proc.  xiii. 

931-946. 

Der  Aufsatz  betrifft  die  Theorie  der  algebraischen  Curven, 
besonders  derer  von  der  vierten  und  fünften  Ordnung,  von  topo- 
logischem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  und  so  mit  der  Theorie 
der  Knoten  in  Verbindung  gebracht.  Die  Arbeit  schliesst  mit 
drei  Tafeln  von  „Stellenschemata"  für  sechs  Doppelpunkte  und 
für  Curven  von  der  vierten  und  fünften  Ordnung. 

Cly.   (Lp.) 


A.  B.  Kempe.    Notes  on  knots  on  endless  cords.    Edinb. 

Proc.  XIV.  36-37. 

Cly. 

T.  P.  KiRKMAN.      Examples  upon   tbe    reading   of   tbe 

circle   or   circles   of  a   knot.      Edinb.  Proc.  XIII.  693-698. 

Fortsetzung  früherer  Untersuchungen.  Cly. 


M.   Klose.      Ueber  zwei  einander  gleichzeitig  ein-  und 
umbeschriebene  Fünfecke.    Schiömilch  z.  xxxi.  61-63. 
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Zu  der  von  Möbius  gemachten  Entdeckung  von  der  Existenz 
zweier  Tetraeder,  welche  einander  gleichzeitig  ein-  und  umge- 
schrieben sind,  giebt  der  Verfasser  ein  Analogen  aus  der  Geo- 
metrie der  Ebene,  welches  in  einer  bereits  von  Desargues  ge- 
zeichneten Figur  dargestellt  ist.  Möbius  hatte  schon  bewiesen, 
dass,  ebensowenig  wie  Dreiecke,  auch  ebene  Vierecke  nicht  ein- 
ander gleichzeitig  ein-  und  umgeschrieben  sein  können,  auf  Viel- 
ecke von  grösserer  Seitenzahl  aber  die  Untersuchung  nicht  aus- 
gedehnt. Der  Verfasser  zeigt,  dass  bereits  Fünfecke  eine  der- 
artige Lagenbeziehung  haben  können.  Der  ebene  Schnitt  einer 
durch  fünf  Punkte  bestimmten  räumlichen  Configuration  von 
10  Geraden  und  10  Ebenen  liefert  eine  ebene  Configuration  von 
10  Punkten  und  10  Geraden,  welche  auf  sechs  verschiedene 
Arten  als  zwei  einander  gleichzeitig  ein-  und  umgeschriebene 
Fünfecke  aufgefasst  werden  kann.  Zu  jedem  gegebenen  ebenen 
Fünfeck  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten  ein  zugeordnetes 
ebenes  Fünfeck  construiren,  so  dass  das  eine  dem  anderen 
ein-  und  umgeschrieben  zugleich  ist.  Rdt. 


F.  N.  CoLK.     Kleines  Ikosaeder.     Newcomb  Am.  J.  IX.  45-61. 

Diese  Arbeit  charakterisirt  zuerst  die  Stellung,  welche  Kleines 
„Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  (S.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  61) 
in  dem  Rahmen  seiner  übrigen  Arbeiten  einnehmen,  und  bezeich- 
net dieses  Werk  als  charakteristisch  für  die  durch  Glebsch  in- 
augurirte  Richtung  der  deutschen  Mathematik.  Sodann  giebt 
der  Verfasser  eine  eingehende  Darlegung  des  im  ersten  Teile 
des  Klein*8chen  Werkes  befolgten  Gedankenganges,  wobei  er 
überall  die  Hauptpunkte  und  die  mannigfachen  Beziehungen  der 
darin  niedergelegten  Ideen  zu  den  verschiedensten  Zweigen  der 
Mathematik  hervorzuheben  bestrebt  ist.  Beim  zweiten  Teile  be- 
schränkt sich  der  Verfasser  auf  eine  für  seinen  Zweck  aus- 
reichende kurze  Inhaltsübersicht.  Das  Ganze  ist  eine  klar  ge- 
schriebene, und  gut  orientirende  Arbeit.  Schg. 
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Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie). 

R.  C.  J.  Nixon.  Euclid  revised,  containing  the  essentials 
of  the  eleuients  of  plane  geometry  as  given  by  Euclid 
in  bis  first  six  books,  witb  numerons  additional  pro- 

positions    and    exeroises.      Oxford.  Clarendon  Prese.XlVu  378S. 

In  England  bilden  Euklid's  Elemente  noch  immer  das  Lehr- 
buch   der   elementaren  Geometrie,    und    unter   den   zahlreichen, 
den  Bedürfnissen    moderner   Prüfungen    angcpassten  Ausgaben, 
welche  in  neuerer  Zeit  erschienen  sind,   muss  der  vorliegenden 
ein  hoher  Platz  eingeräumt  werden.      Während  die  Anordnung 
und    die  Methode  der  Euklidischen  Sätze   beibehalten    sind,    ist 
die  Sprache  durch  die  Einführung  der  neueren  technischen  Aus- 
drücke und  die  Ausscheidung .  unnötiger  Phrasen  bedeutend  ver- 
einfacht worden.     Jedem  Buche   ist  ein  Anhang  von  Zusätzen, 
Ergänzungssätzen  und  Uebungen  zugefügt  worden.    Wir  neigen 
der  Meinung  zu,  es  wäre  besser  gewesen,  die  Zusätze  an  ihrem 
Üblichen  Platze   zu   belassen.     Die  Behandlung   der  Proportion 
stützt  sich  hauptsächlich  auf  De  Morgan's  „Connexion  of  number 
and  magnitude"  und  ist  eine  lichtvolle  Darstellung  eines  Teiles 
des  Euklidischen  Werkes,  der  nach  dem  gewöhnlichen  Gefühle 
so  schwer  ist,    dass  er  in  den  meisten  Fällen    durch    eine   rein 
algebraische  Behandlung  ersetzt  wird.     Der  allgemeine  Anhang 
enthält  Abschnitte  über  Maxima  und  Minima,  Schnittpunkte  meh- 
rerer Geraden  und  Gerade  durch  mehrere  Punkte,  Aehnlichkeits- 
punkte,  Kreisbüschel,  Berührungsaufgaben,  Inversion,  harmoni- 
sche Eigenschaften,    Pol   und  Polare,    und    die  Behandlung   ist 
gemeiniglich  gut.      Zahlreiche  Uebungen  sind  ausgesonnen,    um 
den  Fortschritt  festzustellen  und  das  Nachdenken  des  Schülers 
zu  fördern.     Der  Druck  und   das  Papier  sind  gute  Proben  von 
der  Leistung  der  Clarendon  Press.  Gbs.  (Lp.) 
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A.  Ströll.     Forme  geometriche.     Primi  elementi  di  geo- 
nietria   scritti   per  il   primo   corso   delle  scuole   reali. 

Vienna.  A.  Holder.  VI  +  46  S.  gr.  8o. 

A.  Ströll.     Elementi  di  geometria  scritti  per  il  secondo, 

terzo  e  quarto  corso  delle  scuole  reali.     Vienna.  a.  Hol- 
der. X  +  248  8.  gr.  S^. 

Beide  Bücher  sind  für  östreichische  Realschulen  italienischer 
Zunge  geschrieben,  und  daher  entspricht  ihr  Inhalt  den  für  diese 
Lehranstalten  geltenden  Bestimmungen.  Das  zweite  umfassen- 
dere Werk  behandelt  die  ganze  elementare  Geometrie,  nämlich 
nach  einer  kurzen  Einleitung  zuerst  die  Planimetrie  (S.  4-179), 
dann  die  Stereometrie  (S.  180-235),  endlich  in  einem  kurzen  An- 
hange die  Elemente  der  Orthogonalprojection.  Die  228  Figuren 
sind  in  den  Text  gesetzt,  und  den  einzelnen  Abschnitten  sind 
zahlreiche  Uebungsaufgaben  angehängt,  die  fortlaufend  numerirt 
sind;  die  letzte  Aufgabe  ist  No.  1124. 

Der  Standpunkt  des  Buches  ist  derjenige  der  älteren  fran- 
zösischen Lehrbücher,  wie  z.  B.  Lacroix.  Die  neuere  Geometrie 
ist  nicht  berücksichtigt  worden;  so  fehlt  z.  B.  die  Betrachtung 
harmonischer  Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  daher  auch  die 
Lehre  von  den  polaren  Eigenschaften  des  Kreises.  Dagegen 
handelt  ein  Capitel  der  Planimetrie  nach  elementarer  syntheti- 
scher Methode  von  den  ersten  Eigenschaften  der  einzelnen  Kegel- 
schnitte, Parabel  (S.  153-159),  Ellipse  (160-168),  Hyperbel 
(169-179).  Die  schwierigeren  Partien  der  elementaren  Geometrie, 
in  welchen  der  Einfluss  der  neueren  Arbeiten  sich  hätte  bemerk- 
bar machen  können,  sind  unberührt  geblieben  von  den  über  sie 
entstandenen  Meinungsverschiedenheiten.  So  beweist  der  Ver- 
fasser im  §55  S.  19  den  Lehrsatz:  „Durch  einen  Punkt  lässt 
sich  zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen*". 
Auf  S.  79  wird  im  §  206  gezeigt,  wie  man  zwischen  zwei  gege- 
benen Strecken  immer  ein  gemeinschaftliches  Mass  finden  kann. 

Das  erstgenannte  kleinere. Werkchen  ist  für  den  ersten  Un- 
terricht in  der  Formenlehre  bestimmt  und  hat  aus  dem  grösseren 
LehrbuChe    alle  Definitionen   und  Anschauungssätze    nebst   den 
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zugehörigen  Figuren  wörtlich  in  sich  aufgenommen,  behandelt 
daher  in  zwei  Teilen  wie  jenes  die  Planimetrie  und  die  Stereo- 
metrie.  Lp. 


K.    Gallien.      Lehrbuch    der    Mathematik    für    höhere 

Schulen.      Berlin.     Weidmann'eche  Bachhdig.   74,  98,  72  S. 

Dieses  Buch  enthält  drei  Teile:  Arithmetik  und  Algebra, 
Planimetrie,  Stereometrie  und  Trigonometrie.  Das  mathematische 
Pensum  eines  Gymnasiums  oder  Realgymnasiums  ist  in  diesem 
Buche  klar  und  übersichtlich  dargelegt,  so  dass  es  dem  Lernenden 
neben  dem  Schulunterrichte  gute  Dienste  leisten  kann.  Auch 
sind  Constructionsaufgäben  zur  Uebung  dem  planimetrischen  und 
stereometrischen  Teile  beigegeben.  Was  das  Aeussere  des  Buches 
anbetrifft,  so  ist  der  Druck  vortrefflich,  und  auch  die  Figuren 
sind  sehr  gut.  Mz. 


Th.  Spiekbr.    Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  Ausgabe  A 

und   ß.      Potsdam.  Stein.  298  S. 

A  ist  die  siebzehnte  verbesserte  Auflage  des  bekannten 
Lehrbuches,  in  welcher  Abschnitt  XIII  (Einleitung  in  die  Kreis- 
berechnung) eine  ebenso  erwünschte  wie  didaktisch  gerecht- 
fertigte Aenderung  erfahren  hat.  Es  ist  nämlich  am  Anfang  des 
Abschnitts  im  §  198  dasjenige  zusammengestellt,  was  durchaus 
nötig  ist,  um  dem  Schüler  bei  der  ersten  Durchnahme  die  An- 
näherung der  dem  Kreise  ein-  und  umbeschriebenen  Polygone 
anschaulich  zu  machen,  während  der  strenge  und  mühsame 
Beweis,  dass  der  Kreis  die  gemeinschaftliche  Grenze  dieser 
Annäherung  sei,  zwar  unmittelbar  in  den  beiden  folgenden  Para- 
graphen folgt,  aber  unbeschadet  des  systematischen  Zusammen- 
hangs zunächst  übergangen  und  später  bei  reiferer  Einsicht  des 
Schülers  nachgeholt  werden  kann.  Diese  und  andere  ähnlich 
zu  behandelnde  Sätze  hat  der  Verfasser  äusserlich  durch  einen 
Stern  kenntlich  gemacht.  B  ist  ein  Separatabdruck  der  beiden 
ersten   Kurse,    „um  solchen  Schulen,    welche  ihr  geometrisches 
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Pensum  mit  der  Kreisberechnung  abschliessen  und  auf  die  beiden 
letzten  Kurse  verzichten,  ein  abgekürztes  ihren  Zwecken  dienendes 
Schulbuch  zu  bieten".  Lg. 


Ernst   und  Stolte.      Lehrbuch   der   Geometrie  L  Teil: 

Planimetrie.       Strassburg  i.E.    R.  Schultz  o.  Comp.'  107  Seiteo. 

Die  Verfasser  haben  in  einzelnen  Abschnitten  den  Lehrstoff 
sehr  beschränkt,  so  sind  z.  B.  die  Sätze  von  der  Proportionalität 
der  Strecken,  die  ganzen  harmonischen  Beziehungen,  Pol  und 
Polare  am  Kreis  mit  inbegriffen,  auf  4Va  Seiten,  die  Kreisberech- 
nung auf  nur  einer  halben  Seite  abgemacht.  Entsprechend  dieser 
Kürze  sind  die  Beweise  fast  durchweg  mir  angedeutet  durch 
Hinweis  auf  die  betreffenden  Nummern  oder  durch  die  blosse 
Anschauung  gegeben;  die  indirecten  Beweise  sind  beschränkt, 
incommensurable  Strecken  überhaupt  nicht  erwähnt.  Einen 
unverhältnismässig  grossen  Raum,  fast  den  fünften  Teil  des 
systematischen  Fensums  (sechs  Seiten),  beansprucht  der  letzte 
Abschnitt  von  den  Kreisbüscheln,  Kreisbündeln  und  der  Kreis- 
verwandtschaft, der  sonst  in  Elementarbüchern  nicht  behandelt 
wird.  Im  zweiten  Teil  folgen  1000  Aufgaben,  die  „nicht  nach 
allgemeinen  Gesichtspunkten,  sondern  dem  Systeme  entsprechend 
so  geordnet  sind,  dass  häufig  durch  Lösen  derselben  später 
folgenden  Sätzen  vorgearbeitet  wird".  Da  dieser  Teil  auch  die 
Fundamentalaufgaben  und  andere  wichtige  Sätze,  wie  die  von 
Menelaus,  Ptolemaeus  u.  a.  enthält,  so  findet  dadurch  der  syste- 
matische Teil  seine  notwendige  Ergänzung.  Lg. 


L.  WöCKEL.     Geometrie   der  Alten   in   einer  Sammlung 

von    856  Aufgaben.      Nürnberg,    t'r.  Korn.    VIII  u.  115  S. 

Das  Buch  ist  neu  bearbeitet,  verbessert  und  in  der  LS**"  Auf- 
lage herausgegeben  von  Th.  E.  Schröder.  Die  Tendenz  desselben 
erhellt  aus  dem  Titel.  Der  stufenweise  Gang  der  Construction  ist 
durch  blosses  Verweisen  mitteist  Ziffern  auf  die  früheren  hierher 
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gehörigen  Aufgaben  angedeutet  und  dadurch  aller  Text  zur 
Lösung  nebst  Figurentafeln  erspart  worden.  Den  Aufgaben  sind 
73  Lehrsätze  der  ebenen  Geometrie  ohne  Beweis  vorausgeschickt 

Lg. 

A.  WiEGAND.    Planimetrie  L  Cursus  13.  Auflage.    Halle  a/S. 

Schmidt.  99  Seiteo. 

Es  werden  Congruenz  und  Gleichheit  der  Figuren  und  die 
Kreissätze  bis  zu  den  ein-  und  umgeschriebenen  regulären  Poly- 
gonen behandelt.  In  einem  Anhange  finden  sich  Materialien  zur 
Uebung  für  Schüler  und  eine  Aufgabe  als  Musterbeispiel  metho- 
disch durchgearbeitet,  wobei  dem  Referenten  besonders  die  von 
anderen  vernachlässigte  Determination  gefällt.  Lg. 

F.  Bbhl.  Die  Darstellung  der  Planimetrie  nach  induc- 
tiver  Methode  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehran- 
stalten und  zum  Selbstunterrichte.    Hildesheim.  A.  Lax.  Vlll 

o.  159  S. 

In  diesem  Werke  ist  die  elementare  Planimetrie  dargestellt, 
soweit  sie  in  die  mittleren  Klassen  eines  Gymnasiums  oder  eines 
Realgymnasiums  gehört;  und  es  sind  ausserdem  zahlreiche 
Uebungsaufgaben  und  Uebungssätze,  deren  Behandlung  dem 
Leser  überlassen  ist,  mitgegeben.  Die  Methode  dieses  Buches 
weicht  aber  von  derjenigen  der  meisten  andern,  die  den  gleichen 
Stoff  behandeln,  darin  ab,  dass  die  einzelnen  Sätze  nicht  jedes- 
mal  vorangestellt  und  darauf  bewiesen  werden;  sondern  dass 
stets  nach  Annahme  bestimmter  Voraussetzungen  eine  Betrachtung 
auf  einen  Satz  hinführt,  der  also,  wenn  er  ausgesprochen  wird, 
auch  schon  durch  das  Vorangehende  bewiesen  ist.  Der  Herr 
Verfasser  setzt  diese  heuristische  Methode  in  einem  Vorwort 
genauer  auseinander,  und  giebt  auch  eine  Probe, 'in  welcher 
Weise  ein  Lehrsatz  nach  seiner  Ansicht  entwickelt  werden  soll. 
Bei  Repetitionen  und  Umkehrungen  von  Sätzen  ist  aber,  wie 
der  Herr  Verfasser  anmerkt,  die  gewöhnliche  Art  der  Darstellung 
anzuwenden.  Mz. 


464      VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  n.  synthetische  Geometrie. 

A.  Stkgmann.  Die  GruiuUehren  der  ebenen  Geometrie. 
Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage  heraus- 
gegeben von  J.  Lengauer.    Kempten.  J.  Kösel.  217  8. 

Der  Inhalt  dieses  Buches  ist  durch  den  Titel  hinreichend 
bezeichnet.  Es  ist  die  Planimetrie,  wie  sie  gewöhnlich  vor- 
getragen wird.  Das  Buch  ist  vollständig,  reichhaltig;  die  Beweise 
sind  klar  und  bündig;  ferner  enthält  das  Buch  eine  grosse  Zahl 
von  Uebungsaufgaben.  Der  Druck  und  die  Figuren  lassen  nichts 
zu  wünschen  übrig.  Mz. 


E.   R.   Müller.      Planimetrische    Constructionsaufgaben 
nebst  Anleitung  zu  deren  Lösung  für  höhere  Schulen. 

Methodisch    bearbeitet.      Oldenburg.    G.  Stalling.    VIII  u.  -66  S. 

In  diesem  kleinen  06  Octavseiten  zählenden  Buche  ist  eine 
Menge  planimetrischer  Aufgaben  methodisch  zusammengestellt, 
und  die  Lösungen  derselben  sind  teils  vollständig,  teils  andeutungs- 
weise gegeben.  Es  kommen  zuerst  Aufgaben  ohne  Verhältoisse, 
und  zwar  meistens  Dreiecksaufgaben,  später  Kreisaufgaben;  dann 
folgen  Aufgaben  mit  Verhältnissen.  Auch  hier  sind  wieder  vor- 
nehmlich Dreiecksaufgaben  und  später  das  Berührungsproblem 
des  Apollonius  behandelt.  Den  Schluss  bilden  vermischte  Auf- 
gaben, wie  z.  B.  in  einen  Kreisabschnitt  ein  Quadrat  zu  zeichnen 
u.  dgl.  m.  Figuren  sind  nicht  beigegeben,  aber  mit  genügender 
Deutlichkeit  beschrieben.  Auch  finden  sich  im  Vorwort  einige 
Winke  über  die  Behandlung  dieses  UnterrichtsÄweiges. 

Mz. 

E.  BoNSDORFF.      Lärobok   i  elementar -geometri.    Öfver- 
sättning  fran  finskan.     Helaingfors.  192  s.  s^. 

Lehrbuch    der    elementaren  Geometrie.      Uebersetzung   aus 
dem  Finnischen. 


E.  ßoNSDORFF.      Geometrisia  ja    trigonometrisia    lasku- 
esimerkkiä  oppikouluja  varten«.     Heisingfore.  137  8.  8». 
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Geometrische  und  trigonomelriscbe  RecbnuogsaufgabeD   für 
die  Schulen.  

E.  BoNSDORFF.     Geometriska  och  trigonometnska  väkne- 
nppgifter.     öfvers.  fran  fiiiskan.      Helsingfore.  135  S.  8<». 

Geometrische     und     trigonometrische     Rechnungsaufgaben. 
Uebersetzung  aus  dem  Finnischen. 


A.    Sannia    ed    E.    d'Ovidio.      Element!    di    geometria. 
6**  edizione  interamente  vifatta.     Napoli.    B.  Pellerano. 

Da  von  diesem  Buche  unverzüglich  eine  neue  Ausgabe  er- 
scheinen soll,  so  verschieben  wir  die  Besprechung  auf  das  nächste 
Jahr.  La.  (Lp.) 

ScHLüNDT  und  Ludwig.     Die  wichtigsten  Sätze  der  Pla- 
nimetrie.     Pr.  Gymn.  Gre'iB.  20  S.  8^ 

Aufzählung  der  wichtigsten  planimetrischen  Sätze  und  Auf- 
gaben ohne  die  zugehörigen  Beweise.  Lp. 


F.  Porta.     Complenienti    di   algebra    e    geometria    per 
l'ammissione  all'  Accademia  militare.     Torino.  Bocca. 

La. 

V.  MuRBR.     Üsservazioni    ed    esempii    sulla    risoluzione 
dei  problemi  di  geometria.    Besso  Per.  I.  65-89. 

Obgleich  das  Thema  dieses  Artikels  nicht  neu  ist  und  man 
nichts  darin  findet,  was  wesentlich  merkwürdig  oder  neu  ist,  so 
glauben  wir  dennoch,  dass  der  Verfasser  sehr  wohl  daran  ge* 
than  hat,  eine  so  wichtige  Frage  von  neuem  zu  behandeln  wie 
die  der  Darstellung  der  Regeln  für  die  geometrischen  Unter- 
suchungen. Nur  hätten  wir  an  manchen  Stellen  seiner  Ausein- 
andersetzung klarere  Ausdrücke  gewünscht,  solche,  die  weniger 
falschen  Deutungen  von  Seiten  derer  zugänglich    sind,    welche 

Forucbr.  d.  Math.  XVUI.  9.  30 
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das  Studium  der  Wissensehart  beginnen  (vgl.  die  Noten  zu 
p.  71-73).  Ausserdem  sind  wir  nicht,  wie  Hr.  Murer,  der  Meinung', 
dass  die  gewöhnliehen  Lehrbtteber  der  elementaren  Geometrie 
analytisch  verfahren;  sie  können  dies  nur  fQr  einen  Beobachter 
zu  thun  scheinen,  der  mehr  auf  die  typographische  Anordnung 
als  auf  den  Grund  der  Dinge  sieht.  La.  (Lp.) 


Th.  Harmüth.      Textgleiohungen  geometrischen  Inhalts. 

Fr,  Wilhelmsgymn.  Beriio. 

Heferat  auf  S.  55.  Lp. 


H.  C.  E.  Childers.     Note  on  EucHd  II,  11.     fidiob  m.  s. 

Proc.  IV.  60. 

Gbs. 

O.  SeHLÖMiLCH.     Ueber  Ungleichungen  und  deren  geome- 
trische Anwendungen.     Hoffmaon  z.  XVII.  1-12 

Es  handelt  sich  um  Grenzbestimmungen  bei  der  Lösung 
folgender  Aufgaben:  Ein  neues  Dreieck  zu  zeichnen  aus  1.  den 
Seitenabschnitten  «— a,  »~6,  »— c,  2.  den  Höhen,  3.  den  Schwer- 
iinien,  4.  den  Abständen  des  Umkreiscentrums  von  den  Seiten, 
f).  den  Abständen  des  Inkreiscentrums  von  den  Ecken  eines  ge- 
gebenen Dreiecks.  Durch  die  Arbeit  soll  ein  Beitrag  zur  Aus- 
füllung der  Lücke  gegeben  werden,  welche  sich  in  den  Lehr- 
büchern der  Algebra  bei  der  Behandlung  von  Ungleichungen 
findet.  Lg. 

H.  Simon.      Ueber    gewisse    Dreiecks  -  Transversalen. 

HoffmanoZ.  XVH.  410-421. 

Das  Ergebnis  der  Arbeit  ist  folgendes:  Sind  über  den  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  einander  ähnliche  Dreiecke  JBCP,  CAQ,  ABB 
in  homologer  Lage  errichtet,  und  zwar  entweder  alle  nach  aussen 
oder  alle  nach  innen,  so  schneiden  sich  die  Transversalen  AP^ 
BQ^  CR  stets  in  einem  Punkt,  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig 
sind   und  die  Seiten  BC,  CA^  AB  zu  Grundlinien   haben;    haben 


Capitel  3.    Elemeutare  Qeonietrio.  467 

die  Dreiecke  aber  ungleiche  Basiswinkel,  so  treffen  sich  die 
Transversalen  för  äussere  Dreiecke  niemals  in  einem  Punkte, 
fUr  innere  nur  unter  gewissen  Bedingungen.  Lg. 


A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.      Note   sur  le  triaugle  isoscfele. 

TeixeiraJ.  VIII.  51-58. 

Der  Verfasser  giebt  zwei  neue  Beweise  des  bekannten  Satzes: 
Wenn  zwei  Mittellinien  eines  Dreiecks  gleich  sind,  so  ist  das 
Dreieck  gleichschenklig.  Aus  diesem  Satze  folgert  er  darauf 
einige  neue  Sätze  aus  dem  Gebiete  der  Elementargeonietrie. 

Tx.  (Hch.) 

A.  Strnad.    Analytische  Dreiecksübungen.     Caeop.  xv.259. 

(Böhm.) 

Betrifft  meistenteils  Quadrate,  welche  über  Dreiecksseiten 
construirt  sind,  wobei  Determinanten  in  ausgiebigster  Weise  be- 
nutzt werden.  Std. 


M-   Weidknholzer.      Teilung  einer  Geraden    nach    dem 
goldenen  Schnitt.     Hoppe  Arch.  (2)  IV.  106-107. 

Statt  X  =  ^— 7^ —  a  wird  x  = —  construirt. 

2  1+1/5  .  Lg. 


O.  ScblOmilch.     lieber  die  Abstände  eines  Punktes  von 
drei  Geraden.    Schloiniich  z.  xxxi.  64. 

Sind  w,  t?,  w  die  Abstände  eines  Punktes  P  im  Innern  eines 
Dreiecks  von  den  Seiten  desselben  und  A',  B\  C  die  Fusspunkte 
der  Winkelhalbirenden,  so  ist  das  Dreieck  aus  m,  t?,  to  reell,  eine 
Gerade  oder  imaginär,  je  nachdem  P  im  Innern,  auf  dem  Umfange 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks  A'B'C*  liegt.  Lg. 


R.  ÜEGEB.     üeber  die  Abstände  dreier  Punkte  von  einer 
Geraden.    Scbiömiich  z.  xxxi.  191-192. 

30* 
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Es  wird  als  Correlat  des  vorigen  Satzes  von  Schlömilcli  die 
Frage  beantwortet:  Wie  muss  eine  Gerade  gelegen  sein,  damit 
die  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  auf  dieselbe  gefällten 
Lote  u,r>jto  die  Seiten  eines  Dreiecks  bilden?  Lg. 


R.  Hoppe.    Ein  Viereckssatz;   F.  August     Beweis  dieses 

Satzes.      Hoppe  Arch    (2)  IV.  330. 

Der  Flächenschwerpunkt,  der  Eckenschwerpunkt  und  der 
Diagonalenschnittpunkt  liegen  in  einer  Geraden,  deren  Abschnitte 
sich  wie  1  zu  3  verhalten.  Lg. 


F.  Schiffner.     Lehrsätze  vom  Sehnenviereek.    Hoppe  Arch. 

(2)  IV.  825. 

Es  handelt  sich  um  solche  Sehnenvierecke,  deren  Diagonalen 
normal  sind  und  sich  in  einem  festen  Punkt  P  schneiden.  Die 
vier  Sätze  sind  ohne  die  (leichten)  Beweise  angeführt        Lg*. 


B.  Sporer.     Ein  geometrischer  Satz.     Hoppe  Arch.  (2)    iv. 

323-324. 

„Sind  zwei  sich  senkrecht  kreuzende  Strecken  gegeben  und 
geben  durch  deren  Endpunkte  die  Seitenpaare  eines  Rechtecks, 
so  ist  der  Ort  für  den  Schwerpunkt  des  Rechtecks  ein  Kreis, 
und  die  Diagonalen  desselben  gehen  alle  durch  zwei  feste  Punkte 
des  Kreises,  die  Rechtecke  sind  also  alle  unter  sich  ähnlich." 
Von  diesem  Satze  wird  erst  eine  Verallgemeinerung  bewiesen 
und  dann  werden  noch  zwei  specielle  Fälle  angeführt.        Lg. 


E.  CoLLiGNON.     Note  sur  les  polygones  ferm^s.     (Appli- 
cation  de   1h   statique  h  la   göom^trie.)      Nouv.  Add.   (3) 

V.  497-510. 

Es  ist  eine  bekannte  Aufgabe  der  elementaren  Geometrie, 
ein  ebenes  oder  windschiefes  Polygon  von  ungerader  Seiten- 
anzahl aus  den  gegebenen  Mitten  der  n  Seiten  zu  finden.  Der 
Verfasser    knüpft    die  Lösung   an    die  Auffindung   des  Schwer- 
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Punktes  yod  n  Massen;  er  legt  oämlich,  der  Reibe  nach,  den 
Mitten  der  Seiten  I,  3,  5,  ...,  «  die  Masse  je  +m,  den  Mitten 
der  Seiten  2,  4,  6,  ...,  n— 1  je  —  m  bei.  Dadurcb  wird  der 
erste  Endpankt  der  ersten  Seite  der  Schwerpunkt  dieses  Massen- 
Systems  und  ist  als  solcher  leicht  zu  construiren.  Durch  Anwen- 
dung anderer  Sätze  über  den  Schwerpunkt  auf  die  so  festge- 
setzten Massen  der  Seitenmitten  eines  Polygons  von  ungerader 
oder  gerader  Anzahl  der  Ecken  gelangt  Hr.  Collignon  zu  einer 
Reibe  von  Lehrsätzen  flber  geschlossene  Polygone.  Lp. 

l>ziwiNSKi.     Zerlegung  gleicher  Figuren  in  entsprechend 
congruente  Elemente.    Lemberg.  (Polniscb.) 

Es  sind  zwei  inhaltsgleicbe  ebene  Figuren  gegeben;  man  soll 
sie  durch  Schnitte  in '  entsprechend  congruente  Dreiecke  zer- 
legen. Die  elementar -geometrische  Lösung  dieser  Aufgabe  be- 
ginnt mit  dem  einfachsten  Falle  zweier  inhaltsgleichen  Dreiecke 
ACD^  DCB  (AD  =  D0,  A^  D,  B  auf  einer  Geraden)  und  schreitet 
fort  zu  beliebigen  ebenen  Figuren.  Dn. 


W.  Harvey.  Notes  on  Euclid.  Edinb.  m.  S.  Proc.  IV.  17-20. 
Aus  den  Mittelpunkten  der  (alle  nach  aussen,  oder  alle 
nach  innen)  über  den  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 
schriebenen Quadrate  zieht  man  gerade  Linien  senkrecht  zu  den 
Seiten  und  ebenso  auch  nach  den  Ecken  des  Dreiecks.  Einige 
Eigenschaften   der  so  entstandenen  Figuren  werden  angegeben. 

_  Gbs.  (Lp.) 

W.  Peddie.      To    transform   a    rectangle   into  a  Square. 

Edinb.  M.  S.  Froc.  IV.  24. 

Gbs. 

M.   Baker.     Aire  du  triangle.     Matheeia  vi.  203.205. 

Mn. 

L.  Maleyx.   Methode  ^l^mentaire  pour  calcnler  le  rapport 
de  la  circonf^rence  au  diamfetre.     Nouv.  Aun.  (3)  v.  5-30. 
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Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  Archimedes  bei  seiner 
Methode,  aus  den  Umfangen  regulärer  Polygone  zwei  Grenzen 
für  n  zu  berechnen,  weder  den  Radius  constant  gelassen  hat, 
noch  auch  Kreise  verglichen  hat,  die  Polygonen  von  constantem 
Umfange  zugehören.  Der  Verfasser  zeigt  dann,  dass  die  An- 
wendung der  von  Archimedes  befolgten  Methode  leichter  und 
einfacher  ist,  als  die  Anwendung  der  beiden  eben  erwähnten, 
üblichen  Methoden.  Die  verschiedenen  Teile  des  Rechnunge- 
weges werden  ausführlich  beschrieben  und  an  einem  Beispiel 
erläutert.     Schliesslich  findet  der  Verfasser  aus  dem  Durchmesser 

eines  1536 -Ecks,    dessen  Seite  1    ist,    für  n  zwei  Grenzen,    die 

7 

sich  nur  um    ., ...    unterscheiden.  ci  i.* 

10  '  Seht. 


L.  Maleyx.     Etüde  sur  la  m^thode  suivie  par  ArchimMe 
pour  determiner  approximativement   le  rapport    de  la 

cirCOIlf^rence   au   diamfetre.     Parie.    Gauthier-Villare. 

Weitere  Durcharbeitung  der  Ideen,  welche  der  Verfasser  in 
der  Januarnummer  der  Nouv.  Ann.  desselben  Jahres  entwickelt 
hat,  besonders  eine  Vereinfachung  in  der  Darlegung  der  Rechnungs- 
methoden.     (Siehe  voranstehendes  Referat.)  Lp. 


S.  Günther.   Die  geometrischen  Näherungsconstructionen 

Albrecht  Dürer's.    Fr.  Studienaost.  Ansbach.    8<>.    31  S 

Von  der  Ueberzeugung  ausgehend,  dass  es  für  Schüler 
grossen  Wert  habe,  Näherungsconstructionen  kennen  zu  lernen 
und  sich  über  deren  Genauigkeitsgrad  ein  Urteil  zu  bilden,  führt 
der  Herr  Verfasser  diejenigen  bezüglichen  Rechnungen,  welche 
sich  in  Albrecht  Dürer's  „Underweysung  der  Messung,  mit  dem 
Zirckel  und  Richtscheyt,  in  Linien  Ebnen  und  gantzen  Corporen", 
1525,  finden,  in  elementarer  Weise  aus  und  begleitet  diese  Aus- 
führung mit  interessanten  historisch -litterarischen  Notizen.  Be- 
handelt werden  die  Construction  des  regelmässigen  Fünfecks, 
Siebenecks,   Neunecks,    Elfecks  und  Dreizehnecks,  die  Winkel- 
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triBection,     Umformungen    mit    Erhaltung    des    Flächeninhaltes, 
approximative  Kreisquadratur,  das  delische  Problem.  M. 


M.    F.    Bretschneidkr.      Construction    einer   näheruiigs- 
weiaen  Rectification  des  Kreises.   Hoppe  Arch.  (2)  lll.  447-448. 


Auf  fünf  Decimalen  genau  ist  7r  =  |^/l46,  woraus  die 
Proportion  folgt  2n  :  13  =^  f\  PTö' :  25.  Lg. 

Geometrischer  Schlüssel  zur  Rectification  der  Kreislinie. 

Meioiogen.    Keyssoer.    12  S. 

A.   Bbyssell.     Zwei  Kreissätze.    Hoppe  Arch.  (2)  lil.  335-33ti. 

Legt  man  durch  einen  der  Schnittpunkte  zweier  Kreise  zwei 
Linien,  so  ist  das  Verhältnis,  ihrer  Abschnitte  zwischen  den 
beiden  Peripherien  unabhängig  von  den  Radien  der  Kreise, 
nämlich  gleich  dem  Verhältnis  der  Sinus  der  Winkel,  welchen 
die  Geraden  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  beider  Kreise  bilden; 
sind  diese  Winkel  gleich,  so  sind  demnach  auch  die  betreffenden 
Abschnitte  gleich.  Lg. 

A.  Strnad.    üeber  Simson's  Gerade.    Casop.  XV.  ii4.  (Böhm.^ 

Der  Verfasser  leitet  13  Sätze,  diese  Gerade  betreffend,  ab, 
von  denen  er  bisher  anderwärts  keine  Erwähnung  gefunden,  die 
er  also  für  neu  zu  halten  sich  berechtigt  glaubt.  Der  erste 
lautet:  Der  von  zwei  Simson'schen  Geraden  ^j,  M^  eingeschlossene 
Winkel  ist  dem  Peripheriewinkel  gleich,  welcher  den  zugehörigen 
Peripheriepunkten  m,  und  m,  entspricht  (bekannt,  Red.)  u.  s.  w. 

Std. 


J.  Lange.      Der  Feuerbach 'sehe   Satz.     Hoppe  Arch.  cj)  lir. 

329-330. 
Eine  Modification  des  von  Herrn  Schröter  im  siebenten  Bande 
der   Math.  Ann.   gegebenen   Beweises   fttr   den  Satz,    dass   der 
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einem  Dreieck  zugehörige  Feuerbach'sche  Kreis  der  neun  Punkte 
den  dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreis  berührt.  Seht. 


E.  Lemoine.    Note  sur  le  eercle  des  neuf  polnts.    Nouv. 

Ann.  (3)  V.  122-127. 

Wenn  er,  ß^  y  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  O 
sind,  so  heissen  die  Punkte  0^,  O^,  Oc  dem  Punkte  0  associirt, 
wenn  ihre  Coordinaten  bezw.  — a,  /9,  y;  a,  — /9,  y;  er,  /9,  — y  sind. 
Mit  Hülfe  dieses  Begriffs  behandelt  der  Verfasser  die  Gleichungen, 
die  sich  auf  die  vier  Berührungskreise  eines  Dreiecks  bezieheD. 
Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  erscheinen  in  eleganter 
Form  als  Functionen  der  Radien  der  vier  Berührungskreise. 
Dabei  wird  Bezug  genommen  auf  die  von  Gerono  (Nouv.  Ann. 
186f))  gefundenen  Constructionen  der  vier  Berührungspunkte,  in 
denen  der  Feuerbach'sche  Kreis  der  neun  Punkte  von  den  vier 
Berührungskreisen  berührt  wird.  Seht. 


W.  GoDT.  Zur  Figur  des  Feuerbach'schen  Kreises.     Hoppe 

Arch.  (2)  IV.  436-440. 

Der  Verfasser  bestimmt  auf  der  Peripherie  des  Umkreises 
eines  Dreiecks  die  Punkte,  deren  jeder  von  den  drei  Ecken  drei 
Entfernungen  hat^  so  dass  die  eine  Entfernung  gleich  der  Summe 
der  beiden  andern  ist.  Von  diesem  Ausgangspunkte  aus  gelangt 
der  Verfasser  zu  dem  Satze,  dass  der  Feuerbach'sche  Kreis  die 
vier  Berührungskreise  berührt,  und  findet  zugleich,  dass  die  Ver- 
bindung jedes  der  vier  Berührungspunkte  mit  den  Seiten-Mitten 
drei  Strecken  liefert,  von  denen  immer  eine  gleich  der  Summe 
der  beiden  andern  ist.  Von  weiteren  Sätzen,  die  der  Verfasser 
gewinnt,  sei  folgender  hervorgehoben:  Die  vier  Berührungskreise 
eines  Dreiecks  berühren  jede  Seite  in  vier  Punkten,  die  paar- 
weise gleichen  Abstand  von  der  Mitte  der  Seite  haben.  Schlägt 
man  nun  um  die  Mitte  einen  Kreis  durch  einen  dieser  Berüh- 
rungspunkte, so  ist  die  zu  ihm  und  dem  Feuerbach'schen  Kreise 
gehörige   Potenzlinie  -die   ausser    den   drei.  Dreiecksseiten  vor- 
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handene  vierte  gemeinsame  Tangente  der  entsprechenden  Beruh- 
rungskreise.  Seht. 

A.  Artzt.  Untersuchungen  Ober  ähnliche  Dreiecke,  die 
einem  festen  Dreieck  umschrieben  sind,  nebst  einer 
Anwendung  auf  die  Gerade  der  zwölf  harmonischen 
Punktreihen  und  ihre  beiden  Gegenbilder,  die  Ellipse 
und  den  Kreis  der  zwölf  harmonischen  Punktsysteme 

(Kreis   Brocard's).     Pr.  Gymn.  Recklloghausen.  28 S.  4«  u.  1  Taf. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  Programmabhandlung 
von  1884  und  geht  von  folgenden  Sätzen  aus.  Ein  Dreieck 
aßy  von  constanter  Form  sei  mit  dem  Dreieck  ABC  gleiehwendig 
(d.  h,  in  der  Drehungsrichtung  ABC  und  aßy  übereinstimmend) 
und  ihm  so  umschrieben,  dass  A  auf  ßy^  B  auf  ya^  C  auf  aß 
liegt,  dann  schneiden  sich  die  drei  Kreise  aBC^  ßCA^  yAB  in 
einem  Punkt  O,  der  für  alle  möglichen  Lagen  von  aßy  derselbe 
bleibt  und  der  Schar  aßy  als  Nulldreieck  angehört.  Ist  in 
ähnlicher  Weise  a'ß'/  umschrieben  und  mit  ABC  gegenwendig, 
so  hat  man  die  „Zwillingsscharen  ^  aßy  und  a'ß^y*  mit  den 
„Zwillingspunkten"  0  und  0\  Derartige  Zwillingsscharen  lassen 
sich  entsprechend  den  sechs  Permutationen  von  -4,  Ä,  C  je  sechs 
aufstellen.  Die  Eigenschaften  derselben  und  ihrer  Nulldreiecke 
0  und  0'  bilden  den  Gegenstand  der  Untersuchung  des  ersten 
Teils.  Als  bemerkenswert  treten  folgende  hervor:  Jeder  Schar 
aßy  gehört  als  Maximum  dasjenige  a^ß^y^  an,  dessen  Seiten 
auf  OAj  OBy  OC  senkrecht  stehen.  Sind  a^^ßf^y^  und  a'^ß^y'^  zwei 
Zwillingsmaxima,  so  ist  die  Summe  ihrer  Inhalte  constant,  nämlich 
«oÄ/o  +  «o/^oy'o  =  4 ABC.  Ist  P  der  Winkelgegenpunkt  von  0 
(d.  h.  Z.  OAB  =  PAC,  OBC=PBA)\  so  erscheinen  die  Seiten 
der  Dreiecke  aßy  von  0  aus  unter  demselben  Winkel,  wie  die 
entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  P  aus,  und  die 
Maximumdreiecke  der  zu  0  und  P  gehörigen  Scharen  verhalten 
sich  wie  die  Radien  ihrer  Umkreise.  Der  zweite  Teil  ist  eine 
Anwendung  einiger  allgemeiner  Resultate  des  ersten  und  enthält 
eine  Untersuchung  von  48  ausgezeichneten  Punkten  des  Dreiecks 
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ABCj  welche  wie  folgt  definirt  werden:  1.  Die  sechs  Punkte  O, 
aus  denen  die  Seiten  von  ABC  unter  dessen  Winkeln  resp.  deren 
Supplementen  erscheinen;  desgl.  diejenigen  sechs  Punkte  S, 
aus  denen  jene  Seiten  unter  den  Winkeln  desjenigen  Dreiecks 
erscheinen,  welches  aus  den  Schwerlinien  von  ABC  gebildet  ist, 
so  dass  0  und  S  Kulidreiecke  von  gleicbwendig  umschriebenen 
Dreiecken  sind.  2.  Die  sechs  Winkelgegenpunkte  P  von  0  und 
diejenigen  T  von  S.  3.  Die  zweimal  sechs  Punkte  0'  und  S' 
von  denselben  Eigenschaften  wie  in  1,  welche  Nulldreiecke  von 
gegenwendig  umschriebenen  Dreiecken  sind.  4.  Die  sechs  Winkel- 
gegenpunkte 0"  von  0'  und  diejenigen  S"  von  S*.  Diese 
48  Punkte  verteilen  sich  zu  je  12  auf  vier  Linien:  a.  Die  Gerade 
G,  auf  welcher  die  Seiten  von  ABC  von  den  in  ihren  Gegenecken 
an  den  Kreis  ABC  gelegten  Tangenten  geschnitten  werden, 
enthält  die  Punkte  0"  und  S".  b.  Die  Ellipse  E,  welche  dem 
Dreieck  ABC  umschrieben  ist  und  seinen  Schwerpunkt  S  zum 
Centrum  bat,  enthält  die  Punkte  0'  und  S'.  c.  Der  Kreis  IT, 
dessen  einer  Durchmesser  das  Centrum  M  des  Kreises  um  ABC 
mit  dem  Winkelgegenpunkt  K  vom  Schwerpunkt  S  verbindet, 
enthält  die  Punkte  P  und  T.  d.  Die  Curve  C*,  deren  Punkte 
die  Winkelgegcnpunkte  des  Kreises  K  sind,  enthält  die  Punkte 
0  und  S.  Der  Kreis  K  in  c.  ist  der  sogenannte  Brocard'scbe, 
dessen  Literatur  in  den  letzten  Jahren  erschrecklich  angewachsen 
ist.  Es  ist  ein  Verdienst  der  vorliegenden  Arbeit,  die  gemein- 
same Quelle  der  jenen  Kreis  betreffenden  Sätze  aufgedeckt  zu 
haben.  Lg. 


Uhlich.  Altes  und  Neues  zur  Lehre  von  den  merk- 
würdigen Punkten  des  Dreiecks.  Pr.  Fürstenechale  Grimma. 
34  S.  40  a    1  Taf. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  im  ersten  Teile  seiner  Arbeit  eine 
Geschichte  des  interessanten  Punktes  iV,  fQr  den  die  Summe 
seiner  Entfernungen  von  den  Ecken  des  Dreiecks  ABC  ein 
Minimum  ist  Dieselbe  zeigt  in  lehrreicher  Weise,  wie  notwendig 
es  ist,  bei  derartigen  wissenschaftlieben  Arbeiten   die  Literatur 
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ZU  verfolgen.  Obwohl  seit  1750  bedeutende  Mathematiker  das 
vorliegende  Problem  von  den  verschiedensten  Gesichtspunkten 
aus  bearbeitet  hatten,  konnte  Sachse  1875  diesen  merkwürdigen 
Punkt  noch  fttr  neu  erfunden  halten.  Folgende  Eigenschaften 
dieses  Minimum-Punktes  M  werden  besonders  hervorgehoben  und 
ihre  Entdeckung  historisch  verfolgt:  ].  Von  M  aus  gesehen 
erscheinen  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  gleich  gross.  2.  Setzt 
man  auf  die  Dreiecksseiten  nach  aussen  hin  gleichseitige  Dreiecke 
mit  den  Spitzen  X,  F,  Z  und  den  Mittelpunkten  Vy  F,  W  atff,  so 
schneiden  sich  AX,  BY,  CZ  in  M  und  zwar  so,  dass  das  Mini- 
mum MA  +  MB+MC  ==  AX  =  BY  =  CZ  =  k  ist;  UVW  ist 
gleichseitig.  3.  Setzt  man  ebenso  die  gleichseitigen  Dreiecke 
nach  innen  auf,  sind  X',  Y\  Z'  die  Spitzen  und  U\  V\  W  die  Mittel- 
punkte, so  gehen  auch  AX\  BY\  CZ*  durch  einen  Punkt  iW'  und 
es  ist  AX'  =  BY'  =  CZ'  =  i';  auch  V'V'W  ist  gleichseitig, 
UVW--  V'V'W  =  ABC,  und  diese  drei  Dreiecke  haben  denselben 
Schwerpunkt;  At'-f  fc"  =  a'  +  ^'  +  c*.  4.  Dasjenige  gleichseitige 
Dreieck,  dessen  Seiten  auf  MA,  MB,  MC  in  ABC  senkrecht  stehen, 
ist  das  grösste  dem  ABC  umgeschriebene  gleichseitige  Dreieck. 
5.  Ist  L  der  Winkelgegenpunkt  von  M  und  sind  A\  B\  C  die  Fuss- 
punkte  der  von  L  auf  BC,  CA,  AB  gefilllten  Lote,  so  ist  A'B'C* 
das  kleinste  dem  ABC  eingeschriebene  gleichseitige  Dreieck.  Im 
zweiten  Teil  giebt  der  Verfasser  selbständige  Untersuchungen, 
indem  er  die  gleichseitigen  Dreiecke  durch  beliebige  aber  ähnliche 
mit  den  Winkeln  $,  17,  J  ersetzt,  so  dass  an  der  Ecke  A  beiderseits 
I,  bei  B  rj,  bei  C  £  angetragen  ist.  Er  zeigt,  dass  die  Umkreise 
dieser  drei  Dreiecke  sich  in  einem  Punkte  0  so  schneiden,  dass 
OA9m^  +  0B Biurj  +  OCsin C  =  AXsm^  =  BYainTj  =  CZsiu t  ist. 
Haben  U,  F,  W  und  l/',  F',  H"  ähnliche  Bedeutung  wie  oben  in  4,  so 
ist  auch  hier  UVW ^U* VW*  =  ABC.  Die  Seiten  des  grössten 
dem  ABC  umgeschriebenen  Dreiecks  von  der  Form  ^rj^  stehen 
auf  OA,  OB,  OC  senkrecht,  und  die  Seiten  jedes  andern  umge- 
schriebenen Dreiecks  von  derselben  Form  bilden  mit  OA,  OB,  OC 
gleiche  Winkel.  Ist  0'  der  Winkelgegenpunkt  von  0  und  zieht 
man  von  0'  unter  gleichem  Neigungswinkel  xp'  gegen  die  Seiten 
3  Transversalen,  so  hat  das  Fusspunktendreieck  constaute  Gestalt; 
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dasselbe  ist  ein  Minimum  für  yj*  =  90^  Die  Uebereinstimmuog 
dieser  allgemeinen  Sätze  mit  4en  obigen  speciellen  liegt  auf  der 
Hand.  In  den  letzten  Paragraphen  18  bis  25  werden  noch 
weitere  interessante  Folgerungen  gezogen,  indem  0  in  die  Lagen 
der  tlbrigen  merkwürdigen  Punkte  (Höbenpunkt,  Um-  und  Inkreis- 
centrum etc.)  versetzt  wird.  Lg, 


O.  SoHLöMiLCH.     Ueber  gewisse  merkwürdige  Punkte  im 

Dreieck.      Scblomilch  z.  XXXI.  251. 

Sind  A^J  ß,,  C,  die  Gegenpunkte  vom  Umkreiscentrum  M 
eines  Dreiecks  ^ffC  in  Bezug  auf  die  Seiten,  so  gehen  AA^^  BB^y  CC^ 
durch  einen  Punkt  0,  von  dem  einige  Eigenschaften  angegeben 
werden.  Der  Satz  ist  nicht  neu,  vergl.  Hoffmann  Z.  XIV.  270 
und  XV.  32,  wo  auch  hervorgehoben  wird,  dass  0  Mittelpunkt 
des  Feuerbach'schen  Kreises  sowohl  für  ABC  als  für  A^B^C^ 
ist.  Lg. 

B.  Sporer.*  Geometrische  Sätze.    Schiömiich  z.  xxxi.  43-49. 

Den  Ausgangspunkt  der  Betrachtung  bildet  der  bekannte 
Satz:  Die  Umkreise  der  vier  aus  vier  geraden  Linien  gebildeten 
Dreiecke  schneiden  sich  in  einem  Punkt,  nämlich  dem  Brenn- 
punkt der  Parabel,  welche  die  vier  Linien  berührt;  dieser  Punkt 
liegt  auch  mit  den  Mittelpunkten  jener  vier  Kreise  auf  einem 
Kreise  („Mittelpunktkreis^).  Interessante  Folgerungen  erhält  man, 
wenn  man  die  vier  Linien  als  Tangenten  eines  Kreises  oder  als  zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  mit  den  zugehörigen  Höhen  annimmt;  im 
letzteren  Falle  steht  die  Figur  im  engen  Zusammenhang  mit  dem 
Feuerbach'schen  Kreise.  Schliesslich  werden  die  Beziehungen 
untersucht, ^welchen  die  Mittelpunktkreise  und  die  Brennpunkte 
der  berührenden  Parabeln  unterworfen  sind,  die  zu  je  vier  von 
fünf  geraden  Linien  gehören,  Lg. 


H.  liiEBER.     Ut*ber  die  Gegenmittelliuie  und  den  Grebe*- 

SChen    Funkt.       IV.  Realgymn    Ölettio.    U  S.  \\ 
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„In  der  Arbeit  sind  keine  wesentlich  neuen  Untersuchungen 
enthalten.  Hauptzweck  derselben  ist,  eine  Übersichtliche  Zu- 
sammenstellung der  bisher  gefundenen  Eigenschaften  des  Grebe'- 
schen  Punktes  und  der  sogenannten  Gegenmittellinie  zu  geben." 
Der  Herr  Verfasser  war  zu  dieser  Arbeit  besonders  berechtigt 
und  geeignet,  da  er  seit  einer  Reihe  von  Jahren  das  Aufgaben- 
Repertorium  in  der  Hoffmann'schen  Zeitschrift  redigirt,  in  wel- 
chem namentlich  die  Herren  Artzt,  Fuhrmann,  Stoll,  Stegemann, 
Emmerich  u.  a.  hierher  gehörige  Aufgaben  und  Resultate  ver- 
öffentlicht haben.  Vom  Verfasser  sind  nur  einige  Aufgaben  den 
Sätzen  hinzugefügt  und  mehrere  Beweise  vereinfacht.  Die  ersten 
12  Nummern  handeln  über  die  Gegentransversalen  im  allge- 
meinen, die  folgenden  20  über  die  Gegenmittellinie  im  beson- 
deren, die  übrigen  2ö  über  den  Grebe'schen  Punkt.  Bei  den 
letzteren  sind  auch  die  Autoren  der  Sätze  namhaft  gemacht  und 
einzelne  literarische  Notizen  beigefügt.  Die  Zusammenstellung 
wird  allen  denjenigen,  welche  sich  nicht  aus  den  Origiualarbeiten 
unterrichten  können,  ein  willkommenes  Qülfsmittel  sein. 

Lg. 

P.   H.  ScHOüTE.      Over    een    nauwer    verband    tusschen 
hoek   en  cirkel   van    Brocard.     Amst.  Versl.  en  Meded.  (8) 

in.  22-38. 

Hauptsächlich  handelt  es  sich  um  den  Kreis  von  Brocard 
und  die  Eigenschaften  des  Dreiecks,  welche  damit  in  Verbindung 
stehen.  Zunächst  wird  auf  die  Untersuchungen  von  Artzt  und 
Casey  über  diesen  Gegenstand  hingewiesen  und  dann  eine  ein- 
fachere Bestimmung  des  genannten  Kreises  gegeben.  Sie  folgt 
aus  den  folgenden  Sätzen:  Nach  dem  Winkel  von  Brocard,  wel- 
cher zu  dem  Fusspunktendreieck  des  Punktes  P  gehört,  ordnen 
sich  die  Punkte  der  Ebene  in  Kreise,  die  einen  Büschel  bilden. 
Zu  diesen  Kreisen  gehören  der  umgeschriebene  Kreis  und  auch 
der  Kreis  von  Brocard  nach  dem  Satz:  Dieser  Kreis  ist  der 
geometrische  Ort  des  Punktes,  dessen  Fusspunktendreieck  im 
Winkel  von  Brocard  mit  dem  gegebenen  Dreieck  übereinstimmt. 
Eine    Anzahl    von    Folgerungen,    welche   auf  die    Lemoine'sche 
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Gerade  Bezug  haben,  werden  aus  diesen  Sätzen  abgeleitet.  Die 
Behandlungsweise  ist  teils  analytisch,  teils  synthetisch.  Die  voll- 
ständige Litteratur  des  Gegenstandes  wird  angeführt.         G. 


R.  TüCKKR.      Some    properties    of   a  quadri lateral   in    a 
circle,    ihe    rectangles   under   whose    sides   are  equal. 

Ed.  Times.  XLIV.  125-135. 

Der  Verfasser  sucht  die  Eigenschaften  des  Brocard'schen 
Kreises  auf  das  Viereck  auszudehnen  und  findet  unter  Voraus* 
Setzung  eines  Kreisvierecks  mit  den  Seiten  AB  =  a,  BC  =  6, 
CD  =  c^  DA  =  d  folgende  Sätze:  Damit  es  zwei  Brocard'scbe 
Punkte  P  und  P'  giebt,  für  welche 

PAB  =  PBC  =  PCD  =  PDA  =  9  =  P'BA  =  P'AD  etc. 
ist,  muss  ac  -=■  hd  sein.  Schneiden  sich  dann  PA  und  P^B  in  F, 
PD  und  P'A  in  G,  PB  und  P'C  in  ff,  PC  und  P'D  in  K,  so 
liegen  PP'FGHK  auf  dem  Brocard'schen  Kreise  des  Vierecks; 
auf  demselben  Kreise  liegt  auch  das  Umkreiscentrum  0  von 
ABCD  und  der  Schnittpunkt  E  der  Diagonalen  AC  und  BD, 
OE  ist  ein  Durchmesser,  daher  halbirt  der  Kreis  auch  die  Dia- 
gonalen AC  und  BD,  E  entspricht  dem  Grebe'schen  Punkt  beim 
Dreieck.  Zieht  man  durch  E  zu  a,  &,  c,  d  Parallelen,  welche  der 
Reihe  nach  6,  c,  d,  a  in  S,  F,  \f\  N  und  d,  c,  6,  a  in  X,  7*,  Ä,  0  schnei- 
den, so  sind  die  Vierecke  S  VWN  und  XTRQ  dem  gegebenen  ABCD 
ähnlich.  Sind  a,  /9,  )',  d  Lote  von  £  auf  a,  6,  c,  d,  so  sind  deren 
Fusspunkte  die  Ecken  eines  Tangentenvierecks,  dessen  Inkreiscen- 
trura  E  ist.  Am  Schlüsse  finden  sich  literarische  Notizen.  Herr 
Neuberg  teilt  dem  Verfasser  u.  a.  mit,  dass  a,  /9,  y,  S  den  Aus- 
drücken disitiAj    6:sin£,    6:sinC,    cisinD   proportional  sind, 

A  A        fx        ß        Y         ^        (aa  i- bß  +  cy  +  dd)  .,         ,      ^ 
und  dabs  —  =  .^  =  -i-  =  — =  ^^ — «  .  />  ,    ,  .    .,      ist,  wodurch 

neue  Analogien  mit  den  Brocard'schen  Punkten  des  Dreiecks 
hergestellt  sind.  (Vgl.  den  Bericht  über  die  einschlägigen  Un- 
tersuchungen des  Herrn  Neuberg  unter  dem  Titel  „Sur  le  qua- 
drilatöre  harmonique"  in  Mathesis  V,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  549ff.). 

Lg. 
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G.  Tabrt.     Siir  les  fignres  semblables  assoc-iees,    Hathesi« 

VL  97-100,  148-151.  196-203. 

Die  Eigenschaften  des  Dreiecks  hinsichtlich  der  Brocard*- 
sehen  Punkte  und  Kreise  können  ans  der  allgemeinen  Theorie 
eines  Systems  dreier  direct  ihnlicher  Figuren  hergeleitet  werden 
(Mathesis  IL  73;  F.  d.  M.  XIV.  1882.  458).  Indem  der  Yerfiisser 
nunmehr  eine  beliebige  Anzahl  ähnlicher  Figuren  betrachtet, 
dehnt  er  manche  Eigenschaften  des  Dreiecks  auf  gewisse  Viel- 
ecke aus,  die  sogenannten  harmonischen  Polvgone.  Wir  führen 
im  Folgenden  einige  der  neuen  von  Urn.  Tarry  bewieseneu 
Sätze  an:  I.  In  »  zugeordneten  Figuren  (d.  h.  direct  ähnlichen 
Figuren,  die  zwei  Gruppen  von  je  ii  Geraden  enthalten,  welche 
sich  bez.  in  zwei  Punkten  schneiden)  ist  das  aus  n  beliebigen 
homologen  Geraden  gebildete  Vieleck  mit  dem  Vieleck  perspee- 
tivisch,  welches  die  Aehnlichkeitspunkte  zu  Ecken  hat.  2.  Eine 
harmonische  Linie  (d.  h.  eine  Linie  A^  ^,  ...  An+\,  die  einem 
Kreise  so  einbeschrieben  ist,  dass  die  Geraden  A^A^J  -^t^a  •••i 
AnAn+i  in  II  zugeordneten  Figuren  homolog  sind)  kann  durch 
Inversion  in  eine  regelmässige  Linie  transformirt  werden. 

Mn.  (Lp.) 


K.   Lkmoine.      Note   sur  quelques    poiuts    remarquables 

du   plan   du   triangle   ABC,    Joarn.  de  M«th.  «p^ciales.  «3  s. 

Eis  handelt  sich  um  die  vier  Punkte  0,,  0«,  ©ft,  0^,  welche 
von  Hrn.  Lemoine  zuerst  1873  in  der  Assoc.  fran^.,  später  1883 
in  dem  Joum.  de  Math.  späc.  behandelt  sind.  Zieht  man  durch 
0,  Parallelen  zu  jeder  der  drei  Seiten,  so  schneiden  diese  Paral- 
lelen jeweilig  die  beiden  anderen  Seiten  in  solchen  Punkten, 
welche  die  Ecken  eines  dem  Inkreise  umgeschriebenen  Sechs- 
ecks sind.  Ebenso  verhalten  sich  0a,  0«,  0c  zu  den  Ankreisen. 
Beschreibt  man  um  ABC  dasjenige  Dreieck  A^B^C^J  dessen  Seiten 
mit  denen  von  ABC  parallel  sind,  ferner  um  A^B^C^  ebenso  das 
Dreieck  J,B,C„  so  ist  0,  das  Inkreiscentrum  von  A^Bfi^, 

Lp. 


480      Vllf.  Abschnitt.    Reine,  elementare  n.  syntbetiscbe  Geometrie. 

Lkmüine  et  N KÜBERG.     Note  sur  la  g^omötrie  du  triangle. 

Matheeis  VI.  55-57,  73-75. 

Beiträge  zur  neueren  Geometrie  (Punkte  von  Lemoine,  Bro- 
card,  Tarry,  Hyperbel  von  Kiepert,  u.  s.  w.)  Mn.  (Lp.) 


E.  Lkmoine.  Propri^t^s  relatives  k  denx  points  du 
plan  d'un  triangle  qui  se  d^duisent  d'un  point  quel- 
conque  du  plan  comme  les  points  de  Brocard  se  d^- 
duisent  du  point  de  Lemoine.   Mathesis,  sappl.  III.  27  S. 

Aus  der  Ass.  Fran^.  CongrÄs  de  Grenoble  (F.  d.  M.  XVII. 
1885.  547). 

Ausser  dem  im  Titel  bezeichneten  Gegenstande  behandelt 
der  Verfasser  auf  acht  inhaltsvollen  Seiten  die  Geschichte  der 
neueren  Dreiecksgeometrie.  Mn.  (Lp.) 


Aufgaben  über  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks, 
über  die  mit  ihnen  zusammenhängenden  Kreise  u. 
dgl.  m.  nebst  den  zugehörigen  Lösungen  von  W.  J. 
Barton,  J.  Beyens,  H.  Brocard,  B.  Chakravartf, 
A.  H.  CüRTis,  R.  F.  Davis,  T.  Galliers,  A.  Gordon, 
W.  J.  Greenstreet,  W.  H.  H.  Hudson,  R.  Knowles, 
DE  Longchamps,  P.  A.  MacMahon,  S.  Marks,  G.  B. 
Mathews,  W.  J.  McClelland,  W.  J.  C.  Miller,  A. 
Mukhopadhyay,  J.  Neübrrg,  Nilkanta,  E.  Perrin, 
ß.  H.  Hau,  S,  Roberts,  Ch.  ä.  Scott,  T.  C.  Simmons, 
A.  f.  Theodosius,  R.  Tucker,  W.  Voyson  finden  sich  in 

Kd.  Times  XLIV.  31,44-45,53-54.  54-55,  86-87,  107,  113-114,  120-121; 
XLV.  22-23,  27-28,  44.  49-50.  57,  58,  72,  73-74,  83-84,  87,  91-92, 
97-98,  9S-100,  115-116,  116-117,  119120,  122,  124. 

Lp. 
R.  Lachlan.     Orthogonal  Systems  of  circles.    Meas.  xvi. 

98-109. 

Unter  einem  orthogonalen  System  von  Kreisen  versteht  man 
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gewöhnlich  ein  System  von  vier  Kreisen,  von  denen  jeder  die 
,drei  anderen  rechtwinklig  schneidet.  Die  Haupteigenscbaften 
eines  solchen  Systems  sind:  1.  Ihre  Mittelpunkte  stehen  in  der 
Beziehung  zu  einander,  dass  jeder  der  Höhenschnitt  fOr  das  aus 
den  anderen  drei  gebildete  Dreieck  ist.  2.  Die  Summe  der 
Quadrate  ihrer  reeiproken  Radien  ist  Null.  3.  Bezeichnet  man 
die  Kreise  mit  (1,  2,  3,  4),  so  wird  die  Potenz  irgend  welcher 
anderen  Kreise  gegeben  durch: 


^x,V   — 1 T 

^1,1  ^2,2  ^3^  ^4,4 

In  diesem  Aufsatze  definirt  der  Verfasser  als  orthogonale  Systeme 
zwei  Systeme,  jedes  von  vier  Kreisen,  von  folgender  Beschaffen- 
heit: Ist  eins  der  beiden  Systeme  gegeben,  so  wird  das  zweite 
abgeleitet,  indem  man  für  je  drei  der  gegebenen  den  Orthogonal- 
kreis construirt  Zwei  solche  Systeme  haben,  wie  sich  nun  zeigt, 
eben  so  einfache  Eigenschaften  wils  die  oben  erwähnten  für  den 
besonderen  Fall,  wenn  die  beiden  Systeme  identisch  sind.  Ge- 
wisse besondere  Fälle,  bei  denen  einige  der  Kreise  zu  Punkten 
werden,  finden  einzeln  ihre  Erledigung.  61r.  (Lp) 


J.  A.  Serbet.  Trattato  di  trigoriometria.  Versione  ita- 
liana  con  agginnte  per  cura  di  Luigi  Fenoglio.  Parte  I. 
Trigonometria  piana  e  sferica.     Torino.  Paravla. 

Diese  neue  Uebersetzung  ist  nach  der  sechsten  französischen 
Ausgabe  angefertigt  und  enthält  die  vier  ersten  Capitel  derselben, 
welche  den  elementaren  Teil  des  Werkes  ausmachen.  Der 
zweite  Teil  mit  den  beiden  letzten  Capiteln  wird  später  erscheinen. 

La.  (Lp.) 


F.  Porta.  Goniometria  e  trigonometria  piana.   II.  edizione. 

Tori  00.  Boccft. 

F.  Porta.     Trigonometria  sferica.     Tonoo.  Bocca. 

La. 
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A.  Kleyer.      Lehrbuch  der  Goniometrie.     (Winkelmes 

SUngsIehre.)    Stuttgart.    Julias  Maier. 


J.  Alison.     Trigonoinetrical  mnemonic.     Kdinb.  M.  s.  Proc. 

IV.  88. 

Die  fundamentalen  Beziehungen  zwischen  den  trigonometri- 
schen Functionen  desselben  Winkels  werden  erörtert. 

Gbs.  (Lp.) 

D.  Besso.     Suir  errore  nel  calcolo  dal  seno  d'un  augolo 
colle  tavole  e  sopra  nn  noto  teorema  di  goniometria. 

Besso  Per.  I.  122-126. 

Der  bekannte  goniometrisohe  Satz  ist  folgender:     Das  Ver- 

hältnis  nimmt  ab,  wenn.a  das  Intervall  0" . . .  180°  durch- 

läuft.  Vermittelst  dieses  Satzes  wird  eine  obere  Grenze  des 
Fehlers  eines  durch  Interpolation  berechneten  Sinus  bestimmt. 
Sind  a,  a+d  die  Grenzen,  zwischen  welchen  der  gegebene  Win- 
kel liegt,  und  ist  d,  die  auf  den  Einheitsradius  bezogene  Länge 

des  Bogens  d,  so  ist  die  obere  Grenze  r^  + -q^  sin  (a-f  d).     Aus 

Ib        o 

dem  zu  Grunde  gelegten  Satze  werden  aiich  zwei  Zusätze  abge- 
leitet. Der  erste  kann  so  ausgesprochen  werden:  Das  Verhält- 
nis zweier  Seiten  eines  Dreiecks  liegt  zwischen  1  und  dem  Ver- 
hältnisse ihrer  Gegenwinkel.  Der  zweite  lautet:  Unter  allen  auf 
einer  Eugelfläche  liegenden,  zwei  bestimmte  Punkte  derselben 
verbindenden  Kreisbogen »  ist  der  180°  nicht  überschreitende 
Hauptkreisbogen  der  kürzeste.  Vi. 


H.  Seipp.     Beiträge  zur  Kenntnis  der  Eigenschaften  des 
ebenen  Dreiecks.    Halle.  H.  w.  Schmidt.    IV  +  87  8.  gr.  s^  u, 

3  Taf. 

Eine    Hauptrolle    in     der    vorliegenden    Arbeit    spielt    die 
Gerade  g^  welche  im  spitzwinkligen  Dreieck  die  Fusspunkte  der 
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Yon  einem  Höhenfiisspiinkt  auf  die  nicht  sn^hörigen  Seiten  ge- 
fällten Lote  Terbindet  Es  werden  in  den  beiden  ersten  Abr 
schnitten  Lagenbeziebnngen  nnd  metrische  Religionen  xwischen 
g  und  andern  StQcken  des  Dreiecks  anfgestellt,  die  sich  bereits 
in  trigonometrischen  Anfgnbensamminngen,  z.  B.  von  Reidt  und 
Gallenkamp,  finden,  wo  allerdings  fBr  g  der  halbe  Umfang  des 
Höhenfosspanktendreiecks  gesetzt  mrd  nnd  die  entsprechenden 
Resultate  auch  f&r  stumpfwinklige  Dreiecke  richtig  angegeben 
sind.  Die  folgenden  Abschnitte  behandeln  einige  Kreise,  die 
mit  dem  Höhendreieck  und  der  Geraden  g  in  Verbindung  stehen, 
sowie  andere  Distanzrelationen,  z.  B.  zwischen  den  Ek^ktransver- 
salen  nach  den  BerOhrungspunkten  der  ein-  und  angeschriebenen 
Kreise.  Der  Verfasser  benutzt  bei  der  Herleitung  seiner  Sätze 
Dreiliniencoordinaten ,  einfache  elementar -geometrische  Betracli- 
tnngen  durften  aber  Oberall  ausreichen.  Dass  er  die  Fenerbach'- 
sehe  Schrift  Ober  den  Gegenstand  erst  kenneu  gelernt  hat,  als 
seipe  Arbeit  bereits  im  Entwürfe  fertig  war,  giebt  er  selbst  in 
der  Vorrede  an.  Lg. 

tt.   Tücker.     The  ^jsine-triple -angle"  circle.     Mees.  xvi. 

125-126. 

Auf  den  Seiten  BC^  CA^  AB  des  Dreiecks  ABC  werden 
Paukte  D  und  D\  E  und  £',  F  und  F  so  angenommen,  dass 
Z-  AEF  =  A  =  ^  AFE',  L.  BFD  =  Z>  =  Z.  BD'F,  Z.  CDE 
=  C=  Z.  CE'D'  ist.  Die  beiden  Dreiecke  DEF,  D'E'F'  haben 
denselben  umgeschriebenen  Kreis  und 

Diy:  EE  :  FF'  =  sin3  A  :  smSB  :  sin-SC. 
Aach  andere  Eigenschaften  werden  bewiesen.  Glr.  (Lp.) 


K.   ScHWERiNG.      üeber    Dreiecke,    deren    einer   Winkel 
das  Vielfache  eines  anderen  ist    Pr.  Gymn.  Coesfeld.  5  8.  40. 

In   einem  Dreiecke  sei  ß  =  ma^  also  y  =  n  —  (m -f  l)a,   tn 
eine  -ganze  Zahl;  dann  ist 

a :  6  :  c  =  sina  :  sinma  :  8in(m  +  l)a. 
Um  Dreiecke  zu  finden,  in  denen  unter  dieser  Bedingung  die 
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Seiten  rationale  Zahlen  sind,  entwickelt  der  Verfasser  sinnx  :  sino; 
nach  Potenzen  von  2cosa;,  setzt  2coscr  =  p:q  (p  und  q  relativ 
prim)  und  erhält  dadurch: 

1  I  »  ,       »*— 2        ,  ,  .    (m— 3)(m  — 4)        .  *  I 

6  =  g  jp'--^ —  p— 3^2  ^  V___A__^pn.-5^4 J^ 


c  =  p"* — p'"-^7'  +  ^ ^^^ — ^— ^P       9  — 

1  1      •      ^ 


•  •  • 


1 


unter  den  Nebenbedingungen: 

ff  <  — r-r»  2gcoB — r—  <p  <  27. 

Für  die  Fälle  m  =  2,  8,  5  werden  die  Beispiele  mit  den  kleinsten 
Zahlen  ausgerechnet,  ferner  auch  ein  Dreieck,  fQr  welches 
a  :  /?  =  2  :  3.  Lp. 

K.  ScHWERiNG.     Angebliche  Dreiteilung  eines  Winkels. 

Pr.  Gymn.  Coesfeld.  3  S.  4» 

Die  vom  verstorbenen  Volksschullehrer  Averdieck  her- 
rührende Gonstruction  lautet  wie  folgt:  Um  den  Scheitelpunkt 
C  des  zu  teilenden  Winkels  beschreibe  man  einen  Kreisbogen 
mit  beliebigem  Radius,  der  die  Schenkel  in  A  und  B  treffe;  man 
ziehe  die  Sehne  AB^  ferner  das  Lot  CF  von  C  auf  AB,  Auf 
dem  Kreisbogen  nehme  man  einen  Punkt  D  beliebig,  ziehe  CD, 
AD^  FD,  Ein  Kreisbogen  um  A  mit  AD  als  Radius  treffe  CD 
in  £;  die  Parallele  durch  £  zu  DF  treffe  AB  in  K,  dann  soll 
AK  die  Sehne  des  Drittels  vom  Winkel  ACB  sein. 

Herr  Schwering  zeigt,  dass  die  Gonstruction  für  zwei  Lagen 
des  Punktes  D  richtig  ist  und  für  Punkte  zwischen  diesen  beiden 
Lagen  eine  gute  Näherung  giebt.  Lp. 


E.  Lampe.     Angenäherte  Trisection   eines   Winkels    mit 

Zirkel   und    Lineal.      Kronecker  J.  c.  864. 

Der  Herr  Verfasser  verbindet  die  Endpunkte  des  gedrittelt 
gegebenen  Kreisbogens  AD  =  6a  mit  dem  Mittelpunkt  0;  und, 
wenn  Q  der  Halbirungspunkt  des  Bogens  AD  ist,  so  möge  QO 
den  Kreis  zum  zweiten  Male  in  R  treffen.    Sind  nun  B  und  C 
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die  Teilpuukte  der  Trisection  von  AD,  alao  Bogen  AB  =  2«, 
Bogeo  BC  =  2a,  so  werden  A,  B,  C,  D  mit  Ä  Teibunden,  wo- 
durch bei  R  drei  gleiche  Winkel  entstehen;  auch  werden  B  und 
C  mit  0  verbanden,  sa  dass  man  bei  0  gleichfalU  drei  gleiche 
Winkel  erhält.  Verbindet  man  aber  A,  B,  C,  D  mit  einem 
zwischen  0  und  R  liegenden  Punkte  P  des  Radius  OR,  so  ent- 
Bteben  bei  P  drei  Winkel  APB,  BPC,  CPD,  von  denen  der  mitt- 
lere gleich  ß,  und  jeder  der  äusseren  gleich  y  geselzt  wird;  und 
es  ist  dann  ß—yroa  Null  wenig  verschieden.  Es  wird  daher  auf 
Oft  derjenige  Punkt  P  gesucht,  für  welchen  diese  Dififerenz  ein 
Maximum  ist;  und  es  zeigt  sich,  dass  dieses  Maximum  mit  a 
schnell  abnimmt.  Hierauf  gründet  der  Herr  Verfasser  seine 
Construction  und  erwähnt,  dass  Aehnliches  auch  fflr  die  Multi- 
seetion  Geltung  hat.  Hz. 


ß.  Hkinze.      Genetische  Stereumetrie.      Bearbeitet    von 
F.    Lacke.      Laipiig.  T«nbD«r.  XII  a.  194  S. 

Verfasser  versieht  nnter  „Stereometrie''  die  »pecielle  Kfirper- 
mesanngslebre,   als   deren    wichtigste    Aufgabe    er  die   Inbalts- 
bereehnnng  bezeichnet.     Durch  „genetiscb^  soll  folgendes  ange- 
deatet  werden:    Ein  „CentralkCrper*,  der  als  Verallgemeinenmg 
des  Prismatoids  aufzufassen  ist  in  der  Art,   dass   die   Kanten 
aneb  krummltDig  sein  kCnnen,   und   dass  er  der  Simpson'scbea 
Regel   genDgt,    wird    an    die  Spitze    gestellt.     Ans  ihm  werden 
dann  die  von  dem  System  umfassteo  Körperfonnro  {die  Ecken 
müssen  in  zwei  parallelen  Endflächen  liegen,  der  Hantel  kann 
aber   auch   knunmflächig    iweilen    Grades    sein)   dar 
live  Speeialiaimng  entwickelt  nnd  durch  Anweodang 
Bon'sehcn  Regel  berechnet,  nachdem  die  letztere  znrc 
omgekefarten  Wege  vom  Specielleo  zum  Allgemeineii 
worden  ist     Eingehender  hat  sieh  Reffreni  über  das 
gesprochen  in  Hoffmann  Z.  XVIII.  >!l. 
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P.  Cassani.     Stereometria  e  sezioni  coniche.    Torino.  Bocca. 

La. 

H.  Thikme.  Saoimlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben 
aus  der  Stereometrie.  Im  Anschlüsse  an  nachge- 
gelassene    Papiere    des    Oberlehrers    Dr.    Kretschmer 

bearbeitet.      Leipzig.  B.  G.  Tenbner.  VI  +  92  S.  ö». 

Der  Verfasser  bietet  im  vorliegenden  Werkchen  eine  in 
14  Paragraphen  nach  denf  Inhalte  geordnete  Sammlung  von 
Uebnngsaufgaben  aus  der  Stereometrie,  welche  sich  nicht  auf 
die  Berechnung  von  Volumen,  Flächen  und  Strecken  beziehen, 
sondern  die  Fähigkeit  der  Zergliederung  räumlicher  Anschauung 
durch  geometrische  Constructionen  und  durch  das  Beweisen 
stereometrischer  Lehrsätze  fördern  sollen.  Vorbereitet  durch 
Arbeiten  des  im  Titel  genannten  verstorbenen  Mathematikers, 
ist  die  Sammlung  aber  doch  grösstenteils  durch  den  Verfasser 
zusammengestellt  worden.  In  ihrer  Art  ist  sie  augenblicklich 
wohl  die  einzige,  und  da  sie  durch  Reichhaltigkeit  und  Sorg- 
fältigkeit der  Behandlung  ausgezeichnet  ist  so  ist  sie  den  Leh- 
rern der  Stereometrie  zu  empfehlen.  Gegen  das  Vorwort  ist 
vielleicht  zu  bemerken,  dass  die  rein  geometrischen  Uebungs* 
aufgaben  der  Stereometrie  nicht  in  dem  Masse  vernachlässigt 
sind,  wie  es  die  Aeusserungen  des  Verfassers  vermuten  lassen. 
Von  älteren  Werken  enthält  die  Jacobi'sche  Ausgabe  der 
van  Swinden'schen  Elemente  der  Geometrie  auf  S.  436-480  eine 
Sammlung  solcher  Aufgaben,  von  denen  viele  fOr  das  vorliegende 
Buch  noch  hätten  benutzt  werden  können.  Unter  den  neueren 
Lehrbüchern  ist  z.  B.  Hauck's  Ausgabe  von  Eommereli's  Lehr^ 
buch  der  Stereometrie  sowohl  in  der  ganzen  Veranlagung  auf 
die  Ausbildung  der  räumlichen  Anschauung  bin  gearbeitet,  als  auch 
mit  vielen  interessanten  und  mit  dem  Lehrstoff  geschickt  ver- 
knüpften Aufgaben  gleicher  Katur  versehen,  und  dieser  Gesichts- 
punkt einer  „systematischen  Anleitung  zur  constructiven  Lösung 
stereometrischer  Aufgaben"  wird  in  der  Vorrede  von  Hrn. 
G.  Hauck  ausdrücklich  hervorgehoben.  Lp. 
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A.  Klktkr.     Lehrbuch  der  KörperberechnongeD.      statt- 

Sirt.    J«Iias  Maier. 

Enict  B«ck    Zweite  Aeiage     Till  +  832  S.  gr.  ^*. 

Zweite«  Bwck     YIII  -h  52^  S.  gr.  ^^ 

Beide  Bidier  bilden  Teile  von  ,Dr.  Klevers  MatfaenatiMlH 
teehnisdHBatarwiseeiiseiiaftlieher  Encyklopidie  nun  Gebrmodi  mn 
niederen  nnd  höheren  Sehnlen  sowie  nun  rmtionelien  Selbet- 
stadinm  nneh  eigenem  System  bearbeitet".  Dieses  Syst^n  be* 
steht  in  der  grosstmöglichen  Breite  und  Aosfllhrlichkeit  sowie 
in  der  nnansgesetzten  Wiederholung  der  bei  der  Lösung  von 
Aufgaben  Torkommeaden  Sätze,  so  dass  x.  B.  das  rollstindige 
MultipIications^heBia   f&r  8,75x4,75   oder  die  Bereehnong  von 

V^  Mif  drei  Deeimalen  abgedruckt  wird.  Gemiss  dem  Plane 
des  Verfassers  enthalten  die  beiden  Bficher  nur  Aufgaben,  deren 
Lösung  keine  Kenntnis  der  Trigonometrie  erfordert;  ftlr  solebe 
Aufgaben  ist  nimlieb  ein  drittes  Buch  bestimmt  Das  erste  Buch 
soll  die  Lehren  Ober  die  Berechnung  der  Prismen,  Pyramiden, 
Cylinder,  Kegel  nnd  Kugel,  femer  der  fünf  regelmässigen  Pla- 
tonischen Körper  bringen,  das  zweite  dagegen  TT2  Aufgaben 
aus  der  Praxis  und  fiber  die  gegenseitigen  Beziehungen  und  Ver- 
bindungen dieser  Körper  und  anderer  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzter, eine  Trennung,  die  nicht  immer  streng  durchführbar 
ist.  Es  ist  hier  nicht  möglich,  auf  die  Mängel  der  Methode  und 
der  Darstdhmg  der  Lösongen  näher  einzugeben,  die  auf  den 
schwädisten  Standpunkt  mathematiseher  Vorbildung  fortwährend 
Rficksiebt  nehmen.  Die  Bacher  sind  ja  ftr  den  grossen  Markt 
ungesdialler  Leser  geschrieben,  auf  welchem  der  Erfolg  ent- 
sehddet  Indes  soll  wenigstens  ein  sprachliches  Curioeum  er- 
wähnt werden.  Die  Wörter  Polveder.  Rhomboeder,  Rhomboidal- 
dodekaeder  gebrancht  der  Ver£ssser  gegen  die  Abstammung  und 
gegen  die  lUiehe  Sprache  als  Masculina,  die  Wörter  Tetraeder, 
Hexaeder,  Oktaeder,  Dodeka^er,  Ikosaeder  aber  richtig  ah 
Neutra.  Lp. 

F.  Skklhoff.     Flächen-  und  Körperberechnung.    BreiwB. 

HeifisiBf. 
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Das  Buch  ist  zum  Gebrauche  fBr  Navigationsschulen  ge- 
schrieben und  für  andere  Zwecke  nicht  geeignet.  Den  grösseren 
Teil  (60  Seiten)  nehmen  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  ein,  den 
kleineren  (40  Seiten)  die  Flächen-  und  Eörperberechnung.  Jedem 
Paragraphen  sind  Regeln  und  Formeln  beigedruckt,  nach  welchen 
die  entsprechenden  Beispiele  gerechnet  werden  sollen.        Lg. 


W.  BuRKHARDT.      Lehrbuch   der    Stereometrie.      Leipsig. 

Gressner  &  Schramm.     VI  q.  133  8. 


A.  Brenner.     Die  Flächen-  und  Körperberecbnung  mit 
besonderer    ßerttcksichtigung   der  Aufgaben   aus  dem 

Gewerbsleben.      Preisiog.    Datterer.    40  8. 


Halstbd,     Th^orfemes  de  Descartes  et  d'Euler.      Mathesia. 

VI.  121-122. 

Mn. 

A.  Faipofer.    Dimostrazione  di  Ufm  proposizione  fonda- 
mentale  nella  teoria  deirequivalenza.     BessoPer.  I.  13-15. 

R.  De  Paolis.  Sopra  una  proposizione  fondamentale 
della  teoria  deirequivalenza.  Besso  Per.  I.  44-46. 
Bei  der  Darstellung  der  Theorie  von  der  Gleichheit  geome- 
trischer Gebilde  hat  Herr  De  Paolis  es  als  ein  Axiom  hingestellt, 
dass  „ein  Teil  eines  Polygons  oder  Polyeders  dem  Ganzen  nicht 
gleich  sein  kann**.  Nach  dem  Wunsche  des  Herrn  Faifofer  soll 
dieser  Satz  zu  einem  Lehrsatze  erhoben  werden,  dessen  Beweis 
er  angiebt.  In  der  zweiten  oben  citirten  Note  beweist  jedoch 
Herr  De  Paolis,  dass  das  Schlussverfahren  des  Herrn  Faifofer 
nicht  folgerichtig  ist  Demnach  muss  der  angef&brte  Satz  noch 
unter  den  Axiomen  stehen  bleiben.  La.  (Lp.) 


D.  Besso.     Corollarii  e  generalizzazione  di  un  teorema 
d'Eulero  sul  quadrilatero.     Besso  Per.  i.  53-56. 
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Das  betreffende  Euler'sche  Theorem  lautet:  Die  Suuime  der 
Qoadrate  der  vier  Seiten  eines  Vierecks  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  Diagonalen,  vermehrt  um  das  vierfache  Quadrat 
der  Strecke,  welche  ihre  Mitten  verbindet.  Nachdem  Herr  Besso 
dasselbe  bewiesen  und  darauf  hingewiesen  bat,  dass  sein  Beweis 
nicht  voraussetzt,  dass  das  Viereck  ein  ebenes  sei,  zieht  er  aus 
dem  obigen  Satze  Folgerungen  hinsichtlich  der  (ebenen  oder 
windschiefen)  Polygone,  der  Prismen,  deren  Basis  ein  Viereck 
ist,  o.  s.  w.  •  La.  (Lp.) 

R.  HoppB.    Analytischer  Beweis  zweier  Sätze  von  regel- 
mässigen   Pyramiden    und   Polyedern.      Hoppe  Arch.  (2) 

IV.  441-443. 

I.  Die  Summe  der  Projectionen  der  Seitenkanten  einer  n- 
seitigen  regelmässigen  Pyramide  auf  eine  beliebige  Gerade  i|^ 
gleich  der  n- fachen  Projection  der  Höhe.  2.  Die  Summe  der 
Projectionen  der  Eckradien  eines  regelmässigen  Polyeders  auf 
eine  beliebige  Gerade  ist  ^  0.  Lg. 


Malet,  T.  C.  Simmons,  Neubero.    Solutions  of  questions 

8047,   8116.      Ed.  Times  XLIV.  28-29,  53. 

Zieht  man  durch  die  Ecken  eines  Tetraeders  ABCD  vier 
Parallele,  welche  die  Gegenflächen  der  betreffenden  Ecken  in 
A',  B\  C'j  D'  schneiden,  so  ist  das  Volumen  des  Tetraeders 
A'B'C'D'  dreimal  so  gross  wie  das  von  ABCD.  Diesen  von 
Herrn  Malet  vorgelegten,  von  Herrn  Simmons  bewiesenen  Satz 
erweitert  Herr  Neuberg  zu  folgendem:  Der  Ort  eines  Punktes  Jlf, 
fOr  welchen  die  Geraden  AM^  BM,  CM^  DM  die  Flächen  des 
Tetraeders  ABCD  in  solchen  Punkten  A'B'C'D*  schneiden,  dass 
Tetraeder  A'B'C'D'  =  3ABCD  ist,  besteht  aus  der  Ebene  im 
Unendlichen  und  einer  Fläche  dritter .  Ordnung.  Ist  bei  der 
analogen  Aufgabe  für  das  Dreieck  A'B'C  =:  2ABC^  so  besteht 
der  Ort  für  M  aus  der  Geraden  im  Unendlichen  und  derjenigen 
um  ABC  beschriebenen  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  mit  dem 
Schwerpunkte  von  ABC  zusammenfällt.  Lp. 
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J.  WoLSTEKHOLME,  D.  BiDDLK.    Solution  of  question  8081. 

Bd.  Times.  XLIV.  22-24. 

Bei  einem  Tetraeder  ABCD  seien  die  Kanten  DA^  DBy  DC 
bezw.  mit  o,  fc,  c,  analog  ÄC,  CA^  AB  mit  a\  b\  c\  die  diesen 
Kanten  gegenüberliegenden  Winkel  mit  or,  /J,  y,  a\  ß\  /  be- 
zeichnet    Ist  dann 

o'+  6'+  c'  >  a'+ 6  +  c>  a  +  6'+  c>a-\  b  +  c\ 
80  folgen  daraus  die  Ungleichungen: 

aus 

a  +  a'>6  +  6'>  c  +  c'  ferner  a+a' > /J  +  /J' >  y  +  /- 
Endlich  wird  die  Reihenfolge  der  Kanten  nach  ihrer  Grösse  un- 
tersucht, wenn  jene  fünf  Ungleichungen  zwischen  den  Kanten 
bestehen,  sowie  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Reihenfolge  der 
Kanten  mit  derjenigen  der  Gegenwinkel  übereinstimmt,  Letzteres 
für  den  Fall,  dass  alle  Winkel  spitz  sind.  Lp. 


J.  WoLSTENHOLME,  B.  H.  Rau,  A.  M.  Nash.     Solution  of 

question    7570.     Ed.  Times  XLIV.  101-102. 

Bei  einem  Tetraeder  ABCD  sei  gesetzt  DA  =  a,   DB  =  6, 

DC  =  c;  die  Gegenkanten  seien  bezw.  BC  =^  a  +  x^  CA  =  64- x, 

AB  =  c  +  x.     Ferner  bezeichne  man  zur  Abkürzung 

a+b+c  =  Sj      — a+t+c  =  «„      a— 6-fc  =  «„     a+6— c  =  #,, 

ab-\-aC'\-bc  =  C,,     abc  =  C,. 

Die  Summe  der  Flächenwinkel   bei  A,  B  oder  C  sei   180'' +  2S; 

dann  ist 

c^,^  ^     ^C,  +  (s,  +  xX,,+xXs,+x)  +  2x(s+xy 
(s  +  x)  \(8  +  3x)  (*,  +x)(s,  +  x)(s,  +  x)\^ 

Die  Summe  der  Flächen winkel  bei  D  sei  180^+ 2S';    dann    ist 

I  (*  +  ^)'C«,  -  ^)(*,  -  ^)(*,  - «)  I*  Lp. 


D.  Bbsso.     Sul  tetraedro  a  facce  eguali.    Besso  Per.  L  1-12. 
Unter  den  besonderen  Tetraedern  giebt  es  ein  sehr  bemer- 
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kenavertcft.  tm  wekhea  niodkli  je  nrd  GegeskmBtcii  eüuuider 
gMcfa  smd;  ame  SdteaMrhfii  snd  EAta  sud  eben&Ut  fleich; 
es  kaaa  ntkiB  ah  das  rtmmlidie  Aaalogoa  ma  fteicbaeittgea 
Dreiecke  aa^esekea  werdea.  Der  AaCsati  des  Hrn.  Besso  be- 
nreckt eise  Erfenekaa^  dieses  Gebildes.  Der  Verfiui>ser  beweist 
mehrere  iateressaate  Eigensefaafteii,  anter  ihaen  numebe«  die  tob 
Hm.  Schmidt  ia  der  Abhandiaa;  .Das  gleichseitige  Tetraeder* 
(Sehldmikh  Z.  XXDL  321-342,  F.  d,  M.  XVI.  18*1.  öiO)  er- 
mittdt  wordea  sind.  La.  (Lp.) 

J.  Nbubbrg.     Memoire    sur    le    t^traWre.     Bri?  üem.    C. 
XXVII-  l-7-i. 

AU  Sopplement  Y  zar  Mathe^is  besprochen  in  F.  d.  M. 
XVn.  18®.  o6o.  Mn. 

• 

8.  R0BKRT8.     Solution  of  question  8089.    Kd.  Times.  XLIV. 

79  80 

A^  Bj  C^  D  seien  die  vier  Ecken  eines  Tetraeders.  Drei 
Kugeln  (1),  (2),  (3)  werden  so  angenommen,  dass  (1)  die  FIftche 
ABD  in  ff  berOhrt  und  durch  C  geht  (2)  ABC  in  C  berOhrt  und 
durch  D  geht,  (3)  ACD  in  D  berührt  und  durch  B  geht  Dann 
sehneiden  sich  die  drei  Kugeln  in  einem.Brocard- Punkte  der 
Basis  BCD  und  in  einem  Punkte  der  Umkngel  von  ABCD.  Der 
letztere  und  der  sofort  zu  erwähnende  entsprechende  Punkt  liegen 
auf  ein  und  derselben  Kugel,  die  durch  den  Brocard- Kreis  von 
BCD  geht.  Nimmt  man  die  Flfiehen  und  Gegenecken  in  umge- 
kehrter Folge,  so  erhalten  wir  einen  entsprechenden  Punkt; 
nimmt  man  femer  alle  vier  Flächen  der  Reihe  nach  als  Basis, 
so  erhftlt  man  vier  Paare  entsprechender  Punkte  auf  der  Um- 
kogel.  Lp. 

R.   Lacblan.       Od     sjstems     of    circles     and    spberes. 

LoDd.a  a  Proc.   XL.  242-245,  Lond.  Phil.  TraDS.  OLXXVIL  481-625. 

Diese  umfangreiche  Abhandlung  ist  in  drei  Teile  gegliedert: 
Teil  I  handelt  von  Kreisen  in  einer  Ebene,  Teil  II  von  Kreisen 
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auf  der  Oberfläche  einer  Kugel,  Teil  III  von  Kugeln.  Die  Be- 
handlungsmethode ist  diejenige,  welche  in  zwei  Aufsätzen  unter 
Clifford's  „Mathematical  Papers"  etwa  aus  dem  Jahre  1868  an- 
gedeutet ist;  doch  bemerkt  der  Verfasser,  dass  die  darin  ent- 
haltenen Ueberlegungen  grossenteils  mit  den  von  Hm.  Darboux 
in  verschiedenen  Aufsätzen  von  1869-72  ausgesprochenen  Ge- 
danken zusammentreffen. 

Im  ersten  Capitel  von  Teil  I  ist  der  Nachweis  fQr  eine  all- 
gemeine Relation  zwischen  den  „Potenzen''  von  zwei  beliebigen 
Gruppen  von  fünf  Kreisen  erbracht.  Die  Definition  der  „Potenz 
zweier  Kreise''  als  Verallgemeinerung  der  Steiner'schen  Potenz- 
einer Geraden  und  eines  Kreises  rührt  von  Darbouz  her,  jedoch 
ist  die  Definition  ein  wenig  abgeändert,  um  den  Fall  mit  einzu* 
schliessen,  in  welchem  einer  der  Kreise  (oder  beide)  eine  Gerade 
wird.  Für  zwei  Kreise  ist  die  Potenz  das  Quadrat  der  Ab- 
stände beider  Mittelpunkte,  vermindert  um  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Radien,  und  das  grundlegende  Theorem  ist: 

jjfl,  2,  3,  4,   ÖN 

^^6,  7,  8,  9,  10>'  "' 
d.  h.  man  betrachte  irgend  zwei  Zusammenstellungen  von  Krei- 
sen, bezw.  1,  2,  3,  4,  5  und  6,  7,  B,  9,  10;  dann  ist  die  aus 
den  Potenzen  1.6,  1.7,  1.8,  1.9,  1.10;  '2.6,  2.7,  . . .; 
5.6,  5.7,  ...,  5.10  gebildete  Determinante  gleich  Null.  Im 
zweiten  Capitel  wird  die  Definition  erweitert,  so  dass  sie  sich 
auf  gewisse  Systeme  von  Kegelschnitten  anwenden  lässt.  Dies 
wird  praktisch  aus  der  Abhandlung  Casey's  „On  bicircular  quar- 
tics"  (Dublin  Trans.  1867)  benutzt.  In  Capitel  III  wird  das 
allgemeine  Theorem  fQr  mehrere  interessante  Kreissysteme  spe- 
cialisirt  Capitel  IV  erörtert  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  oon- 
struiren,  der  drei  gegebene  Kreise  unter'  gegebenen  Winkeln 
schneidet,  und  die  Kreise,  welche  mit  dem  aus  drei  Kreisen  ge- 
bildeten Dreiecke  zusammenhängen  und  dem  Umkreise,  dem  In- 
kreise, den  Ankreisen,  dem  Feuerbach'schen  Kreise  eines  gerad* 
linigen  Dreiecks  entsprechen,  werden  besprochen.  Im  fQnften 
Capitel  werden  die  Potenz-Coordinaten  eines  Punktes  oder  Krei- 
ses definirt  und  die  Gleichungen  von  Kreisen  etc.  erledigt     Es 
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seigt  sieh,  imm  swd  einfaehe  Bexngs -Systeme  yon  Coordinmten 
bestehen,  eins  ans  Tier  Orthogonmlkreisen  (schon  ron  Ciifford 
erwähnt,  den  ftnf  Orthogonalka^In  von  Casey  and  Dmrboax 
entsprechend),  das  andere  ans  iwei  Ortiiogonalkreisen  and  ihren 
beiden  Sehnittpankten  gebildet  (von  H.  Cox,  Qoart  J.  XYIII. 
74-121,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  ö88)  angegeben.  Im  Capitel  VI  wird 
die  allgemeine  Gleichnng  zweiten  Grades  in  Potens-Coordinaten  dis- 
entirt,  es  folgt  in  Capitel  VII  die  Anwendnng  anf  die  Klassifi- 
eation  der  bieircqlaren  biqoadratischen  Corven.  Diese  Theorie 
wird  in  CiqMtel  VIII  weiter  entwickelt 

Im  zwdten  Teile  werden  fast  alle  im  ersten  Teile  gewon- 
nenen Ergebnisse,  gelegentlieh  mit  unbedeutenden  Abänderungen, 
anf  den  Fall  der  Kleinkreise  auf  einer  Kugel  und  der  sphäri- 
schen Kegelschnitte  ausgedehnt 

Im  dritten  Teile  wird  dieselbe  Folge  wie  im  ersten  festge- 
halten. Die  meisten  Ergebnisse  des  dritten  Capitels  in  jenem 
werden  auf  die  analogen  Kugelsysteme  ausgedehnt  Obgleich 
sieh  indessen  zeigt,  dass  eine  Gruppe  von  Kugeln  vorhanden 
ist,  welche  der  Umkugel  eines  Tetraeders  entspricht,  und  ob- 
gleich mehrere  analoge  Theoreme  ftar  die  Inkugel  und  die  An- 
kogeln  correspondiren ,  so  ist  doch  nichts  dem  Feuerbach'schen 
Satze  analog.  Capitel  IV  entspricht  genau  jenem  Capitel  in  Teil  I, 
und  im  Capitel  V  wird  gezeigt,  dass  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Potenz  -  Coordinaten  eine  Cyklide  darstellt. 
Die  ZurückfUhrung  derselben  jedoch  auf  ihre  einfachste  Gestalt 
bietet  einige  Schwierigkeiten.  Capitel  VI  bringt  eine  kurze 
Klassification  der  Cykliden  in  der  Ordnung,  wie  sie  bei  der 
Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  vorkommen.  Endlich  im 
Capitel  VII  werden  einige  zerstreute  Sätze  durchgenommen,  wie 
z.  B.  die  Bestimmung  fQr  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  doppelt 
berflhrenden  Kugeln,  d.  h.  die  Focal-Kegelscbnitte. 

Cly.  (Lp.) 

T.  R.  Tbrry,   R.  Lachlan.      Solution   of  question  7987. 

Ed.  Time«.  XLfV.  51-52. 

Von  vier  Kugeln   mit   den  Radien  a,  6,  c,  d  berührt  jede 
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die  drei  anderen  von  aussen;  eine  fünfte  mit  dem  Radius  r  be- 
rührt alle  vier  von  aussen;  dann  ist 

r'        r        a  a^  ab  Lp. 


E.  P'aüquembergue.  Determination  du  nombre  maximum 
de  spb^res  Egales  qui  peuvent  toucber  k  la  fois  une 
autre  spb^re  de  m§me  rayou.    Mathesis.  vi.  124-120. 


5.  Günther-     Versuch  einer  schulmässigeu  ßebandlung 
der  Lehre  von  den  Kreisen  des  sphärischen  Dreiecks. 

Hoffmann  Z.  XVII.  241-249. 

Es  werden  die  wichtigsten  Eigenschaften  des  Umkreises 
und  der  Berührungskreise  eines  Kugeldreieoks  elementar- ana- 
lytisch abgeleitet  und  dabei  durch  Grenzbetrachtungen  der  Zu- 
sammenhang der  stereometrischen  mit  den  planimetrischen 
Formeln  hergestellt.  So  liefert  z.  B.  der  Ausdruck  für  sinr  im 
Raum  den  bekannten  planimetrischen  Satz  abc  =  4rjj  derjenige 

für  tang(>  den  andern  ?  (tang -^  +  tang -^J  =  otang-~tang-^ 

u.  s.  w.  Lg. 

6.  LoRiA.      Intorno    ad    alcune   relazioni    fra    distanze. 

BesBO  Per.  I.  33-43. 

Elementarer  Beweis  für  die  Relationen  zwischen  vier  Punkten 
einer  Ebene  oder  Eugelfläche  und  zwischen  fünf  Punkten  des 
Raumes;  es  folgen  einige  ganz  einfache  Anwendungen. 

La.  (Lp.) 

C.  Spitz.  Lehrbuch  der  sphärischen  Trigonometrie 
nebst  vielen  Beispielen  Ober  deren  Anwendung  zum 
Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbst- 
studium.     Dritte   Aufl.  Leipzig.  0.  F.  Winter 'ache  Verlageh.  VIII. 

175  S. 
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Die  ente  Auflage  dieaes  Lehrbuches  ersobien  1866,  die  r,weite 
1875.  Ea  zerfällt  in  Hlnf  Abschnitte.  I.  Von  den  Gebilden  auf 
der  Kagelfläcbe  im  all^meinen.  II.  Von  den  Eigenschaften  der 
sphftriaehen  Dreiecke  nnd  Vielecke.  III.  Entirickelnng  der  Rela- 
tionen zwischen  den  Seilen  und  Winkeln  eines  sphärischen 
Dreiecks.  (A.  zwisohen  vier,  B.  zwischen  fünf,  C  zwischen  sechs 
Elementen).  IV.  Vom  FlScheninhaltc  der  sphärischen  Dreiecke. 
V.  Anwendung  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  die  Auflösnng 
veraefaiedener  Aufgaben;  S.  95  bis  17^,  also  East  die  Hälfle  des 
Buches.  Die  vorliegende  dritte  Auflage  ist  nach  Angabe  des 
VerfaBsers  mit  geringen  Ausnahmen  ein  reiner  Abdruck  der 
zweiten  Auflage.  Durch  Benutzung  neuerer  Werke  (z.  B.  Baltzer, 
Spieker)  wflrde  sich  die  Darstellung  oft  haben  vereinfachen  lassen, 
so  u.  a,  die  Berechnung  des  Inhaltes  etc.  Lp. 

M.  Jbnkins.     Note  on    tbe  sine-equation    in    apherical 
trigonometry.     Usii.  XVI.  37-39. 

Die  Sinus-Regel  sinA:  sina  =  sinB:  siol' ^  sinC:  eine  mt 
mit  einem  Hange)  behaftet,  von  welchem  der  CosinuBsatz  cosa 
=  coab  cosc-j-sinb  sine  cosA  frei  ist,  nämlich  dass  sich  aus  ihr 
Stocke  zwischen  0  und  n  finden  lassen,  welche  nicht  mit  Not- 
wendigkeit ein  eigentliches  sphärisches  Dreieck  bilden  können. 
Der  Verfasser  findet,  dass  diesem  Mangel  durch  die  Anwendung 
folgender  Regel,  die  er  beweist,  abgebolfen  wird:  In  jedem 
sphärischen  Dreiecke  sind  jede  Seite  und  ihr  Gegenwinkel  ent- 
neder  von  derselben  Art  oder  im  Werte  näher  an  ^n  als  die 
abrigen  Seilen  und  Dbrigen  Winkel  des  Dreiecks. 


R.    Badia.      Del    circolo   circoscritto  ed    ini 

circoH  ex-inscritti  in  un  triangolo  sferico, 

46-50 

Anwendungen  der  Elemente  der  sphärischen 

zum  Beweise  einiger  Beziehungen  zwischen  den  trij 

Tangenten  der  Radien  der  im  Titel  angegebenen 
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W.    J.    McClelland.       Solution     of    question     7977. 

Ed.  Times  XLIV.  112.118. 

Um  ein  sphärisches  Dreieck  aus  den  drei  HöheD  p,  9,  r  zu 
berechnen,  setzt  der  Verfasser 

sina  sinp  =  sinfr  sin 9  =  sin c*  sin  r  =  2it. 
Zur  Auffindung  von  n  dienen  die  Formeln: 

P  =  {(cosec  p  +  cosec  q  +  cosecr)*  —  1  }*, 
0  =  {(—  cosecp  +  cosecj  +  cosecr)*—  1}*, 
R  =  {(cosecp  —  cosecg  +  cosecr)*  —  1  j*, 
S  =  {(cosecp  +  cosec7  — cosecr)'  — Ij*. 
Danach  folgt 

45-=CP+(>+Ä-hSXP+(>-Ä-SX^-(?+fi-S)(P--(?-Ä  +  S).- 


Lp. 


A.  V.  Opbnhheim.  Die  sphärische  Trfgonunietrie  und 
analytische  Geometrie  in  dem  flir  die  kön.  kais.  Kriegs- 
schule  vorgeschriebenem   Umfange.     Wien.  Seidel  ftSoho. 


Gapitel  4. 

Darstellende  Geometrie. 

A.  SuiNi.  Teoria  generale  delle  rappresentazioni  pro- 
spetticbe  e  dei  metodi  di  descrizione  grafica  dello 
spazio  a  tre  dimensioni.     Saggio  di  geometria  descrit- 

tiva  teorico-pratica.      Milaoo.  Tip.  degli  Ingegoeri.  (Bstratio  dal 
Periodico  ,11  Politecnico*,  Ottobre-Novembre  1886).  36  8.  q.  9  lith.  Taf. 

Die  Arbeit  bezweckt  eine  systematische  Darlegung  der  ver- 
schiedenen in  der  darstellenden  Geometrie  benutzten  Verfahrungs- 
arten.  Den  Ausgangspunkt  liefert  die  Bemerkung,  dass  sehr 
viele  der  von  dieser  Wissenschaft  gestellten  Aufgaben  sich  wie 
folgt  fassen  lassen :  Es  seien  (explicit  oder  auch  nicht)  die  Pro- 
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jeetioDeo  eines  rianüiehen  Gebildes  von  swei  bestimmten  Cen- 
tren ans  anf  zwei  gegebene  Ebenen  gemacht;  seine  Projection 
aas  einem  gegebenen  Punkte  anf  eine  dritte  gegebene  Ebene 
zn  finden.  Das  erste  Capitel  des  Aufsatzes  enthält  einige  allge- 
meine Bemerkungen  fiber  die  Losung  dieser  Aufgabe  und  ihre 
Anwendungen  auf  die  folgenden  besonderen  F&ile,  denen  man 
am  häufigsten  in  der  Praxis  begegnet: 

I.  Wenn  zwei  Parallel- Projeetionen  gegeben  sind,  eine  Cen- 
tral -  Projeetion  zu  finden  (Aufgabe  der  Linear- Perspective),  oder 
eine  neue  Orthogonal  -  Projection  (Aufgabe  der  Axonometrie), 
oder  endlich  eine  schiefe  Projection  (schiefe  Perspective). 

IL  Wenn  zwei  Perspectiven  gegeben  sind,  daraus  eine 
dritte  zu  bestimmen,  oder  auch  eine  Orthogonal  •  Projection  zu 
finden  (Aufgabe  der  Photogrammetrie  nach  Hrn.  Hauck). 

Diese  Andeutungen  werden  genOgen,  um  zu  zeigen,  wie 
viele  Berührungspunkte  das  Thema  dieses  Teiles  der  Arbeit 
von  Hrn.  Suini  mit  den  drei  Jahre  vorher  von  Hrn.  Hauck  ver- 
öffentlichten Untersuchungen  hat  (Kronecker  J.  XCV,  F.  d.  M. 
XV.  IS8*^.  .öOI).  Wir  wollen  nicht  dabei  verweilen,  dass  wir 
sie  alle  aufzählen,  sondern  nur  bemerken,  dass  die  von  Hrn. 
Hauck  systematisch  angewandte  trilineare  Beziehung  zwischen 
drei  Ebenen  seine  Darstellung  eleganter  und  in  wissenschaft- 
licher Beziehung  interessanter  macht. 

Im  ersten  Capitel  hat  Hr.  Suini  angenommen,  dass  die  bei- 
den zur  Bestimmung  des  räumlichen  Gebildes  geeigneten  Pro- 
jectionen  auf  zwei  beliebige  Ebenen  gemacht  sind.  Aber  am 
Anfange  des  zweiten  bemerkt  er,  dass  man  in  der  Praxis  nur 
eine  einzige  Ebene  hat  Setzt  man  daher  voraus,  dass  die  bei- 
den Projectionen  nicht  aus  zwei  verschiedenen  Centren  auf  die- 
selbe Ebene  gemacht  sind,  so  muss  entweder  eine  der  beiden 
Projectionen  ihrerseits  auf  die  Ebene  der  anderen,  oder  allge- 
meiner mflssen  alle  beide  auf  eine  neue  Ebene  projicirt  werden. 
Aus  den  verschiedenen  Arten  der  Ausführung  dieser  Hülfscon- 
struction  entspringen  die  verschiedenen  bekannten  Methoden  des 
geometrischen  Zeichnens.     Folgendes  sind  die  gebräuchlichsten: 

FortMhr.  d.  MaUi.  XVJII.  'J.  32 
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I.  Monge*8che  Methode:  Orthogonal -Projectionen  auf  zwei 
senkrechte  Ebenen  und  Niederschlagen  der  einen  von  ihnen 
auf  die  andere. 

II.  Verallgemeinerte  Monge'sche  Methode:  Projectionen  auf 
zwei  schiefwinklige  Ebenen,  parallel  zu  den  Linien  des  senk- 
rechten Querschnitts. 

III.  Axononietrische  Methode:  Orthogonal  -  Projection  auf 
eine  beliebige  Ebene  des  Raumes  aus  den  beiden  Monge'schen 
Projectionen. 

IV.  Perspective  nebst  Ikonographie :  Central  -  Projection 
eines  Gebildes  und  einer  seiner  Oithogonal- Projectionen  auf  die- 
selbe Ebene. 

V.  Schiefe  Projection  nebst  Ikonographie:  Parallel  -  Pro- 
jection eines  Gebildes  und  einer  seiner  Orthogonalprojectionen 
auf  dieselbe  Ebene. 

VI.  Orthogonal  -  Projection  und  geometrischer  Schatten. 
Orthogonal-  und  Parallel -Projection  eines  Gebildes  auf  dieselbe 
Ebene. 

Im  dritten  Capitel  handelt  der  Verfasser  von  den  Projec- 
tionen, welche  man  „unica^  genannt  hat  (eine  solche  ist  die  Cen- 
tral -  Projection,  welche  Hr.  Fiedler  gründlich  untersucht  hat), 
und  zeigt  sehr  leicht,  dass  -sie  in  Wahrheit  doppelte  Projectionen 
sind,  deren  Theorie  aus  derjenigen  der  allgemeinen,  frdher  be- 
sprochenen Methoden  abgeleitet  wird.  Im  letzten  Capitel  macht 
er  einige  sehr  einfache  Bemerkungen  über  die  Anwendungen 
der  vorangehenden  Betrachtungen  auf  die  Schattenconstructionen. 

La.  (Lp.) 


A.  Mannheim.    Cours  de  g6omdtrie  descriptive  de  Tficole 
Polytechnique,  comprenant  les  ölöments  de  la  gäomdtrie 

cinöaiatique.     2*  Vitien.     Paris.  Gaothier-Villare. 


K.  Pelz.     Beiträge   zur  wissenschaftlichen    Behandlung 
der  orthogonalen  Axonometrie.     Prag.  Ber.  1880.  648-661. 
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Der  Aufsatz  behandelt  im  Anschluss  an  des  Verfassers 
frohere  Hitteilungen  ^ur  wissenschaftlichen  Behandlung  der 
orthogonalen  Axonometrie^  (Wien.  Ber.)  verschiedene  auf  die 
Kugel  bezflgliche  Aufgaben  in  orthogonal-axonometrischer  Projec- 
tion.  Es  wird  zuerst  die  Schlagschattencurve  ins  Innere  einer 
hohlen  Halbkugel  construirt  unter  besonderer  Ermittelung  der 
Tangenten  in  den  Randpunkten  und  der  Axen  der  Projections- 
ellipse.  Hierauf  folgt  die  Bestimmung  des  Schlagschattens  einer 
Yollkngel  auf  eine  Coordinatenebene  und  auf  eine  beliebige 
Ebene,  mit  sehr  hflbschem  Satz  über  die  Axen  der  Projections- 
ellipse.  Eine  Schlussbetrachtung  handelt  Ober  die  Bestimmung 
der  Axenlängen  eines  Kegelschnittes  unter  verschiedenen  Vor- 
aussetzungen. Hk. 


.1.  Mandl.     Der  Pohlke'sche  Lehrsatz  der  Axonometrie 
und  eine  Verallgemeinerung  desselben.    Wieo.  Ber.  xciv. 

60-65. 

Es  wird  zunächst  die  Construction  der  Contour  der  schiefen 
Projection  eines  EUipsoids  aus  den  (beliebig  gewählten)  schiefen 
Projectionen  oa,  o6,  oc  von  drei  conjugirten  Radien  desselben 
durcbgefOhrt.  Diese  Contour  kann  nun  auch  als  schiefe  Projec- 
tion einer  Kugel  angesehen  werden,  fOr  welche  oa^  ob,  oc  die 
schiefen  Projectionen  dreier  zu  einander  senkrechten  Radien  sind. 
Nachdem  so  der  Pohlke'sche  Lehrsatz  bewiesen  ist,  folgt  dessen 
Verallgemeinerung  fttr  ein  schiefwinkliges  Axenkreuz  mit  un- 
gleichen Axenlängen.  Hk. 


G.  Holzmüller.      Der  Ganss'sche   Fundamentalsatz   der 
orthographischen  Axonometrie.    HoffmannZ.  xvu.  492-49Ö. 

Für  den  im  zweiten  Teile  der  Gauss'schen  Werke  S.  309 
sieh  findenden  Satz:  „Sind  die  complexen  Werte  der  orthogra- 
phischen Projection  von  drei  gleich  langen  und  unter  einander 
senkrechten  Graden  a,  6,  c,    so  ist  aa  +  66-f-c^  =  ^^  wird  ein 
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Beweis  gegeben,  der  nur  die  ersten  Elemente  der  darstellenden 
Geometrie  und  der  Streckentbeorie  beansprucbt  Die  Vorbegriffe 
der  Streckentlteorie  werden  vorausgeschickt,  die  nötigen  Opera- 
tionen der  darstellenden  Geometrie  ausführlich  beschrieben  und 
dann  mit  Hülfe  des  bewiesenen  Satzes  einige  Fundamentalauf- 
gaben der  Axonometrie  einfach  gelöst,  z.  B. :  Von  der  orthographi- 
schen Projectionszeichnung  eines  Würfels  seien  die  Kanten  OA 
und  OB  nach  Länge  und  Richtung  gegeben;  die  Wttrfelzeich- 
nung  soll  vollendet  werden.  Lg. 


G.    Hauck.       üeber     die     Definition     der     Perspective. 

Zeitsohr.  d.  Ver.  deatoch.  Zeichenlehrer  XIII.  No.33.  494-498. 

Der  Artikel  ist  eine  Erwiderung  auf  einen  Aufsatz  des 
Herrn  Gehler,  der  in  Heft  31  u.  32  derselben  Zeitschrift  er- 
schienen war.  Dort  war  Herrn  Hauck  der  Vorwurf  gemacht, 
dass  er  durch  seine  Aufs&tze  über  „Subjective  Perspective*'  auf 
dem  interessanten,  einer  wissenschaftlichen  Behandlung  voll  und 
ganz  fähigen  Gebiete  der  Perspective  alle  Logik  aus  dem  Felde 
geschlagen  hätte.  Der  auf  dem  Gebiete  der  darstellenden  Geo- 
metrie hoch  angeseliene  Verfasser  hatte  seine  Gedanken  über 
die  subjective  Perspective  schon  in  den  Jahren  1879  ausge- 
sprochen und  dann  den  Gegenstand  in  mehreren  Aufsätzen 
weiter  behandelt,  namentlich  in  seinem  Buche:  ^Die  malerische 
Perspective,  ihre  Praxis,  Begründung  und  ästhetische  Wirkung 
(Berlin  1882).**  Die  Quintessenz  der  subjectiven  Perspective  be- 
steht in  den  folgenden,  auf  den  physiologischen  Gesetzen  des 
Sehens  beruhenden  drei  Hauptsätzen:  1)  Die  scheinbare  Grösse 
eines  Gegenstandes  steht  in  umgekehrtem  Verhältnis  zu  seiner 
Entfernung  vom  Auge.  2)  Jede  gerade  Linie  des  betrachteten 
Gegenstandes  erscheint  dem  Auge  wieder  als  gerade  Linie. 
3)  Tritt  ein  Conflict  zwischen  Satz  1  und  Satz  2  ein  (wie  z.  B. 
bei  einer  frontal  gestellten  Säulenreihe  mit  aufgelegtem  horizon- 
talen Balken,  wo  gemäss  Satz  1  die  dem  Auge  näheren  Mittel- 
säulen grösser  erscheinen  als  die  entfernteren  Ecksäulen  rechts 
und  links   und   demgemäss   der  aufgelegte  Balken  gebogen  er- 
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scheinen  mQsste),  so  findet  im  allgemeinen  ein  Ausgleich  su 
Gansten  von  Satz  2,  also  im  Sinne  eines  geradlinigen  Sehens 
statt.  Seht. 


C.  Chizzoni.  Corso  completo  di  prospettiva  lineare  con- 
forme  ai  programmi.  degli  Istituti  di  belle  arti. 
Con  152  silografie  intercalate  nel  testo.      Miiaoo.  Hoepii. 

X  n.  332  8. 

Wie  der  l'itel  es  anzeigt,  wendet  sieh  dieses  Liehrbueh  der 
Perspective  besonders  an  die  Künstler.  Doch  hat  der  Verfasser 
nicht  die  durchweg  praktische,  von  manchen  Schriftstellern  be- 
liebte Methode  befolgen  wollen,  und  ohne  auch  das  streng  theo- 
retische Verfahren  anderer  Autoren  zu  wählen,  hat  er  mit  glflck- 
liebem  Erfolge  ein  Buch  verfasst,  welches  den  Kflnstlern  eine 
rationelle  Losung  von  Aufgaben  aus  der  Perspective  ermöglicht, 
welche  ihnen  vorkommen  können.  Da  wir  hier  uns  auf  eine 
ansfohrliche  Besprechung  eines  Buches  von  dieser  Gattung  nicht 
einlassen  können  und  doch  eine  Vorstellung  von  dem  in  ihm 
enthaltenen  Stoffe  geben  möchten,  so  wollen  wir  die  Titel  der 
Abschnitte,  in  welche  es  eingeteilt  ist,  abdrucken. 

Einleitung.  Teil  I.  Perspective  auf  einer  Vertioalebene 
(Gemälde).    II.  Perspective  von  oben  nach  unten  und  umgekehrt. 

III.  Perspective   der   in    ebenen    Spiegeln    reflectirten    Körper. 

IV.  Untersuchung  der  Schatten.    V.   Zeichnen  nach  der  Natur. 
VI.    Umgekehrte  Aufgabe  zu  derjenigen  von  der  Perspective, 

Wir  wollen  diese  kurze  Anzeige  nicht  schliessen,  ohne  Hrn. 
Hoepii  unsere  besondere  Anerkennung  fbr  die  schöne  Ausstattang 
des  Chizzoni'schen  Buches  auszusprechen,  durch  welche  die  Ver- 
breitung unter  den  Ktlnstlern  wahrscheinlich  erscheint. 

La.  (Lp.) 


6.  ScHREiBBR.     Lehrbuch  der  Perspective.     8.  Anfl. 

Leipsig.  öhroigke.  XXII  n.  213  S. 

Die  3.  Aufl.  dieses  beliebten,  die  malerische  Seite  der  Per- 
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spective   besonders   hervorhebenden  Lehrbuches   ist   ein   unver- 
änderter Abdruck  der  1874  erschienenen  2.  Aufl.  Hk. 


Faüser.     Grundziige  der  freien  geometrischen  Perspec- 

tive.       Progr.  d.  E.  Realgymo.  Stuttgart. 

Nachdem  zunächst  die  Principien  der  „freien  Perspective^ 
hinsichtlich  der  Darstellung  und  Bestimmung  von  geraden  Linien 
und  Ebenen  in  allgemeinster  Form  unter  besonderer  BerQck- 
sichtigung  specieller  Lagen  klargestellt  sind  und  die  allgemeine 
Theorie  der  Teilungspunkte  behandelt  ist,  folgt  die  Besprechung^ 
der  auf  metrische  und  situelle  Raumconstructionen  bezüglichen 
Fundamentalaufgaben.  Diesen  schliessen  sich  angewandte  Auf- 
gaben  an,  die  sich  auf  die  Abbildung  von  Prisma,  Pyramide, 
Kreis,  Schraubenlinie,  Umdrehungskörper  und  zwar  in  beliebiger 
Stellung  im  Raum  beziehen.  Im  Druck  hat  sich  eine  grössere  Zahl 
sinnstörender  Fehler  eingeschlichen,  welche  vom  Verfasser  durch 
Versendung  eines  hektographirten  Correcturblattes  teilweise  be- 
richtigt worden  sind.  Hk. 

M.  Pelisek.     lieber  eine  specielle,  durch  ein  dioptriscbes 
System  bestimmte  Raumcollineation.     Prag.  Ber.  302-314. 

Die  Theorie  der  dioptrischen  Bilder  wird  auf  Grund  der 
Listing'schen  Construction  in  bekannter  Weise  (vgl.  z.  B.  H,  Han- 
kel,  Elemente  der  projectiv.  Geom.)  geometrisch  dargestellt,  in- 
dem die  Bilder  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  construirt 
und  die  Eigenschaften  der  Gollineationsverwandtschaft  zwischen 
Öbject  und  Bild  discutirt  werden.  Hk. 

M.  Pklisek.     Untersuchungen    der  Wirkungen   perspec- 
tivischer  Darstellungen.     Prag.  Ber.  360390. 

Ein  Verbuch,  die  perspectivischen  Randverzerrungen  und  was 
damit  in  Zusammenhang  steht,  dadurch  zu  erklären,  dass  die 
Beziehung  zwischen  Object  und  Linsenbild  keine  streng  geome- 
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trisehe  BmimcoUiiieatioii  ist,  sondern  von  derselben  mit  in* 
nehmender  Entfemnng  von  der  Axe  mehr  und  mehr  abweidit, 
and  dasB  donznfolge  die  Netzhaotbilder  nieht  genau  flberein- 
stimmen  mit  geometriseh-perspectivischen  Bildern.  Das  Aage 
wird  mls  jAotographisehe  Camera  aofgefasst,  f&r  deren  empfindliche 
Fläche  in  ihrer  ganzen  Ansdehnnng  —  wenn  auch  nicht  gleiehe^ 
so  doch  —  genOgende  Perceptionsfähigkeit  stillschweigend  ange- 
nommen wird.  Referent  kann  dem  Erklirongsversnch,  bei 
welchem  wesentliche  Momente  des  Sehprocesses  ausser  Acht 
gelaaecB  werden,  nicht  zustimmen.  Dass  seine  eigenen  diesbe- 
zttglichen  Untersuchungen  (s.  z.  B.  „die  malerische  Perspective' 
Berlin  1882)  sowie  die  durch  dieselben  heryorgerufene  Discussion 
dem  Verfasser  unbekannt  geblieben  sind,  bedauert  er  um  so 
mehr,  als  der  Aufsatz  manche  treffende  Einzelausftlhrung  enthält, 
die  den  Anschauungen  des  Referenten  nahe  kommen.       Hk.  • 


M.   Pelisbk.     Ueber  perspectivische   Restitution,    Bewe- 
gang  und  Verzerrung.     Pr»g.  Her.  290-298. 

Verfasser  erklärt  de  la  Gournerie's  Art,  ein  räumliches 
Object  aus  dessen  perspectivischem  Bild  von  excentrischem  Stand- 
punkt aus  zu  restituiren  f&r  „falsch^  und  spricht  sich  fOr  die 
Restitution  durch  das  mit  dem  Original  affine  System  aus.  Die 
bezOglichen  Ausführungen  des  Herrn  Wiener  (Darst  6eom.  I. 
§  561  u.  f.)  sowie  des  Referenten  (Schlömilch  Z.  XXVII.  236) 
scheinen  dem  Verfasser  entgangen  zu  sein.  Hk. 


f^ 


M.  Pelisek.    Grundztige  der  Reliefperspective.    Prag.  Ber. 

434-450. 

Der  Aufsatz  giebt  einen  kurzen  und  yerständigen  Abriss  der 
Reliefperspective.  Dieselbe  wird  definirt  durch  die  Bedingungen 
der  Collinearität  und  Centrität  und  bestimmt  durch  das  Centrum 
nebst  Tier  Paaren  entsprechender  Punkte.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung werden  zunächst  die  wichtigsten  Sätze  der  eentrischen 
Collineation  abgeleitet;  hierauf  werden  die  Fundamentalaufgaben 
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sowohl  durch  Rechnung  als  durch  Construction  in  orthogonalen 
Projectionen  gelöst.  Hk. 

O.  Löwe.  Ausgewählte  Capitel  ans  der  darstellenden 
Geometrie  zum  Gebrauch  bei  Constructionsübungeu. 
Heft  I,     Durchdringungen   unregelmässiger   Polyeder. 

2.  Aufl.      GiauBthal.    Brauns.    20  S. 

Das  Heft  giebt  auf  neun  Tafeln  mit  Text  Beispiele  der 
Durchdringung  von  Prismen  und  Pyramiden  in  Grund-  und 
Aufriss,  ohne  irgendwie  Neues  zu  bieten.  Der  Satz  mit  sämt- 
lichen Druckfehlern  und  typographischen  Mängeln  ist  identisch 
mit  der  1880  erschienenen  ersten  Auflage.  Hk. 


F.   KoMMERBLL.      Aufgaben    aus    der  descriptiven    Geo- 
metrie.    Zusamraengestellt  von   H.  Böcklen.     Tübingen. 

Foes.    VI  n.  32  8. 

Die  zuerst  im  Tübinger  Gymnasialprogramm  1869  von 
Eommerell  veröffentlichten  Uebungsaufgaben  aus  der  descriptiven 
Geometrie  sind  in  neuer  Auflage  vom  Herausgeber  nach  be- 
stimmten Rubriken  (gerade  Linien  und  Ebenen  —  Dreikant  — 
Polyeder  —  Kugel  —  Kegel  und  Cylinder  —  Ellipsoid,  Hyper- 
boloid, Paraboloid  —  Schraubenlinie  und  Wulst)  geordnet  und 
mit  Auflösungen  oder  Andeutungen  hierzu  unter  teilweiser  Be- 
nutzung der  Kommereirschen  Lösungen  versehen  worden.  Vor- 
angestellt ist  eine  Einleitung  mit  den  notwendigsten  HOlf^sätzen 
und  Vorbereitungsaufgaben.  Hk. 


G.    HoLZMüLLKR.      EinfOlirung    in     das    stereometrische 

Zeichnen..     Leipzif^.    Tenbner    102  S. 
Der  Zweck  des  Buches  ist,  für  das  stereometrische  Zeichnen 
eine  Auswahl  von   Uebungsaufgaben  zu  geben,    die  sich   auch 
ohne  die   breiteren  Grundlagen  der  darstellenden  Geometrie  be- 
wältigen lassen  möchten.    Es  bandelt  sich  demgemäss  weder  um 
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eine  systematische  EinleituDg  in  die  darstellende  Geometrie,  noch 
wollen  die  eingestreuten  mathematischen  Erläuterungen  als  strenge 
Beweise  gelten.  Als  Darstellungsmittel  ist  die  Gavalierperspective 
(im  weiteren  Sinn)  und  die  Projection  in  Grund-  und  Aufriss 
gewählt.  Anhangsweise  erfährt  die  Gentralprojection  eine  kurze 
Besprechung.  Die  Constructionen  beziehen  sich  auf  die  regulären 
Polyeder,  die  Formen  des  regulären  Krystallsystems,  Durch- 
dringung zweier  Prismen  in  specieller  Lage»  Kreis,  Rotations- 
Cylinder  und  Kegel  (mit  Rechteeksteilung  und  Spiralnetz),  Kugel 
(mit  kartographischen  Aufgaben),  Kegelschnitte,  Wulst,  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Hk. 

J.    Kajbtan.      Technisches    Zeichnen    für    das    Kunst- 
gewerbe.   I.  Das  geometrische  Zeichnen.    Wicd.  Graeaer. 

59  8 

Das  zur  UnterstQtzung  des  bezüglichen  Vortrages  an  der 
Vorbereitnngssehule  der  K.  K.  Kunstgewerbeschule  in  Wien  ge- 
plante Werk  giebt  in  seinem  I.  Heft  die  Fundamental-Sätze  und 
•Constructionen  der  Planimetrie  (einschliessl.  Ellipse,  Parabel, 
Kreisbogenovale,  joniscbe  Schnecke  n.  s.  w.)  ohne  Beweise,  in 
einer  för  die  Bedürfnisse  des  constructiven  Zeichnens  praktischen 
Form,  mit  Andeutungen  über  die  Verwertung  der  einzelnen 
Constructionen  zu  Zeichenübungen  mit  Beziehung  auf  Motive  des 
kunstgewerblichen  Fachzeichnens.  Hk. 


J.  Böhm.     Die  zeichnende  Geometrie.    3.  Aufl.    NSrnberg. 

Koro. 
Das  Büchlein  ist  für  den  propädeutischen  Unterrieht  in  der 
geometrischen  Formenlehre  an  Präparandenschulen  und  Hand- 
werkszeichenschulen bestimmt  und  erstreckt  sich  auf  die  plani- 
metrischen  Fundamentalconstrnctionen ,  reguläre  Vielecke,  Mass- 
Btäbe,  Kreisbogenlinien,  Ellipse,  architektonische  £lementarformen. 

Hk. 

P.  CaS8ani.    La  projezione  stereoscopica.     Veo.  Ist.  Atti  (^i) 
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Sind  die  relativen  Lagen  zweier  Augpunkte  0^  und  0^  zur 
Bildebene  gegeben,  so  ist  die  Lage  eines  Punktes  oder  einer 
Geraden  im  Raum  bestimmt  durch  die  beiden  Centralprojectionen 
von  Oj  und  0,  aus;  eine  Ebene  ist  bestimmt  durch  ihre  Bildspur 
und  die  zwei  Projectionen  eines  in  ihr  liegenden  Punktes.  Unter 
Voraussetzung  dieser  Bestimmungsweise  werden  die  stereome- 
trischen Fundamentalconstructionen  mit  Punkten,  Geraden  and 
Ebenen  descriptiv  ausgeführt.  Die  im  ersten  Abschnitt  be- 
handelten situellen  Constructionen,  zu  welchen  nur  die  Kenntnis 
der  Bildspur  Q  von  0^0^  erforderlich  ist,  gestalten  sich  sehr 
einfach  und  fruchtbar  fttr  projectivische  Beziehungen.  Die  im 
zweiten  Abschnitt  behandelten  metrischen  Aufgaben  werden  in 
ihrer  descriptiven  Lösung  ziemlich  umständlich.  Zur  Verein- 
fachung wird  0^0^  senkrecht  zur  Bildebene  angenommen,  und 
wird  die  Lage  der  Augpunkte  bestimmt  durch  Punkt  Q  und  die 
zwei  Augdistanzen  ßO,  und  QO^.  Die  beigegebenen  Figuren 
stimmen  mehrfach  nicht  zum  Text.  Doch  ist  dieser  auch  ohne 
Figuren  leicht  verständlich.  Verfasser,  welcher  die  Urheberschaft 
der  Methode  dem  verstorbenen  General  Giorgio  Manin  zuschreibt, 
findet  die  Bedeutung  derselben  weniger  auf  praktischem  als  auf 
pädagogischem  Gebiete.  Hk. 


C.  RoDKNBERG.  Ableitung  der  Polareigenschaften  alge- 
braischer Mannigfaltigkeiten  auf  darstellend  -  geome- 
trischem   Wege.      Klein.  Add.  XXVL  5ö7-6e5. 

Die  Abhandlung  lehrt  die  constructive  Festlegung  der  Polaren- 
flächen zu  einer  gegebenen  Grundfläche  in  einem  Räume  von 
beliebiger  Ausdehnung.  Die  Polarendefinition  fQr  den  2  dimen- 
sionalen  Raum  E  wird  zunächst  wie  folgt  gegeben:  Zieht  man 
durch  den  Pol  P  eine  Gerade  im  3-dimensionalen  Raum  und  legt 
aus  zweien  ihrer  Punkte  die  Projectionskegel  an  die  gegebene 
Grundcurve  C",  so  durchsetzen  sich  diese  in  einer  3-dimensionalen 
Curve  C"»,  welche  in  die  C"  und  eine  Restcurve  0<*-*>  zerfällt 
Die  letztere  schneidet  E  in  «(w— 1)  Punkten,   welche  die  Be- 
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rfihniogspiuikte  der  von  P  an  C"  gelegten  Tangenten  Torstellen. 
Unter  allen  Fliehen  des  von  den  zwei  Projectionskegeln  gebil- 
deten BQBehelB  zerfällt  eine  in  die  Ebene  £  und  eine  Restfiäehe 
(n  —  ly^  Ordnung,  welche  E  in  einer  Curve  P"-*  schneidet 
Dieselbe  geht  durch  die  m(ii^1)  Berührungspunkte  und  stellt 
die  erste  Polare  von  P  in  Bezug  auf  O  vor.  Durch  wiederholte 
Anwendung  derselben  Definition  erhält  man  die  ganze  Polaren- 
reihe. Dieses  Verfahren  lässt  sieh  nun  leicht  auf  eine  (p  — 1)- 
dimensionale  Fläche  im  p-dimensionalen  Baum  übertragen.  Es 
wird  dann  gezeigt,  dass  der  Schnitt  einer  Polare  mit  einem  den 
Pol  enthaltenden  ebenen  Raum  von  weniger  Dimensionen  auch 
Polare  des  ebenen  Schnittes  der  Grundfläche  ist.  Nachdem  ferner 
nachgewiesen  ist,  dass  in  hinreichend  ausgedehnten  Räumen  jede 
Polare  durch  eine  gewisse  Curve,  bezw.  Punktgruppe,  die  sie 
mit  der  Grundfläche  gemein  hat,  vollkommen  definirt  ist,  folgt 
der  Beweis  für  die  allgemeine  Giltigkeit  der  polaren  Recipro- 
eit&tsbeziehung:  dass,  wenn  die  r^  Polare  eines  Punktes  P  durch 
einen  Punkt  Q  geht,  auch  die  («  — r)^  Polare  von  Q  durch  P 
geht.  Hk. 


C.  Cranz.     Synthetisch-geometrische  Theorie  der  Krüai- 
mung  von  Curven  und  Flächen  2.  O,    Stuttgart.  Meixier. 

VIII  o.  90  s. 

Die  Schrift  bezweckt,  mit  der  synthetiiBchen  Darstellung  der 
Krfimmungsverhältnisse  von  Curven  und  Flächen  2.  0.  eine  Er- 
gänzung  zu  den  bekannten  grösseren  Lehrbüchern  der  projecti- 
vischen  Geometrie  zu  geben.  Ausgehend  von  der  Collineation 
zwischen  einem  Kegelschnitt  und  seinem  Krflmmungskreis  in 
einem  Punkt  gelangt  Verfasser  zum  Steiner'schen  und  Pelz*schen 
Satz  und  entwickelt  die  wichtigsten  und  einfachsten  Construc- 
tionen  des  Krfimmungsmittelpunktes.  Die  gewonnenen  Resultate 
werden  dann  im  2.  Teil  verwertet  zur  synthetischen  Ableitung 
des  Heusnier'schen  und  Euler'schen  Satzes  fQr  eine  Fläche  2.0.; 
woran  sich  eine  Uebersicht  über  die  ErQmmungsverhältnisse  der 
einzelnen  Typen    dieser  Flächen   schliesst.      Den  Schluss  bildet 
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die  Vorftihrung  der  Nabelpunkte  in  ihrer  BeziehuDg  zu  den 
Foealkegelsehnitten,  unter  Beschränkung  auf  die  blosse  Zusammen- 
stellung der  Resultate.        Hk. 

H.  PiCQüBT.  Constmction  des  points  doubles  de  la  pro- 
jeetion  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  cönes  ou 
cylindres  du  second  degr^.  Considörations  sur  le 
thöor^me  de  Desargues.     Nonv.  Ann.  (3)  v.  163-168. 

H.  PiCQüET.      Rectlfication.      Nonv.  Ann.  (3)  V.  284-286, 

Die  im  ersten  Aufsatze  vorgetragene  Construction  stimmt, 
wie  Verfasser  im  zweiten  Aufsatz  selbst  anerkennt,  im  wesent- 
lichen überein  mit  der  von  Lefevre  gegebenen  (vgl.  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  521).  Sie  beruht  auf  dem  Satze,  dass  ein  Eegel- 
schnittbOschel  von  einer  Geraden  nach  einer  Involution  geschnitten 
wird.  Die  Bedeutung  dieses  Satzes  wird  im  Anschluss  erörtert. 
Der  zweite  Aufsatz  giebt  noch  eine  Verallgemeinerung  der  Con- 
struction. Hk. 


A.  Larmor.     On  the  geometrical  theory  of  perspective. 

Qnart  J.  XXI.  339-366. 

Verfasser  bezeichnet  Figuren,  die  man  sonst  centrischcolH- 
near  nennt,  als  in  „completer  Perspective"  befindlich.  Nachdem 
zunächst  einiges  ttber  die  verwandtschaftlichen  Beziehungen 
solcher  Figuren  beigebracht  ist,  werden  Eegelschnittseigen- 
Schäften  in  bekannter  Weise  aus  Kreiseigenschaften  abgeleitet, 
indem  das  Gollineationscentrum  in  den  Kreismittelpunkt  und 
auf  die  Kreisperipherie  verlegt  wird.  Erst  nach  Vollen- 
dung seiner  Arbeit  ist  Verfasser  gewahr  geworden,  dass 
Poncelet  (Propr.  proj.)  „had  travelled  over  similar  ground". 
Schliesslich  werden  die  gewonnenen  Sätze  auf  den  Raum  über- 
tragen, wobei  namentlich  die  Beziehungen  zwischen  den  acht 
Kreisen,  die  auf  einer  Kugel  drei  gegebene  Kreise  berühren,  mit 
collinearer  Verallgemeinerung  für  eine  Fläche  2.  Ordnung  und 
nacbheriger  Degeneration  zu  doppelt  berührenden  Kegelschnitten 
zur  Erörterung  kommen.  Hk. 
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J.  Valyi.     Zur  Lehre  vom  perspectiven  Tetraeder. 

Hoppe  ArclL  (2)  IIL  441-U5. 

Es  wird  zonftchst  bewiesen,  dass  zwei  Tetraeder,  deren 
Elemente  einander  paarweise  zugeordnet  sind,  perspectivisch 
liegen,  wenn  je  zwei  entsprechende  Kanten  sich  schneiden,  aus- 
genommen  den  Fall,  wo  beide  Tetraeder  eine  Seite  und  die 
gegenflberliegende  Ecke  gemeinsam  haben.  Weiter  werden  die 
Bedingungen  festgestellt,  unter  welchen  zwei  Tetraeder  sich  in 
mehrfacher  (zweifacher  und  vierfacher)  perspectiver  Lage  be- 
finden, je  nachdem  das  paarweise  Entsprechen  der  Eckpunkte 
verschieden  angeordnet  wird.  Hk. 


Ed.  Dkwulf.     Etüde  sur  les  surfaces  gauches.    aod.  de  l'Ee. 

Norm.  (3)  ÜL  189-200. 

Errichtet  man  auf  einer  Mantellinie  einer  windschiefen  Regel- 
fliehe  in  ihrem  Centralpunkt  c  eine  Senkrechte  cp  gleich  dem 
zugehörigen  Parameter,  so  erscheint,  vom  Endpunkt  p  aus  gesehen, 
die  Strecke  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  /u  und  /u'  der 
Hantellinie  unter  einem  Winkel  gleich  dem  von  den  Tangential- 
ebenen in  fi  und  /i'  gebildeten.  Ein  solcher  Punkt  p  wird  daher 
vom  Verfasser  „centre  perspectif"  (von  Mannheim:  „point  repr^ 
sentatif**)  genannt.  Hievon  ausgehend,  entwickelt  Verfasser  zu- 
nächst die  Fundamentalsfttze  über  windschiefe  FIftchenelemente, 
betrachtet  dann  die  Eigenschaften  der  centres  perspectifs  bei 
zwei  windschiefen  Regelflächen  mit  gemeinsamer  Mantellinie, 
ferner  bei  einem  System  von  Regelflächen,  die  eine  Mantellinie 
gemeinsam  haben  und  sich  in  den  nämlichen  zwei  Punkten  der- 
selben berühren,  und  sehliesst  mit  der  Anwendung  auf  das  System 
von  Normalenflächen  fttr  Leitcurven,  die  durch  den  nämlichen 
Punkt  der  Leitfläche  gehen.  Hk. 


A.  Mannheim.      Memoire    d'optique    g^om^trique    com- 
prenant  la  thöorie  du  point  reprösentatif  d*un  öl^ment 

de   snrfHCe   r^gl^   etc.     Jordan  J.  (4)  ir.  5-4H 

Bericht  in  Abschnitt  VIII,  Cap.  f),  C. 
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Neu.  Nouvelle  construction  de  la  courbe  d'ombre 
propre  d'une  surface  de  r^volution  et  de  la  tangente 
en  un  point  qnelconque  de  cette  courbe,      8.  M.  P.  Boll. 

XIV.  103-106. 

Die  vorgetragene  einfache  Construction  eines  auf  beliebigem 
Parallelkreis  liegenden  Punktes  der  Eigenschattencurve  beruht 
auf  folgendem  Gedanken:  Dreht  man  den  durch  den  Curven- 
punkt  m  gehenden  Meridian  in  die  Lage  des  Hauptmeridiana 
und  dreht  gleichzeitig  den  Lichtstrahl  um  den  nämlichen  Dre- 
hungswinkel, so  ist  seine  Verticalprojection  in  der  neuen  Lage 
parallel  der  Hauptmeridiantangente  in  m.  (Bei  Oentralbeleuch- 
tung  fällt  der  gedrehte  leuchtende  Punkt  in  die  Uauptmeridian- 
tangente.)  Da  letztere  bekannt  ist,  so  ist  auch  die  gedrehte  Lage 
des  Lichtstrahls  (bezw.  leuchtenden  Punktes)  und  damit  die  Grösse 
des  Drehungswinkels  bekannt.  Hk.    ' 


H,  PicQüET.     Note  snr  le  conoide  de  PlUcker.     S.  m,  f. 

Ball    XIV.  68-7G. 

Darstellung  des  Plücker'schen  Conoids  („Cylindroids"  der 
Kinematik)  in  Grund-  und  Aufriss,  nebst  Construction  der  Tan- 
gentialebene in  einem  Punkt,  sowie  der  Wendeschattencurve  fflr 
Gentralbeleuchtung.  Hk. 


A.  R.  FoRSYTH.      Note  on  a  quasi -stereographic- projec- 
tion  due  to  Gauss.     Quart.  J.  XXI.  376-384. 

Der  Aufsatz  erörtert  unter  Anlehnung  an  die  Gauss'sehe 
Abhandlung  über  conforme  Abbildung  einige  Fragen  betreffend 
die  praktische  Verwendung  der  Gauss'schen  (richtiger  Lambert'- 
schen)  conformen  Kegelprojection.  In  derselben  stellen  sich  be- 
kanntlich die  Meridiane  als  Strahlen  eines  StrahlenbQschels  dar, 
deren  Winkel  das  A  fache  (>l<  1)  der  entsprechenden  Meridian- 
winkel betragen;  die  Parallelkreise  bilden  sich  als  concentrische 
Kreise  um  das  Centrum  des  Strahlenbttschels  ab.     Die  lineare 


Ctpilel  4.     Daretelleods  Qeometrlö.  5|] 

VergröBserung  ist  längs  eines  und  deoeelben  Pftrallelkreiees  con- 
etaot  und  nimmt  vom  Pol  aus  stetig  ab,  bis  sie  ein  Minimum 
erreicbt  in  einem  gewissen  Parallelkreis,  tod  wo  aus  sie  wieder 
zanimmt.  Die  Lage  des  Minimunis-ParallelkreiseB  hängt  von  dem 
Werte  der  Conetanten  Ü.  ab.  l  wird  nun  (mit  verschiedenen 
Hodi&catioaen)  stets  so  gewäbtt,  dase  der  Minimums-Parallelkreie 
in  die  mittlere  Partie  der  Karte  fällt.  Verfasser,  dem  sowohl 
die  bezflgliche  Abhandlung  von  Lambert  („Beiträge"  III,  1772) 
als  die  späteren  einschlägigen  Arbeiten  (z.  B.  das  Petersburger 
Kartenwerk  von  1)^62)  unbekannt  geblieben  zu  sein  scheinen, 
nimmt  an,  X  werde  so  bestimmt,  dass  die  Vergrösserungen  in 
deu  beideo  äussersteu  Parallelkreisen  der  Karte  gleichen  Wert 
haben,  und  stellt  nun  die  Frage,  ob  es  möglich  ist,  dass  der 
Minimums- Parallel  kreis  genau  in  die  Mitte  zwischen  die  zwei 
änasersteo  Parallelkreise  1)  auf  dem  Erdsphäroid  selbst  —  2)  in 
der  Abbildung  fällt.  Beide  Fragen  sind,  wie  vorauszusehen,  zu 
vemeioen.  Doch  sind  in  einiger  Entfernung  vom  Pol  die  Ab- 
weichungen von  der  Mitte  niehl  bedeutend.  Hk. 


M.   Websky.     Ueber  Constiuctionen  flacher  Zuuenbugeu 
beim  Gebraacb  der  stereographischen  Kiigel-Prujectioii. 
Berl.  Ber.  33-38. 
Bei    stereographischen    Goustroctionen    werden    häufig    die 
Kreiabogen  zu  flach,  um  mit  dem  Zirkel  gezeichnet  werden  zu 
können.     Man   ist  dann  genötigt,   den  geforderten  Bogen   durch 
Verbinden  einer  genhgenden  Anzahl  von  Punkten,  die  nach  berech- 
neten Coordinaten  aufgetragen  werden,  herzustellen.  Die  hezUgliche 
rechnerische  Aufgabe  behandelt  Verfasser  fDr  folgende  drei  Fälle: 
1)  Grosskreis,  von  dem  ein  im  Tafelkreis  liegender  D 
and  ein  Punkt  gegeben  ist;    2)  Grosskreis,  von  dem 
diametral  liegende  Pnnkle  gegeben  sind;  3}  Eleinkreis, 
und  sphärischer  Halbmesser  gegeben  ist.     Alle  drei 
sind  bereits  von  Reusch  (s.  dessen  „Stereographische  1 
Leipzig  1881,    S.  6-8  und   12-IB)    in    einfacherer  Wt 
worden. 
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A.    LüGLi.     Sulla   projezione    stereografica,     Besso  Per.  I. 

144-149,  161-170. 

ElementÄrer  Beweis  für  die  wichtigeren  Eigenschaffen  der 
stereographischen  Projection.  La. 


J.  BoTTOiMLEY.     On  tlic  cquations  and  on  some  proper- 

ties    of  projected    solids.      Manchester  Phil.    Soc.  Proo.  XXIII. 
63-64. 

J.    BoTTOMLKY.     On    tlie   composition   of  piojections    in 

geometry    of    tWO    dimensions.       Maucbester  Phil    Soc.  Proc. 
XXIV.  31-32. 

J.  BOTTOMLEY.      On    the  projectrices   of  a  circle.     Manchester 
Phil.  Soc.  Proc.  XXV.  233-237. 

Anwendung  einer  neuen  Projectionsmethodc  auf  die  Geometrie 
der  Körper  und  Curven.  Durch  ein  Verfahren,  die  „Zusammen- 
Setzung  zweier  Projectionen^  genannt^  kann  man  aus  einem 
Körper  drei  andere  ableiten  mit  Axen,  die  zu  drei  Ebenen  senk- 
recht sind,  und  von  veränderlichem  Volumen,  indem  die  Aende- 
rung  eine  solche  ist,  dass  die  Summe  der  drei  Volumina  gleich 
dem  des  ursprunglichen  Körpers  ist.  Ebenso  können  in  der 
Geometrie  von  zwei  Dimensionen  aus  irgend  einem  von  geraden 
oder  krummen  Linien  begrenzten  Inhalte  zwei  solche  Inhalte 
abgeleitet  werden,  dass  ihre  Summe  constant  ist  Wenn  die 
ursprüngliche  Curve  ein  Kreis  ist,  so  ist  seine  abgeleitete  Curve, 
dies  ist  seine  „Projectrix'',  eine  Ellipse.  Gbs.  (Lp.) 


F.  Henrich.    Lehrbuch  der  Krystallberechnung.    Stoitg^rt 

Enke.  XV  u.  300  S. 

Das  Buch  setzt  die  Kenntnis  der  Krystallformen,  insbe- 
sondere der  Kaumann'schen  Bezeichnungen  voraus.  Es  werden 
zuerst  die  Grundgleichungen  nach  Naumann  aufgestellt;  hierauf 
folgt  ein  kurzer  Abriss  ttber  die  stereographische  Projection. 
Daran  schliesst  sich  die  praktische  Durchführung  der  Berechnang 
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der  Baaptfornien  der  secha  Krjetallsysteme  in  einer  groseen  An- 
uhl  von  Beispielen.  Am  Schluas  erfährt  die  Theorie  der  Zwil- 
fingsbüdang  eine  ausführliche  Behandlung.  In  der  Vorführung 
der  zahlreichen  Erläuterang:8hei8pJele  liegl  die  ausgesprochene 
Tendenz  des  Werkes.  Die  etereographische  Projection  wird 
haaptsächlich  als  VeranschaulichungBrnittel  bei  der  Berechnung 
Bpfaäriacher  Dreiecke  benutzt;  den  gtereographischen  sind 
parallelprojectivische  Bilder  beigefflg^.  Doch  kommt  das  eigent- 
liche Wesen  der  stereographlschen  Projection  nicht  zur  Gel- 
tung. Die  Aufgabe:  „Aus  den  Projectionen  zweier  grOssten 
Kreise  den  Winkel  zu  finden,  den  die  Ebenen  dieser  Kreise  in 
Wirklichkeit  mit  einander  machen",  wird  (S.  20)  durch  Con- 
stractioo  der  Pole  und  Bestimmung  des  Abstandes  derselben 
gelöst,  ohne  dass  das  Gesetz  der  ConformitSt  erwähnt  wDrde. 

Hk. 


H.  Gdntn6hami£.     On  a  new  byperbolograph.      Phil.  Mag. 
(]Sj  XXII.  138-13». 

Ein  Apparat  zur  Zeichnung  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
deren  Axeo  gegeben  sind.  Die  mathematische  Eigenschaft,  auf 
welche  die  Conatmction  des  Apparates  sich  grUndet,  ist  die  fol- 
gende (vom  Verfasser  als  neu  angesehene).  Von  einem  festen 
Punkte  0  wird  eine  Gerade  OP  gezogen,  die  eine  feste  Gerade 
AB  inP  triflft;  man  zieht  f^  senkrecht  gegen  AB.  UtOP  +  PQ 
eonstant,  so  ist  der  Ort  von  Q  eine  gleichseitige  Hyperbel.  (Die 
Linie  OPQ  wird  statt  eines  Fadens  aus  einem  feinen  Stahldrabte 
gebildet,  der  bei  O  nm  eine  Bolle  gewanden  ist  nnd  eine  roll- 

stindige  Windang  am    eine  Bolle  bei  P  macht,    die   a~-    *' 

bewegiieben  TLineal  PQ  befestigt  ist     Der  Draht  wii 
ein  Gewicht  oder  eine  Feder  gerade  gehalten.)        Gbs. 


F.  ScHiFFNEK.  Zar  G>n»tructiün  der  Ellipse  i 
nntznn^  von  KrSminnngs  kreisen.  Hoppe  akI 
331-332L 
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Zu  den  in  bekannter  Weise  mit  Benutzung  des  umgesehrie- 
benen  Rechtecks  construirten  KrQmmungsmittelpunkten  der  vier 
Scheitel  einer  Ellipse  werden  noch  fast  eben  so  einfach  vier 
weitere  Ellipsenpunkte  mit  den  zugehörigen  Krümmungskreisen 
ermittelt,  wodurch  der  Verlauf  der  Ellipse  hinreichend  genaa 
.  gegeben  ist.  Lg. 


RiVELLi.      I    giuochi    matematici    illustrati.      Napoii.  Tip. 

De  AngeÜB. 

La. 


Gapitel  5. 
Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Allgemeines. 
Th.  Reye.     Die  Geometrie  der  Lage.     Erste  Abteilung. 

3^  Auflage.     Leipzig.  Baamg&rtner.  XIV  n.  248  S. 

Wie  vor  20  Jahren  auf  den  Referenten,  so  übt  noch  heute 
die  Reye*8che  Geometrie  der  Lage  auf  Hunderte  von  jungen 
Studirenden  durch  die  Reinheit  der  Methode  einen  unwider- 
stehlichen Zauber  aus.  Darum  ist  das  Erscheinen  der  hier  vor- 
liegenden dritten  Auflage  der  ersten  Abteilung  mit  Freuden  zu 
begrüssen.  Sie  übertrifft  die  erste  Auflage  um  zwei  Drittel  ihrer 
Bogenzahl.  Die  bedeutendste  schon  in  der  zweiten  Auflage  vor- 
genommene Aenderung  besteht  in  der  Hinzufügung  einer  Samm- 
lung von  223  Aufgaben  und  Lehrsätzen.  Die  letzten  vier  Ab- 
schnitte dieser  Sammlung  enthalten  neue  Untersuchungen,  näm- 
lich über  Polvierecke  und  Polvierseite,  sowie  über  lineare  Systeme 
und  Gewebe  von  Kegelschnitten.  Die  wichtigen  Theorien  der 
Büschel,  Scharen,  Netze  und  Scharscbaren  von  Kegelschnitten 
sind  durch  den  Satz  von  Herrn  Stephen  Smith,  der  synthetisch 
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bewieBea  iot,  merkwBrdig  einfach  und  übersichtlich  gestaltet. 
Der  von  Staudt'sche  Beweis  des  FundameDtaleatzeB  der  reinen 
Lage-Geometrie  ist  unter  Benutzung  der  Polemik,  die  eich  vor 
mehreren  Jahren  darüber  entsponnen  hatte  (Klein  und  Darboax, 
Math.  Ann,  Bd.  17),  durch  einen  einwandfreien  Beweis  ersetzt. 
Die  Holzschnitte  sind  jetzt  neben  oder  zwischen  den  Text  ge- 
setzt, was  den  Gebrauch  des  inhaltreicbcD  Bncbes  viel  bequemer 
macht.  Seht. 


Em.  Wetb.       Die   Elemente   der  projectiven    Geometrie. 
II.  Heft.      Wien.  BrBDmüller  1887.  1-238. 

Dieses  zweite  Heft  der  von  Emil  Weyr  Terfassten  projec- 
tireo  Geometrie  enthält  die  synthetische  Geometrie  der  Kegel- 
scbnitte.     (Heft  I  s.  F.  d.  M.  SV.  1883.  518.) 

Nach   einer  Einleitung   Über  Gurren  und  Flächen   im  all- 
gemeinen   und    deren    grundlegende    Eigenschaften    werden    in 
des  ersten  TierCapiteln  die  Curven  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
im  Zusammenbang    mit   dem  ein-  oder  urabescbri ebenen  Sechs- 
Eck  oder  Sechs  -  Seit    behandelt.     Dann  folgen  die  Polareigen- 
sehaften,  darauf  die  Theorie  der  projectiven  Punkt-  und  Tan- 
gentensjsteme  und  Involutionen.     Die  Theorie  der  gemeinschafl- 
liehen  Elemente  zweier   Eegelscbnitte   und   im    Zusammenhang 
damit  die  Theorie  der  BOschel  und  Reihen  von  Kegelschnitten 
werden  dann  soweit  behandelt,  als  diese  Theorien  mit  dem  Satz 
von  Desargues   in  Verbindung  stelifi"      nio   Tnf>triei>h(>ii  VA^p.n- 
echaflen  werden  in  den  letzten  Ca 
der  Durchmesser  und  Azen,   sowie 
Alle  diese  Capitel    sind    in    grOsst 
sodass  alle  Eigenschaften  berQcksic 
ans  den  Haupttheorien    syntbetiscti 
z.  B.  im  letzten  Capitel  die  einem  Di 
schnitte  den  Verfasser  auch  zu  den 
»eben  Kreises. 
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C.  Cranz.  Synthetisch  geometrische  Theorie  der  Krümmung- 
von  Curven  nnd  Flächen  2.  O.     Stuttgart.   J.  B.  Met«ler. 

VIII  +  90  S.  80. 

Referat  in  Abschnitt  VIII,  Cap.  4,  S.  507. 


A.  Sannia.     Lezioni  di  geometria  projettiva  dettate  nella 

R.   Universitk  di   Napoli.      NapoU.  B.  Pellerano. 

Von   diesem  Buche  sind  die   ersten   neun   Lieferungen  er- 
schienen.   Den  Bericht  verschieben  wir,  bis  es  vollständig  ist 

La. 


G.  F.  MoNTEVBRDE.      Elementi   di  geometria   proiettiva. 

Un  yolame  con  atlante.    Qenova.  Laigi  Boef;   Parigi.  Ganthier- Villars. 

Bericht  in  Darb.  Bull.  (2)  XL  186.  La. 


F.  ASCHIBRI.      Geometria   projettiva.      Milane.   Manuale  Hoepli. 

u. 

H.   Kaiser.     Einführung  in  die  neuere  analytische  und 

synthetische   Geometrie.      Wiesbaden.  Bergmann.  Vin  n.  190  S. 


F.  Amodbo.  Sulla  storia  della  geometria.  Prelezione 
al  corso  libero  di  geometria  projettiva,  letta  il  24.  no- 
vembre  1885  nella  R.  Universitk  di  Napoli.    Napoli.  Tip. 

delP  Acc.  R.  delle  Scienze. 

La. 


Th.  Reyb.      Rede    über    die  synthetische  Geometrie  im 
Alterthnm  und  in  der  Neuzeit,    straeeburg.  48  s.  8<>. 
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V.    Martinbtti.      Sopra    alcane    coD6garazioni    piane. 

Brioschi  Aoo.  (2)  XIY.   161-192. 

Nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Kantor  bezeichnet  man  mit 

Cfz.  (g,  p)^  eine  Figur  ans  fi  Punkten  und  p  Geraden,  wenn  jede 
der  letzteren  q  der  ersteren  Punkte  enthält,  jeder  der  Punkte 
aber  p  Gerade  aussendet  Es  ist  demnach  fi :  y  =  9 :  p.  Wird* 
^  =  v,  80  bezeichnet  man  nach  Herrn  Beye's  Vorgange  die 
Configuration  mit  dem  Symbole  fip.  Das  Yon  Herrn  Reye  auf- 
geworfene Problem,  alle  Configurationen  mit  gegebeoen  Indices  auf- 
lustellen,  ist  bisher  nur  in  sehr  specielien  Fällen  von  Herrn  Kantor 
gelöst  worden.  Besondere  Klassen  von  Configurationen,  über  die 
specielle  Voraussetzungen  gemacht  werden,  sind  von  den  Herren 
Veronese,  Reye,  Victor,  Jung  u.  a.  untersucht  worden.  Auch  der 
Verfasser  legt  eine  besondere  Voraussetzuog  über  die  Natur  seiner 
Coofiguration  zu  Grunde.  Bekanntlich  bezeichnet  man  als  conjugirt 
in  einer  (Konfiguration  zwei  Punkte,  die  auf  einer  Geraden  derselben 
Wegen,  zwei  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  derselben  gehen, 
seUiessIich  einen  Punkt  und  eine  Gerade,  wenn  diese  einen  zu 
jenem  conjugirten  Punkt  enthält  Nicht  conjugirte  Elemente 
werden  als  einander  fremd  bezeichnet;  die  einer  Geraden  fremden 
Punkte,  bez.  die  einem  Punkte  fremden  Geraden  bilden  den  Rest 
der  Geraden,  bez.  des  Punktes.  Der  Verfasser  untersucht  nun 
den  Spezialfall,  wo  Tripel  paarweise  conjugirter  Punkte  oder 
Geraden  nicht  vorkommen.  Dann  wird  der  Rest  einer  jeden 
Geraden  dieselbe  Zahl  von  h  Punkten,  der  Rest  jedes  Punktes 
dieselbe  Zahl  von  k  Geraden  enthalten,  und  es  ist  A:ilr  =  grp, 
wenn  nicht  beide  Zahlen  verschwinden.  Allgemein  gilt  der  fol- 
gende Satz:  Gehen  von  dem  Rest  des  Punktes  A  g  Gerade  durch 
By  so  gehen  eben  so  viele  Gerade  des  Restes  von  B  durch  A. 
Herr  Martinetti  untersucht  nun  die  Configurationen 

bei  denen  die  Restzahlen  h  und  k  verschwinden.  Solche  Con- 
figarationen  (3,  b)\j  und  15,  werden  von  den  27  Geraden  einer 
Fläche  dritter  Ordnung,  bez.  von  15  geeigneten  unter  ihnen 
aaegeschnitten.    Herr  Martinetti  zeigt,  dass  keine  anderen  Con- 
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figurationen  dieser  Art  sich  ergeben  können.  Eine  Hauptrolle 
spielen  die  Figuren  J^  welche  in  jeder  derartigen  Gonfiguration 
auftreten.  Dieselben  bestehen  aus  zwei  Temen  unter  einander 
fremder  Geraden,  die  sich  in  neun  Punkten  der  Gonfiguration 
durchsetzen.  Von  einer  solchen  Figur  können  zwei  nicht  conju- 
girte  Gerade  willkürlich  gewählt  werden.    Ihre  Zahl  ist  daher 

gleich  —  (2p  —  1)  (p  —  !)'•    ^^^  Figur  ä  umfasst  sechs  Temen  ein- 
o 

ander  fremder  Punkte,  die  durch  die  verschiedenen  Entwickelungs- 
glieder   einer   dreigliedrigen    Determinante    symbolisirt   werden 
können.    Der  Verfasser  unterscheidet  positive  und  negative  Temen 
je  nach  dem  Vorzeichen  des  zugehörigen  Determinantengliedes. 
Irgend  ein  nicht  in  J  vorkommender  Punkt  ist  nach  den  ge- 
machten Voraussetzungen  zu  allen  Punkten  einer  bestimmten  der 
sechs   Temen   conjugirt.     Er   heisst   positiv   oder    negativ    mit 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  dieser  Terne.    Jede  Gonfigurations- 
gerade,    die  von   einem  Punkte  von  ä  ausgeht,   enthält  einen 
positiven  und  einen  negativen  Punkt.    Es  giebt  daher  3(p  — 2) 
positive  und   eben  so  viele  negative  Punkte.     Eine  z/  fremde 
Gerade  enthält  ofi'enbar  drei   Punkte  mit  gleichem  Vorzeichen. 
Zwei  Temen  verschiedenen  Vorzeichens  von  z/  hätten  nämlich 
einen  Punkt  mit  einander  gemein,  der  mit  zwei  Punkten  der  J 
fremden  Geraden   ein  Tripel  conjugirter  Punkte  bilden  würde. 
Jeder  J  fremden  Geraden  kann  man  daher  ein  bestimmtes  Vor- 
zeichen beilegen;  da  sich  schneidende  Gerade  dasselbe  Vorzeichen 
haben,  so  giebt  es  eben  so  viele  positive  als  negative  Gerade. 
Da  2(p*— 5p+6)  die  Anzahl  der  den  Punkten  von  J  fremden 
Geraden   ist,  so  giebt  es,  sobald  p  >  3  ist,  notwendig  positive 
Gerade  unter  denselben.    Nun  gehen  von  den  Punkten  derselben 
3(p  — 4)  Gerade  aus,  die  weder  mit  ihr  selbst  zusammenfallen, 
noch    Punkte    von    J   enthalten.     Es    ergeben    sich    einerseits 
mindestens    6(p  — 4)  +  3,    andererseits   genau   3(p  — 2)  positive 
Punkte,  so  dass 

3(p-2)^6(p-4)  +  3 
sein  muss.    Dies  gilt  aber  nur,  wenn  p  =  5  ist.    Auch  für  p  =  4 
kommt  man  in  einen  Widerspruch.    Denn  eine  positive  Gerade 
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ergebt,  vrenn  ihre  drei  Punkte  mit  den  zugehörigen  positiven 
Teraeo  von  J  verbunden  werden,  9  negative  Punkte,  während 
ihre  wirkliche  Zahl  gleich  6  sein  mQBBte.  Sonach  bleiben,  wenn 
man  von  p  =  2  absieht,  our  die  Annahmen  p  =  3,  5  ttbrig. 

Der    Verfasser    geht   nun    znr   genauen    Untersuchung    der 
Configuration    (3,  b)\^,   über.      Die  l:!0  Figuren  J  liegen  in 
40  Temen   J,  -rf,,  J,   angeordnet,    von  denen   eine  jede  alle 
27  Punkte  umfasst.    J  ISsst  nämlich   18  Punkte  übrig,  von  denen 
neun  poeitiv  und  neun  negativ  sind.    Jeder  dieser  Punkte  aber 
sendet  zwei  Gerade  aus,  die  nicht  auf  J  sich  statten;  dieselben 
sind    entweder    beide  poeitiv,    oder    beide    negativ.     Demnach 
bilden  die  neun  positiven  Punkte  ein  System  .^, ,  die  nenn  nega- 
tiven ein  zweites  J^.    Ein  System  d  ist  dnrcb  drei  unter  sich 
fremde  Punkte  eindeutig  bestimmt;   zwei  verschiedene  Systeme 
haben  entweder  zwei  unter  sieb  fremde  Punkte    oder  nur  eine 
Gerade  oder  endlich  zwei  eonjugirte  Gerade  gemeinsam,  wenn 
sie  nicht  einander  fremd  sind.    Die  Figuren  J  entsprecheo  den 
Triederpaareo,    die  sich   in   neun  Geraden  einer   Fläche   dritter 
Ordnung  durchsetzen,    interessant  ist,  wie  die  den  Schlftfli'ecben 
Doppelsechsen  entsprechenden  Figuren  zu  Tage  treten,    /t^   ent- 
hält drei  Punkte,   zu  deren  jedem   die   Punkte   einer  beliebigen 
positiven  Teme  von  J  conjugirt  sind.    Diese  drei  Punkte  bilden 
die  zu  der  gegebenen  associirte  Terne.     Die  Figur  D  aus  zwei 
solchen  Temen   steht  der  Figur  J  daalistisch   gegenüber.     J^ 
enthält  zwei  andere  Temen,  die  mit  der  soeben  herausgehobenen 
gleiches  Vorzeichen  besitzen.    Jede  von  ihnen  bildet  mit  der  von 
^  ein  Sextupel   ui 
ciirten  Temen,  (vi 
zweites  Sextupel  d 
jeder  Punkt  des  e 
conjugirt  ist.    J  ui 
seits  können  sechs 
Temen  zerlegt  wer 
t'iguren. 

Nach  genauer 
allgemeinen  Figur 
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Bisextupels  ausschliesst,  weDdet  sich  der  Verfasser  zur  Construc- 
tion  der  betrachteten  Gebilde,  wobei  ein  willkürlich  gewählte 

/l    2     3\ 
System  J  l  i    8     12  I    den  Ausgangspunkt  bildet.    Wenn  es 

\5  9  13/ 
sich  zunächst  um  15,  handelt,  so  können  die  Punkte  6  und  7,  die 
noch  mit  1  auf  einer  Geraden  liegen,  beliebig  festgesetzt  werden. 
Die  Construction  ist  dann  vom  zweiten  Grade.  Natürlich  muss 
es  solche  Gonfigurationen  15,  geben,  deren  sämtliche  Punkte  auf 
einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen.  Lässt  man  6  und  7  auf 
irgend  eine  den  Punkten  der  Figur  J  umschriebene  Curve  dritter 
Ordnung  gelangen,  so  kann  man  auch  alle  übrigen  Punkte  der 
Configuration  auf  dieselbe  gelangen  lassen.  Liegen  nämlich 
die  vier  Punkte  6,  7,  10,  11,  die  zu  den  Geraden  1, 6, 7;  10,  2,  1 1 ; 

6,  10,  13;  7,  11,  12  der  Configuration  Veranlassung  geben,  auf 
einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  den  Punkten  der  Figur  J^  so 
liegen  die  nun  eindeutig  bestimmten  Punkte  14,  15  der  Configu- 
ration von  selbst  auf  derselben.  Es  giebt  aber  nicht  nur  drei 
Lagen  von  6,  wie  Herr  Martinetti  angiebt  (No.  21),  für  welche 

7,  10,  11  sich  in  der  bezeichneten  Art  anordnen  lassen,  sondern 
dies  ist  für  jede  Lage  von  6  in  einer  einzigen  Art  möglich. 

Aus  irgend  zwei  derartigen  auf  der  gewählten  Curve  liegenden 
Zusatzsystemen  von  J  kann,  man  ein  einziges  drittes  dergestalt 
linear  ableiten,  dass  man  eine  Configuration  (3, 5)  2^,  die  auf 
der  Curve  liegt,  vor  sich  hat.  Das  System  J  bestimmt  also 
nicht  eine  einzige  auf  der  Curve  liegende  Configuration,  wie 
Herr  Martinetti  behauptet,  sondern  liegt  in  einer  zweifach  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  solcher  Gonfigurationen. 

Der  Verfasser  wendet  sich  nunmehr  zu  den  Gonfigurationen 
(I5+^)ti  ^^^  seiner  Hauptvoraussetzung  entsprechen.  £ine  Gfz.  16, 
existirt  nicht.  Die  Betrachtung  der  Gonfigurationen  17,  geht  von 
dem  Umstände  aus,  dass  wenigstens  ein  Punkt  einen  Rest  aus 
zwei  conjugirten  Geraden  besitzt.  Mit  Hülfe  dieses  Umstandes 
kann  gezeigt  werden,  dass  nur  eine  Gfz.  17,  existirt;  die  Punkte 
derselben  liegen  indessen  nicht  symmetrisch  angeordnet.  Eis 
giebt  vier  Gonfigurationen  18,.    Hierbei   kann  man   davon  aus- 
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gehen,   dass  f&r  wenigsteos  einen  Punkt  der  Configuration  zwei 
Gerade  des  Bestes  zu  den  beiden  anderen  conjugirt  sein  müssen. 

E.  K. 


H.  Schröter,  üeber  das  Fünfflach  und  Sechsflach  und 
die  damit  zusammenhängende  Kummer'sche  Configu- 
ration.     Krooecker  J.  C.  231-257. 

Herr  Reye  hatte  im  LXXXVI.  Bande  des  Journ.  f.  Math. 
S.  209  eine  direete  synthetische  BegrfinduDg  der  Gonstruetion 
gegeben,  welche  von  sechs  beliebigen  Punkten  des  Raumes  aus 
zu  der  merkwürdigen  Kummer'schen  Configuration  der  16  Knoten- 
punkte und  16  singulären  Ebenen  einer  Kummer'schen  Fläche 
vierten  Grades  ftihrt.  Im  Gegensatz  zu  der  eleganten  und  kurzen, 
aber  doch  die  Eigenschaften  eines  Nullsystems  voraussetzenden 
Reye'schen  Begründung,  giebt  Herr  Schröter  hier  eine  Herleitung, 
^reiche,  wie  es  bei  dem  elementaren  Charakter  der  Construction 
wftnschenswert  ist,  nur  die  elementar-stereometrischen  HQlfsmittel 
benutzt.  Zugleich  lässt  diese  Herleitung  die  vollständige  räum- 
liche Configuration  in  fertiger  Form  hervortreten,  zeigt  ihren  in 
sich  dualen  Charakter  und  führt  endlich  auf  einige  Eigenschaften 
des  Fünfflachs  und  Sechsflacbs,  die  wohl  in  dieser  Form  noch 
nicht  ausgesprochen  waren.  Die  16  Punkte  und  16  Ebenen  er- 
geben sich  bei  Reye  in  folgender  Weise.  Wenn  man  aus  fünf 
beliebigen  Ebenen  a,  /?,  y^  d,  e  des  Raums  die  beiden  räumlichen 
Fünfecke 

(/Jyd),     (<j£a),    (a/?y),     (yd«),     (««/?); 

(öy«),     {yBß\     {eßdl    (ßda),    (day) 

bildet,  und  die  Ecken  und  Seiten  derselben  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  sich  entsprechen  lässt,  so  wird  jede  sechste  Ebene 
7  von  den  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Fünfecke  in  Punkte- 
paaren getroffen,  deren  fünf  Verbindungslinien  sämtlich  durch 
einen  und  denselben  Punkt  f  gehen.  Wenn  man  diesen  Satz, 
in  dem  (p  bevorzugt  erscheint,  so  ausspricht,  dass  o,  /?,  y,  9,  e 
bevorzugt  werden,  so  gesellen  sich  dem  Punkte  f  noch  weitere 
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f&Df  Punkte  a,  b,  c,  b,  e  zu.  Diese  sechs  Punkte  geben  nun  im 
Verein  mit  den  zehn  Ecken  der  erwähnten  beiden  Fünfecke  die 
16  Punkte  der  Kummer'schen  Configuration.  Die  16  Ebenen 
derselben  setzen  sich  aus  den  sechs  Ebenen  a,  /?,  y^  d,  «,  tf  und 
gewissen  zweimal  fünf  Verbindungsebenen  je  dreier  von  den 
zehn  Ecken  der  beiden  Fünfecke  zusammen.  Mit  den  Resultaten 
dieser  Abhandlung  stehen  die  Resultate  in  engem  Zusammenhang, 
auf  welche  etwa  gleichzeitig  Herr  F.  Klein  von  ganz  anderen 
Gesichtspunkten  ans  in  den  Math.  Ann.  XXVII.  106  o.  f. 
kommt.  Seht 


F.  Klein,    üeber  Configurationew,  welche  den  Kummer'- 
sehen  Flächen  zugleich  ein-  und  umgeschrieben  sind. 

Klein  Ado.  XXVII.  106-142. 

Referat  erfolgt  im  nächsten  Jahrgange.  Red. 


H.  StaigmOller.      Die    harmonische   Configuration. 

Dias.  TubiDgen.  IV  +  43  S.  8«. 


KöVARi.    üeber  ein  Deductionsprincip  der  synthetischen 
Geometrie.     HoffmaoD  zt  xvii.  I6I-I82. 

Der  Grundgedanke  der  Arbeit  ist  folgender:  Diejenigen 
planimetrischen  Relationen,  welche  eine  Gleichheit  zweier,  aus 
Strecken  oder  Sinussen  gebildeten  Producte  aussprechen,  sind  (im 
allgemeinen)  das  Resultat  der  Anwendung  des  Sinussatzes  auf 
Dreiecksketten,  wo  unter  „Dreieckskette"  ein  System  von  Drei- 
ecken zu  verstehen  ist,  deren  jedes  wenigstens  mit  einem  andern 
(sei  es  an  einer  Seite  oder  einem  Winkel)  zusammenhängt.  Das 
Verfahren  wird  erläutert  an  dem  verallgemeinerten  Satz  des 
Menelaos,  an  dem  Fundamen talsatz  vom  Vierstrahl,  der  von 
einer  Transversalen  in  einer  projecti vischen  Punktreihe  geschnitten 


Capitel  5.    Neoere  tyothetische  Geometrie.  523 

wird,  an  dem  von  Möbius  herrflhrenden  Theorem:  „DasProduet 
aus  den  Doppekchnittoyerhältnissen,  nach  denen  alle  Seiten  eines 
ebenen  Vielecks  von  zwei  Geraden  geschnitten  werden,  ist  der 
positiven  Einheit  gleich^,  u.  a.  Lg. 


C.  Sbgrb.    Note  sur  les  homograpbies  binaires  et  leurs 

faisceanx.      Kroneeker  J    C.  317-330. 

Das  Ziel  dieser  Note  ist  die  Aafstellnng  einer  Reihe  von 
Sätzen  über  die  Homographien  zwischen  den  Elementen  eines 
geometrischen  Gmndgebildes  erster  Stufe  mit  Hülfe  von  Schlüssen, 
welche  der  reinen  Geometrie  der  Lage  angehören.  Dies  genügt 
zam  Hinweise  auf  den  Zusammenhang  zwischen  dieser  Arbeit 
und  der  des  Herrn  H.  Wiener:  „Rein  geometrische  Theorie  der 
Darstellung  binärer  Formen  durch  Punktgruppen  auf  der  Geraden*'. 
Obgleich  der  Verfasser  die  Betrachtung  der  imaginären  Elemente 
durchaus  ausschliesst,  so  besitzt  seine  Abhandlung  doch  Be- 
rührungspunkte (sogar  gemeinschaftliche  Teile)  mit  seiner  anderen : 
»Le  coppie  di  elementi  imaginari  nella  geometria  projettiva 
sintetica^;  der  Grund  davon  liegt  darin,  dass  die  von  ihm  zur 
Darstellung  der  Theorie  der  imaginären  Elementenpaare  vorge- 
schlagene Methode  gerade  in  der  Erforschung  der  binären  Homo- 
graphien ihre  Grundlage  hat.  Ferner  hat  der  Verfasser  in  dem 
zu  besprechenden  Aufsatze  auch  die,  gewisse  wichtige  Aufgaben 
betreffenden  Constructionen  angegeben.  Ueberdies  hat  er  von  den 
Schlnss weisen  und  Symbolen  systematisch  Gebrauch  gemacht, 
welche  in  der  Theorie  der  Operationen  angewandt  werden  (deren 
Nutzen  schon  von  Herrn  Stephanos  bewiesen  war  in  der  Ab- 
handlung: „Sur  la  repr^sentation  des  homograpbies  binaires  par 
les  points  de  Tespace^  Klein  Ann.  XXIL  299-368,  F.  d.  M. 
XV.  1&83.  91  ff.)-  Wenn  z.  B.  die  Homographien  mit  den  Buch- 
staben P,  0,  /}, . . .  bezeichnet  werden,  so  ist  die  PQ  die  Homo- 
graphie  (das  Product  von  PQ),  welche  man  durch  Anwendung 
von  Q  nach  P  erhält,  P-^  ist  die  zu  P  inverse  Homographie,  u.  s.  w. 

Hiemach  wollen  wir  nun  eine  kurze  Uebersicht  über  den 
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Inhalt  des  Segre 'sehen  A^ufsatzes  geben.  Zwei  binäre  Homo- 
graphien,  welche  wie  alle  in  Bede  stehenden  demselben  Grand- 
gebilde  angehören,  heissen  harmonisch,  wenn  die  beiden  Prodaote 
P^^Q  und  Q'^P  einander  gleich  sind.  Die  so  entstehende  Homo- 
graphie  ist  eine  Involution;  mithin  kann  man  behaupten,  dass,  wenn 
zwei  Involutionen  harmonisch  sind,  jede  das  Product  der  anderen 
mit  einer  Involution  ist.  Sind  P  und  Q  harmonisch,  so  sind  es  ihre 
inversen  P~*  und  Q"^  ebenfalls,  und  dasselbe  gilt  fftr  die  Pro- 
ducte  PA,  wie  auch  A  beschaffen  ist.  Nur  eine  einzige  Homo- 
graphie  giebt  es,  welche  zu  einer  gegebenen  Homographie  har- 
monisch ist  und  zwei  gegebene  Elementenpaare  enthält,  oder 
welche  zu  zwei  gegebenen  Homographien  harmonisch  ist  und  ein 
gegebenes  Elementenpaar  enthält;  ihre  Construction  wird  in  No.  3 
gelehrt.  Im  allgemeinen  giebt  es  eine  einzige  Involution,  welche 
zu  zwei  gegebenen  Involutionen  harmonisch  ist. 

Es  giebt  oo '  Involutionen,  durch  welche  die  Transformation 
einer  gegebenen  Homographie  in  ihre  inverse  möglich  ist;  alle 
sind  zur  gegebenen  Homographie  harmonisch;  jede  von  ihnen 
ist  durch  ein  Elementenpaar  bestimmt.  Dagegen  giebt  es  eine 
einzige  Involution  /  (die  Doppelinvolution  der  Homographie), 
welche  eine  gegebene  Homographie  P  in  sich  selbst  transformirt 
Das  entsprechende  Element  eines  Elementes  a  in  der  Involution 
/  ist  zu  a  zugeordnet  harmonisch  in  Bezug  auf  die  dem  a  in  P 
und  in  P~^  entsprechenden  Elemente.  Die  Doppelelemente  von 
P,  falls  solche  vorhanden  sind,  bilden  auch  die  Doppelelemente 
von  /.  Die  Doppelinvolution  /  einer  Homographie  P  ist  von 
hervorragender  Bedeutung,  wie  dies  die  folgenden  Sätze  zeigen: 
Die  zu  P  harmonischen  Involutionen  sind  es  auch  zu  /;  eine 
Homographie  wird  durch  ihre  Doppelinvolution  und  durch  ein 
Paar  entsprechender  Elemente  bestimmt;  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Homographien  ver- 
tauschbar sind,  besteht  darin,  dass  sie  dieselbe  Doppelinvolution 
besitzen;  u.  s.  w. 

Wenn  zwei  beliebige  Homographien  gegeben  sind,  so  giebt 
es  im  allgemeinen  ein  einziges  Paar  von  Involutionen,  welche 
einander  in  Bezug  auf  alle  beide  entsprechen,  dagegen  oo\  wenn 
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jene  ersteren  harmonisch  sind.  Umgekehrt  giebt  es  oo'  Homo- 
grapbien,  bezOglich  deren  zwei  gegebene  Involutionen  /,  F  ein- 
ander entsprechen;  diese  Homographien  bilden  zwei  zu  einander 
„barmonisehe  Büschel".  Zwei  Homographien  aas  demselben 
B&sehel  ergeben  als  Prodnct  der  einen  mit  der  inversen  der 
anderen  eine  Homographie,  welche  /  als  Doppelinvolution  besitzt; 
zwei  Homographien  dagegen,  welche  verschiedenen  Büscheln 
angeboren,  ergeben  als  Prodnct  der  einen  mit  der  inversen  der 
anderen  eine  zu  /  harmonische  Homographie. 

Zwei  Homographien  bestimmen  einen  Büschel.  Wenn  zwei 
Homographien  zu  einer  dritten  harmonisch  sind,  so  sind  es  alle 
Homographien  des  von  ihnen  bestimmten  Büschels  ebenfalls. 
Zwischen  den  Homographien  eines  Büschels  besteht  immer  eine 
Involotion.  Alle  Homographien,  welche  zwei  Homographien  (die 
nicht  Involutionen  sind)  unter  einander  zum  Austausche  bringen, 
bilden  einen  Büschel;  n.  s.  w. 

Es  giebt  eine  einzige  Homographie,  welche  zu  drei  gegebenen 
Homographien  harmonisch  ist;  die  Construction  derselben  wird 
in  No.  15  gelehrt. 

Bildet  man  die  Homographien  auf  den  Punkten  eines  Kegel- 
schnittes ab,  so  gelangt  man  zu  neuen  einfachen  Beweisen  der 
Theoreme  über  das  Hexagrammum  mysticum,  worüber  am  Ende 
der  Note  einiges  gesagt  wird.  (Man  vergleiche  auch  No.  18 
der  schon  citirten  Arbeit:   Le  coppie  di  elementi  etc.). 

La,  (Lp.) 


G.   Lb  Päigb.      Sur    les    homographies    dans    le    plan. 

Belg.  Ball.  (3)  XII.  422-439. 

Untersuchung  der  Verwandtschaften  höherer  Ordnung  ver- 
mittelst der  Theorie  der  algebraischen  Formen  in  Liniencoor- 
dinaten.  Mn.  (Lp.) 


ß.  W.  Genese.     On  a  geometrical  transformation. 

Brit  Abs.  Rep.  538-540. 
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Zwei  entsprecheDde  Punkte  P,  P'  werden  wie  folgt  bestimmt: 
Es  seien  S,  0  zwei  feste  Punkte,  XLY  eine  zu  SO  senkrechte 
Ebene.  Die  Verbindungslinie  eines  beliebigen  Punktes  P  des 
Raumes  mit  0  treffe  diese  Ebene  in  X;  dann  trifft  eine  Parallele 
XP'  zu  SO  die  Linie  SP  in  einem  Punkte  P\  der  dem  P  ent- 
spricht Liegt  P  auf  einer  Oberfläche,  so  liegt  P'  auf  einer 
anderen  von  demselben  Grade.  Ist  SO  =  OL,  so  wird  der 
Charakter  der  Verwandtschaft  involutorisch.  Gbs.  (Lp.) 


C.  Le  Faige.     Sur  le  nombre  des  groupes  commnns  ä 
des    involutions  supdrieures  marqndes   sur   un   m^rne 

Support.      Belg.  Bull.  (3)  XI.  121-127. 

Die  Anzahl  F(m^  /r,  m\  V)  der  Gruppen  von  fc+f  Punkten, 
welche  zwei  Involutionen  /(m,  &),  I(fn\  V)  gemeinsam  haben, 
beträgt 

m-le       ^m'-f  • 

Der  Verfasser  giebt  den  Beweis  für  den  Fall  ft  =  2;  danach 
bemerkt  er,  dass  die  allgemeine  Formel  aus  der  Becursions- 
formel  sich  herleiten  lässt: 

_j.  (jn—V--k^\)F(m,  Ä,  m'-l,  k'— I). 

Die  gefundene  Formel  gestattet  die  Aufstellung  zahlreicher  geo- 
metrischer Beziehungen,  wofür  Herr  Le  Paige  einige  Beispiele 
giebt.  Mn.  (Lp.) 


G.  Castelnuovo.     Studio  deir  involuzione  generale  sulle 
curve    razionali     mediante    la    loro    curva    normale. 

Veo.  Ist.  Atti.  (6)  IV.  1167-1200. 

Die  zahlreichen  schonen  Eigenschaften,  dieHerrEm.  Weyr  u.  a. 

an  den  von  ersterem  eingeführten  Involutionen  J?  n*"  Ordnung  und 
k^^  Stufe  aufgefunden  haben,  lassen  sich  aus  gewissen  einfachen 
Eigenschaften  des  allgemeinen  Raumes  ableiten,  wenn  man  ihre 
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eiozelnen  Gruppen  als  Schoitte  der  A_-i  eines  Bandele  A'"  Stufe 
mit  einer  Normalcurve  O  betrachtet,  (anstatt  als  Schnitte  der 
Carven  bezw.  Flächen  eines  Netzes,  mit  ebenen,  bezw.  räum- 
lieheo   rationalen  Curven). 

Demnach  hat  der  Verfasser  zunächst  einige  Haupteigen- 
schaften  der  Normalcurre  C"  zu  erweisen.  Ein  „ecbneidender 
Eaum  Ä«"  enthält  m  +  1  Punkte  der  C".  Die  Gesamtheit 
derselben    bildet    eine    Fläche    (2m  -\- 1)*"    Dimension,    wenn 

«  <  -  "T  ist.  Da  ein  aschneidender  Raum"  Rn-m-i  genau 
(  .  )  schneidende  Räume  Am,  aber  keine  weiteren  Punkte 
der  Fläche  enthält,  so  ist  dieselbe  von  der  (  j  Ordnung. 
Durch  (  +  1  Punkte  von  C"  gehen  (  )  schneidende  Räume 

(»+'»)'"'  Dimension,  welche  einen  Saum  B„_s„_i  treffen  (™<-^)* 

flie  osculirendeti  Räume  Äj  von  C"  bilden  eine  Fläche  Ct+l)"' 
Dimension  und  (i+l^Cn—t)"' Ordnung,  was  durch  einen  Schlnss 
ton  (fi —  1)  auf  B  sich  erläotern  lässt  (»<n—  1).  Durch  jeden 
Punkt  gehen  femer,  da  C"  sich  selbst  dualistisch  gegenübersteht, 
n  osculirende  Räume  (n — l)"'  Dimension.  * 

Die  Punkte  einer  C"  und  die  zugehörigen  Schmiegungsräume 
(n— 1)*"  Dimension  entsprechen  einander  in  einer  einzigen  un- 
zweideutig bestimmten  reciproken  Beziehung  des  Raumes  A,  in 
sich.     Es  stellt  sich  heraus,  dass  die  Beziehung  zwischen  zwei 
derartigen  besonderen  Gebilden,  al 
zwei  homologen,    eine  weehselseiti 
einem  eigentlichen  Polarsystem  im 
mit  einem  Nullsystem,  im  Falle  n 
muBs  also  der  Schnittpunkt  von  ii 
dem    Verbindungsraum    ihrer    Seh 
der  constituirten  Beziehung   entspi 
bekannten  Eigenschaft  der  Ranmcur 
analog  ist.    Die  Möglichkeit,  diese 
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fi  — 1  auf  n  zu  erweisen,  beruht  auf  dem  Fundamentaltheorem, 
nach  dem  die  Tangenten  reihe  von  C'  auf  jedem  oscnlireDden  Rn^t 
eine  auf  C*  projeetivisch  bezogene  O"^  bestimmt. 

Diese  Theoreme  werden  nun  im  §  2  auf  Involutionen  ange- 
wendet. Offenbar  kann  Jk  durch  Är-f  t  vollständige  Gruppen, 
aber  auch  durch  k  vollständige  und  n — h  unvollständige  zu  je 
k+ 1  Elementen  bestimmt  werden.  Im  letzteren  Fall  wird  näm- 
lich der  Raum  Rn-k^  in  welchem  die  Träger  der  vollständigen 
Gruppen  sich  treffen,  von  jedem  Baum  Rk  getroffen,  der  eine 
der  unvollständigen  Gruppen  enthält.  Diese  n—k  Punkte  be- 
stimmen den  „Centralraum^  Rn^-i  der  gesuchten  Involution 
(mit  dem  jede  Gruppe  der  Involution  in  einem  Räume  (n — l)^*" 
Dimension  liegt). 

Da  Rn-i^i  von  (fc+l)(w— *)  osculirenden  Ä*  getroffen  wird, 

so  enthält  J^  im  allgemeinen  (k+\)(n^k)  (k+  l)-fache  Punkte, 
deren  jeder  in  einer  Gruppe  (k+  l)-fach  auftritt  Enthält  eine 
Gruppe  übrigens  einen  /-fachen  Punkt,  so  vertritt  er  / — k  (Ä+l)- 
fache  Punkte.    Von  den  nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  Weyr 

neutralen  Gruppen   zu  k  Punkten  enthalten  -^ -j     

irgend  k—2  gegebene  Elemente,  denn  diese  Anzahl  „schneidender" 
Ä*,  die  /?«-t_i  treffen,  geht  von  den  k—2  gegebenen  Elementen 
aus.  Jeder  einzelne  von  ihtien  enthält  eine  Gruppe  von  k  Punk- 
ten,  die   in  unendlich  yielen  Gruppen  der  Involution  auftreten. 

,        '     j  neutralen 
k—r-\'2^ 

Gruppen  zu  r  Punkten   auf;  jede  dieser  Gruppen  bestimmt  mit 

fc— r-f-1  willkürlichen  Punkten  eine  Gruppe  der  Involution. 

Es  ist  evident,  dass  sich  zwei  gegebene  Involutionen  nur 
in  einer  dritten  Involution  durchsetzen  können,  wenn  sie  Ober- 
haupt gemeinsame  Gruppen  haben. 

Eine  Involution  JZ^i  besitzt  n  n- fache  Elemente  A^\  A^\ . . .  i4<">. 
Als  eine  einfache  Consequenz  der  Polareigenschaften  ist  folgen- 
des  hervorzuheben:   Bildet   man  eine  zweite  Involution,   deren 
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a-fache  Elemente  eine  Gruppe  von  J^-i  ausmachen,  so  enthält 
dieselbe  die  Gruppe  A<^\  A^^\  ...,  A^^K  Ferner  gehört,  wenn  n 
ungerade  ist,  diese  Gruppe  selbst  der  Involutiun  an. 

Sehr  interessante  Beziehung:en  ergeben  sich  zwischen  cen- 
Jugirten  Involutionen  Ji  and  JZ-k^u  deren  Gentralräume  nfimlich 
einander  conjugirt  sind.  Es  mOge  hier  nur  das  eine  hervor- 
gehobea  werden,  dass  die  (A4-I)-facben  Punkte  der  ersteren 
(n— &)-fache  Punkte  der  zweiten  Involution  sind. 

Das  Hanptinteresse  nimmt  der  dritte  Abschnitt  (§  3)  in  An- 
spruch, in  dem  nach  einer  frtlher  von  Kohn  entwickelten  Methode 
die  gemischte  Polargruppe  einer  Gruppe  A  von  fi  Punkten 
definirt  wird,   k  n-fache  Punkte  O*'),  0^\  ...,  0'i>  und  eine  Gruppe 

A  bestimmen  eine  Involution  A:"^  Stufe  (o„,  Aj,  die  genau 
n—k  (Jc^-l)-rache  Punkte  M„  besitzt.  Dieselben  bilden  die  ge- 
mischte Polare  jederGruppe  von  (o„,  il)hiii8ichtliehOf,'),OP),...,OW. 

Auf  der  anderen  Seite  bestimmen  a—k  gegebene  Punkte  unzwei- 
deutig die  Involution,  zu  deren  Gruppen  sie  als  gemischte  Polar- 
gnippe   von  0^'^  ...,  Oi*>  gehören.     Die  gemischte  Polargruppe 
TOD  einer  Gruppe  zu  m  >  A  Funkten   von  C*  erhält  man,  wenn 
man  0'  auf  irgend  eine  0™  projectivisch  bezieht.     Dass  wirklich 
die  FundamentaletgeDBchart  der   gemischten   Polare   erfUllt   ist, 
wird    durch    folgende    Betrachtung   gezeigt.      Die    osculirenden 
Räume  Oi-i,  O"!,,  ...,  Oi^i  begegnen  sich  in  einem  Rn-k,  &uf 
dem  die  OBCulirenden  Ä*  von  C"  eine  zu  ihr  projectivisehe  0*-* 
besUmmen,  während  ihre  Tan 
tivische  0-'  bestimmen.     Vo 
Träger  A,-,  von  A  auf  C"-' 
eine  der  ersten  Polargruppe  i 
der   betrachteten   gemischten 
P?',  fV\  ■■;  f^^^  den  Punkt 
von  den  beidea  io  A^-i  entha 
die  zweite  die  (k—iy  gemie 
P*-;\  Pi*>,  ...,  PW  dar;    also 
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gemischte  Polargruppe,  welche  hinsichtlich  0J^>,  0^\  ...,  Oi*>  zu 
der  ersten  Polargruppe  von  A  hinsichtlich  O^p  gehört.  Hieraus 
folgt  aber,  dass  man  die  gesuchte  gemischte  Polargruppe  erhält, 
wenn  man  erst  die  erste  Polargruppe  hinsichtlich  0^^^  nimmt, 
von  der  erhaltenen  Gruppe  die  erste  Polargruppe  hinsichtlich 
O^P  u.  8.  f.,  und  es  ist  klar,  dass  man  die  Reihenfolge  dieser 
Operationen  willkürlich  verändern  kann.  Selbstverständlich  kann 
man  nun  auch  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  wo  einzelne  der 
Punkte  0^i\  ...,  0S*>  zusammenfallen.  E.  K. 


6.  Castblnuovo.     Studii  sulla  teoria  della  involuzione 

nel   piano.      Ven.  ist.  Atti.  (6)  IV.  1559-1594. 

Man  lasse  einen  Strahl  um  0  rotiren  und  nehme  hinsicht- 
lich 0  die  Polargruppe  jeder  Schnittgruppe  mit  einer  vorliegenden 
O  (vergl.  das  vorhergehende  Referat).  Alle  diese  Gruppen  liegen 
auf  der  ersten  Polare  von  C"  hinsichtlich  0.  Dieselbe  hängt  in 
derselben  Art  von  unendlich  vielen  anderen  Curven  n**'  Ordnung 
ab.  In  jedem  Büschel,  der  neben  C**  eine  Gruppe  von  n  0  ent- 
haltenden Strahlen  als  Curve  enthält,  kommen  nur  solche  Curven 
C»  vor.  Die  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Gruppen,  welche 
diese  Curven  auf  Geraden  des  bezeichneten  Büschels  ausschnei- 
den, heisst  die  ebene  Involution  (0,  0)j ;  die  Curven  selbst 
heissen  Fundamentalcurven  derselben.  Die  allen  Curven  gemein- 
same erste  Polare  /f*'^  heisst  die  Directrix  der  Involution. 
Dass  man  es  mit  einer  Curve  (n— 1)^'  Ordnung  zu  thun  hat, 
ist  deswegen  klar,  weil  jede  Gerade  a  zusammen  mit  einer  Curve 
(fi— l)*«'  Ordnung  eine  Fundamentaleurve  ist  Nur  die  Schnitt- 
punkte beider  Gebilde  können  aber,  nach  der  von  dem  Verfasser 
gegebenen  Definition,  der  Directrix  angehören. 

Es  versteht  sich,  dass  zwei  Fundamentalcurven  in  n  Gruppen 
der  vorliegenden  Involution  sich  durchsetzen.  Berühren  sich 
also  zwei  Fundamentalcurven  in  A^  längs  einer  von  OA^  ver- 
schiedenen Tangente,  so  haben  sie  noch  n— 1  weitere  Berührungs- 
punkte mit  einander  gemein.  Enthalten  zwei  Curven  ^4,  doppelt, 
so  berühren  sich  dieselben    in  n — 2  Punkten  der  Geraden  OA,. 


mn^ 
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Eine  „FondamentalcorTe  von  der  Ordnong  mn*  triflfi  jede  Gerade 
des  Bflschels  0  in  ai  Gruppen  ihrer  InvolutioQ.  Non  gilt  der 
Lehrsatz,  dass  jede  Gruppe  einer  InTolution  wm^  Ordnung  erster 
Stufe  m  Gruppen  einer  Involution  n^^  Ordnung  enthält,  sobald 
dies  Ton  irgend  zwei  Gruppen  derselben  gilt  Hieraus  geht  her- 
vor, dass  der  Bflschel  aus  zwei  Fundamentalcunren  wm^  Ord- 
nung nur  FundamentaleurTen  enthält  Die  erste  Polare  einer 
FundamentaleuiTe  besteht  aus  der  Directrix  und  aus  einer  Fun- 
damentaleurve    (»1—1)11'"   Ordnung.      Die    Fundamentalcurven 

— ^— — —  +  Ij- fache  Mannigfal- 
tigkeit Irgend  eine  Curve  C^  wird  durch  eine  conjugirte  Curve 
OC«-i)  zu  einer  Fundamentalcurye  p»**'  Ordnung  ergänzt  Die 
conjugirte  Gurre  enthält  zu  jedem  Punkte  von  O  die  conjugirten, 
die  ihn  zu  einer  Gruppe  von  (0,  C"),  ergänzen.  Beide  Curven 
durchschneiden  sich  in  p(fi— 1)  Punkten  der  Directrix  und  dann 

in  -^^ — ^r^^ —  Punktepaaren,  von  deneu  jedes  in  einer  In- 

Folationsgruppe  vorkommt 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  von  Herrn  Cremona 
eingeführte,  von  Herrn  Kohn  (Wiener  Ber.  LXXXIX.  144-172, 
F.  d.  M.  XVL  1884.  545)  eingehend  studirte  Satellite  der 
Directrix  ^~*.  Die  conjugirte  Curve  von  J^^^  enthält  neben 
der  Directrix  selbst  eben  diese  Satellite  S("~'>("-^^.  Beide 
Carven  berühren  einander  in  den  Berührungspunkten  der  von  0 
ausgehenden  Tangenten  von  ^~^  jede  dieser  Geraden  enthält 
überdies  (n— 3)  Spitzen  der  Satellite,    die  mit  dem  Berührungs- 

u.     •       •        n  r  r^-     «k  •  (n- l)(it~2)(n-3) 

punkte  m  einer  Gruppe  liegen.    Die  übrigen  ^^ ^ 

Paare  von  Schnittpunkten  sind  Berührungspunkte  von  0  aus- 
gehender Doppeltangenten,  von  denen  jede  S  noch  in  it  — 4 
Doppelpunkten  schneidet.  Hieraus  kann  man,  weil  weitere  Dop- 
pelpunkte und  Spitzen  sich  nicht  finden,  Klassen-  und  Doppel- 
tangentenzahl finden. 

§  2  enthält  eine  Reihe  ähnlicher  Sätze  über  Involutionen 
(0,  C"),  zweiter  Stufe.   Ihre  Fundamentalcurven  n^^  Ordnung  haben 

34* 
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die  zweite  Polare  Ton  0,  die  Directrix  des  Systems,  mit  einander 
gemein;  die  auf  irgend  einem  Strahle  des  Büschels  0  liegenden  Grup- 
pen bilden  eine  Involution  J^  mit  dem  (it~l)-fachen  Elemente  O. 
Lehrsätze,  welche  die  allgemeine  Involution  (0,  0)r  betreffen 
und  Verallgemeinerungen  der  bewiesenen  sind,  werden  im  Nr.  18 
angegeben. 

Im  §  3  werden  zunächst  einige  allgemeine  Sätze  über  ge- 
mischte Polaren  in  neuer  Fassung  gegeben.  Als  „coojugirt''  wer- 
den nach  Battaglini's  Vorgang  n  Punkte  bezeichnet,  wenn  der 
letzte  in  der  gemischten  Polargeraden  der  übrigen  liegt  Als- 
dann bilden  die  Gruppen  conjugirter  Punkte,  welche  in  einer 
Geraden  liegen,  eine  Involution  Jl-x^  deren  n- fache  Punkte  O 
ausschneidet.  Bei  ungeradem  n  ist  der  letzte  der  n  Punkte  zu 
den  fi— l  ersten  conjugirt.  Durch  r  Punkte  der  Ebene  geht 
eine  einzige  gemischte  r^  Polare,  deren  r  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Alle  diese  Polaren,  die  zu  r  Punkten  der  Geraden 
gehören,  bilden  also  ein  lineares  System. 

Als  neutral  hinsichtlich  0  und  P  wird  eine  Curve  dann  be- 
zeichnet, wenn  die  zweite  gemischte  Polare  derselben  unbestimmt 
wird.  Eine  C  ist  hinsichtlich  je  zweier  conjugirten  Punkte  ihrer 
Hessiane  neutral.  Die  erste  Polare  hinsichtlich  P  muss  dann 
aus  n—  l  in  0  sich  kreuzenden  Geraden  bestehen  und  umgekehrt, 
die  erste  Polare  hinsichtlich  0  besteht  aus  it~l  Geraden,  die  in  P 
sich  kreuzen.  Hieraus  kann  aber  geschlossen  werden,  dass  die 
Curve  mit  unendlich  vielen  Paaren  von  Strahlengruppen  mit  den 
Centren  P  und  Q  zu  je  einem  Büschel  gehört,  der  Erzeugnis  pro- 
jectivischer  Involutionen  mit  den  n-fachen  Strahlen  PQ  ist  Die 
Schnittgruppe  mit  OP  gehört  zu  der  cyklischen  Involution  mit 
den  fi-fachen  Punkten  0  und  P.  Von  den  interessanten  Eigen- 
schaften, die  Herr  Castelnuovo  erweist,  möge  hervorgehoben  wer- 
den, dass  alle  gemischten  r^»  Polaren,  die  zu  Gruppen  von  OP 
gehören,  zu  einem  Büschel  gehören  und  hinsichtlich  0  und  P 
neutral  sind. 

Das  Netz  aus  irgend  einer  Curve  C"  und  den  hinsichtlich 
0  und  P  neutralen  C"  enthält  die  Curven,  welche  dieselbe  ge- 
mischte Polargruppe  hinsichtlich  0  und  P  haben.  E.  K. 
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Ed.  De  WULF.     Memoire  sur  une  transformation  göom^tri- 
que  g^n^rale  dont  un   cas  particulier  est  applicable 
a   la  cin^matique.     Add.  de  rfic.  Norm.  (3)  lii.  405-431. 
ßeferat  in  Abschnitt  X,  Cap.  2. 


A,  Pampüsch.      üeber  doppelinvolutorische  Systeme  im 

Kaume.      Pr.  Gymn.  St.  Stephan.  Strassbarg,  Dias.  Straasborg  1.  E. 
52  8.  4». 

Zwei  collineare  Räume  stehen  in  doppelinvolutorischer  Be- 
ziehung, wenn  eine  jede  Kette  von  Punkten  p,  q,  r,  f,  in  der 
je  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  einander  entsprechen, 
höchstens  vier  Elemente  enthält.  (Wegen  der  allgemeinen  Aufgabe 
der  eyklischen  Punktgruppe  vergl.  Herrn  Lüroth's  Abhandlung, 
Math.  Ann.  Bd.  XIIL,  F.  d.  M.  X.  1878.  378).  Der  Verfasser,  der 
sieh  auf  die  Betrachtung  reeller  collinearer  Beziehungen  be- 
schränkt, beschreibt  zunächst  vier  yerschieden  geartete  doppel- 
involutorische  Systeme  und  zeigt  sodann,  dass  es  anders  geartete 
nicht  geben  kann;   diese  Systeme  sind: 

1.  Im  geschart- doppelinvolutorischen  System  besteht  jede 
Gruppe  aus  vier  harmonischen  Punkten  einer  Geraden.  Alle  diese 
Geraden  sind  Leitstrahlen  eines  geschart-invol  uteri  sehen  Systems, 
und  es  entsteht  auf  jeder  einzelnen  ein  System  cyklisch-projec- 
tivischer  Punktgruppen. 

2.  Beim  planar- doppelinvolutorischen  System  enthält  eine 
Gerade  g  Paare  von  Punkten,  die  bei  der  collinearen  Beziehung 
sich  wechselseitig  entsprechen.  Jeder  Punkt  einer  anderen  Ge- 
raden h  ist  beiden  Räumen  entsprechend  gemein.  Von  jedem 
Quadrupel  a,  b,  c,  b  müssen  die  Gegengeraden  ac  und  bb  sich 
in  einem  Punkte  von  h  schneiden,  ausserdem  aber  auf  g  ein 
Paar  wechselseitig  entsprechender  Punkte  ausschneiden.  Die 
Anordnung  in  den  einzelnen  Ebenen  des  Büschels  g  ist  die 
bereits  von  Herrn  Schröter  behandelte. 

3.  Das  hyperbolisch -doppelinvolutorische  System  enthält 
zunächst  auf  einer  Geraden  h  eine  elliptische,  auf  einer  zweiten 
g  eine  hyperbolische  Involution.     Die  Ebenen,  welche  neben  h 
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den  einen  oder  anderen  Doppelpunkt  der  letzteren  Involution 
enthalten,  tragen  unendlich  viele,  aber  nicht  gerade  Quadrupel 
des  Systems.  Kein  anderes  Quadrupel  liegt  in  einer  Ebene. 
Während  die  beiden  Gegengeraden  ac,  bb  auf  g  und  h  Paare 
der  betreffenden  Involutionen  ausschneiden,  werden  ab  und  cb, 
sowie  ab  und  bc  durch  g  und  h  harmonisch  getrennt. 

4.  Das  elliptisch-doppelinvolutorische  System  enthält  eben- 
falls zwei  Doppelgerade  g  und  ä,  die  aber  Träger  cyklisch-pro- 
jectivischer  Punktgruppen  sind.  Die  Gegengeraden  ac  und  bb 
jedes  Quadrupels  trennen  g  und  h  harmonisch.  Diejenigen  Ge- 
raden, welche,  von  a,  b,  c,  b  ausgehend,  g  und  h  treffen,  gehören 
zu  einer  Regelschar  und  schneiden  natürlich  zwei  der  auf  g 
und  h  liegenden  Gruppen  aus. 

Im  dritten  Abschnitt  (C)  werden  die  doppelinvolutorischen 
Oberflächen  zweiter  und  die  Kaumcurven  vierter  Ordnung ,  die 
also  den  beiden  coUinearen  Bäumen  gemeinsam  sind,  näher 
untersuch t.  E.  K. 

G.  A.  BoRDiGA.     Corrispoiidenza  di   polaritk  negli  spazi 

superiori.      VeD.  ist.  Atti.  C6)  III.  2097-2105. 

Bei  der  reciproken  Beziehung  werden  den  Punkten,  Geraden, 
Ebenen,  ...  eines  Raumes  Ä«  Räume  (w— 1)^',  («— 2)'"',  (»—3)^, 
. . .  Dimension  eines  zweiten  Raumes  R^^  zugeordnet.  Den  Ge- 
bilden, welche  in  einem  Teilraume  fi*"  von  fi"  sich  vorfinden, 
entsprechen  Gebilde,  die  den  homologen  Raum  Ä!;"*""^  enthalten, 
und  umgekehrt. 

Liegen  ü"  und  R^  in  einander,  so  entspricht  jedem  Teilraum 
/J"»  oder  S^,  je  nachdem  er  zu  fi"  oder  Ä»  gerechnet  wird,  der 
eine  oder  andere  Raum  Ä^"^"^  bez.  S''-"*-^  Es  gilt  nun  der 
Satz,  dass  der  gegebene  Raum  entweder  zu  seinen  beiden  ent- 
sprechenden oder  zu  keinem  von  beiden  incident  ist. 

In  jedem  Teilraum  Ä"»  oder  S^  entsteht  eine  besondere 
reciproke  Beziehung  (No.  3),  wofern  die  homologen  Räume 
ßn-m-i  yn^  gn-m-i  /jm  j^j^j^j  enthalten.    Alsdann  kann  nämlich 

jedem  Punkte  von  Ä"*  der  Schnitt  seines  in  R^  homologen 
(fi— l)-dimen8ionalen  Raumes  mit  R"*  zugeordnet  werden.    Natör- 
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lieh  entsteht  aach  in  jedem  gewöhnlichen  Raame  eine  reciproke 
Beziehung,  aber  keinesweges,  wie  der  Herr  Verfasser  meint,  ein 
Polarsjstem. 

Im  §  4  bezeichnet  der  Herr  Verfasser  als  von  der  zweiten 
Ordnung,  bez.  Klasse  die  beiden  dreidimensionalen  Ordnungs- 
gebilde, die  durch  reciproke  und  in  einander  liegende  Räume 
vierter  Dimension  bedingt  werden.  Das  erstere  Gebilde  wird 
nämlich  sicherlich  von  jedem  gewöhnlichen  Raum  in  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  getroffen,  da  diese  Eigenschaft,  wie  der  Herr 
Verfasser  zeigt,  den  Tangentialräumen  des  zweiten  Gebildes  zu- 
kommt Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Berechtigung  erweisen, 
die  Ordnungsgebilde  in  einander  liegender  reciproker  Räume 
n**'  Dimension  als  Gebilde  zweiter  Ordnung  und  Klasse  zu  kenn- 
zeichnen. 

Zwei  reciproke  in  einander  liegende  Räume  stehen  in  Invo- 
lution, das  heisst,  jedem  Räume  ß*"  entspricht  derselbe  Raum 
^— TO-i  in  ß«  und  Rn^  wenn  je  zwei  gegenüber  liegende  Stücke 
eines  „Pol-Polyedroides"  einander  zugewiesen  sind.  Ein  solches 
Polyedroid  wird  durch  irgend  n+ 1  nicht  in  einem  Ä*~^  liegende 
Paukte  a\,  ii],  i2*, ...,  i2*+i  bestimmt,  entsprechend  sind  irgend 
zwei  Räume  !»*•'  und  (n— m— l)*«'  Dimension,  welche  zusammen 
die  n-f  1  Punkte  enthalten.  Das  Pol -Polyedroid  ist  also  das 
g'enaue  Analogen  zum  ebenen  Tripel  und  räumlichen  Tetraeder 
conjugirter  Punkte.  Zwei  in  Involution  liegende  reciproke  Systeme 
können  zusammen  genommen  als  ein  Polarsystem  gedeutet  wer- 
den. Die  Ordnungsgebilde  derselben  gehören  einem  (n—  1)  -dimen- 
sionalen  Gebilde  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse,  der 
„Quadratica  direttrice"  an.  Durch  ein  Pol-Polyedroid  und  durch 
ein  weiteres  Paar  entsprechender  Gebilde  ist  das  Polarsystem 
völlig  bestimmt. 

Den  Schluss  bildet  der  folgende  Lehrsatz: 

Wählt  man  von  zwei  Pol  -  Polyedroiden  je  zwei  Punkte 
aus  und  verbindet  man  je  die  übrig  bleibenden  n  —  1  Punkte 
durch  zwei  Räume  (n— 1)^'^'  Dimension,  so  erhält  man  Bestim* 
roungsstücke    derselben    (if~1)-dimen8ionaIen    Quadratik,    eine 
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Verallgemeinerung  zweier  bekannten  Sätze  der  Ebene  und  den 
Raumes.  £.  K. 


M.Lerch.  Bestimmung  der  Anzahl  merkwürdiger  Gruppen 
einer    allgemeinen  Involution  n**^  Ordnung   &*"  Stufe« 

Prag.  Ber.  1885.  597-600. 

Im  Anschluss  an  die  Arbeit  von  Hrn.  Em.  Weyr  (Wiener  Ber. 
LXXIX,  F.  d.  M.  XL  1879.  598)  bestimmt  der  Verfasser  hier  für 
eine  allgemeine  Involution  ra'^'' Ordnung  fc^'Stufe  die  endliebe  Anzahl 
merkwürdiger  Gruppen  vom  Typus  (v,,  v„  ...,  v^),  welche  je  ein 
(Vi-f-l)-faches,  (v,4-l)-faches  u.  s.  w.  bis  (y^  +  iyf^Lches  Element 
besitzen,  wo  die  Bedingungen  v,  +  •'t  +  •  •  •  +  ^e  =  *  ^^^ 
ft  +  ^^n  erfüllt  sein  müssen.  Für  diese  endliche  Anzahl  ergiebt 
sich:  Q^in—k)^  .(\+v^)(l-^v^)  . .  ,(l  +  v^).  Den  Specialfall 
Q  =  k^  V,  =  Vj  =  . . .  =  1,  wo  also  A  Doppelelemente  auftreten, 
hatte  schon  Herr  Weyr  behandelt  Seht 


R.  DE  Paolis.    Sulla  involuzioni  proiettive.    Bom.  Acc  Line. 

Rend.  (4)  IIj.  335-337. 

In  zwei  aufeinander  liegenden  projectiven  Involutionen  von 
der  m^°  und  n^^  Ordnung  fallen  die  (m-fn-— 1)^"  Polaren  eines 
Elementes  bezüglich  der  Gruppe  gemeinsamer  entsprechender 
Elemente  und  der  durch  jenes  Element  bestimmten  Gruppe  von 
{m-\-n)  Elementen  zusammen.  Js. 


E.  Bbrtini.      Le    omografie    involutorie    in   uno  spazio 
lineare  a  quasivoglia  numero  di  dimensioni.    Lomb.  Rend. 

(2)  XIX.  176-183. 

Sind  Syn  und  Sn-m-i  zwei  lineare  Räume  im  n-dimensionalen 
Gebiet,  die  keine  gemeinsamen  Punkte  haben,  so  lässt  sich  mit 
Hülfe  eines  beliebigen  Punktes  P  eine  involutorische  Homographie 
(für  m  =  0  „Homologie*')  herstellen,  und  zwar  mittels  einer 
Constructioo,  von  welcher  die  in  Reye's  Geometrie  der  Lage  II. 
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128  beschriebene  ein  specieller  Fall  ist.  Von  diesen  Homo- 
grapbien  beweist  nun  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Sätzen, 
welche  sich  auf  ihre  Aequivalenz  und  auf  die  vereinigten  Lagen 
von  quadratischen  und  biquadratischen  Gebilden  in  ihnen  be- 
ziehen,  und  betrachtet  in  einer  Schlussbemerkung  den  Fall  der 
Ansartung  einer  Homographie.  Schg. 


R.  GoDEFROY.     Construction   des  tangentes  aux  courbes 
planes  et   d^termination   du  poiut  oh  une  droite  mo- 
bile touche  son  enveloppe.    C.  R.  CiL  eo4-606. 
Referat  im  Abschnitt  X,  Cap.  2. 


C.  Beyel.     üeber  eine  Reciprocität  und  ihre  Anwendung 
auf  die  Curventheorie.     Schiomiich  z.  xxxi.  147-157. 

Die  im  Titel  genannte  Reciprocität  wird  durch  den  folgen- 
den Satz  begründet:  „Seien  A^B^C  die  Ecken,  a,  fr,  c  die  ihnen 
gegenüber  liegenden  Seiten  eines  Dreiecks,  ferner  Pa^Pb^,  Pc  die 
Verbindungsgeraden  eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  mit  den 
Eksken,  und  Pay  Pb^  Pc  die  Schnittpunkte  einer  durch  P  gehenden 
Geraden  p  mit  den  Seiten  a,  fr,  c.  Dann  sind  die  Doppelverhält- 
nisse  (pPaPbPe)  und  (PPaPtPc)  gleich.  Die  hierdurch  festge- 
stellten Reciprocitäten  werden  zur  Aufstellung  von  Sätzen  für 
Curven  n^  Ordnung  oder  n^^  Klasse  benutzt,  die  durch  ein 
gegebenes  Doppelverhältnis  verbunden  sind.  Schliesslich  werden 
daraus  einige  Kegelschnitt  -  Sätze  bewiesen.  Die  hier  nieder- 
gelegten Gredanken  des  Verfassers  lagen  schon  seiner  Abhand- 
lung über  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  doppelten  Inflexions- 
knoten  zu  Grunde.  Seht. 


Ch.  Beyel.     üeber  eine  ebene  Reciprocität  und  ihre  An- 
wendung auf  ebene  Curven.     Wolf  z.  XXXI.  161-177. 

Das  Princip   der  hier  zu  Grunde  gelegten  Reciprocität  be- 
ruht  auf  folgendem  Satz:    In   der  Ebene   eines  Dreiecks  ABC 
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mit  den  Seiten  a,  6,  c  sei  auf  einer  beliebigen  Geraden  p  ein 
Punkt  P  gegeben.  Verbindet  man  P  mit  den  Ecken  des  Drei- 
ecks durch  die  Geraden  pa^  p^,  pc  und  schneidet  die  Gerade  p 
die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  Pai  Pby  P^  so  sind  die 
Doppelverhältnisse  (pPaPbPc)  und  (PPaPbPc)  einander  gleich. 
Demnach  kann  man  zu  jedem  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks eine  und  nur  eine  Gerade  p  construiren,  welche  die  Seiten 
des  Dreiecks  —  diese  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  z.  B. 
c,  6,  a  genommen  —  so  schneidet,  dass  P  mit  den  Schnittpunkten 
von  p  mit  den  Seiten  des  Dreiecks,  also  Po  Pby  Pa  in  der  ent- 
sprechenden Reihenfolge,  ein  gegebenes  Doppelverhältnis  J  bil- 
det. Die  Gerade  p  erhält  man  eindeutig  durch  die  Relation 
(Pc  Pb  Pa  v)  =  ^'  Ebenso  kann  man  auf  jeder  Geraden  p  einen 
und  nur  einen  Punkt  P  finden,  von  dem  aus  nach  den  Ecken 
des  Dreiecks  —  in  der  Reihenfolge  C^B^  A  —  Strahlen  gehen, 
welche  mit  p  das  Doppelverhältnis  J  geben.  Dieser  Punkt  P 
wird  gefunden  durch  die  Relation  (Pc  Pb  P«  P)  =  ^'  Hiernach 
ist  zwischen  den  Geraden  und  Punkten  der  Ebene  eine  eindeutige 
Correspondenz  festgelegt  von  der  Art,  dass  jeder  Punkt  in  der 
ihm  entsprechenden  Geraden  liegt,  jede  Gerade  durch  den  ihr 
entsprechenden  Punkt  geht.  Diese  Reciprocität  wird  mit  (CBAJ) 
bez.  (cbaJ)  bezeichnet. 

Indem  zur  Bestimmung  des  einer  Geraden  p  entsprechen- 
den Punktes  P  vermöge  der  Relation  (PcPbPaP)  =  ^  ©ine  räum- 
liche Construction  zu  Hülfe  genommen  wird,  lässt  sich  nachweisen, 
dass  den  Tangenten  einer  Curve  der  n^^'^  Klasse  in  der  Reci- 
procität (CBAJ)  Punkte  correspondiren ,  deren  Ort  eine  Curve 
der  2w**°  Ordnung  ist,  welcher  die  Eckpunkte  il,  Ä,  C  des  Drei- 
ecks als  fi- fache  Punkte  angehören.  Diese  Curve  wird  näher 
untersucht  und  hierauf  direct  der  duale  Satz  bewiesen,  dass  den 
Punkten  P  einer  Curve  n^'  Ordnung  in  der  Reciprocität 
(JCBAJ)  Gerade  entsprechen,  welche  eine  Curve  2fi**'  Klasse 
umhüllen. 

Eine  Erweiterung  dieser  Reciprocität  wird  dadurch  bewirkt, 
dass  an  Stelle  einer  der  Seiten  des  Grunddreiecks,  z.  B.  6,  eine 
Curve  B"*  der  m**"  Ordnung  und  damit  an  Stelle  des  Punktes  P^ 
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die  m  Punkte  P^i,  Pb2j  ...,  Pbm  treten.     Durch  die  Relationen 

(PcPtlPaP)  =  (PcPö^PaP)  =  ...  =  (PcPömPa  P)  =  ^ 

Bind  jeder  Geraden  p  in  der  Ebene  m  ihrer  Punkte  zugeordnet. 
In  dieser  durch  {cB^a/f)  bezeichneten  Reciprocität  entsprechen 
den  Tangenten  einer  Curve  «**'  Klasse  Punkte,  welche  auf  einer 
Curve  2mn*"  Ordnung  liegen. 

Schliesslich    werden    noch  für  die  Fälle  n  =  1   und  w  =  2 
mehrere  Folgerungen  aus  den  allgemeinen  Sätzen  abgeleitet. 

Bdt. 


R.  Böger.     Ueber  Büschel  und  Netze  von  ebenen  Polar- 
systemen.    Pr.  Höh.  Bürg.-Schule  Hamburg,  Diss.  Leipzig.  43  S.  4P. 

Zu  irgend  zwei  gegebenen  (inyolutorischen)  Punktreihen 
kann  man  eine  dritte  reelle  finden,  deren  Doppelelemente  das 
gemeinsame  Paar  der  beiden  ersten  Involutionen  ausmachen, 
während  die  beiden  Doppelelemente  einer  jeden  der  ersteren 
Involutionen  ein  Paar  derselben  bilden.  Ohne  auf  möglicherweise 
imaginäre  Elemente  zurückzugreifen,  kann  man  den  Zusammen- 
hang der  drei  Involutionen  in  folgender  Art  definiren.  Es  sei 
AB  ein  Paar  der  „resultirenden  Punktreihe^,  ^A  und  BB  mögen 
der  ersten,  A9I,  BS  der  zweiten  Involution  („componirenden 
Panktreihe")  angehören,  alsdann  sind  auch  AB  und  9(93  zwei 
Paare  der  resultirenden  Punktreihe.  Hieraus  ergiebt  sich  dann 
eine  lineare  Gonstruction  für  die  resultirende  Punktreihe,  wie 
auch,  falls  diese  gegeben  vorliegt,  für  ihre  componirenden  Reihen. 
Bei  der  Betrachtung  des  Eegelschnittsbüschels  treten  die  Invo- 
lutionen conjugirter  Punkte,  die  auf  einer  und  derselben  Geraden 
zu  betrachten  sind,  als  componirende  Punktreihen  derselben 
„Hauptpunktreihe"  auf.  Die  letztere  enthält  die  Punktepaare,  die 
von  reellen  Kegelschnitten  des  Büschels  auf  der  Geraden  ausge- 
schnitten werden.  Herr  Böger  zieht  nun  in  den  §§  1-5  die  ver- 
schiedenen Fälle  in  Betracht,  wo  ein  Büschel  durch  zwei  „Punkt- 
reihen", das  heisst,  Involutionen  conjugirter  Punkte,  durch  zwei 
Polarsysteme,  durch  eine  Punktreihe  und  zwei  „Hauptpunkt- 
reihen" u.  s.  w.  bestimmt   wird.     Eine  Punktreihe   ist   zu   zwei 
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Bestimmongsstücken,  eine  Hauptpunktreihe  zu  einem  äquivalent. 
Es  wird  in  jedem  Falle  gezeigt,  wie  man  das  Polarsjstem  eines 
Kegelschnittes  des  bezeichneten  Büschels  finden  kann. 

Nachdem  im  §  6  nach  entsprechender  Methode  Netze  von 
Polarsystemen  behandelt  worden  sind,  bebandelt  der  Verfasser 
im  Anhang  (§  7)  das  Problem  durch  neun  Punkte  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  zu  legen,  das  heisst,  ihr  Polarsystem  aufzn- 
finden,  nach  der  aus  Steiner's  Nachlass  bekannten  Methode;  die 
neun  Punkte  werden  auf  drei  Ebenen  verteilt,  und  es  wird  die 
Forderung  gestellt,  drei  Kegelschnitte  zu  legen,  welche  sich  paar- 
weise in  den  Schnittlinien  der  Ebenen  treffen,  und  von  denen 
jeder  die  drei  Punkte  seiner  Ebene  enthält.  E.  K. 


R.  Sturm,     üeber  gleiche  Punktreihen,   Ebenenbttschel, 
Strahlenbtlsehel    bei    coUinearen    Räumen.      Klein  Ano. 

XXVIII.  261-267. 

Herr  Schröter  hatte  in  seinem  Buche  „über  Fl&chen  zweiter 
Ordnung  und  Raumcurven  dritter  Ordnung^  auch  die  Paare  ent- 
sprechend gleicher  Punktreihen,  Strahlenbüschel  und  Ebenen- 
büschel behandelt,  falls  diese  einstufigen  Grundgebilde  ein  zwei- 
stufiges Grundgebilde,  also  entweder  ein  Feld  oder  einen  Bündel, 
zum  Träger  haben.  Hier  wird  nun  die  analoge  Untersuchung 
für  zwei  collineare  Räume  durchgeführt.  Zunächst  ergiebt  sich, 
dass  alle  Geraden,  deren  Punktreihen  mit  den  ihnen  entsprechen- 
den Punktreihen  gleich  sind,  eine  Congruenz  bilden,  die  vom 
Bündelgrad  2  und  vom  Feldgrad  2,  aber  in  einer  näher  er- 
örterten Weise  speciell  ist.  Die  Geraden  aber,  welche  Ebenen- 
büschel aussenden,  die  den  ihnen  entsprechenden  gleich  sind, 
bilden  eine  Congruenz,  die  dual  zu  der  Doppelsecanten  -  Con- 
gruenz der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art,  und  des- 
halb vom  Bündelgrad  6  und  vom  Feldgrad  2  ist.  Die  Strahl- 
büschel (p,  e)  endlich,  die  in  zwei  coUinearen  Räumen  den  ihnen 
entsprechenden  gleich  sind,  bilden  ein  dreistufiges  System  der- 
artig, dass  p*  =  6,  c'  =  2,  pe  =  4  ist,  d.  h.  dass  jeder  Punkt 
Scheitel  von  sechs  solchen  Strahlbüscheln  ist,  in  jeder  Ebene  zwei 
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solche  Strahlbfischel    liegen    und  jeder  Strahl  des  Raums  vier 
solchen  Strahlbfiseheln  angehört  Seht. 


R«  Sturm.    Zar  Theorie  der  Collineation  and  Correlation. 

Klein  Ann.  XXVIH.  26S-276. 

Der  Verfasser  bringt  einige  Nachträge  zn  seinen  Unter- 
suchungen Ober  Collineation  nnd  Correlation.  Zunächst  unter- 
sucht er  den  Kemoomplex  einer  Correlation,  d.  h.  das  dreistufige 
System  solcher  Strahlen,  welche  in  einer  Correlation  ihre  ent- 
sprechenden schneiden,  dann  das  zweistufige  System  aller  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  einen  gegebenen  Punkt  und  eine  gege- 
bene Ebene  als  Pol  und  Polarebene  sowie  zwei  gegebene  Strahlen 
als  Polaren  haben.  In  einem  dritten  Capitel  wird  für  eine 
kubische  Raumcurre  bewiesen,  dass  die  vier  Verbindungsebenen 
jeder  Tangente  derselben  mit  den  vier  Ecken  eines  Sehmiegungs- 
tetraeders  das  constante  DoppelTerhältnis  j^  haben.  Endlich  wird 
im  Tierten  Capitel  das  vierstufige  System  von  Regelscharen 
untersucht,  das  bei  zwei  collinearen  Räumen  durch  je  zwei  ent- 
sprechende Ebenenbüscbel  erzeugt  wird.  Namentlich  bestimmt 
der  Verfasser  för  dieses  System  die  15  Zahlen  ju*V^<^,  wo 
a-i-b+c  =  4  ist,  und  wo  ft,  v,  q  bezw.  die  Bedingungen  bedeuten, 
durch  einen  Punkt  zu  gehen,  eine  Gerade  zu  berühren  und  eine 
Ebene  zu  berfihren.  So  ergiebt  sich  z.  B.,  dass  30  Flächen  des 
erwähnten  vierstufigen  Systems  vier  gegebene  Ebenen  berühren. 

Seht 


R.  Sturm.      üeber    höhere,    räumliche    Nullsysteme. 

Klein  Aon.  XXVIII.  277-283. 

Unter  einem  höheren,  räumlichen  Nullsystem  versteht  der 
Verfasser  mit  Ameseder  und  anderen  jedes  beliebige  dreistufige 
Strahlbüschel-System.    Er  stellt  sich  hier  nun  die  Aufgabe,    für 

gewisse  solcher  Systeme  die  drei  Gradzahlen  p',  e',  pe  zu  be- 
stimmen. Namentlich  sind  dies  die  Strahlbüschel-Systeme,  welche 
aus  einem  zweistufigen  System  von  kubischen  Raumcurven  dadurch 
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hervorgehen,  dass  man  auf  jeder  Raumeurve  eines  solchen  Systems 
jeden  Punkt  mit  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  zusammeD- 
fasst.  Wenn  das  Rauracurvensystem  dadurch  definirt  ist,  dass 
seine  Elemente  durch  x  Punkte  gehen  sollen,  und  5 — x  Strahlen 
zu  Secanten  haben  sollen,  so  ergiebt  sich  p'  immer  gleich  ], 
ferner,  je  nachdem  «  =  5,  4,  2,  1  oder  0,  c'  =  6,  3,  6,  6  oder  21 
und  pe  =  5,  4,  6,  9,  20.  Während  die  Zahlen  p*  und  c*  vom 
Verfasser  schon  durch  seine  Untersuchungen  tlber  kubische  Raum- 
curven  (Journ.  f.  Math.  LXXIX.  99-139  u.  LXXX.  128-149)  ge- 
funden waren,  hat  er  die  Zahlen  pe  neu  zu  bestimmen,  was  mit 
Hülfe  der  vom  Referenten  gefundenen  allgemeinen  Punktepaar- 
und  Strahlenpaar -Formeln  geschiebt.  Seht 


Ad.  8cHWARZ.      üeber  eine   ein  -  zweideutige    Verwandt- 
schaft zwischen  Grundgebilden  zweiter  Stufe.    Wieo.Ber. 

XCIV.  310-340. 

Ausgehend  von  einer  ein  -  eindeutigen  und  einer  ein  -  zwei- 
deutigen Beziehung  von  Strahlbüscheln,  die  in  zwei  Ebenen 
liegen,  gelangt  der  Verfasser  zu  der  Definition  und  weiterhin  zu 
den  Eigenschaften  einer  ein-zweideutigen  Verwandtschaft  zweier 
Punktfelder  und  zweier  Bündel.  Unter  anderm  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  bei  zwei  Bündeln  jeder  Ebene  des  einen  zwei  Strahlen  des 
andern  Bündels  entsprechen,  der  Ort  der  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Elemente  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einer 
Doppelgeraden  ist,  und  dass,  wenn  jedem  Strahle  des  einen  ein 
Ebenen-Paar  des  andern  Bündels  entspricht,  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Elemente  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  ist 

Seht. 


L.  Geisbnhefmer.  Die  Erzeugung  polarer  Elemente  flir 
Flächen  und  Curven  durch  die  projective  Verall- 
gemeinerung   des    Schwerpunkts.       Schiömiich  z.    xxxi. 

193-213. 

Die   collineare   Verallgemeinerung   des   Schwerpunktes    ftlr 
ein  ebenes  Punktsystem  fällt  mit  dem  Pol  der  zum  coUinearen 
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Punktsystem  gehörigen  Gegenaxe  in  Bezug  auf  letzteres  System 
zusammen,  so  dass  der  Schwerpunkt  selbst  als  der  Pol  der  un- 
endlich fernen  Geraden  bezüglich  des  Punktsystems  erscheint 
Indem  der  Verfasser  diese  coUineare  Verallgemeinerung  des 
Schwerpunkts  einer  ebenen  und  einer  räumlichen  Punktgruppe 
weiter  verfolgt,  gewinnt  er  die  Mittel,  um  mehrere  von  Newton, 
Cotes,  Maclaurin  und  Chasles  gegebene  Sätze  über  die  Bezie- 
hungen zwischen  einem  Punkte  und  seiner  Polargeraden  bezw. 
Polarebene  für  ebene  Curven  und  Flächen  synthetisch  abzuleiten 
und  zu  erweitem.  Insbesondere  wird  nachgewiesen,  dass  auch 
für  jede  algebraische  Raumcurve  polare  Beziehungen  zwischen 
linearen  Elementen  stattfinden,  und  dass  für  jede  derartige 
Curve  ein  Mittelpunkt  im  Chasles'schen  Sinne  als  polares  Ele- 
ment der  unendlich  fernen  Ebenen  existirt.  Die  so  erhaltenen 
allgemeinen  Sätze  werden  schliesslich  zur  Aufstellung  mehrfacher 
neuer  Beziehungen  für  die  Raumcurven  dritter  Ordnung  verwandt 

Seht 

Ch.  Betel.      Centrische  Coliineation   n^^  Ordnung  und 
plane  Coliineation  n^^  Klasse.     Wolf  z.  XXXI.  120. 

Zu  Grunde  gelegt  ist  eine  Fläche  L"  von  der  n**"  Ordnung 
und  ein  Punkt  C  ausserhalb  derselben.  Ist  P  ein  beliebiger 
Punkt  des  Raumes  und  schneidet  der  Strahl  CP  die  Fläche  L" 
in  den  n  Punkten  L^j  ...j  Ln^  so  sollen  n  Punkte  P',,  ...,  Pi  durch 
die  Relationen 

(CL,PP[)=^  (CL,PP\)  =  . . .  =  (CLnPP;)  =  J 
bestimmt  werden,  worin  J  eine  constante  Zahl  bedeutet.  Die 
n  Punkte  P'  werden  dann  dem  Punkte  P  zugeordnet  und  eine 
solche  Beziehung  eine  centrische  Coliineation  n'^'  Ordnung  mit 
der  Charakteristik  J  genannt.  Hierzu  in  dualer  Beziehung  steht 
die  in  der  Abhandlung  gleichzeitig  behandelte  plane  Coliineation 
fi*"  Klasse,  welche  durch  eine  Ebene  E  und  eine  Fläche  L»  von 
der  n*^  Klasse  mit  der  Charakteristik  /l  bestimmt  ist.  Die  erstere 
(welche  im  Folgenden  allein  berücksichtigt  werden  soll)  wird 
durch  das  Symbol  (CL^/),  die  letztere  durch  (ß\^n^  bezeichnet 
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Jedem  Punkte  P  sind  durch  eine  centrische  CoUineation 
i|t«r  Ordnung  n  Punkte  P'  zugeordnet,  z.  B.  in  Bezug  auf  L«  der 
Punkt  Pn,  der  sich  durch  die  Relation 

(1)  {CLnPP\)^J 

ergiebt.  Betrachtet  man  nun  P  als  zugehörig  zu  dem  Raum  der 
Punkte  P'  (dem  ^^gestrichenen^  Räume),  so  sind  ihm  wiederum 
n  Punkte  P*  durch  die  CoUineation  (CXJ^J)  zugeordnet,  von  denen 
beispielsweise  der  ihm  in  Bezug  auf  den  Punkt  L«  zugeordnete 
Punkt  Pn  durch  die  Gleichung 

(2)  (CLnP:P)^J 
oder 

(CLn  PP:  )  =  -i- 

bestimmt  ist.  Somit  giebt  es  in  der  centrischen  CoUineation 
(C\J*J)  zu  jedem  Punkt  P  zwei  ihm  in  Bezug  auf  L«  (einen  der 
n  Punkte,  in  welchem  der  Strahl  CP  die  Fläche  L**  schneidet) 
doppelt  zugeordnete  Punkte  PJ,  und  PJ,  für  welche  aus  (I)  und 
(2)  die  Beziehung  folgt: 

iCLnP:P'n)^J\ 

Demnach  stehen  die  doppelt  conjugirten  Elemente  einer  centri- 
schen CoUineation  (CL*^)  in  einer  centrischen  CoUineation  (CLV*), 
und  man  kann  sich  daher  darauf  beschränken,  zu  untersuchen, 
welche  Gebilde  des  gestrichenen  Raumes  gegebenen  Gebilden 
des  ungestrichenen  Raumes  entsprechen. 

Bei  dieser  Untersuchung  findet  der  Verfasser,  dass  in  Bezug 
auf  eine  centrische  CoUineation  (C\J^S)  einer  Geraden  g  eine 
ebene  Curve  der  n**"  Ordnung,  deren  Ebene  durch  C  und  g  geht, 
einer  Ebene  P  eine  Fläche  der  n*^  Ordnung  F*  entspricht.  Sich 
selbst  entsprechen  das  Centrum  C  und  die  Punkte  von  L^  femer 
die  Geraden  durch  C.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  Q  von 
gegebener  Richtung  sind  n  Punkte  0\,...jQl  zugeordnet,  für 
welche  die  Relation  gilt: 

CLn  :  CQ:  =  l—J, 
einer  unendlich  fernen  Geraden  q  entspricht  in  der  Ebene  durch 
C  und  q  eine  Curve  0*',  welche  zu  L»,  der  Schnittcurve  der  Ebene 
Cq  mit  der  Fläche  L^  centrisch  ähnlich  liegt  im  Verhältnis  1— ^/. 
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Mit  HQlfe  der  saletzt  erwähnten  besonderen  Elemente  wird 
hierauf  die  Construetion  derjenigen  Punkte  gelehrt,  welche 
gegebenen  Punkten  des  einen  Baumes  im  andern  Räume  ent- 
sprechen. Die  hierbei  gefundene  Methode  ermöglicht  dann  die 
weitere  Untersuchung  der  Beziehungen  der  beiden  Bäume  zu 
einander.    Aus  den  Besultaten  sei  erwähnt,  dass  entspricht: 

einer  Curve  m^'  Ordnung,  deren  Ebene  durch  C  geht,  eine 
in  derselben  Ebene  befindliehe  Curve  mn^  Ordnung, 

einer  ebenen  Curve  m^  Ordnung  Oberhaupt  eine  Baumcurve 
mn^  Ordnung, 

einer  Baumcurve  m^  Ordnung  eine  Baumcurve  mn^  Ordnung, 

einer  Fläche  m^  Ordnung  eine  Fläche  mn^^  Ordnung. 

Hierauf  werden  als  Specialfälle  der  centrischen  CoIIineation 
diejenigen  betrachtet,  bei  welchen  C  unendlich  fem  oder  auf 
L"  gelegen  ist 

Endlich  werden  die  Fälle  der  allgemeinen  centrischen  CoIIi- 
neation (C  L"  ^)  näher  untersucht,  in  welchen  der  Punkt  P  reell 
oder  imaginär,  dagegen  die  Punkte  L«,  in  denen  der  Strahl  CP 
die  Fläche  L**  trifft,  alle  oder  zum  Teil  imaginär  sind. 

Bdt 


Ch.    Beybl.     Zur    Geometrie    des    Imaginären.      Woif  z. 

XXXI.   20-58. 

Diese  Abhandlung  besteht  aus  vier  Artikeln,  von  denen  der 
erste  Ober  Imaginärprojectionen  handelt.  Zu  Grunde  gelegt 
ist  die  Theorie  der  centrischen  CoIIineation  erster  Ordnung  in 
der  Ebene,  bezeichnet  durch  das  Symbol  (CsJ),  deren  Bestim- 
mungsstOcke  ein  Punkt  C  als  Centrum,  eine  Gerade  s  als  Axe 
und  eine  Zahl  //  als  Charakteristik  sind.  (Vergl.  das  vorher- 
gehende Beferat  Ober  eine  Abhandlung  desselben  Verfassers). 
Der  Verfasser  lässt  nun  eins  oder  zwei  oder  drei  der  Bestimmungs- 
stocke  dieser  centrischen  CoIIineation  imaginär,  J  auch  complex 
werden  und  bezeichnet  die  im  Baum  ausgeführten  Constructionen, 
durch  welche  zu  einem  gegebenen  Element  der  Ebene  das  ihm 
entsprechende  Element    in   derselben    bestimmt   wird,    als   eine 

Fortachr.  d   Math.   XVIII.  9.  35 
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Irnaginärprojection.     Um  beim  Gebrauch  einer  bestimmten   aas 
der  Reihe  der  hiernach  möglichen  Collineationen  mit  imaginären 
ßestimmungsstncken  anzudeuten,  welches  von   diesen  imaginär 
werden  soll,  wird  in  (Cs/f)  dem  betreffenden  Symbol  der  Index  t 
beigefügt  (wobei  der  Verfasser  allerdings  statt  5,  immer  nur  t 
zu   schreiben   pflegt)   und    das   complexe   J  mit  Je  bezeichnet. 
Ausfährlich  behandelt  wird,  gleichsam  als  Paradigma,  die  Colli- 
neation  (Ctz/),  welche  also  ein  reelles  Centrum  und  eine  reelle 
Charakteristik,  aber  eine  imaginäre  Axe  t  besitzt,  worunter  eine 
imaginäre  Gerade  erster  Art  mit  einem  reellen  Punkte  S,  gegeben 
durch  eine  elliptische  Strahleninvolution,  verstanden  wird.     Von 
den  Ergebnissen  der  geometrischen  Untersuchung,  die  wie  gesagt 
durch  Oonstructionen    im  Räume   gefQhrt   wird,    sei    mitgeteilt: 
Jedem  reellen  Punkt  auf  der  Geraden  CS  entspricht  ein  reeller 
Punkt  auf  CS.    Jedem  andern  reellen   Punkt  P,    in  der  Ebene 
der  CoUineation  correspondirt  ein  imaginärer  Punkt,  welcher  mit 
Pj  auf  einer  reellen  Geraden  durch  C  liegt.     Einem  imaginären 
Punkt  aber  entspricht  wiederum  ein  imaginärer  Punkt,  die  beiden 
correspondirenden  Punkte  liegen  auf  einer  imaginären  Geraden 
Qi  durch  C;   ihre  reellen  Träger  schneiden  sich  in  der  reellen 
Geraden  ^,  welche  ^1  zugeordnet  ist,  und  bilden  mit  dem  Strahl 
nach  C  und  mit  g  das  Doppelverhältnis  J.     Einer  reellen  Geraden 
entspricht  eine  imaginäre  Gerade   erster  Art^  einer   imaginären 
Geraden  erster  Art  wiederum  eine  imaginäre  Gerade  erster  Art. 

Im  zweiten  Artikel  „über  imaginäre  ebene  Dreiecke** 
wird  ein  reelles  Dreieck  EFG  mit  den  Seiten  c,  /*,  g  durch  die 
CoUineation  (CsJc)  in  ein  imaginäres  Dreieck  EfFiGi  transformirt, 
dessen  Ecken  imaginäre  Punkte  sind,  welche  mit  £,  F,  G  auf 
Geraden  durch  C  liegen.  Die  Seiten  dieses  Dreiecks  sind  imagi- 
näre Gerade  erster  Art,  deren  reelle  Punkte  in  den  Schnittpunkten 
von  e,  /",  ^  mit  Ä  gelegen  sind. 

Der  dritte  Artikel  behandelt  die  Construction  der  „Schnitt- 
punkte einer  imaginären  Geraden  erster  Art  mit  einem 
Kegelschnitt  und  die  Correspondenz  imaginärer  Ele- 
mente im  ebenen  Polarsystem^. 

Im   vierten  Artikel    „Der   Kegel    zweiten    Grades    mit 
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imaginärer  Spitze"  wird  ein  solcher  erzeugt  gedacht  durch 
die  Geradeo,  welche  die  Punkte  eines  reellen  Kegelschnitts  mit 
einem  imaginären  Punkte  C,  verbinden,  der,  auf  einer  reellen 
Geraden  c  liegend,  durch  eine  elliptische  Punktinvolution  gegeben 

ist.  Es  wird  bewiesen,  dass  ein  solcher  Kegel  Ki  noch  eine 
zweite  reelle  Leitcurve  zweiter  Ordnung  besitzt,  wenn  der  reelle 
Träger  der  Spitze  die  Ebene  der  ersten  Leitcurve  in  einem 
Punkte  schneidet,  welcher  in  Bezug  auf  diesen  hyperbolisch  ist. 
Wird  dagegen  dieser  Punkt  elliptisch,  so  bat  der  Kegel  eine 
zweite  imaginäre  Licitcurve  zweiter  Ordnung.  Demnach  unter- 
scheidet der  Verfasser  hyperbolisch  imaginäre  Kegel  und 
eUiptiseh  imaginäre  Kegel,  zwischen  welchen  als  Grenzfall 
der  parabolisch  imaginäre  Kegel  liegt,  bei  welchem  der 
reelle  Träger  der  Spitze  eine  Leitcurve  schneidet.    Femer  wird 

gezeigt,  dass  eine  reelle  Gerade  den  Kegel  Ki  im  allgemeinen 
in  zwei  nicht  conjugirten  imaginären  Punkten  trifft,  und  dass  durch 
jeden  reellen  Punkt  des  Raumes  im  allgemeinen  zwei  Tangential- 

ebenen  und  zwei  reelle  Tangenten  an  Ki  gehen.  Rdt. 


C.  Segre.     Le  coppie  di  elementi  imaginari  nella  Geo- 
metria  projettiva  sintetica.    Torino  Mem.  (2)  XXXVIIL  24  S. 
D'OviDio  e  Bruno.     Relazione.     Torino  Atti.  xxi.  545-547. 

Bei  allen  Aufgaben  der  elementaren  projecti vischen  Geo- 
metrie treten  die  imaginären  Elemente  stets  paarweise  auf; 
darum  ist  es  nicht  nötig,  die  ganze  Theorie  des  Imaginären  zu 
entwickeln,  welche  v.  Staudt  auf  den  Begriff  des  Sinnes  einer 
Figur  gegründet  hat.  Dies  ist  von  allen  Schriftstellern  anerkannt; 
aber  was  selbst  die  besten  nicht  bemerkt  haben  (Steiner-Schroeter, 
Reye,  Cremona,  Hankel,  Thomae),  ist  der  Umstand,  dass  die 
weiteren  Darstellungen  der  Theorie  der  Paare  imaginärer 
Elemente  durchaus  nicht  befriedigend  waren,  bald  aus  diesem, 
bald  ans  jenem  Grunde,  wie  Hr.  Segre  in  dem  Vorworte 
der  anzuzeigenden  Abhandlung  näher  ausführt«     Deshalb  p*  '  ' 

35^ 
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der  Verfasser  die  Frage,  von  Yom  an  wieder  aufnehmen  zu 
müssen.  Die  Art  der  Lösung  wird  aus  unserem  Berichte  er> 
hellen;  um  jedoch  eine  Vorstellung  von  ihr  zu  geben,  wollen 
wir  gleich  hier  sagen,  dass  sie  ihre  Grundlage  in  der  Betrach- 
tung der  unter  einander  vertausch  baren  Transformationen  hat, 
und  derjenigen,  welche  eine  gegebene  Transformation  in  sich 
selbst  überfahren. 

Eine  elliptische  Involution  in  (d.  h.  zwischen)  den  Elementen 
einer  Form  erster  Stufe  heisst  „Paar  imaginärer  Elemente'' 
oder  auch  ^Paar  (imaginärer)  Ordnungselemente  der  Involu- 
tion.*' Diese  Definition  ist  gestattet;  denn  wenn  die  ellip- 
tische Involution  keine  Ordnungselemente  im  ursprünglichen  Sinne 
hat)  so  kann  man  diesem  Ausdrucke  eine  neue  Bedeutung 
geben.  Dann  entspricht  jedem  Elementenpaare  eine  bestimmte 
Involution. 

Zwei  Elementenpaare  desselben  Gebildes  heissen  ^^harmo- 
nisch",  wenn  die  entsprechenden  Involutionen  unter  sich  ver- 
tauschbar sind;  eins  dieser  Paare  ist  sicherlich  reell.  Die  Ele- 
mente eines  imaginären  Elementenpaares  sind  „conjugirt''  in  einer 
Involution,  wenn  die  entsprechende  Involution  mit  dieser  harmo- 
nisch ist;  folglich  hat  eine  elliptische  Involution  nur  reelle  Paare 
conjugirter  Elemente,  während  eine  hyperbolische  Involution  auch 
imaginäre  hat. 

Es  giebt  eine  einzige  mit  einer  gegebenen  Homographie 
vertauschbare  Involution;  das  Element,  welches  in  ihr  einem  ge- 
gebenen Elemente  A  des  Gebildes  entspricht,  ist  das  harmonisch 
conjugirte  zu  A  in  Bezug  auf  die  Elemente,  welche  A  in  der 
gegebenen  Homographie  und  ihrer  inversen  entsprechen.  Wir 
werden  sie  „Ordnungsinvolution"  der  gegebenen  Homographie 
nennen  und  wollen  bemerken,  dass,  wenn  diese  Correspondenz 
reelle  Ordnungselemente  hat,  dasselbe  für  die  Ordnungsinvolution 
eintritt,  und  dass  ihre  Ordnungselemente  diejenigen  der  Homographie 
sind.  Diese  Bemerkung  führt  zur  folgenden  Definition:  „Paar 
von  Ordnungselementen  einer  Projectivität''  ist  das  Paar  von  Ord- 
nungselementen ihrer  Ordnungsinvolution.  Vermöge  dieser  Defini- 
tion ist  es  leicht,  die  wichtigsten  Beziehungen  zwischen  den  reellen 
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Ordnangselementen  einer  ProjectiviULt  and  ihren  Elementenpaaren 
zu  verallgemeinern.    Wir  fahren  einige  Beispiele  an: 

Eine  Uomographie  wird  durch  ihre  Ordnnngsinvolation  und 
durch  ein  Paar  entsprechender  Elemente  bestimmt  Die  notwen- 
dig und  hinreichende  Bedingung  daftlr,  dass  zwei  Homographien 
Tertanschbar  sind,  besteht  darin,  dass  sie  dieselbe  Ordnungsinvo- 
lation  haben.  In  einer  Homographie  ist  die  aus  den  Ordnungs- 
eleroenten  und  einem  Paare  entsprechender  Elemente  gebildete 
Gruppe  zu  einer  festen  Gruppe  projectivisch.     U.  s.  w. 

Nach  einem  solchen  Aufbau  der  Principien  der  Theorie  der 
imaginären  Elementenpaare  geht  der  Verfasser  auf  ihre  Anwen- 
dung in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ein. 

Indem  er  mit  der  graphischen  Theorie  anhebt,  zeigt  er  eine 
bedeutsame  Lficke,  welche  den  gewöhnlichen  Darstellungen  an- 
haftet Nachdem  eine  Curve  zweiter  Ordnung  durch  zwei  pro- 
jectifische  Strahlenbfischel  erzeugt  ist,  stellt  sich  das  Schnitt- 
punktepaar  der  Curve  mit  einer  Geraden  ihrer  Ebene  als  das 
Paar  von  Doppelpunkten  der  binären  Homographie  dar,  welche 
auf  der  Geraden  durch  diese  Böschel  bestimmt  ist  Wenn  die 
Elemente  dieses  Paares  reell  sind,  so  ist  es  augenscheinlich,  dass 
sie  von  der  Lage  der  Centren  der  erzeugenden  BQschel  auf  der 
Curve  unabhängig  sind.  Kann  man  dasselbe  behaupten,  wenn 
sie  imaginär  sind?  Offenbar  darf  man  es  nicht  behaupten,  ohne 
es  zu  beweisen;  nichtsdestoweniger  beweist  es  niemand.  Diese 
Lficke  wird  vom  Verfasser  in  No.  16  seiner  Abhandlung  glück- 
lich ausgefüllt,  und  der  von  ihm  eingeschlagene  Weg  fQhrt  ihn 
auch  zu  einem  ganz  allgemeinen  Beweise  des  Desargues'scben 
Theorems  betreffs  des  einem  Kegelschnitt  einbescbriebenen  Vier- 
ecks. Wir  halten  auch  den  neuen  Gesichtspunkt  für  beachtens- 
wert, unter  welchem  Hr.  Segre  die  Sätze  über  das  Hexagrani- 
mum  mysticum  betrachtet,  ebenso  den  Beweis  des  Stürmischen 
Theorems  über  die  Kegelschnittbüschel,  welcher  jede  wünschens- 
werte Allgemeinheit  hat  (In  diesem  Falle  werden  die  Kegel- 
schnitte nach  der  v.  ötaudt'schen  Art  erklärt,  d.  h.  als  „Ordnungs- 
curven"  polarer  involutorischer  Systeme;  das  Schnittpunktepaar 
einer   derartigen    Curve   mit   einer  Geraden    ist   das  Paar   von 


J 


550      VIII.  Abscbaitt    Reine,  elementare  u.  synthetische  Geometrie 

Ordnungspunkten  der  auf  dieser  Geraden  liegenden  Involntion  con- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  die  Curve.) 

Indem  der  Verfasser  nunmehr  zur  metrischen  Theorie  der 
Gurren  zweiter  Ordnung  Übergeht,  stützt  er  sich  teilweise  auf 
die  merkwürdige  Schrift  von  v.  Staudt:  „Von  den  reellen  and 
imaginären  Halbmessern  der  Curven  und  Flächen  II.  Ordnung:^. 
Er  entwickelt  einige  Ueberlegungen,  die  ihn  zu  einem  sehr  ein- 
fachen und  ganz  allgemeinen  Beweise  des  Carnot'schen  Theorems 
führen.  Wir  meinen,  der  Leser  wird  uns  Dank  wissen,  wenn 
wir  das  Wesen  desselben  erläutern.  Man  betrachte  in  einer 
Ebene  einen  Kegelschnitt  F  (nach  der  v.  Staudt'schen  Art 
definirt)  und  ein  Dreieck  mit  den  Ecken  Ä^  fi,  C  und  den  Seiten 
r',  r",  r'".  Es  seien  Ä'^,  A'"  die  zu  A  conjugirten  Punkte  in 
den  beiden  auf  r"  und  r'"  liegenden  Involutionen  von  conju- 
girten Punkten  in  Bezug  auf  F,  und  A'  sei  der  Schnittpunkt  von 
r'  mit  der  Polare  von  A  bezüglich  T;  ß',  B",  Ä'"  und  C,  C",  C" 
mögen  die  entsprechenden  Bedeutungen  haben.  Erinnert  man 
sich,  dass  A\  £',  C"  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  und 
wendet  man  das  Fundamentaltheorem  der  Transversalentheorie 
mehrere  Male  an,  so  findet  man  die  Gleichung: 

BB'   BC       CC'' .  CA''     AA''\AB'''  _ 
CB' .  CC    *   AC' .  AA'  *  »^'"  .  ÄÄ'"  ■"  ^' 

Wenn  man  aber  A^^  A^  die  Schnittpunkte  von  r'  mit  F  nennt, 
so  folgt  aus  einem  Hülfssatze,  welchen  der  Verfasser  bereits 
früher  bewiesen  hat: 

BB'.BC   _   BA,.BA, 
CB'.CC    "    CA,.  CA,  ' 
Diese  Relation  und  die  beiden  entsprechenden  wandeln  die  vor- 
angehende in  die  folgende  um: 

BA,  .  BA,       CB^ .  CBj        AC,  ,  AC,    

~CA,  .  CA,       AB,  .  AB,       BC,.BC,    ""    ' 

genau  die  des  Carnot'schen  Theorems.  Diese  Schlussfolgerung 
kann  in  umgekehrter  Ordnung  wiederholt  werden ;  mithin  ist  die 
Umkehrung  des  Satzes  richtig. 

Zur  Vervollständigung  der  Theorie  der  imaginären  Elementen- 
paare  muss   man   auch   von  den  Paaren  windschiefer  Geraden 
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sprecbeD;  der  Verfasser  widmet  ihnen  die  beiden  letzten  Nnm- 
mern  seiner  Arbeit  Er  nennt  ^Paare  imaginärer  windschiefer 
Geraden^  ein  „geschart  involutorisches  System'^  ohne  „Ordnungs- 
demente^  und  zeigt  nebenbei,  wie  man,  teilweise  auf  die  „Bei- 
träge zur  Geometrie  der  Lage*'  sich  stützend,  die  Eigenschaften 
der  Paare  reeller  Geraden  verallgemeinern  kann. 

Da  wir  leider  fiber  diese  wichtige  Arbeit  des  Hrn.  Segre 
nichts  AusfQhrlicheres  beibringen  dürfen,  so  wollen  wir  schliess- 
lich ein  gründliches  Studium  derselben  allen  denjenigen  Lehrern 
anraten,  welche  einwurfsfreie  genaue  Lehren  statt  solcher  vor- 
tragen wollen,  die  sich  nur  durch  scheinbare  Einfachheit  empfehlen. 
Zweifelsohne  wird  man  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  die  hier 
entwickelten  Gegenstände  nicht  bloss  unter  dem  wissenschaftlichen 
Gesichtspunkte  beachtungswert  sind,  sondern  dass  sie  sehr  wohl  in 
dem  Unterrichte  nutzbar  gemacht  werden  können.  Dies  ist  nicht 
allein  die  persönliche  Ueberzeugung  des  Berichterstatters,  sondern 
das  Ergebnis  der  Erfahrung,  welche  man  bereits  an  den  Universi- 
täten von  Turin  und  Neapel  gemacht  hat  La.  (Lp.) 


A.  MoüCHOT.    Sur  las  principes  fondamentaux  de  la  gdo- 
in^trie  supörieure.     C.  R.  CHI.  1110-1112. 

Der  Verfasser  will  der  Akademie  eine  vollständige  Lösung 
einer  Aufgabe  vorlegen,  mit  der  er  sich  seit  30  Jahren  beschäftigt 
bat,  und  die  bezweckt,  erstens  die  geometrischen  Figuren  da- 
durch zu  verallgemeinern,  dass  man  ihnen  wohl  definirte  imagi- 
näre Punkt  zuerteilt,  zweitens  zu  beweisen,  dass  alle  algebraischen 
Symbole  Grössen-  oder  Lagen -Verhältnisse  zwischen  den  Ele- 
menten dieser  Figuren  ausdrücken.  Den  Ausgangspunkt  bildet 
der  Gedanke,  in  der  Gesamtheit  zweier  gewöhnlichen  Punkte 
(Componenten)  nur  einen  einzigen  reellen  Punkt  zu  sehen, .  wenn 
die  beiden  Componenten  über  einander  liegen,  einen  einzigen 
imaginären  Punkt  aber  zu  sehen,  wenn  sie  getrennt  liegen.  In 
wiefern  die  Betrachtungen   des  Verfassers  einen  Fortschritt   in 
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der  geometrischen  Forschung  bilden  oder  vorbereiten,   ist  dem 
Referenten  aus  der  vorliegenden  Note  nicht  erkennbar  geworden. 

Seht 


G.  Brünkl.    Note  sur  l^analyse  inddterniin^e  et  la  g^om^trie 

k  n  dimensions.      Bordeaux  Mem.  (3)  H.  129-142. 

Im  ersten  Abschnitt  zeigt  der  Verfasser  die  Ntltzlichkeit 
einer  geometrischen  mehr-dimensionalen  Interpretation  für  die 
unbestimmte  Analysis  an  einem  Beispiel,  indem  er  einen  gewissen 
speciellen  Typus  von  Gleichungen  n^°  Grades  mit  mehreren 
Unbekannten,  als  deren  einfachster  Fall  die  Form 

auftritt,  in  ganzen  Zahlen  auflöst,  wozu  er  nur  des  ,,Schneiden8^ 
linearer  Räume  bedarf.  Im  zweiten  Abschnitt  werden  (im  wesent- 
lichen bekannte)  Relationen  zwischen  den  Grössen  ermittelt,  die 
in  höheren  linearen  Räumen  an  die  Stelle  der  gewöhnlichen 
Liniencoordinaten  p,i  treten.  My. 


A.  Capelli.     Su  un  problema  di  Schonte,     Palermo  Bend. 

I.  48,  53. 

Der  Wortlaut  folgender  Aufgabe  aus  einem  von  Herrn  Schonte 
an  Herrn  Guccia  gerichteten  Briefe  ist  in  der  Sitzung  vom 
10.  Mai  1885  im  Circolo  matematico  verlesen  worden:  „Eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  S  mit  dem  Mittelpunkte  C  und  eine 
Ebene  P,  die  zu  einer  der  Axen  AA'  im  Halbirungspunkte  B 
von  CA'  senkrecht  steht,  seien  gegeben.  Man  gelange  von  einem 
beliebigen,  mit  M2n  bezeichneten  Punkte  des  Raumes  zum  corre- 
spondirenden  Punkte  Man+u  indem  man  auf  der  Geraden  CIH2n 
den  in  Bezug  auf  S  zu  itfan  conjugirten  Funkt  aufsucht^  und 
von  einem  beliebigen  Punkte  Mun-^i  zum  correspondirenden  Punkte 
M2n+2f  indem  man  den  in  Bezug  auf  P  symmetrischen  Punkt 
von  ilfan+i  nimmt;  es  ist  zu  beweisen,  dass  Ifm+e  =  91^  für  jeden 
Punkt  M  des  Raumes,  und  es  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte 
aufzusuchen,  für  welche  JH^+a  =  üfm,  für  welche  M2n+y  =  #j«, 
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oder  rar  welche  Mj^+t  =  ffi.4.1".  Diese  mit  Hülfe  der  Goordinaten- 
Metfaode  leicht  zu  lösende  Aufgabe  veraDlaaBt  Herrn  Capelli, 
merkwQrdige  UeberleguDgen  Über  aDBobeioend  bestimmte  geome- 
trische Aufgaben  anzualellen,  welche  dennoch  uneodlich  viele 
Lösungen  besitzen.  Leider  ist  die  Form  eines  Auszugs,  in  welcher 
sie  dargestellt  sind,  nicht  zu  einem  fdr  die  Leser  des  Jahrbuchs 
verBtftndlicfaen  Berichte  geeignet.  Um  jedoch  eine  Vorstellung 
von  ihnen  zu  geben,  wollen  wir  folgende  S&tze  anfahren,  welche 
znweilen  von  Nutzen  sein  können.  Sind  f(x,s)  =  0  und  s(-c,y)  =  0 
die  beiden  Gleiobungeo  bezw.  vom  Grade  m  und  nT^tn,  welche 
die  Coordinaten  x,  y  derjenigen  Punkte  einer  Rhene  bestimmen, 
welche  den  Bedingungen  einer  gewissen  Aufgabe  geoDgen,  so 
werden,  wenn  diese  Bedingungen  durch  die  (m+l)*  Schnitt- 
punkte zweier  Büschel  von  je  m-J-l  Geraden  der  Ebene  be- 
friedigt sind,  alle  Punkte  der  Ebene  diesen  Bedingungen  ohne 
Frage  genügen.  Wenn  die  Punkte  einer  Ebene,  welche  vor- 
gegebenen  Bedingungen  genügen,  als  vereinigte  Pnnkte  einer 
algebraischen  Verwandtschaft  vorkommen,  in  welcher  einer 
Geraden  einer  Figur  eine  Curve  von  der  Ordnung  n  der  anderen 
entspricht,  und  wenn  diese  Verwandtschaft  su  beschaifen  ist,  dass 
man  die  Existenz  von  Curven  beweisen  kann,  von  denen  alle 
Punkte  vereinigt  sind  und  deren  Ordnungen  eine  Summe  ^n 
geben,  so  sind  alle  Punkte  der  Ebene  vereinigt. 

La.  (Lp.) 


B.    Besondere  ebene  Gebilde. 

G.  KoHN.     lieber  das  Vieraeit  niid  sein  asst 

eck,    das    FUnffiacb     nnd     sein    aasociirt 

Wieo.  Ber.  XCIII.  3l4'3.i2. 

Sind  a,  ß,  y,  d  vier  Gerade  einer  Ebene,  so  besi 

fiMer  in  jeder  dieser  Linien  den  Pol  in  Bezug  ai 

der  drei  anderen.    Es  ergiebt  «ich  auf  diese  Weif 

abcd,  welches  dai  dem  Vierseil  aßyS  a^sociirte  Vi 
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wird.  Die  Beziehung  zwischen  aßr^  und  abcd  ist  eine  gegen- 
seitige, beide  haben  dasselbe  Diagonal- Dreieck.  Es  giebt  einen 
Kegelschnitt  K,  welcher  bei  Realität  von  aßyd  freilich  imaginär 
ist,  der  bei  allen  Collineationen,  welche  aßyd  in  sich  überfahren, 
ebenfalls  in  sich  transformirt  wird,  aßyd  und  abcd  sind  Pol- 
vierseit  resp.  Polviereck  Yon  K  und  auch  beztiglich  K  einander 
reciprok.  Es  findet  sich  ein  Eegelschnittpaar  K^  und  K'\  wel- 
ches bei  allen  diesen  Collineationen  in  sich  flbergeftthrt  wird;  es 
berührt  die  Seiten  er,  /?,  y,  d  und  geht  durch  die  Punkte  a,  5,  c,  d  der 
Art,  dass  für  beide  Gurven  das  Doppelverhältnis  der  vier  gemein- 
samen Elemente  ein  äquianharmonisches  ist.  Die  Beziehungen 
zwischen  den  Kegelschnitten  K,  W  und  K'\  welche  nach 
Battaglini  ein  conjugirtes  Tripel  genannt  werden,  sind  voll- 
ständig symmetrisch.  Es  wird  dann  nachgewiesen,  dass  es  im 
ganzen  10  Kegelschnitte  giebt,  in  Bezug  auf  welche  aßyd  und 
abcd  einander  polar  sind.  Sie  zerfallen  in  zwei  Gruppen.  Die 
ersten  vier  bilden  ein  System  sogenannter  harmonischer  Kegel- 
schnitte, die  sechs  andern  eine  bemerkenswerte  Figur,  welche 
früher  noch  nicht  untersucht  worden  ist. 

Für  den  Raum  werden  ähnliche  Betrachtungen  gemacht. 
Durch  ein  Fünfflach  aßyda  ist  ein  ihm  associirtes  Fünfeck  abcde 
dadurch  bestimmt,  dass  a  der  Pol  von  a  bezüglich  des  Tetraeders 
ßyÖB  ist  etc.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung,  in  Bezug  auf  welche 
beide  Figuren  polar  sind,  bilden  zwei  merkwürdige  Gruppen, 
eine  von  10,  eine  andere  von  15  Flächen,  deren  gegenseitige 
Lagen  betrachtet  werden. 

Zum  Schlüsse  werden  die  Gleichungen  der  Curven-  und 
Flächensysteme  aufgestellt.  W.  St. 

R.  ßöGER.    üeber  die  Aufgabe,  durch  fünf  Punkte  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  zu  legen.    Hamb.  Mitt.  131-182. 

Für  die  Aufgabe,  durch  einen  Punkt  einen  auf  zwei  Strahlen 
involutorische  Punktreihen  erzeugenden  Kegelschnitt  zu  legen, 
werden  immer  Lösungen  gegeben,  welche  verschiedene  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  "die  Strahlen  Doppelpunkte  enthalten 
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oder  niebt  Deshalb  leitet  der  Verfasser  aus  eiDem  Satze  Ober  in- 
einander liegende  inyolatoriscbe  Elementargebilde  eine  Constnic* 
tion  ab)  welche  f&r  alle  Fälle  zugleich  gQltig  ist  Seht. 


R.    Lachlan.     A  geometrical  theorem.   Hess.  XV.  155-158. 

Eine  Verallgemeinernng  des  Pascal* echen  Satzes;  auf  diesen 
kommt  das  Theorem  zurQck,  wenn  drei  der  betreffenden  Kegel- 
schnitte sich  in  Paare  von  Geraden  auflösen.  Ein  ähnlicher 
Steiner'seher  Satz  wird  aaeh  erhalten,  und  einige  besondere 
Fälle  werden  betrachtet.  61r.  (Lp.) 


F.  MoBLKT.     A  nine-line  conic.    Mees.  xv.  190-192. 

Ist  ein  Kegelschnitt  U  und  eine  Gerade  L  gegeben,  so  kann 
man  vier  Punkte  P,  Q,  R^  S  auf  L  so  bestimmen,  dass  eine  Tan- 
gente Ton  jedem  derselben  an  U  von  einem  gegebenen  Punkte  K 
aus  unter  einem  rechten  Winkel  erscheint.  Ein  Kegelschnitt  V 
kann  beschrieben  werden,  welcher  diese  vier  Tangenten,  die 
Gerade  L  und  die  Polare  von  üT  in  Bezug  auf  U  berQhrt  Der 
Verfasser  zeigt,  dass  dieser  Kegelschnitt  V  neun  wohl  bezeich- 
nete Linien  berfihrt.  Glr.  (Lp  ) 


M.  d'Ocagne.      Note   sur  les   coniques.     Teixeira  J.    viii. 

104-108. 

Wenn  eine  Gerade  PQ  sich  um  einen  Punkt  M  dreht  und 
die  Seiten  AB  und  AC  eines  Dreiecks  ABC  resp.  in  den  Punkten 
P  und  Q  schneidet,  so  beschreibt  der  Durchschnittspunkt  J  der 
Geraden  PC  und  QB  einen  Kegelschnitt,  der  dem  Dreieck  ABC 
umschrieben  ist  und  in  B  und  C  von  den  Geraden  MB  und  MC 
tangirt  wird.  Der  Verfasser  giebt  an,  wie  man  die  Tangenten 
an  diesem  Kegelschnitt  construiren  und  seinen  Mittelpunkt  be- 
stimmen kann.  Aus  diesen  Betrachtungen  leitet  Herr  d'Ocagne 
verschiedene  einfache  Constructionen  für  einen  Kegelschnitt  ab, 
wenn  man  kennt:  drei  seiner  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien 
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von  ihnen;  vier  seiner  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  von 
ihnen;  ftlnf  seiner  Punkte;  oder  drei  seiner  Punkte  und  seinen 
Mittelpunkt. 

Darauf  untersucht  er  eine  allgemeine  Curventransformation, 
die  folgendermassen  entsteht:  Es  sei  ein  Di^eieck  ABC  gegeben; 
man  lege  an  eine  gegebene  Curve  T  eine  Tangente,  welche  AB 
in  P  und  AC  in  Q  schneidet  Die  Geraden  PC  und  BQ  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  J,  Wenn  man  dann  die  Tangente  PQ 
um  die  Curve  F  sich  wälzen  lässt,  so  beschreibt  der  Punkt  J 
eine  Curve  r',  welche  die  transformirte  der  ersten  ist.  Zum 
Schluss  zeigt  der  Verfasser,  wie  sich  die  obigen  Resultate  bei 
der  Transformation  durch  reciproke  Polaren  gestalten. 

Tx.  (Hch.) 


H.  E.  M.  0.  ZiMMBRMANN.     Bcwcis  cliies  Lehrsatzes  von 
Jakob  Steiner.     Schlomilch  z.  xxxi.  121-125. 

„Unabhängig  von  Steiner"  hatte  der  Verfasser  schon  vor 
sieben  Jahren  einen  von  Steiner  im  XXX.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  (S.  274)  mitgeteilten  Satz  gefunden,  den  er  nun  hier 
beweist.  Dieser  Satz  lautet:  Ist  einem  vollständigen  Viereck  ein 
beliebiger  Kegelschnitt  umbeschrieben,  und  werden  in  den  Ecken 
desselben  an  den  letzteren  die  Tangenten  gelegt,  so  wird  jede 
der  sechs  Seiten  des  Vierecks  von  den  Tangenten  in  den  beiden 
ihr  nicht  anliegenden  Ecken  in  zwei  Punkten  so  geschnitten, 
dass  von  den  entstandenen  12  Punkten  immer  3mal  8  in  irgend 
einem  Kegelschnitt  liegen;  jedes  von  den  3  Punkt-Octupeln  hat 
zudem  die  Eigenschaft,  dass  sie  auf  dreifache  Art  paarweise  in 
vier  Geraden  liegen,  welche  sich  immer  in  einem  der  drei  Dia- 
gonalpunkte des  Vierecks  schneiden.  Seht. 


C.  ScHiREK.      Zur    Constructioii    des    KrümmungsniitteU 
punktes  bei  Kegelschnitten.     Hoppe  Arch.  (-2)  III.  318324. 

Herr  Mannheim  giebt  auf  S.  285  seines  „Cours  de  gäomötrie 
descriptive,  Paris  1880"   für  die  Construction  des  KrUmmungs- 
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mittelponkts  des  ebeDen  SchDÜtes  einer  beliebigen  Fläche  ein 
Verfahren  an,  das  darin  besteht,  dass  man  die  Curve  als  Leit- 
eurre  einer  Normalenfläche  der  Fläche  auffasst,  welche  man 
mittels  orthogonale;  Projection  auf  die  Schnittebene  bezieht. 
Der  Verfasser  zeigt  nun,  wie  dieses  Princip  zur  Construction 
des  Erttmmangsmittelpunkts  einer  ebenen  Curve  überhaupt  be- 
nutzt werden  kann,  und  führt  dies  zunächst  an  einem  Kegel- 
schnitt durch,  indem  er  einen  durch  denselben  gehenden  Rota- 
tionskegel zu  Hülfe  nimmt.  Seht 


Fr.  Hofmann.     Die    Construction    doppelt  berührender 
Kegelschnitte    mit    imaginären    ßestimmangsstUcken. 

Leipiig.    Teobner.    IV.  o.  109  S. 

Das  Hauptproblem,  dessen  Lösung  sich  der  Verfasser  zur 
Aufgabe  gemacht  hat,  ist  folgendes:  Methoden  anzugeben,  nach 
welchen  die  zwei  reellen  Kegelschnitte  construirt  werden  können, 
die  einen  vorgegebenen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  in 
zwei  verschiedenen  (nicht  vorgegebenen)  Punkten  berühren  und 
ragleich  durch  drei  vorgegebene  Punkte  gehen,  von  denen  nur 
einer  reell  ist,  die  beiden  andern  imaginär.  Dem  Verfasser  ist 
es  aber  hierbei  weniger  darum  zu  thun,  auf  kürzestem  Wege 
zar  Lösung  dieses  Problems  zu  gelangen,  als  vielmehr  darum, 
das  reichhaltige  Uebungsmaterial  an  Aufgaben  und  Sätzen,  das 
sich  auf  dem  Wege  zur  Lösung  einfindet,  dem  Leser  in  an- 
schaulicher Weise  darzubieten  und  ihm  so  einen  Ueberblick  über 
die  wichtigsten  Sätze  der  Theorie  der  Kegelschnitte  in  doppelter 
Ber&hrung,  insbesondere  ihrer  Uebertragbarkeit  in  das  Gebiet 
des  Imaginären  zu  ermöglichen.  Deshalb  giebt  der  Verfasser 
eine  dreifache  Lösung  des  Hauptproblems.  Zunächst  liefert  die 
darstellende  Geometrie  das  Princip  zu  einer  übersichtlichen  Be- 
handlung der  Theorie  der  doppelt  berührenden  Kegelschnitte, 
indem  bei  der  Abbildung  einer  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung 
mit  einem  auf  ihr  gelegenen  ebenen  Schnitt  die  Contourcurve 
der  Abbildung  von  dem  Bilde  der  Schnittcurve  doppelt  berührt 
wird.     Die  durch  solche  Betrachtungen   sich  ergebenden   Sätze 
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über  Eegelschnitte  in  doppelter  Berflhmng  fahren  zu  einer  ersten 
Lösung  des  Hauptproblems,  welche  nur  in  der  Ebene  auszu- 
führende Constructionen  erfordert.  Die  zweite  Lösung  erfolgt 
durch  ZuhQlfenahme  des  Raumes,  nachdem  der  Weg  hierzu  durch 
eine  Erörterung  des  Zusammenhangs  der  Geometrie  der  doppelt 
berührenden  Kegelschnitte  mit  jener  der  Kugelkreise  oder  der 
Kreiskegel  gebahnt  worden  ist.  Die  dritte  Lösung  geschieht 
gleichfalls  mit  Hülfe  von  räumlichen  Constructionen,  welche  den 
Methoden  der  darstellenden  Geometrie  entnommen  sind.  Es  wird 
nämlich  die  Bestimmung  von  Kegelschnitten  in  doppelter  Be- 
rührung zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  von  räumlichen 
Schnittcurven  auf  Flächen  zweiter  Ordnung.  Die  zweite  und 
dritte  Methode  ergänzen  sich  gegenseitig,  indem  da,  wo  die 
zweite  nicht  zum  Ziele  führt,  die  dritte  mit  Nutzen  verwendet 
werden  kann  und  umgekehrt.  Die  letzten  Paragraphen  geben 
einen  Anhang  über  Kegelschnitte  in  vierpunktiger  Berührung. 

Rdt. 


F.    Amodeo.     Sülle   coniebe   bitangenti   a   dne   coniche. 

Batt.  G.  XXIV.  346-353. 

Für  zwei  in  derselben  Ebene  gegebene  Kegelschnitte  9»^  7, 
giebt  es  cc*  Kegelschnitte  1/;,  welche  alle  beide  doppelt  berühren; 
dieselben  bilden  drei  verschiedene  Scharen.  Sind  £,  F,  G  die 
Ecken  und  «,  f,  g  die  Seiten  des  gemeinschaftlichen  conjugirten 
Dreiecks  zu  qp,  und  «jTj,  so  liegen  die  Berührungspole  der  Kegel- 
schnitte t^^  einer  dieser  Scharen  auf  der  Geraden  e,  während 
die  entsprechenden  Berührungssehnen  durch  £  gehen;  ähnliche 
Eigenschaften  besitzen  die  Kegelschnitte  t^/,  %pg  der  anderen 
Scharen  bezüglich  f,  F  und  ^,  G.  (Vgl.  z.  B.  Chasles,  Sections 
coniques.  No.  482).  Das  Ziel  der  zu  besprechenden  Note  des 
Herrn  Andodeo  ist  der  rein  synthetipche  Beweis  einiger  projec 
tivischer  Eigenschaften  des  Curvcnsystems  \\>,  Zunächst  beweist 
der  Verfasser,  dass  der  Ort  der  Pole  einer  Geraden  p  in  Beiog 
auf  die  Kegelschnitte  1//«  einer  und  derselben  Schar  ein  Kegel- 
schnitt 0<.  ist,  welcher  durch  die  Pole  P,,  F,  von  p  in  Bezng 
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tof  qi^  and  q>^  geht,  ausserdem  noch  dureb  andere  merkwürdige 
Punkte.  (Vgl.  Chasles,  1.  c.  No.  494).  Die  beiden  anderen 
Scharen  geben  zwei  andere  ähnliche  Kegelschnitte  @/,  Qg.  Die 
drei  Kegelschnitte  Q^  @/,  Qg  gehören  demselben  Büschel  an. 
Setzt  man  jeder  Geraden  p  die  vier  Grundpunkte  dieses  Büschels 
tU  entsprechend,  so  kommt  man  zu  einer  eigentümlichen  Ver- 
wandtschaft (von  welcher  der  Verfasser  am  Ende  seiner  Arbeit 
redet),  in  welcher  jedem  Strahlenbüschel  drei  Curven  vierter 
Ordnung  entsprechen,  und  die  kein  grosses  Interesse  zu  besitzen 
ftcheint.  Wenn  man  iix  den  vorerwähnten  Theoremen  p  im  Un- 
endlichen annimmt,  so  gelangt  man  zur  Verteilung  der  Mittel* 
punkte  der  Kegelschnitte  1^. 

Da  das  System  der  Kegelschnitte  ip  zu  sich  selbst  correlativ 
ist,  80  haben  alle  obigen  Eigenschaften  ihre  correlativen.  Diese 
Eigenschaften  erleiden  Abänderungen,  wenn  einer  der  beiden 
Kegelschnitte  oder  alle  beide  ausarten.  (Vgl.  Chasles,  1.  c. 
No.  495).  Diese  Abänderungen  werden  von  Herrn  Amodeo  in 
So.  4  seiner  Note  festgestellt. 

Die  vorstehenden  Lehrsätze  liefern  die  Mittel  zur  „Auf- 
findang  der  Kegelschnitte,  welche  mit  zwei  gegebenen  Kegel- 
Bdinitten  eine  doppelte  Berührung  haben  und  ausserdem  durch 
einen  Punkt  gehen  oder  eine  Gerade  berühren".  Beide  Aufgaben 
sind  sechsten  Grades  (die  Charakteristiken  des  Kegelschnitt- 
systems  if;  sind  mithin  6  und  6);  allein  die  Lösung  jeder  ein- 
zelnen kommt  auf  die  dreier  Aufgaben  zweiten  Grades  zurück, 
wenn  man  die  Aufgabe  (dritten  Grades)  gelöst  hat,  die  singu- 
liren  Kegelschnitte  des  von  den  gegebenen  Curven  bestimmten 
Büschels  aufzusuchen.  (Vgl.  Chasles,  1.  c.  No.  497,  VIL 
u.  VIII.). 

Wenn  man  für  den  Kegelschnitt  9,  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt des  Büschels  (q>^  q>^  setzt,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  Die 
Kegelschnitte,  welche  die  Oerter  der  Pole  einer  und  derselben 
(leraden  p  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  \pe  sind,  die  mit  dem 
Kegelschnitte  9,  und  einem  Regelschnitte  des  Büschels  (7;,  <;p,) 
doppelte  Berührung  haben,  bilden  einen  Büschel  von  Curven, 
«eiche  dieselbe  Gerade  in  demselben  Punkte  berühren.     Indem 
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man  für  qp,   einen  Kegelschnitt  der  Schar  (^,  qo,)  setzt,   findet 
man  den  correlativeu  Satz. 

Endlich:  Die  Kegelschnitte,  welche  die  Oerter  der  Pole  der 
Geraden  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  sind,  welche 
doppelte  Berührung  mit  den  Paaren  von  je  zwei  Curven  desselben 
Büschels  (oder  derselben  Schar)  haben,  bilden  drei  Netze  (oder 
bezw.  drei  Gewebe).  La.  (Lp.) 


V.  Retali.    Sülle  coniche  conjugate.     Bologna  M< 

189-198. 

Von   den   vier   „conjugirten"  Kegelschnitten  V^y  l/,,  *. 
hinsichtlich   deren  zwei   Kegelschnitte  15  und  (/'  einander  p 
gegenüberstehen,  ist  bekanntlich  jeder  einzelne  hinsichtlich  jedv 
anderen    zu    sich    selbst   polar    reciprok.      Allen    sechs  Kegel- 
schnitten ist  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  gemeinsam.    Irgend 
zwei  der  vier  Kegelschnitte  gehen  eine  doppelte  Berührung  ein; 
die  Berührungspunkte   liegen   auf  einer  Seite   des   autopolaren 
Dreieckes,  während  die  Tangenten  sich  in  der  gegenüberliegen- 
den Ecke   treffen.     Die   beiden  Paare   von  Berührungspunkten, 
die  auf  einer  Seite  liegen,   trennen  einander   und  auch  die  auf 
der  Seite  liegenden  Ecken  harmonisch.    Herr  Retali  erweist  zu- 
nächst, wie  einfach  diese  bekannten  Sätze  aus  den  Gleichungs- 
formen   abzulesen   sind,   die  Herr  Battaglini    für  dieses  System 
von  Kegelschnitten  entwickelt  hat. 

Macht  man  den  Coefficienten  einer  Homologie  -  Beziehung 
gleich  +  t,  und  lässt  man  die  Axe  mit  der  Polare  des  Centrums 
O  hinsichtlich  eines  Kegelschnittes  K  zusammenfallen,  so  erhält 
man  bekanntlich  aus  K  einen  hinsichtlich  seiner  zu  sich  selbst 
polar-reciproken  Kegelschnitt  K^.  Dieser  Zusammenhang  kann 
auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  je  zwei  der  drei  Punktepaare 
r{K\  ^'(Arj,  0(ro\  wenn  r  von  O  ausgeht,  einander  harmonisch 
trennen.  Ist  nun  WZ  das  Tripel  conjugirter  Punkte  für 
^o>  ^1)  ^j>  '^sj  ®^  gehören  je  zwei  von  diesen  Kegelschnitten  in 
der  beschriebenen  Weise  zu  einem  der  Punkte  X,  Y,  Z.  Das 
Nähere  dieser  Anordnung  ist  aus  einem  von  Herrn  Ketali  auf- 
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IteD  Täfelchen  zu  ersehen.    Aus  irgend  einem  Tripel  con- 

.ler  Punkte   eines  Kegelschnittes  (/„    erhält   man   stets  drei 

iere,  üi  s=  (üu)»,  U2  =  (üu)y,  U3  =  (t/o).,  die  in  dem  beschrie- 

üien  Zusammenhange  stehen.     Ist  U^  selbst  reell  und  ebenso 

üas  vorliegende  Tripel,  so  werden  zwei  von  diesen  Kegelschnitten 

reell  sein,  während  der  dritte  eine  imaginäre  Ellipse  ist. 

Höchst  interessant  ist  die  in  No.  XIV  ausgesprochene  Eigen- 
schaft, dass  zwei  conjugirte  Kegelschnitte  auch  harmonisch 
homolog  sind,  und  zwar  in  einem  System,  das  den  einen  Bertth- 
rungspnnkt  zum  Centrum,  die  Tangente  in  dem  andern  aber  zur 
Axe  hat  Hinsichtlieh  unendlich  ferner  Punkte  sind  daher  zu 
einer  gegebenen  congruente  Parabeln  conjugirt.  Jede  solche 
Parabel  ist  zu  der  gegebenen  central -symmetrisch  angeordnet. 

Bildet  man  bei  einem  reellen  Kreise  U^  das  Poltripel  aus 
dem  Centrum  und  zwei  unendlich  fernen  Punkten,  so  sind  zwei 
Kegelschnitte  aus  der  Gruppe  U^^  l/,,  l/„  U^  gleichseitige  Hy- 
perbeln, während  der  letzte  ein  imaginärer  Kreis  ist. 

Zum  Schlüsse  bemerkt  Herr  Retali,  dass  man  bei  Unter- 
suchung des  entsprechenden  Zusammenhanges  im  Räume  Flächen 
zweiter  Ordnung  zu  unterscheiden  habe,  die  zu  einer  gegebenen 
hinsichtlich  eines  Punktes  und  seiner  Polare  conjugirt  sind  und 
andere,  die  zu  ihr  hinsichtlich  zweier  polar  gegenüberstehender 
Geraden  conjugirt  sind.  Die  Flächen  der  ersten  Art  berOhren 
längs  Kegelschnitten,  die  der  zweiten  Art  schneiden  in  den  Ge- 
raden unebener  Vierseite.  Eine  ausführliche  Behandlung  wird 
in  Aussicht  gestellt.  Diese  Verhältnisse  sind  übrigens  von  den 
Herren  Del  Pezzo  und  Sturm  (cfr.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  644-646) 
unlängst  erörtert  worden.  E.  K. 


J.  S.  Van£ckk.     Sur  le  röseau  de  coniques  du  deuxifeme 

indice.      Prag.  Ber.  281-289. 

Die  Kegelschnitte  der  vom  Herrn  Verfasser  betrachteten  Schar 
berühren  drei  feste  Tangenten  S,  T,  üund  zwei  bewegliche,  />,  u.  />„ 
die  um  Punkte  von  S,  s^  und  s^  sich  drehen  und  einen  diese  Punkte 
enthaltenden  Kegelschnitt  2  erzeugen.     Die  Mittelpunkte  dieser 

Fomchr.  d.  Math.  XVIII.  3.  3g 
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KegelscbDitte  liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  da  die  Mittelpunkts- 
geraden  der  Scharen,  die  durch  homologe  Quadrupel  S,  T,  C/,  D, 
bez.  S,  T,  Uj  D,  bestimmt  werden,  projedtivische  Strahlbüschel 
beschreiben,  wenn  der  Schnittpunkt  von  D^  und  D,  über  2  be- 
wegt wird.  Da  alle  Kegelschnitte,  die  neben  S,  T,  ü  irgend  eine 
vierte  Gerade  berühren,  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden 
haben,  so  enthält  die  betrachtete  Reihe  genau  zwei  die  erstere 
berührende  Kegelschnitte;  die  einfach  unendliche  Reihe  ist  da- 
her vom  Index  2.  Die  bewegliche  Linie,  welche  die  Berührungen 
punkte  von  D^  und  D,  verbindet,  umhüllt  einen  Kegelschnitt; 
die  Berührungspunkte  selbst  beschreiben  Curven  dritter  Ordnung 
mit  je  einem  Doppelpunkt  in  $^  bez.  «,.  Einleitende  Bemer- 
kungen, nach  denen  die  2  erzeugenden  Strahlbüschel  mit  den 
Centren  «,  und  s^  als  homologe  Bestandteile  collinearer  Ebenen 
betrachtet  werden,  stehen  mit  dem  Gegenstande  der  Abhandlung 
selbst  nur  in  lockerem  Zusammenhange.  £.  K. 


J.  S.  Vanböek.     Sur  le   r^seau   de   coniques^  du   2»^^""® 

indice.       Prag.  ßer.  314-326. 

Die  Entstehungsweise  der  Kegelschnittreihe  ist  genau  die 
entsprechende  zu  der  soeben  besprochenen,  nur  wird  statt  JS 
eine  Curve  n^'  Ordnung  zu  Grunde  gelegt.  Die  Mittelpunkts- 
curve  ist  im  allgemeinen  Falle  eine  Curve  2n^^  Ordnung  mit 
drei  »-fachen  Punkten.  Dieselben  halbiren  die  Strecken 
pg,  «,r,  «,r,  wobei  mit  p,  g,  r  die  Schnittpunkte  STj  SU^  TU 
bezeichnet  werden.  Enthält  I  die  Punkte  «,,«,,  r  bez.  Är-fa^h, 
/-fach,  m-fach,  so  liegen  die  Mittelpunkte  auf  einer  Curve  der 
Ordnung  (2fi  — ä  — / — m),  die  die  Halbirungspunkte  der  Strecken 
P9,  «,r,  s^r  bezw.  (n — A— /)-fach,  («— /— m)-fach,  (n — ik— m)- 
fach  enthält.  Im  ersten  Fall  wird  eine  beliebige  Gerade  von  2ii, 
im  zweiten  von  2fi  — A  — /— m  Kegelschnitten  berührt.  Die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  von  D^  und  D,  beschreibt  im 
allgemeinen  eine  Curve  2n^^%  im  besonderen  Falle  eine  solche 
(2«— Äf— /— fii)**'Klasse ;  «j«„  «,r,  *,r  sind  im  allgemeinen  n-fache,  im 
besonderen  Falle  (n  — ik  — ()-,  (n  — /— m)-,  («  — A— iii)-faohe  Tan- 
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geDten  der  Carve.  Der  BerObmogspiinkt  ^^  Yon  D,  beschreibt 
int  allgemeiDen  eine  Carve  2ii^,  im  besondereD  Falle  eine  solche 
(2ii  — /— m)«^  Ordnung.  E,  K. 


J.  8.  Vankcbk,     Sur  le  faisceau  de  coniqoes   du  2»'^"® 

indice.      Prftg.  Ber.  451-453. 

Der  betrachtete  Kegelschnittbflschel  steht  der  in  den  beiden 
soeben  besprochenen  Abhandlungen  betrachteten  Schar  dua- 
listisch gegenOber.  Alle  Cunren  desselben  haben  also  drei 
Punkte  mit  einander  gemein.  Zwei  bewegliche  Punkte  des 
K^elschnittes  der  Reihe  werden  von  einer  Tangente  einer  Gurre 
n^  Klasse  auf  zwei  Geraden  ausgeschnitten,  die  von  einem  der 
drei  Punkte  ausgehen.  Anstatt  nach  dem  Dualitfitsprincip  die 
Eigenschaften  des  Büschels  zu  ermitteln,  kann  man  auch,  ana- 
log wie  es  in  den  früheren  Abhandlungen  geschah,  von  den 
Eigenschaften  der  Hittelpunktscurve  ausgehen,  die  hier  von  der 
4a^  Ordnung  ist  und  ausser  drei  2fi-fachen  Punkten  noch  zwei 
fi'fache  Punkte  besitzt.  £.  K. 


J.  K.  Mkistbk.  Ueber  die  Systeme,  welche  durch  Kegel- 
schnitte mit  einem  gemeinsamen  Polardreieck,  bez. 
durch  Flächen  mit  einem  gemeinsamen  Polartetraeder 
gebildet  werden.     Scbiömilch  z.  xxxi.  321-344. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  nur  die  ebene  Mannig- 
faltigkeit (von  Kegelschnitten,  die  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 
gemeinsam  haben).  Zunächst  wird  ein  solches  System  als  in 
sich  dualistisch  erkannt,  es  kann  als  Netz  zweiter  Stufe,  wie  als 
Gewebe  bezeichnet  werden.  Ist  also  eine  Schar  der  Mannig- 
faltigkeit bekannt,  so  erhält  man  alle  tibrigen  Kegelschnitte  des 
Systems,  wenn  man  einen  beliebigen  Kegelschnitt  derselben  mit 
allen  flbrigen  durch  Bttschel  verbindet.  Jede  Ecke  des  Polar- 
dreiecks sendet  Geradenpaare  aus,  die  dem  System  angehören. 
Hieraus  folgt,  was  wohl  kaum  besonders  zu  erweisen  war,  dass 
irgend  vier  associirte  Punkte,  d.  h.  Grundpunkte  eines  Büschels 

36* 
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des  Systems,  ein  Viereck  mit  dem  Diagonalendreieck  ABC 
bilden,  ebenso  vier  associirte  Gerade  ein  Vierseit  mit  diesem 
Diagonaldreiecke.  Irgend  vier  associirte  Gerade  werden  daher 
in  Gruppen  associirter  Punkte  von  Kegelschnitten  berührt,  und 
umgekehrt. 

Das  Bisherige  fahrt  einmal  zu  dem  Qblicben  Beweise  des 
bekannten  Satzes,  nach  dem  irgend  zwei  Kegelschnitte  derselben 
Schar  die  Grundgeraden  in  acht  Punkten  desselben  Kegelschnittes 
berühren.  Andererseits  ergiebt  sich  eine  Reihe  zum  Teil 
von  Steiner  bereits   angegebener  Erweiterungen  dieses   Satzes, 

von  denen  eine  als  Beispiel  hier  stehen  möge:  Die  vier  Schnitt- 

« 

punkte  irgend  zweier  Kegelschnitte  einer  Schar  liegen  mit  den 
Berührungspunkten  jedes  dritten  Kegelschnittes  der  Schar  auf 
demselben  Kegelschnitt  (§  IG). 

Eine  Linie,  als  Axe  betrachtet,  bestimmt  im  allgemeinen 
einen  Kegelschnitt  der  Mannigfaltigkeit;  dagegen  bestimmt  jede 
Höhe  des  Poldreiecks  ABC  eine  ganze  Schar  sich  doppelt 
berührender  Kegelschnitte. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  ist  Mittelpunkt  eines  einzigen  Kegel- 
schnittes. Der  Mittelpunkt  durchläuft  einen  ABC  umschriebenen 
Kegelschnitt,  bezw.  eine  Gerade,  je  nachdem  man  einen  Büschel 
oder  eine  Scbar  der  vorliegenden  Mannigfaltigkeit  ins  Auge 
fasst.  Der  einzige  Kreis  des  Systems  ,hat  seinen  Mittelpunkt  im 
Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks  ABC. 

Auch  als  Brennpunkt  betrachtet  bestimmt  ein  Punkt  F  einen 
einzigen  Kegelschnitt,  wenn  er  nicht  mit  einem  der  drei  Höhen- 
fasspunkte  A,  S,  T  des  Dreiecks  ABC  zusammenfällt.  Zu  einem 
Brennpunkt  F  ist  der  zugehörige  F'  leicht  aufzufinden.  Eine  be- 
liebige Seite  und  die  zugehörige  Höhe  von  ABC  balbiren  nämlich 
die  beiden  Strahlenwinkel,  unter  denen  die  Strecke  FF'  von  ihrem 
Kreuzungspunkte  aus  erscheint.  Hiernach  durchläuft  F'  einen 
RST  umschriebenen  Kegelschnitt,  wenn  F  eine  beliebige  Gerade 
durchläuft.  Dieser  Kegelschnitt  wird  zum  Feuerbach'schen  Kreise 
für  die  unendlich  ferne  Gerade,  also  für  die  Reihe  der  im  System 
vorkommenden  Parabeln.  Das  Dreieck  aus  den  Halbirungspunkten 
il',  B',  C   der  Seiten  BC,  CA,  AB,   das   dem   Feuerbach 'sehen 
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Kreise  eingeschrieben  ist,  ist  allen  diesen  Parabeln  umschrieben. 
Jede  Seite  des  Fandamentaldreiecks  ist,  doppelt  gezählt,  ein 
Kegelschnitt  des  Systeme.  Wird  dieser  Kegelschnitt  als  Hyperbel 
mit  unendlich  kleiner  Nebenaxe  betrachtet,  so  liegen  auf  der 
betreffenden  Geraden  selbst  seine  beiden  Brennpunkte.  Wird 
er  dagegen  als  ein  Kegelschnitt  mit  unendlich  kleiner  Hauptaxe 
betrachtet,  so  liegen  seine  beiden  Brennpunkte  symmetrisch  zu 
der  betreffenden  Seite  auf  dem  Kreise,  welcher  Ober  der  ge- 
nannten Seite  des  Dreiecks  als  Durchmesser  beschrieben  ist. 
Die  so  entstehenden  drei  Kreise  grenzen  zusammen  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  und  dem  Feuerbach 'sehen  Kreise  die  einzelnen 
Gebiete  ab,  deren  Punkte  Brennpunkte  von  Kegelschnitten 
gleichen  Charakters  sind.  Der  Uebergang  nämlich  von  Hyperbeln 
zu  reellen  Ellipsen  kann  entweder  durch  eine  Parabel  oder  durch 
eine  Hyperbel  mit  unendlich  kleiner  Nebenaxe  hindurch  geschehen. 
Derjenige  von  Hyperbeln  zu  imaginären  Ellipsen  hingegen  kann 
nur  durch  eine  Hyperbel  mit  unendlich  kleiner  Hauptaxe  hindurch 
geschehen. 

Im  §  4  bespricht  der  Verfasser  die  Parabelschar  des  Systems. 
Die  Scheiteltangenten  umhüllen  eine,  dieAxen  eine  zweite 
Steiner'sche  Hypooykloide,  die  Scheitel  liegen  auf  einer  Curve 
vierter  Ordnung. 

Zur  Untersuchung  der  Systeme  ähnlicher  Kegelschnitte  der 
Mannigfaltigkeit  bedient  sich  der  Verfasser  einer  besonderen 
quadratischen  Transformation,  deren  Gesetze  von  Herrn  Schroter 
(Kegelschnitte  S.  290-294)  erörtert  wurden.  Verschiebt  man  die 
Involution  conjugirter  Durchmesser  eines  System -Kegelschnittes 
zu  sich  selbst  parallel,  bis  ihr  Mittelpunkt  in  einen  bestimmten 
Punkt  0  eines  festen  Kreises  gelangt,  so  wird  eine  bestimmte 
Involution  auf  demselben  und  also  auch  der  Punkt  3R,  in  dem 
die  Verbindungslinien  ihrer  Paare  sich  treffen,  der  ursprünglichen 
Involution  zugewiesen.  Da  nun  jeder  Punkt  M  nur  von  einem 
Kegelschnitt  des  Systems  der  Mittelpunkt  ist,  so  besteht  zwischen 
den  Ebenen  der  Punkte  M  und  5K  eine  eindeutige  Beziehung,  die 
sich  als  quadratisch  ausweist.  A^  J3,  C  sind  die  Hauptpunkte 
der  einen  Ebene;  die  der  anderen,  21,  39,  @,  bilden  ein  zu  dem 
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gegebenen  ähnliches  Dreieck,  das  dem  Hülfskreise  ei nbescb rieben 
ist.  Die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  eutsprechen  bei 
der  Transformation  sich  selbst.  Ein  mit  dem  gegebenen  con- 
centrischer  Kreis  enthält  solche  Punkte  3R,  deren  zugehörige 
Strahleninvolutionen  mit  dem  Centrum  0  unter  einander  congruent 
sind.  Jedem  dieser  Kreise  entspricht  daher  die  Mittelpunktscurve 
eines  Systems  ähnlicher  Kegelschnitte  unserer  Mannigfaltigkeit. 
Hieraus  ist  abzuleiten,  dass  die  Mittelpunktscurve  von  der  vierten 
Ordnung  ist  und  die  drei  Punkte  A,  J3,  C  zweifach  enthält.  Bei 
jedem  Systeme  ähnlicher  Hyperbeln  sind  A,  J3,  C  eigentliche 
Doppelpunkte  der  Mittelpunktscurve,  während  bei  einem  System 
ähnlicher  Ellipsen  einzelne  dieser  Punkte  isolirt  sein  können. 
Die  Curve  hat  vier  reelle  Doppeltangenten,  von  denen  eine  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden,  die  in  ihren  Kreispunkten  berOhrt, 
zusammenfällt.  Daher  gehören  die  betrachteten  Curven  zu  einem 
Büschel.  Die  drei  anderen  sind  zu  den  Tangenten  parallel,  die 
den  il,  By  C  umschriebenen  Kreis  in  diesen  Punkten  berflhren. 
Die  Berührungspunkte  dieser  drei  Reihen  von  Doppeltangenten 
liegen  auf  drei  Hyperbeln  verteilt. 

Eine  jede  der  betrachteten  Mittelpunktscurven  wird  Qbrigens, 
wie  der  Verfasser  zeigt,  von  einem  System  ähnlicher  Kegelschnitte, 
die  il,  £,  C  enthalten,  umhüllt. 

Der  Verfasser  betrachtet  nunmehr  die  Curven,  welche  von 
den  Systemen  ähnlicher  Kegelschnitte  umhüllt  werden.  Es  sind 
dies  punktallgemeine  Curven  vierter  Ordnung,  welche  vier  be- 
stimmte Gerade,  die  unendlich  ferne  Gerade  und  ihre  associirten, 
in  denselben  8  Punkten  berühren  und  also  zu  einem  Büschel 
gehören.  Jede  der  drei  Parabeln  des  Systems,  deren  Axe  zu 
einer  der  Tangenten  parallel  ist,  die  in  A^  J3,  oder  C  den  ABC 
umschriebenen  Kreis  berühren,  wird  von  vier  (associirten)  Doppel- 
tangenten einer  jeden  der  betrachteten  Curven  berührt  Femer 
sendet  jeder  der  drei  Punkte  A^  J3,  C  zwei  Paare  von  Doppel- 
tangenten an  jede  dieser  Curven  aus,  Folgende  Erwägung  dient 
zur  Begründung  dieser  Thatsachen.  Um  aus  einer  Schar,  bezw. 
einem  Büschel  der  vorliegenden  Mannigfaltigkeit  die  dem  System 
ähnlicher  Kegelschnitte  angehörigen  Curven  auszusondern,  braucht 
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man  nar  die  Mittelpunkts-Gerade,  bezw.  den  i40C  umschriebenen 
Hittelpanktskegelschnitt  mit  der  Hittelpunktscurre  des  Systems 
zum  Durchschnitt  zu  bringen.  Die  Schnittpunkte  sind  Mittelpunkte 
der  gesuchten  Kegelschnitte.  Demnach  enthält  jede  Tangente  der 
Mittelpunktscurve  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  einer  Schar, 
deren  associirte  Strahlen  die  Hnllcurve  berühren,  und  jeder  A^  J3,  C 
nmschriebene  Kegelschnitt,  der  die  Mittelpunktscurve  berührt, 
enthält  die  Mittelpunkte  der  Gurren  eines  Büschels,  dessen 
Gnindpunkte  der  UQÜcurve  angehören.  Da  nun  von  dem  Mittel- 
punkte eines  beliebigen  Kegelschnittes  der  Mannigfaltigkeit 
sechs  Tangenten  der  Mittelpunktscurve  und  zwei  sie  bertihrende 
und  Af  0,  C  enthaltende  Kegelschnitte  ausgehen,  so  hat  derselbe 
24  Tangenten  und  acht  Punkte  mit  der  HüUcurve  gemein.  Diese 
ist  daher  von  der  zwölften  Klasse  und  der  vierten  Ordnung. 
Mit  ähnlichen  Schlflssen  kann  die  angegebene  Anordnung  der 
Doppeltangenten  ermittelt  werden. 

Die  Arbeit  schliesst  mit  der  Betrachtung  der  Systeme  von 
Kegelschnitten  gleichen  Axenproductes  oder  gleichen  Inhaltes, 
die  in  der  betrachteten  Mannigfaltigkeit  sich  finden  (§  9). 

E.  K. 

G.  Tarky.     Representation  g^mötrique  des  coniqnes  et 

qüadriques   imaginaires.      Paris.  Gaatbier-Villars. 

Ausgehend  von  der  Theorie  der  conjugirt-imaginären  Punkte 
und  Strahlen,  gelangt  der  Verfasser  erstens  zu  einer  Definition 
des  Kegelschnitts,  welche  reelle  und  imaginäre  Kegelschnitte 
zugleich  umfasst,  und  zweitens  zu  dem  auf  imaginäre  Schnitt- 
punkte mit  den  drei  Dreiecksseiten  ausgedehnten  Satz  von  Camot 
Dann  folgen  Sätze  Aber  conjugirte  Kegelschnitte  im  allgemeinen 
und  solche  conjugirte  im  besondem,  bei  denen  das  Doppelver- 
bältnia  der  Beziehung  ~1  ist  Durch  den  Begriff  zweier  com- 
plement&ren  Kegelschnitte,  d.  h.  solcher,  deren  Beziehungsaxe 
unendlich  fern  ist,  gelangt  der  Verfasser  dann  dazu,  einen  ima- 
ginären Kegelschnitt  durch  den  ihm  complementären  reellen  dar- 
zustellen. Das  letzte  Gapitel  behandelt  solche  zwei  Kegelschnitte, 
welche  conjugirt  sind  und  dabei  ihren  Beziebungitpol  unendlich 
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ferD  haben,  Kegelschnitte   also,   die  Poncelet  sapplementar  ge- 
nannt hat.  Seht. 


V.  Retali.     Osservazioni   auUa   projezione  immaginaria 
delle  curve  del  second'  ordine.    Bologna  Rend.  72-79. 

Es  sei  K^.  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  P  ein  beliebiger 
Punkt  ihrer  Ebene,  p  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Curve. 
Eine  beliebige  durch  P  gehende  Gerade  r  schneide  die  Gerade  p 
im  Punkte  P*  und  die  Curve  üf'  in  den  (reellen  oder  conjugirt 
imaginären)  Punkten  Q,  Q';  die  Doppelpunkte  der  Involution 
PP',  QQ'  benenne  man  mit  Ry  R'.  Dreht  man  die  Gerade  r  um 
den  Punkt  P,  so  wandern  die  Punkte  R,  R'\  ihr  Ort  ist  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  üf^,  welche  K^  in  denjenigen  Punkten 
berührt,  in  welchen  diese  Curve  von  der  Geraden  p  ge- 
schnitten wird;  K^  heisst  „conjugirt  zu  üf'  in  Bezug  auf  den 
Punkt  P  oder  auf  die  Gerade  p"  (die  Polare  von  P).  Man  kann 
auch  sagen,  die  beiden  Curven  K^  und  K}  seien  die  „imaginären 
Projectionen  von  einander  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  oder  die 
Gerade  p".  Ist  2<^^i^k  =  0  (•,  ik  =  I,  2,  3)  die  Gleichung  von 
K^  in  homogenen  Coordinaten  und  sind  y^,  ^„  y^  die  Coordinaten 
von  P,  so  ist  die  Gleichung  von  Kl 

{ZOik^iXi^  {ZaikViVki—'i  {ZOikXiyiy  =  0. 
Mehrere  Sätze,  zu  welchen  die  Betrachtungen  der  conjugirten 
Kegelschnitte  Anlass  geben,  sind  vom  Verfasser  in  einigen  früheren 
Arbeiten  aufgestellt  worden  (Sopra  una  serie  particolare  di  co- 
niche  d'indice  due,  Bologna  Mem.  (4)  V;  Sülle  coniche  conjugate, 
ibid.  (4)  VI),  ausserdem  von  Hm.  Chr.  Wiener  (Lehrbuch  der 
darstellenden  Geometrie,  Bd.  I.  315-325.  Leipzig  1884).  Einige 
andere  werden  in  der  vorliegenden  Arbeit  augegeben;  wir 
greifen  die  folgenden  unter  ihnen  heraus:  Wird  ein  Kegelschnitt 
K^  gegeben,  so  giebt  es  unendlich  viele  Punkte,  f&r  welche  die 
zu  jedem  von  ihnen  conjugirten  Kegelschnitte  die  von  zwei 
Punkten  begrenzte  Strecke  harmonisch  teilen;  ihr  Ort  ist  ein 
anderer  Kegelschnitt;  z.  B.  der  Ort  der  Punkte,  in  Bezug  auf 
welche  die  zu  K*  conjugirten  Kegelschnitte  gleichseitige  Hyper- 


bein  sind,  ist  cm  anderer  Kegelschnitt;  ist  JT'  eine  Parabel,  so 
ist  der  letztere  die  symmetrische  za  K*  bezOglich  der  Oirectrix. 
Sind  in  einer  Ebene  zwei  Mittelpunkts  -  Kegelschnitte  gegeben, 
80  giebt  es  im  allgemeinen  vier,  die  zn  einem  Yon  ihnen  con- 
jngirt  sind  und  znm  anderen  ihnlich  liegen;  dieselben  entsprechen 
den  Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Diagonalen  die  con- 
jagirten  Durchmesser  eines  der  gegebenen  Kegelschnitte  bilden, 
welche  zwei  coojngirten  Durchmessern  des  anderen  parallel  sind. 
Beispielsweise  giebt  es  yier  zu  einem  Mittelpunkts- Kegelschnitte 
conjugirte  Kreise,  einen  einzigen  zn  einer  Parabel  conjngirten. 

La.  (Lp.) 

V.  Rbtali.     SuUe  couiche  conjugate  degeneri.       Bologna 

B«Dd.  1887. 

Diese  Note  ist  eine  Fortsetzung  derjenigen  desselben  Ver- 
fassers „Ossenrazioni  sulla  projezione  immaginaria  delle  curve  del 
seeond'  ordine**  (siehe  vorstehendes  Referat)  und  bezweckt  die  Be- 
stimmung der  Kegelschnitte,  die  zu  einem  auf  ein  Geradenpaar  m,  n 
oder  auf  ein  Punktepaar  iff,  N  reducirten  Kegelschnitte  conjagirt 
sind,  oder  auch  des  Kegelschnittes,  der  zu  einem  wirklichen  Kegel- 
schnitte P  in  Bezug  auf  einen  seiner  Punkte  conjugirt  ist    Jeder 

zu  rnn  conjugirte  Kegelschnitt  ist  ein  zu  diesen  Geraden  harmo- 
nisches Geradenpaar;  jeder  zu  MN  conjugirte  Kegelschnitt  ist 
ein  zu  diesen  Punkten  harmonisches  Punktepaar;  der  zu  K^  in 
Bezug  auf  einen  seiner  Punkte  conjugirte  Kegelschnitt  endlich 
ist  nichts  weiter  als  die  doppelt  zu  zählende  zugehörige  Tangente. 

La.  (Lp.) 

J.  Finsterbusch.  Beitrag  zur  synthetischen  Geometrie 
ebener  Kreissysteme  und  einiger  damit  im  Zusammen- 
hange stehender  höherer  Curven.     Pr.  Realscb.  Werdau. 


F.  KOlmel.      Die  Grassmann'sche  Erzeugungsweise  von 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung.      Disa.  Tübingen.  38  S. 
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Während  der  Grad  jeder  durch  einen  Grassmann'schen  Me- 
chanismus erzeugten  ebenen  Gurve  aus  der  Zahl  der  Factoren  x 
erkennbar  ist,  die  in  dem  diese  Erzeugung  darstellenden  plani- 
metrischen  Producte  vorkommen,  leitet  der  Verfasser  im  ersten 
Teile  seiner  Arbeit  diesen  Grad  mit  Hülfe  einer  Erweiterung 
des  Cbasles'scben  Correspondenzprinoipes  auf  rein  geometrischem 
Wege  ab,  indem  er  die  Geraden,  welche  sich  im  Punkte  x 
schneiden  sollen,  zunächst  in  allgemeiner  Lage  betrachtet,  und 
für  die  Schnittpunkte  derselben  mit  einer  beliebigen  Geraden 
die  Anzahl  der  Coincidenzen  bestimmt  Als  Beispiel  wird  ein 
von  Grassmann  gegebener  Satz  Über  die  Erzeugung  einer  C^ 
discutirt,  woran  sich,  jedoch  mehr  andeutungsweise,  Verall- 
gemeinerungen des  Beweisverfahrens  schliessen.  Im  zweiten 
Teile  werden  speciell  fttr  die  drei  Grassroann'schen  Erzeugongs- 
weisen  der  Curven  dritter  Ordnung  die  Bedingungen  untersucht, 
unter  welchen  Curven  mit  Doppelpunkt  entstehen.  In  jedem 
dieser  Fälle  wird  der  Ort  des  Doppelpunktes  bestimmt,  sowie 
der  Ort  desjenigen  Elementes  der  Construction,  von  dessen  Wahl 
bei  beliebiger  Annahme  der  übrigen  Elemente  das  Auftreten  des 
Doppelpunktes  abhängt.  Schg. 


R.  A.  Roberts.     On  plane  cubics  satisfying  certain  con- 

ditions.      Mess.  XV.  152-155. 

Die  behandelte  Aufgabe  verlangt,  eine  ebene  Curve  dritter 
Ordnung  zu  beschreiben,  die  durch  drei  in  einer  Geraden 
liegende  Punkte  geht  und  ausserdem  drei  Paare  von  Geraden 
berührt,  welche  sich  in  diesen  Punkten  schneiden. 

Glr.  (Lp.) 


A.  Ameseder.      üeber    Configu rationeu    und    Polygone 
auf  biquadratischen  Curven.     Wien.  Ber.  XCIII.  357-87& 

Diese  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  gewisses  Funktgmppen 
auf  ebenen  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  oder  drei  Doppel- 
punkten.    Es   wird   insbesondere  der  Zusammenhang,    welchen 
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diese  Panktgruppen  mit  den  Doppeltangenten  der  Cunre  haben, 
nSher  dargelegt  Bei  der  Gurre  von  dem  Gesehlechte  eins  sind 
aeht  Punkte  einer  Gruppe  gegeben  durch  die  gemeinsamen  Tan- 
genten, welche  ein  besonderes  System  yierfach  berQbrender  Kegel- 
schnitte mit  der  C^  hat  Diese  aeht  Punkte  zerfallen  in  zwei 
Quadrupel  der  Art,  dass  die  vier  zu  jedem  Quadrupel  gehören- 
den Tangenten  des  Bertthrungskegelschnittes  auf  ihm  ein  con- 
Staates  Doppelverhältnis  haben.  Jedoch  ist  dieses  Doppelver- 
bütnis  nicht,  wie  der  Verfasser  angiebt,  gleich  demjenigen  der 
vier  Tangenten,  welche  von  gewissen  Schnittpunkten  der  Doppel- 
tangenten an  die  C^  gelegt  werden  können.  Es  gehören  zu 
diesen  Quadrupeln  die  Berührungspunkte  der  Tangeuten  von  C«, 
welche  durch  einen  Doppelpunkt  der  C^  geben.  IrrtQmlich  ist 
der  Satz,  dass  die  durch  die  Quadrupel  bestimmte  Involution 
24  Doppelelemente  habe;  sie  besitzt  deren  überhaupt  keine. 

Ffir  die  rationale  C^  wird  der  bemerkenswerte  Satz  gefunden: 
„Die  Berührungspunkte  der  Tangentenpaare  aus  den  drei  Doppel- 
punkten liegen  auf  einem  Kegelschnitte  und  bilden  ein  Sechseck, 
für  welches  die  Doppeltangenten  der  Curve  PascaFsche  Ge- 
raden sind.'' 

Es  wird  femer  gezeigt,  dass  die  Curve  mit  drei  Doppel- 
punkten im  Ganzen  nur  vier  Systeme  einfach  berührender  Kegel- 
schnitte besitzt 

Zum  Schlüsse  werden  gewisse  Polygone,  welche  der  C, 
einbeschrieben  sind,  und  von  denen  die  Steiner'sohen  Polygone 
einen  Specialfall  repräsentiren,  betrachtet  W.  St 


C.  HossFKLD.    üeber  die  Realitätsverhältnisse  der  Doppel- 
tangenten   der  Ourven  vierter   Ordnung.     Schlömilch  z. 

XXXI.  1-11. 

Die  im  Titel  genannten  Verhältnisse  waren  schon  von 
Herrn  Zeuthen  in  dessen  Abhandlung:  „Sur  les  diff^rentes  formes 
des  courbes  planes  du  quatriöme  ordre*"  (Math.  Ann.  VII.)  aus- 
führlich erörtert.  Hier  jedoch  werden  die  Realitätsverbältnisse 
der  Doppeltangenten    der   Curven    vierter   Ordnung   aus   einer 
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anderen  Qaelle  abgeleitet,  nämlich  aus  einer  auf  der  collinearen 
Beziehung  zweier  Ebenen  beruhenden  Erzeugangsweise  dieser 
Curyen.  Es  erscheinen  dabei  die  Geraden,  die  in  der  Ebene  der 
fraglichen  Curve  liegen,  auf  sämtliche  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung abgebildet,  die  einen  EbenenbQschel  dritter  Ordnung  bertthreOf 
ferner  die  Tangenten  der  Curve  auf  diejenigen  Regelflächen, 
welche  überdies  eifte  feste  Fläche  zweiten  Grades  einfach  be- 
rühren, und  endlich  die  Doppeltangenten  der  Curve  auf  diejenigen 
Regelflächen,  welche  diese  Fläche  doppelt  berähren.  Aus  der 
Natur  der  letzteren,  sowie  aus  der  Realität  ihrer  dem  Ebenen- 
bOschel  dritter  Ordnung  angehörigen  Tangentialebenen  ergeben 
sich  dann  leicht  die  bekannten  Resultate.  Danach  kann  eine 
Curve  vierter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  nur  28,  16,  8  oder 
4  reelle  Doppeltangenten  haben.  Hat  sie  einen  Doppelpunkt,  so 
sind  16,  8,  4  oder  0  Doppeltangenten  reell;  hat  sie  zwei  reelle 
Doppelpunkte,  so  sind  8,  4,  oder  0  Doppeltangenten  reell;  hat 
sie  zwei  conjugirt  imaginäre  Doppelpunkte,  so  sind  6  oder 
2  Doppeltangenten  reell;  hat  sie  drei  reelle  Doppelpunkte,  so 
sind  4  oder  0  Doppeltangenten  reell;  hat  sie  endlich  einen  reellen 
und  zwei  conjugirt  imaginäre  Doppelpunkte,  so  sind  2  Doppel- 
tangenten reell.  Seht 


P.  H.  ScHOüTE.     üeber  die  Curven  vierter  Ordnung  mit 
drei  Inflexionsknoten.     Hoppe  Arch.  (2)  iv.  308-322. 

Fortsetzung  der  in  Hoppe  Arch.  (2)  IL  113-128  u.IIL  US- 
IS?  begonnenen  Untersuchungen.  Namentlich  wird  hier  ein  itlr 
die  Lemniskate  schon  von  Em.  Weyr  (Prag  Abh.  (6)  VI.,  F.  d.  M. 
VI.  1874.  444)  ausgesprochener  Satz  neu  bewiesen,  seine  duale 
Umkehrung  aufgestellt  und  eine  Gruppe  von  mehreren  damit 
zusammenhängenden  Eigenschaften  erörtert.  Seht. 


Ch.   Beyel.      üeber    Curven    IV.  Ordnung    mit    einem 
doppelten  Berührungsknoten  und  einem  Doppelpunkt 

Wolf  Z.  XXXI.  178-203. 
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Die  im  Referat  Seite  545  erwähnte  Erweiterung  der  vom 
Verfasser  definirten  quadratischen  Transformation,  die  darin 
besteht,  dass  an  die  Stelle  der  einen  Seite  des  Grunddreieeks 
eine  Curre  B"'  der  m**"  Ordnung  tritt,  wird  hier  dadurch  specia- 
lisirty  dass  statt  der  B^  ein  Kegelschnitt  B^  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Eine  weitere  Specialisirung  der  allgemeinen  Aufgabe  der 
Torigen  Abhandlung  führt  der  Verfasser  dadurch  herbei,  dass 
die  zu  transformirenden  Tangenten  der  Curve  C*  der  ii**"  Ord- 
nung die  Strahlen  eines  Strahlen büschels  der  ersten  Ordnung 
sind.  Nach  den  alhgemeinen  Sätzen  in  der  vorher  angezeigten 
Abhandlung  entsprechen  in  der  Keciprocität  (cB^aJ)  den  Strahlen 
des  Büschels  die  Punkte  einer  Curve  C*  der  vierten  Ordnung, 
welche  in  P,  dem  Scheitel  des  Büschels,  einen  Doppelpunkt,  in 
£,  dem  Schnittpunkt  der  Geraden  c  und  a,  einen  doppelten 
Berfihrungsknoten  besitzt.  Diese  besonderen  Curven  vierter 
Ordnung  werden  eingehend  untersucht  und  hierauf  unter  den 
Reciprocitäten  (cB^aJ)  diejenigen  hervorgehoben,  für  welche 
J  =  2  ißt.  Ferner  wird  der  Einfluss  erörtert,  den  besondere 
Lagen  der  die  Reciprocität  bestimmenden  geometrischen  Gebilde 
(ö,  c,  Ä,  P,  B^)  auf  die  Gestalt  der  C*  ausüben.  Eine  Anzahl 
guter  Figuren,  bei  denen  der  zu  Grunde  gelegte  Kegelschnitt  fi' 
ein  Kreis  ist,  veranschaulichen  die  Ergebnisse  der  geometrischen 
Untersuchung.  Rdt. 


A.  SucHARDA.     üeber  die  PascaTsche  Spirale.    Hoppe  Arcb. 

(2)  IV.  197-206. 

Zwei  neue  Erzeugungsarten  der  Pascal'schen  Spirale  durch 
Bewegung,  und  im  Zusammenhang  damit  Tangenten -Construc- 
tionen,  die  einen  neuen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  bekannten 
Tangenten-Construction  in  einem  Punkte  der  Conchoide  ergeben. 

Seht. 

R.  Hbgeb.      Zusammenstellung    von   Constructionen    an 
Curven  höherer  Ordnung.     Schlömilch  z.  xxxi.  38-ioi. 

Eine  sehr  brauchbare  Uebersicht  über  37  grossteute** 
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Constructionen,  welche  Curven  dritter  bis  12**'  Ordnung  aus  ge- 
gebenen einfachen  und  mehrfachen,  bis  sechsfachen,  Punkten  her- 
stellen, oder  die  fehlenden  Schnittpunkte  zweier  Curven  ergeben, 
die  durch  gegebene  Punkte  gehen  sollen.  Darunter  befindet  sich 
auch  die  von  Herrn  Rohn  in  den  Math.  Ann.  XXIV.  auf  Grand 
einer  gewissen  Verwandtschaft  gefundene  einfache  Gonstruction 
einer  rationalen  Gurve  fünfter  Ordnung,  für  welche  die  sechs 
Doppelpunkte  und  zwei  einfache  Punkte  gegeben  sind. 

Seht. 


R.  Heger.     Constrnction   einer  Curve  VI.  Ordnung  aus 
sieben  Doppelpunkten    und   sechs  einfachen  Punkten. 

Schlömilch  Z.  XXXI.  296-306. 

Es  wird  zunächst  gezeigt,  wie  aus  der  Gonstruction  einer 
Cj  aus  neun  Punkten 

123456789 
die  Gonstruction  einer  C,  aus  einem  Doppelpunkt  und  .sechs  ein- 
fachen Punkten 

!•    2    3    4    5    6     7 
dadurch  abgeleitet  werden  kann,  dass  man  zwei  der  neun  Punkte, 
8  und  9,  als  Nachbarpunkte  von  1  annimmt.    Nach  dieser  Ana- 
logie wird  aus  der  Gonstruction  einer  C^  aus  sechs  Doppelpunkten 
und  neun  einfachen  Punkten 

V    2«    3"    4"    5'    6'    7    8    9     10     11     12     13     14     15 
[vergl.  das  vorhergehende  Referat]  die  Methode  der  Gonstruction 
einer  Q  aus  sieben  Doppelpunkten  und  sechs  einfachen  Punkten 

1"    2»    3*    4*    5'    6'     7'    8     9     10     11     12     13 
entwickelt,    die  sich  darauf  gründet,   dass  man  die  Punkte  14 
und  15  in  die  Nachbarschaft  des  Punktes  7  verlegt.        Rdt. 


Ed.  Dewulf.     Note  sur  la  m^thode    des    tangentes   de 

Rober val.      Darboux  Ball.  (2)  X.  257-258. 

Durch  einen  festen  Punkt  F  ziehe  man  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  eine  feste  Gerade  Ox  mit  dem  festen  Punkte  0  in 
m  schneide.     Man  trage  hierauf  auf  Fm  von  m  aus  auf  beiden 
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Seiten  die  Strecken  mM  und  mM'  g^leich  Om  auf.  Der  geometri- 
Bcbe  Ort  der  Punkte  M  und  M'  ist  eine  Quetelet'ecbe  Poeale 
(Tom  dritten  Grade).  Auf  dieselbe  wird  die  Roberral'aebe 
Methode  der  TangeDtenconstructioo  angewandt  und  mit  Hfllfe 
derselben  gezeigt,  dasa  F  ein  Brennpunkt  jener  Curve  ist. 

Rdt. 


P.  H.  ScaouTB.      Solution     d'nn    ppobl&me    de    Steiner. 
Darbons  BbII.  (2}  X.  242-Sä6. 
Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Lösune  der  folgen- 
den Aufgabe  von  Steiner  (und  ihrer  recipr 
Punkt  0   in   der  Ebene   einer  algebraische 
n'™  Ordnung  und  der  m'*''  Klasse  ziehe  ma 
in  ihren  n  Schnittpunkten  mit  der  Curve  Ti 
Welches  ist,  wenn  die  Secante  l  sich  um  0 

sehe  Ort  der  — ^J — -  Schnittpunkte  dieser  1 

gesammelte  Werke  Bd.  11  p.489  und  599). 
Ordnung  des  gesuchten  geometrischen  Orl 
der  KSckkehrpunkte,  i  die  Zahl  der  Wenc 
zeichnet,  durch  die  Zahlen   -^^ -~ 

ansgedrflckt  werden  kann,  welche  beiden  A 
Bichtigung  der  bekannten  Relation  r — t  = 
erfunden  werden.  Ftlr  den  specielleu  Fal 
giebt  sich  also  eine  C,  deren  bereits  rc 
Eigenschaften  bewiesen  werden. 


J.  .\li80n.     Statical  proofs  of  some  geo 

Bdiub.  M.  S.  Froc.  IV.  68-60. 
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G.    Besondere  räumliche  Gebilde. 
Moore  and  Littlk.     Note  on  8pace  divisions.     Newcomb 

Am.  J.  VIII.  127-131. 

n  unbegrenzte  Strahlen  teilen  eine  Ebene  in  in{n — 1)4~1 
Polygone.  Diese  sind :  ein  n-Seit,  in(n  —  3)  Vierseite  und  n  Drei- 
seite, wenn  die  n  Strahlen  ein  n-Eck  bilden.  Diese  Betrachtungs- 
weise wird  weiter  verfolgt,  und  auf  die  Teilung  des  Raums  durch 
Ebenen  übertragen.  Seht. 


E.  Hess.     Beiträge   zur  Theorie  der  mehrfacb  perspec- 
tiven Dreiecke  und  Tetraeder.     Klein  Add.  xxvili.  107-200. 

Die  hierher  gehörigen  Untersuchungen  beginnen  mit  den 
Arbeiten  von  Rosanes  und  H.  Schröter  über  Dreiecke,  welche 
auf  mehr  als  eine  Art  in  perspectiver  Lage  sich  befinden.  Sie 
wurden  fortgesetzt  auf  analytischem  Wege  von  V&lyi  in  einer 
Reibe  von  Artikeln  in  Hoppe's  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik.  In  der  Theorie  der  mehrfach  perspectiven  Tetraeder 
führt  der  Fall  zweier  vierfach  perspectiven  Tetraeder  auf  ein 
System  dreier  Tetraeder  in  desraischer  Lage,  welches  schon  Hermes, 
Stephanos,  Schröter,  Reye,  Victor  u.  A.  zum  Gegenstand  ihrer 
Untersuchungen  gemacht  haben.  Der  Verfasser  beabsichtigt  die 
von  verschiedenen  Autoren  von  verschiedenen  Standpunkten  aus 
erhaltenen  Resultate  in  der  Theorie  der  mehrfach  perspectiven 
Dreiecke  und  Tetraeder  im  Zusammenhang  darzustellen  und  zu 
ergänzen  und  insbesondere  mehrere  interessante  Specialfälle  für 
die  Lage  von  mehrfach  perspectiven  Dreiecken  und  Tetraedern 
eingehend  zu  behandeln. 

Zunächst  entwickelt  er  die  Relationen  für  zwei  einfach 
perspective  Dreiecke  und  zwar  auf  analytischem  Wege,  indem  er 
das  eine  der  beiden  Dreiecke  zum  Fundamentaldreieck  eines 
trimetrischen  Goordinatensystems,  die  Gollineationsaxe  als  Ein- 
heitslinie wählt.  Es  wird  ferner  der  Kegelschnitt  bestimmt,  in 
Bezug  auf  welchen  die  beiden  Dreiecke  polar  reciprok  und  das 
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CollineafionBceDtrum  derselbeo  der  Pol  ihrer  CoIliDcationi^axe  ist, 
und  die  eiofachBteD  Lagen  bezieh  ungeD    bei  diesen  perspectiven 
Dreiecken    nftber    erOrtert.  -    Hierauf    werden    die    Bediogungen 
enniitelt,  nnter  welchen  die  beiden  Dreiecke  zweifach  perspectiv 
Bind,  und  wird  bewiesen,  dass  dann  die  beiden  KegeWliniite,  zu 
welchen  die  beiden  Dreiecke  polarrecipmk  sind,  einander  doppelt 
berafaren.     Sind  die  beiden  Dreiecke  dreifach  perapectiv,  so  ge 
hören    ihnen    drei    KegeJBchoilte    zü,    welche    ein    gemeiuBaniPB 
Pulardreieck  (gebildet    von   zwei   imaginären    und   einer   reellen 
Geraden)  besitten.    Benondere  Kehandlung  findet  hier  der  Special- 
fall,   daaa    die    drei   Collineationsnxen    Bich    in   einem    Punkte 
Bchneiden    und   folfilich    die  drei  Collineationscentren   in   einer 
geraden  Linie  liegen.    In  analoger  Weide  werden  die  Dreiecke 
onlerBucbl,  welciie  auf  vierfache  Weise  in  perspectiver  Lage  sieb 
befinden.    Ein  Specialfall  führt  auf  eine  besonders  beachtenswerte 
Figur,    welche,    nachdem    noch   der  Vollständigkeit    iialber  die 
Lageobeziehungen    der   Dreiecke    bei    Bechsfacher    PerspeclivitAt 
erörtert  worden   sind,   im  letzten   Paragraplieu  deB  entlen  TeÜB 
einer  eingebenden  Betrachtung  gewürdigt   wird.     Diese   Figur 
ist  nämlich  die  eines  lO-fach  Brianchon'Behen  SectjBecks  (bezw. 
10-fach  Pascal'Bchen  SecbBseits),  das  schon  Clebsch',  F.  Klein 
und  der  VerfaBser  selbst  an  anderen  Orten  betrachtet  haben.    Es 
schneiden   eich  bei  dieBem  die   15  VerbindungstinieD   der  sechs 
Eckpunkte  der  beiden  vierfach  perspectiven  Dreiecke  d  und  4' 
10  Mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkte,  ebenso  wie  die  15  Schnitt- 
punkte der  sechs  Seiten  dieser  Dreiecke    tO  Mal  zu  je  dreien 
auf  einer  Geraden   liegen.     Die  sechs 
10  Gruppen  von  je  zwei  vierfach  pen 
reprSsentireo  10  Mal  die  Eckpunkte  eini 
ecks,    sodass    von    den   60  Sechsecken 
Sechs  Punkten  bilden  lassen,  40  Brianc 
(Man  bann  sich  von  einer  solchen  eb< 
eine  Vorstellung  verBcliaffen,  wenn  man 
regelmässigen  FUnfeckB  und  Beinen  Mitl 
nimmt).    Projicirt  man  ein  lU-fach  Briai 
eine  Kugelfläche,   so  erhält   man  ein  . 

FortBhi'.  d.  Hitk.  XVIII.  I. 
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anchon'sches  Sechseck.  Ist  dieses  regulär,  so  kann  man  aus  der 
voIlständigeD  sphärischen  Figur  sämtliche  reguläre  uud  halbregu- 
läre Netze  sowie  die  diesen  entsprechenden  regulären,  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  ableiten  (vgl.  Hess:  „Einleitung  in 
die  Lehre  von  der  Kugelteilung«,  F.  d.  M.  XV.  1883.  466). 

Der  zweite  Teil  beginnt  mit  der  Untersuchung  der  Relationen 
ftlr  zwei  einfach  perspective  Tetraeder,  wobei  das  eine  derselben 
als    Fundamentaltetraeder    eines    tetrametrischen    Goordinaten- 
Systems,    die  Collineationsebene  der  perspectiven  Tetraeder    als 
Einheitsebene  gewählt  wird.     Bei  der  Unterscheidung  der  mög- 
lichen Fälle  von  mehrfach  perspectiven  Tetraedern  ergiebt  sieb, 
dass  nur  zweifach  perspective  und  vierfach  perspective  Tetraeder 
existiren  können.    Es  werden  nun  hauptsächlich  die  Eigenschaften 
der    betreffenden   vollständigen  Raumfiguren   sowie   die  Lagen- 
beziehungen   der   den    mehrfach    perspectiven  Tetraedern    zuge- 
hörigen   Flächen    zweiten    Grades    besprochen.     Als   wichtigste 
Eigenschaft  zweier  vierfach  perspectiven  Tetraeder  wird  folgende 
gefunden:  Sind  zwei  Tetraeder  T  und  T'  vierfach  perspectiv,  so 
ist  das  Tetraeder  T",  dessen  Eckpunkte  die  vier  Collineations- 
centren  und  dessen  Seiten  die  vier  CoUineationsebenen  sind,  zu 
jedem  der  beiden  Tetraeder  Tund  T'  vierfach  perspectiv,  sodass 
immer  die  Ecken  des  dritten  Tetraeders  die  Centren,  die  Seiten- 
flächen desselben  die  Ebenen  der  Perspectiv! tat  bilden.   Zu  diesem 
sogenannten  desmischen  System   von    drei  Tetraedern  sind  auf 
anderen  Wegen  auch  0.  Hermes,  Stephanos,  Veronese,  Schröter, 
Reye,  Vietor  u.  a.  gelangt.    Den  drei  Tetraedern  T,  T',  T"  sind  drei 
andere  Tetraeder  SE,  2',.  SE"  zugeordnet,  deren   Ecken  auf  den- 
18  Kanten  der  Tetraeder  T  harmonisch  zu  den  Eckpunkten  jeder 
Kante  liegen,  und  deren  Seitenflächen  durch  die  18  Kanten  dieser 
Tetraeder  harmonisch  zu  den  beiden  in  jeder  Kante  sich  schnei- 
denden Seitenflächen  hindurchgehen;  auch  die  Tetraeder  J,  2',  S" 
bilden  ein  desmisches  System.    Die  vollständige  Raumfigur,  welche 
von  den  drei  Tetraedern  T,  T\  T"  gebildet  wird,  führt  auf  die 
von  Reye   näher  untersuchte  räumliche  Configuration  (12^,  16,), 
die  beiden  desmischen  Systeme  der  Tetraeder  T  und  2;  auf  die 
von  Vietor  genauer  behandelte  räumliche  Configuration  (24,,  18J. 
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AlsSpeeialfall  fOr  die  Lage  zweier  vierfaeb  perapectiveo  Tetraeder 
erkennt  man  die  beiden  regulftien  Tetraeder,  deren  Ecken  mit 
den  Eckpnnkten  eines  Würfels,  deren  SeitenSächen  mit  denen 
eines  concentrischen ,  dem  Würfel  eingeschriebenen  Oktaeders 
zusammenfallen  (die  s.  g.  Stella  octangula  Eepicr's).  Uie  Erken 
des  dritten  Tetraeders  T"  sind  der  gemeinsame  Mittelpunkt  des 
Würfels  und  des  Oktaeders  und  die  drei  anendlich  fernen  Punkte 
der  Flächenaxen  des  Würfels  (oder  der  Eckenaxen  des  Oktaeders), 
die  Seiten  von  T"  sind  die  unendlich  ferne  Ebene  und  die  drei  zu 
jenen  FlAchenaxen  senkrechten  Symmetrieebenen.  Endlich  be- 
spricht der  Verfasser  noch  das  sphArische  Zellgewebe,  das  eich 
durch  Projection  der  Figur  eines  Systems  dreier  desmiscIieD 
Tetraeder  auf  einen  dreidimensionalen  sphArischen  Raum  ergiebt. 
Eine  collineare  Transformation  desselben  liefert  ein  regulAres 
Gewebe  Ton  24  Eckpunkten,  dessen  Grenzpoljeder  24  regiitSrc 
Oktaeder  sind  und  welchem  das  reguläre  24-Zell  des  vierdimen- 
sionalen  Raumes  sowohl  ein-  als  amgeschrieben  ist.  Am  Schlüsse 
dieses  zweiten  Teils  wird  noch  eine  besondere  Baumfigur  betrachtet, 
welche  aus  einem  System  dreier  desmischen  Tetraeder  abgeleitet 
werden  kann  und  als  das  räumliche  Analogon  eines  ebenen  lO-fach 
ßrianchon 'sehen  Sechsecks  aufzufassen  ist.  Die  Untersuchung 
der  EigCDSCbafien  dieser  vollstAndigen  Raumfigur  ergiebt,  doss 
sie  als  die  Configuration  ('00,,,  72,)  zu  bezeichnen  ist.  Ihre 
Uebertragung  auf  den  dreidimensionalen  sphAriscben  Raum  liefert 
zwei  Gewebe,  welchen  fUr  den  Fall  der  Regel mSssigkeit  das 
regulAre  600-Zell  des  vierdimensionalen  Raumes  eingeschrieben 
(bezw.  umgeschriehea)  und  das  reguläre  120-Zell  des  Ticrdimen- 
sionalen  Raumes  umgeschrieben  (bezw.  einfreBcbrieben)  sind. 


O,  Hermes.  Dhs  Sechsdnch.  Pr.  l 
Eine  Ebene  t,  eines  Ffinfflachs  sehnt 
Ebenen  gebildete  Viertlacb  T  in  einei 
Durch  die  Diagonalen  d  des  letzteren  1 
bezflglich  T  gehen  Ehenen,  harmonisch  , 
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die  d  treffenden  Kanten  des  Vierflachs,  ihre  Schnittlinien  £  sind 
die  Polaren  der  d  beztlglich  T.  Zwei  windschiefe  Strahlen  d,  £ 
und  je  zwei  zu  ihnen  windschiefe  Gegenkanten  von  T  gehören 
zu  je  einer  Regelschar  II.  Ordnung,  die  Leitschar  derselben  ent- 
hält ein  analoges  Strahlenquadrupel.     Auf  diese  Sfkiie  stQtzen 

» 

sich  die  in  den  Paragraphen  V^  10,  11  und  V2  abgeleiteten  Re- 
sultate Ober  das  Sechsfiach. 

Die  drei  Paare  Gegenebenen  eines  Seehsflaches  bestimmen 
eine  von  sechs  Vierecken  begrenzte  Figur  S,,  auf  welche  sich 
alle  in  der  Theorie  des  Parallelepipedes  gebräuchlichen  Ausdrücke, 
wie  Gegenecken,  Gegenkanten,  Diagonalen  u.  e.  w.  unzweideutig 
übertragen.  Zu  den  Leitstrahlen  der  durch  die  Schnittlinien  der 
Gegenebenen  gehenden  Regelschar  IL  Ordnung  zählen  die  Au^sen- 
diagonalen  in  den  Seitenflächen  von  S^,  Unschwer  folgen  aus 
letzterer  Bemerkung  noch  14  Regelflächen  IL  Ordnung  gleichen 
Charakters.  Aehuliche  Eigenschaften  weist  das  von  zwei  Fünf- 
ecken, zwei  Vierecken  und  zwei  Dreiecken  begrenzte*  gemi^scht- 
flächige  Sechsflach  auf. 

Zwei  Paar  Gegenseiten  des  Sechsflaches  S,  bilden  je  eins 
seiner  Seitentetraeder.  Je  nachdem  ein,  zwei  oder  alle  drei  Seiten- 
tetraeder sich  auf  je  einen  Punkt  reduciren,  ergeben  sich  die  in 
den  Paragraphen  13  und  14  bebandelten  Sechsflache.         Js. 


0.  Hkrmbs.     Das  allgemeine  Sechsflach.      Krooecker  J.    o. 

258-286. 

Das  Sechsflach  des  Verfassers  besteht  aus  sechs  Ebenen, 
von  denen  dreimal  zwei  als  Gegen-Ebenen  festgehalten  werden. 
Je  zwei  Paare  von  solchen  Gegen-Ebenen  bilden  ein  Tetraeder, 
von  dem  zwei  Gegenkanten  Schnittlinien  der  Gegenflächen-Paare 
sind  und  die  beiden  andern  Gegenkanten-Paare  zugleich  Gegen- 
kanten des  Sechsflachs  sind.  Die  Abhandlung  entwickelt  nun 
die  Beziehungen  der  Lage  der  Kanten  und  Diagonalen  des  Sechs- 
flachs und  deren  von  ihm  in  der  eben  angegebenen  Weise  er- 
zeugten Tetraeder.  Seht 
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F.  London.      Ueber    polare   Flinflacbe    und   Seclis6ache 
räumlicher  Reciprocitäteo.     Diu.  Breslau.  50».  8°, 


R.  E.  ÄLLARDicE.     Frojective    geometry    of   tlie    sphere. 

EdiDb.  H.  S.  Proc.  IV.  5U-58. 
Beispiele   Über  die  AusdehDun^  von  Sätzen    bezOgüch  der 
TranaversaleD   in  der  ebenen  Geometrie  durch  Centralprojection 
ans  dem  Eugetmittelpunkte  auf  die  Kugeloberäftcbe,  mit  Anwen- 
dung auf  die  sphärischen  Kegelschnitte.  Obs.  (Lp.) 


R.  Stubu.  Ueber  den  acbten  Schnittpunkt  dreier  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Krooecicer  J.  IC.  31T-319. 
Veranlaset  durch  einen  vorangehenden  Aufsatz  des  Herrn 
Schröter  Über  die  Construetion  des  acbten  Scbnittpünkls  dreier 
Flftehen  zweiter  Ordnung  in  Kronecker  J.  IC,  131  (F.  d.  M. 
XVII.  1885.  637),  stellt  Herr  Sturm  hier  eine  einen  ganz  andern 
Ausgangspunkt  nehmende  Betrachtung  an,  welche  aber  genau  zu 
der  ScfarOter'scheb  Construction  führt.  Seht. 


H.  G.  Zeuthen.  Conetructions  du  huitifeme  point  com- 
mun  aux  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par 
sept   pointS    donn^S.    Krooecker  J,  IC.  330-323. 

Herr  Schröter  hatte  in  Bd.  IC,  S.  131  des  Kronecker  J.  durch 
eine  Modification    de 
struction  des  achten' 
gehenden  Flächen   z 
dass  der  Vorteil  diei 
vollziehenden  Constri 
and  derselben  Eben« 
auf,  dasB  denselben 
ConstrnctioneD  darbi« 
genau   auseinander, 
geiner  G^om^trie  de 
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andere  von  Zeuthen  selbst  in  den  Math.  Ann.  XVIIL  S.  63-67. 
Diese  Constructionen,  sowie  auch  die  von  Schröter  gegebene 
führt  Herr  Zeuthen  auf  den  folgenden  Satz  zurück.  Wenn  die 
Punkte  2,  8,  5,  6,  7  und  die  Verbindungsstrahlen  12  und  34 
gegeben  sind,  so  muss  die  Ebene  14H  durch  einen  festen  Punkt 
der  Ebene  .ö67  gehen.  Seht. 


J.  Solin.      üeber  die  Constrnction  der  Axen  einer  Kegel- 
fläche  zweiten   Grades.     Prag  Ber.  1Ö85.  164-174. 

Eine  Kegelfläche  zweiten  Grades  sei  gegeben  durch  ihren 
Mittelpunkt  S  und  durch  eine  vollständig  dargestellte  Curve 
zweiten  Grades  F,,  die  Grundcurve,  deren  Ebene  die  Grundebene 
genannt  wird.  Es  handelt  sich  darum,  die  drei  Axen  X,  Y,  Z 
der  Kegelfläche  mit  dem  geringsten  Aufwand  von  constructiven 
Mitteln  zu  bestimmen.  Die  senkrechte  Projection  von  8  auf  die 
Grundebene  werde  mit  0,,  die  Höhe  der  Kegelfläche  0,S  mit  h 
bezeichnet.  Die  drei  Axen  X,  Y,  Z  bilden  ein  Poldreikant  der 
gegebenen  Kegelfläche,  zugleich  aber  auch  ein  Poldreikant  einer 
imaginären    Kegelfläche,    welche    denselben   Mittelpunkt  S,    die 

Höhe  h  y— 1  hat  und  durch  einen  iu  der  Grundebene  liegenden 
Imaginären  Kreis  F,  mit  dem  Mittelpunkt  0,  bestimmt  ist.  Die' 
Schnittpunkte  x,  y,  z  der  Axen  X,  Y,  Z  mit  der  Grundebene 
bilden  ein  gemeinsames  Poldreieck  der  Kegelschnitte  JT,  und  /^ 
Die  Construction  der  Axen  X,  Y,  Z  ist  damit  zurückgef&hrt  auf 
die  Construction  des  Poldreiecks  xyz.  Jedem  Punkt  in  der 
Grundebene  entspricht  nun  ein  Punkt  derselben,  welcher  mit 
ersterem  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  T,  und  T,  conjugirt 
ist,  jeder  Geraden  der  Ebene  aber  ein  Kegelschnitt,  der  durch 
die  Eckpunkte  x,  y^  z  des  Poldreiecks  geht,  der  Gesamtheit  der 
Geraden  der  Ebene  ein  Kegelschnittsnetz  (xyz).  Zur  Bestim- 
mung der  Punkte  x^  y,  z  hat  man  also  nur  zwei  Kegelschnitte 
des  Netzes  zu  construiren;  drei  ihrer  Schnittpunkte  sind  die 
Punkte  X,  y,  2,  der  vierte  -Schnittpunkt  entspricht  demjenigen 
Punkte,    in  welchem  sich   die  zu  den  beiden  Kegelschnitten  in 
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Bezug  auf  beide  Gurren  r,  and  i^  conjugirten  Geraden  der 
Cbene  schiieiden.  Zar  Constructton  von  x,  y,  s  werden  nun  die 
beiden  EegelscbDittc  des  Netzes  (xyn)  genommen,  welche  durcli 
die  Schnittpunkte  Ton  F,  und  T,  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden der  Grandebene  gehen,  also  den  Kegelschnitten  r,  und  !\ 
beziehungsweise  bomotbetisch  sind.  Bei  der  Ausrührung  der 
CoDStruction  sind  die  beiden  Ffllle  unterschieden,  in  welchen  das 
Ceotrum  0,  von  r,  in  endlicher  oder  unendlicher  Ferne  sich 
befindet.  Rdt 

K.  Cranz.  Synthetische  Theorie  der  Krtlm mutig  der 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Schlömüch  z.  xxxi.  56-üi.. 
Der  Verfasser  beweist  die  baupteächlichsten  Salze  Über  die 
Krümmung  der  Fl&chen  zweiter  Ordnung  geometrisch,  ohne  Zu- 
hfllfenahme  von  kinematischen  Betrachtungen  oder  von  Liniea- 
Elementen.  Zu  diesem  Zwecke  schickt  er  den  folgenden  Satz 
voran:  „Legt  man  durch  eine  feste  Tangente  PT,  welche  in  einem 
Punkte  P  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gezogen  ist,  alle  mi>g- 
lichen  Schnittebenen,  bo  liegen  die  Mittelpunkte  aller  der  Schnitt- 
eurreß  zweiter  Ordnung  in  derselben  Ebene;  die  Ahst&nde  dieser 
Mittelpunkte  von  der  Tangentialebene  in  P  verhalten  sich  wie 
die  Quadrate  der  zu  PT  parallelen  Halbdurchmeaser  der  einzel- 
nen Schnitte."  Aus  diesem  Satze  leitet  der  Verfasser  zunächst 
den  Satz  von  Meusnier,  dann  den  von  Euler  und  die  Eigen- 
schaften der  lodicatrix  geometrisch  ab.  Seht. 

S.  Finster  WALDER.      1 

Eiiipsoids.  Klein  Aoo 
Die  bekannte  Faden» 
Staude  durch  Betrachtun, 
vermittelt  (F.  d.  M.  XV. 
auf  Anregung  des  Herrn 
allgemeine  geometrische 
Den  Ausgangspunkt 
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sehen  Satz  folgender  Satz  des  Herrn  Weingarten  (Borchardt  J.  LXIL)- 
Spannt  man  Ober  eine  Fläehe  senkrecht  gegen  eine  Gurve  auf 
derselben  eine  Schar  biegsamer  Fftden,  die  also  die  Form  von 
Kürzesten  haben,  und  denen  man  von  der  Gurve  an  gleiche 
Längen  giebt,  so  erzeugen  die  Endpunkte  dieser  F&den  bei  ihrer 
Abwickelung  eine  Fläehe  (Welienfläche),  von  welcher  die  gege- 
bene Fläche  die  eine  Mittelpunktsfläche  (Brennfläche)  ist.  Haben 
die  geodätischen  Linien  eine  Enveloppe,  so  vereinfacht  sich  die 
Sache  bedeutend,  man  kann  alsdann  die  ganze  Wellenfläche 
mittels  eines  einzigen  Fadens  construiren.  Die  zweite  Brenn- 
fläche schneidet  in  diesem  Falle  die  erste  längs  der  Enveloppe 
rechtwinklig.  Hieran  schliesst  sich  nun  die  Construction  einer 
spiegelnden  Fläche,  durch  die  ein  Normalensystem  in  ein  anderes 
flbergefilhrt  wird.  Es  ist  bequem,  zunächst  von  jedem  Normalen- 
system zu  einer  seiner  Brennflächen  überzugehen,  und  man  kommt 
dann  schliesslich  auf  das  folgende  einfache  Gesetz.  Gegeben  seien 
zwei  Flächen  A  und  B,  auf  jeder  von  ihnen  eine  Gurve  bez.  k^  und 
Ar,  und  die  Schar  der  geodätischen  Linien,  die  dieselben  berühren. 
Man  denke  sich  einen  Faden  von  constanter  Länge  mit  seinen 
Endpunkten  in  A,  und  k^  befestigt  und  so  gespannt,  dass  je  ein 
Teil  auf  den  Gurven  A,  und  A,  liegt,  je  ein  Teil  auf  A  und  B 
als  geodätische  Tangente  von  k^  und  fc„  und  die  beiden  übrigen 
Teile  geradlinig  im  Räume  verlaufen.  Dann  ist  der  geometri- 
sche Ort  des  Enickpunktes  eine  Fläche,  deren  Normale  den 
Winkel  der  beiden  geradlinigen  Fadenteile  halbirt,  so  dass 
durch  sie  als  spiegelnde  Fläche  die  beiden  Strahlen  in  einander 
reflectirt  werden,  und  zwar  giebt  es  eine  einfach  unendliche 
Schar  solcher  Flächen.  Eine  andere,  bereits  bekannte  Eigen- 
schaft dieser  Fläche  ist,  dass  sie  der  Ort  der  Punkte  ist,  für 
welche  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Abstände  von  zwei 
Wellenflächen  constant  ist,  deren  jede  dem  einen  der  beiden 
Strahlensysteme  zugehört. 

Um  nun  zu  der  Gonstruction  des  Ellipsoides  zu  kommen, 
nimmt  der  Herr  Verfasser  als  Brennflächen  ein  Ellipsoid  £  und 
ein  Hyperboloid  ff,  deren  gemeinsame  Tangenten,  wie  leicht  er- 
kannt wird,  in  der  That  ein  Normalensystem  bilden.    Durch  jeden 
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Punkt  P  des  Baumes  gehen  vier  Strahlen,  die  Schnitte  der  bei- 
den Tangentenkegel  von  F  an  die  beiden-  Brennflächen.  Legt 
man  durch  i*  eine  conrocale  Fläche  als  spiegelnde  FlAcbe,  so 
wird  jeder  dieser  vier  Strahlen  in  einen  der  andero,  also  das 
ganze  ätrahlensyatem  in  sich  selbst  reflectirt,  und  iiierauB  folgt 
dann  die  Construction:  Man  befestigt  einen  Faden  vod  constanter 
Länge  mit  jedem  seiner  Endpunkte  auf  je  einem  Zweige  einer 
KrBmmungalinie  ron  £,  legt  erst  je  einen  Teil  in  pasBeuder 
Riehtang  auf  die  ErQmmungslinie,  setzt  jeden  dieser  Teile  fori 
durch  je  eine  berührende  KDrzeBte  und  endlich  durch  eine  Ge- 
rade. Dann  ist  der  Ort  des  Enickpunktea,  in  welchem  die 
den  Geraden  zusammentreffen,  ein  dem  ersten  conrocsles  Etlipsoid. 
Es  werden  dann  noch  einige  metrische  Eigenschaften  der  orthO' 
gonalen  Trajeetorien  der  ausgezeichneten  Kürzesten,  welche  die 
betreffende  KrBmmangsUnle  berühren,  besprochen,  und  so  erglebt 
sieb  der  Zusammenhang  mit  der  Staude'schen  CoDStruction.  Im 
Sussersten  Greosfall  kann  man  das  Cllipsoid  und  das  confocale 
Hyperboloid  durch  die  Grenzkegelschnitte  ersetzen  und  gelangt 
Bo  SU  demjenigen  Strahlensyiitem,  dessen  WellenSäcben,  wie 
bekannt,  die  Cykliden  sind,  über  die  sich  ebenfalls  einige  loter- 
euante  Beaaltate  ergeben.  A. 


D.  MoNTBSANO.     ßu  certi  grnppi  di  snperBcie  di  secondo 
grado.      BrioMshi  Abb.  (2)  XIV.  131-140. 
Es  handelt  sieb  am  aolebe  Gruppen  TOD  FlSehen  zweiter 
Ordnung,   bei   denen  irgend  eine  Fläehe   io  Bezog  auf  irgend 
eine  zweite  FISelie  der  Gruppe  sich  telbat  reciprok  polar  ent- 
spricbt     Zwei   rolbtiDdige  Grvppea   dieser  Art 
die  eine   tod  acht  FUchen  gebildet,  welebe  von 
Thieme  onterBoebt  sind,   eine  andere  Ton  zehn  1 
TOD  StephanoB  osd  V«x>nese  beiracfateL 

Dct  Herr  VerCasaer  findet  nun,  dan«  e«  aoBser  i 
keine  «äderen  gebe«  kaoB.  and  er  ^e^i  zogkitb 
fache  CoBBtt-Mtioa  dieser  Gruppen  an. 
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D.   Valkri.     Intorno  ad   alcuni  iperboloidi  che  passano 

per   quattro   piurti.       Modeoa  Mem.  (2)    IV.  355-377. 

Man  betrachte  ein  einschaliges  Hyperboloid  mit  den  von 
i4,  £,  C,  D  ausgehenden  Geradenpaaren  aa\  bb\  cc\  dd\  Die 
Geraden  a^i  o>ci  Od  mögen  mit  a,  die  a^,  a'c^  a'^  hingegen  mit  a'  zu- 
sammen die  Kanten  AB^  AC^  AD^  bezw.  von  den  Flächen  ACD^ 
ADB^  ABC  harmonisch  trennen.  Nach  demselben  Princip  ver- 
fahre man  an  den  Ecken  By  C  und  D.  So  erhält  man  im  ganzen 
32  Gerade,  von  denen  16  mit  ungestrichenen,  16  andere  mit 
gestrichenen  Buchstaben  bezeichnet  sind.  Es  lassen  sich  nun 
ausser  dem  gegebenen  noch  81  andere  Hyperboloide  namhaft 
machen,  von  denen  jedes  A,  B^  C,  D  enthält  und  zu  zugehörigen 
Erzeugenden  vier  von  den  16  ersteren  Geraden  und  ebenso  viele 
von  den  16  anderen  hat.  Die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser 
Hyperboloide  unter  einander  werden  in  der  Arbeit  besprochen. 
Die  Pole  der  32  Flächen  hinsichtlich  einer  Tetraederebene 
liegen  in  interessanter  Weise  angeordnet.  Verlegt  man  eine  der 
Tetraederflächen  ins  Unendliche,  so  sind  acht  Mittelpunkte  die 
Ecken  eines  Parallelepipedons^  dessen  Kanten  zu  denen  des 
Tetraeders  parallel  sind,  während  sein  Mittelpunkt  mit  der  im 
Endlichen  liegenden  Tetraeder-Ecke  zusammenfällt.  Jede  Fläche 
des  Parallelepipedons  enthält  noch  vier  weitere  Mittelpunkte.  Sie 
bilden  ein  Parallelogramm,  dessen  Eantenpaare  zu  zwei  Kanten 
des  Tetraeders  parallel  sind,  während  die  dritte  den  Mittelpunkt 
desselben  enthält.  E.  E. 


A.  Mannheim.  Sur  rhyperboloTfde  articul^  et  Tapplication 
de  ses  propri^t^s  k  la  d^raonstration  du  thöor^me  de 
M.  Sparre.     C.  R.  Cli.  501-504. 

Der  Satz  von  Hess  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  768,  XVII.  840ff.) 
wird  auf  eine  neue  Art  geometrisch  bewiesen  und  discutirt. 

Seht. 
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R.  Sturm.  U«bep  Collineationen  und  Correlsli'tDen, 
welche  Klauben  zweiten  OrAtles  oder  kubische  Ruum- 
curven  in  sich  »elbst  trAnsformiren.  Kleio  Add.  XXVI. 
465-504. 
Walirend  bieher  die  lineare  Transrnriuation  der  FlScheu 
zweiren  Grades  Id  sich  nur  im  Zusanmienbang  mit  der  alge- 
braischen Behandlung  der  Traoeformatioo  quadratincher  Furmen 
erörtert  wurde,  haben  wir  hier  eine  von  allen  algebraischen 
HulfBmitteln  freie,  reingenmetriscbe  Untersuchung  über  die 
Transformation  der  Flächen  zweiten  Grades  in  sich  vor  uns. 
Es  kommt  darauf  an,  zu  ermitteln,  ob  und  welche  Bedingungen 
notwendig  sind,  damit  eine  Gollineation  oder  Correlation  (beide 
Trans formationsarten  werden  mit  gleicher  Liebe  beTÜcksichtigt) 
eine  PIfiche  zweiten  Grades  iu  sich  selbst  transformirt,  uod 
welches  System  dann  die  in  sich  transformirteo  Flftchen  erzeugen. 
Daran  schllesst  sieb  die  Aufsuchung  inrolutorisch  sich  ent- 
sprechender Flächen.  Besonders  behandelt  werden  die  specieilen 
Fülle  der  perspectiv  und  der  geschart  involutoriscben  Collineation, 
der  Polarcorrelation  und  des  Mullsystems.  Während  die  auf 
FIftoben  zweiten  Grades  bezflglichen  Keaultale  des  Vcrfaesers 
vielfach  mit  Resultaten  von  anderen  Mathematikern,  wie  nameat- 
lich  von  Voss,  dann  aber  auch  von  Frahm,  Zeutheo,  Klein,  Reye, 
Schröter  in  Zusammenbang  standen,  war  die  im  zweiten  Teile 
der  Abhandlung  erfolgreich  unternommene  analoge  Behandlung 
der  kubischen  Ranmcurven  nicht  allein  in  der  Untersucbungs- 
methode,  sondern  auch  in  den  Resultaten  durchaus  neu,  da  die 
Arbeileo  von  Segre  (Tonne  Mem.  (2)  XXXVll.,  F.  d.  M.  XVII. 
1883.  610)  und  P.  Del  Pezzo  (Kap.  Rend.  XXr 
Ibiiö.  645ff.)  dem  Verfasser  noch  nicht  bekann 


G.  Hadck.     Üeber  die  Beziehung  des  Nt 

linearen     Strablencoinplezes     zum     P( 

Rotationsparaboloids.      Bcbiöniicb  z.  xxx 

Das  Polarsystem  eines  Nullsyslemes  kann  I 


n 
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als  das  um  90^  axial  verdrehte  Spiegelbild  des  Polarsystemes 
eines  Rotationsparaboloides,  dessen  Parameter  doppelt  so  gross 
ist,  als  die  Constante  des  Kullsystemes.  Die  spiegelnde  Ebene 
ist  die  Scbeiteltangentialebene  a  des  Paraboloides.  Je  nachdem 
ftlr  einen  auf  a  neben  dem  Paraboloide  stehenden  Beschauer  die 
Drehung  nach  links  oder  rechts  geschieht,  ergiebt  sich  ein  rechts 
oder  links  gewundener  Strahlencomplex.  Js. 


C.  JuEL.     Om   Keglesnitskorder,  der  fra  et  fast  Punkt 
ses  under  ret  Vinkel.      Zeuthen  T.  (5).  iv.  3343. 

Die  Eegelschnittssehnen,  welche  von  einem  Punkte  der 
Ebene  unter  rechtem  Winkel  gesehen  werden,  umhüllen  be- 
kanntlich einen  neuen  Kegelschnitt.  Die  Beweise  dieser  und 
ähnlicher  Sätze,  auf  synthetischem  Wege  geführt,  bilden  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Aufsatzes.  Der  Verfasser  behandelt  ins* 
besondere  die  Fälle,  in  welchen  der  Kegelschnitt  in  zwei  Punkte 
ausartet,  sowohl  wenn  der  feste  Punkt  ausserhalb  als  innerhalb 
der  Ebene  des  gegebenen  Kegelschnittes  liegt.  Aus  der  Unter- 
suchung ergiebt  sich:  wenn  der  feste  Kegelschnitt  ein  Kreis  ist, 
so  wird  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  von  denen  die  Sehnen, 
welche  durch  einen  von  zwei  festen  Punkten  hindurchgehen,  unter 
rechtem  Winkel  gesehen  werden,  eine  Fläche,  zusammengesetzt 
aus  einer  Kugel  und  einem  dieselbe  berührenden  Umdrehungs- 
ellipsoid.  Ist  der  Gründkegelschnitt  eine  Parabel,  so  erhält  man 
eine  Fläche  der  dritten  Ordnung;  für  eine  Ellipse  dagegen  eine 
Wellenfläche  und  ein  analoges  Resultat  für  die  Hyperbel.  Als 
Corollar  ergiebt  sich  der  Satz,  dass  die  Punkte,  aus  welchen 
Dreiecke,  die  einer  Ellipse  einbeschrieben  sind,  durch  recht- 
winklige Ecken  projicirt  werden  können,  auf  einem  Ellipsoid 
liegen.  Gm. 


V.  Retali.    Sopra  la  projezione  imniaginaria  delle  super- 
ficie  del  second'ordine  e  delle  curve  gobbe  del  quarto 

ordine.       Bologna  Rend.   1885.  21-33. 
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Es  sei  2  eine  Oberfläche  zweiter  OrdDuüg,  P  ein  beliebiger 
Ponkt,  n  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  S.  Eine  beliebige 
Gerade  r,  welche  durch  P  geht,  Bchncidc'  die  Ebene  n  im  Punkte 
P'  und  die  Fläche  2  in  den  (reellen  oder  conjugirt  imaginAren) 
Punkten  QQ']  die  Doppelpunkte  der  Involution  PP\  QQ'  be- 
nenne man  mit  RR'.  Ll«8t  man  die  Gerade  r  sich  um  den 
Punkt  P  drehen,  so  bewegen  sich  die  Pui  kte  RH']  ihr  Ort  ist  eine 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  £,  (oder  2^^),  welche  „die  Conjugirte 
von  2  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  oder  auf  die  Ebene  n"  (die  Polar- 
ebene von  P  in  Bezug  auf  2)  genannt  wird.  2  und  2i  können 
auch  „imaginäre  Projectionen  von  einander  in  Bezu^  auf  den  Punkt 
P  oder  die  Ebene  n"  heissen  Ist  2aikXiXk  =  0(i,  Ä  =  1,2,  H,  4) 
die  Gleichung  von  J?  in  homogenen  Coordiuaten,  und  sind 
y,,  y^.  y^,  y^  d*e  Coordinaten  von  P,  so  ist  die  Gleichung  von  2n: 

(2aitXiXjt)(2aayiy,)-'J{2aiiyay  =  0. 

Die  in  Bezug  auf  einen  Punkt  eoujugirten  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  haben  manche  bemerkenswerten  Beziehungen 
zu  einander;  einige  derselben  sind  von  Herrn  Chr.  Wiener  der 
5^*i#»n  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  (zu 
Strassburg  1885)  vorgetragen  worden;  mehrere  andere  sind  in 
der  Note  ausgesprochen,  deren  Titel  an  der  Spitze  unseres 
Berichtes  steht.  Unter  diesen  letzteren  greifen  wir  die  folgenden 
heraus:  1)  Die  Oberflächen  J?  und  2fr  sind  beide  ihre  eigene 
reciproke  Polare  in  Bezug  auf  die  andere.  2)  Es  giebt  eine 
Sebar  von  Polartetraedem  in  Bezug  auf  die  eine  der  Flächen  2 
und  ^;i,  deren  Kanten  Tangenten  an  der  anderen  sind.  3)  Die 
reciproken  Polarräume  eines  und  desselben  Raumes  in  Bezug 
auf  2*  und  2„  sind  eentrisch-involutorische  Systeme,  indem  P  der 
Hittelpunkt,  n  die  Ebene  der  Verwandtschaft  ist.  Ferner  bestimmt 
der  Verfasser  die  Art  der  Conjugirten  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  gegebener  Art. 

Neben  der  Oberfläche  2  wollen  wir  nun  eine  Gerade  g  und 
ihre  Polare  g'  in  Bezug  auf  2  betrachten.  Auf  jeder  die  beiden 
Geraden  g,  g'  (in  den  Punkten  (?,  G')  und  die  Fläche  2  (in  den 
Punkten  ff,  ff')  treffenden  Geraden  r  entsteht  eine  Involution 
GG'.HH'j   deren   Doppelpunkte  RR'  heissen  mögen.     Bei   einer 
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Veränderung  der  Geraden  r  bewegen  sich  die  Punkte  ÄÄ';  ihr 
Ort  ist  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  Sggt,  welche  „Gonjugirte 
von  2  in  Bezug  auf  die  Gerade  g  oder  die  Gerade  g'"  heisst 
(die  Polare  von  g  in  Bezug  auf  2)^  oder  auch  die  „imaginäre 
Projection  von  2  in  Bezug  auf  das  Polarenpaar  y,  g'^.  2  und 
2ggt  schneiden  sich  in  einem  windschiefen  Vierseit,  welches 
die  Schnittpunkte  von  2  mit  den  Geraden  g  und  g'  zu  Ecken 
hat.  Sind  A  und  B  die  Schnittpunkte  von  2  mit  der  Geraden 
p,  ferner  et  und  ß  die  entsprechenden  Tangentialebenen,  so  sind 
2  und  2ggf  centrisch-involutorisch,  wenn  man  A  (oder  B)  als 
Mittelpunkt,  ß  (oder  bezw.  a)  als  Ebene  der  Verwandtschaft 
annimmt.  Es  giebt  unendlich  viele  Tetraeder,  welche  der  einen 
von  den  Oberflächen  2  und  2ggf  einbeschrieben  und  in  Bezug 
auf  die  andere  polar  sind.  Die  reciproken  Polarräume  eines 
und  desselben  Raumes  in  Bezug  auf  ^J  und  2ggi  sind  zwei  ge- 
schart-involutorische  räumliche  Systeme,  von  denen  g  und  g* 
die  Ordnungslinien  sind.     U.  s.  w. 

Es  sei  P  eine  reelle  Ecke  des  zwei  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  2  und  2*  gemeinsamen  Poltetraeders;  ihr  Schnitt  ist 
eine  Curve  vierter  Ordnung  22'.  Die  beiden  Curven  22*  und 
£p2p  sind  die  „gegenseitigen  imaginären  Projectionen  in  Bezug 
auf  den  Punkt  P**  (Wiener  1.  c).  Sind  g  und  y'  zwei  Gegen- 
kanten des  vorigen  Tetraeders,  so  bestimme  man  die  Oberflächen 
2ggf  und  2ggi.  Jcdc  Ebene  y  durch  g  schneidet  die  Curve  22' 
in  vier  Punkten.  Nehmen  wir  die  Gerade  g  als  Axe  und  den 
Punkt  yg'  als  Mittelpunkt  einer  ebenen  centrisch  -  involutorischen 
Collineation  an,  so  entsprechen  diesen  Punkten  die  Schnittpunkte 
von  y  mit  der  Curve  2ggt2gg».  Deshalb  schlägt  der  Verfasser 
für  die  Curve  2ggf2ggt  den  Namen  vor  „imaginäre  Projection 
der  Curve  22'  in  Bezug  auf  die  Geraden  9,  g'^.       La.  (Lp.) 


E.  Bertini.     Sui  fasci  di  quadriche  in  uno  spazio  ad  n 
dimensioni.       Rom.  Aco.  L.  Rend.  (4)  H,  208-211. 

Kürzere  Ableitung   der    wichtigsten   in  Segre's  Arbeit  „Ri- 
cerche  sui  fasci  di  coni  quadrici  in  uno  spazio  lineare  qualunque 
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(S.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  604)  enthaltenen  Resultate  auf  Grund 
eines  bekannte  Resultate  der  Raumgeometrie  yerallgemeinemden 
Verfahrens.  Schg. 


H.  Thibmb.  Die  Flächen  III.  Ordnung  als  Ordnungsflächen 
von   Polarsystemen.     Kleio  Ann.  xxvill.  133-151. 

Das  Polarsystem  einer  Fläche  III.  Ordnung  wird  im  §  1 
construirt,  indem  den  Punkten  des  Raumes  die  Elemente  eines 
GebQsches  von  Flächen  II.  Ordnung  projectiv  so  zugeordnet 
werden,  dass  die  Polare  eines  Punktes  für  die  einem  zweiten 
Punkte  zugeordnete  Fläche  mit  der  Polare  des  zweiten  Punktes 
für  die  dem  ersten  Punkte  zugeordnete  Fläche  zusammenftlit. 
Aus  zwei  solchen  Polarsystemen  wird  in  §  2  der  Btlschel,  aus 
deren  drei  in  §  3  der  Btindel,  aus  deren  (r-f-l)  endlich  in  §  4 
die  durch  sie  bestimmte  lineare  Mannigfaltigkeit  r^^  Stufe  von 
Polarsystemen  construirt.  Nachdem  im  §  5  bewiesen,  dass  die 
Gesamtheit  der  Flächen  III.  Ordnung  eine  lineare  Mannigfaltig- 
keit 19*^^  Stufe  bildet,  wird  in  §  ö  die  Construction  der  Fläche 
III.  Ordnung  aus  19  Punkten  durchgeftibrt. 

Diese  streng  synthetische  Arbeit  soll  vor  allem  dazu  dienen, 
auf  die  grundlegende  4bhandlung  des  Verfassers  im  24.  Bande 
der  Zeitschrift  fQr  Mathematik  und  Physik  „Die  Definition  der 
geometrischen  Gebilde  durch  Construction  ihrer  Polarsysteme'' 
(F.  d.  M.  XL  1879.  444)  hinzuweisen.  Js. 


F.  Schur.     Zur  Theorie   der    Flächen   dritter  Ordnung. 

Leips.  Ber.  1884.  128-131. 

Herr  Le  Paige  hat  (Acta  Math.  V.  p.  190)  folgende  Erzeugung 
einer  Fläche  dritten  Grade»  gegeben: 

Sind  in  einer  Ebene  a  vier  gerade  Linien  g^^  g^^  g^^  g^  ge- 
geben, ferner  im  Räume,  diesen  zugeordnet,  vier  andere  gerade 
Linien  ä, ,  ä,,  Äj,,  ä^,  welche  nicht  auf  derselben  Fläche  zweiten 

Grades  liegen,  und  sind  die  Eheueuh^schel  (gJ(g^Xg^X9A)  derart 
quadrilinear  auf  einander  bezogen,  dass  je  vier  Ebenen  einander 
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entgprecben,  deren  Schnittpunkte  mit  den  resp.  Geraden  A,,  h^,  h^^  \ 
in  je  einer  Ebene  e  liegen,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  denen 
sich  vier  entsprechende  Ebenen  schneiden,  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  F\  welcher  das  vollständige  Vierseit  g^g^g^g^  einge- 
schrieben ist. 

Herr  Schur  kntipft  seine  Betrachtungen  an  diese  Erzeugungs- 
art der  Fläche  dritter  Ordnung  an  und  zeigt,  wie,  wenn  die 
Fläche  jF*  gegeben  vorliegt,  die  Elemente  der  Le  Paipe'schen  Er- 
zeugung auf  constructivem  Wege  gewonnen  werden  können. 

Sehn. 


A.  Pktot      Sur  une  extension  du  thöorfeme  de  Pascal  aux 
snrfaces  du  troisifeme  ordre.    C.  R.  CIL  737-740. 

Die  trilineare  Beziehung  dreier  Ebenenbttschel  und  die  durch 
eine  solche  Beziehung  ermöglichte  Construction  der  Fläche  dritter 
Ordnung  in  gewissen  Fällen  ist  schon  vom  Referenten  (Math. 
Ann.  Bd.  17)  und  andern  Mathematikern  in  Abhandlungen  er- 
örtert, die  der  Verfasser  nicht  zu  kennen  scheint,  da  er  sie  sonst 
citirt  haben  würde.  Doch  dürfte  die  vom  Verfasser  gelieferte 
Verbindung  des  Gegenstandes  mit  der  Theorie  der  linearen  Com- 
plexe  neu  sein.  Diese  Verbindung  führt  den  Verfasser  zu  einem 
Satze,  den  er  mit  Recht  eine  Verallgemeinerung  des  Pascarschen 
Satzes  nennt,  und  der  darin  gipfelt,  dass  gewisse  sechs  Strahlen 
einem  und  demselben  linearen  Compleze  angehören.  Dieser 
Satz  ermöglicht  dann  die  Construction  einer  Fläche  dritter  Ord- 
nung aus  drei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  und  sieben  Punkten. 

Seht. 

C.  GüiCHARD.      Applications   de  la  tbdorie  des  cubiques 

gaucbes.        Aon.  de  Vtc.  Norm.  (3)  III.  259-262. 

Die  Verbindungslinien  und  Verbindungsebenen  von  sechs  be- 
liebigen Punkten  des  Raumes  schneiden  eine  Ebene  bekanntlich 
in  einer  Configuration,  in  welcher  man  sechs  Fünfecke  unter- 
scheiden kann.  Legt  man  nun  durch  die  sechs  Punkte  eine 
kubische  Raumcnrve  und  projicirt  dieselbe  von  jedem  der  sechs 
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Punkte  aus,  so  erhält  man  auf  der  Ebene  um  jedes  der  sechs 
Ffinfecke  einen  Kegelschnitt.  Die  sechs  Kegelschnitte  mQssen 
nun  drei  gemeinsame  Punkte  haben,  nämlich  die  drei  Punkte, 
in  denen  die  Ebene  von  der  kubischen  Raumcurve  geschnitten 
wird.  Dieser  Betrachtung  gehen  noch  zwei  Betrachtungen  vor- 
auf, bei  denen  die  kubische  Ranmcurre  durch  Tier  Punkte  im 
Räume  und  zwei  Punkte  der  Ebene,  bezw.  durch  fttnf  Punkte 
im  Räume  und  einen  Punkt  der  Ebene  gelegt  wird. 

Seht. 

W.  WiRTiNGBR.     lieber  die  Brennpunktscurve  der  räum- 

licben    Parabel.        Wien.  Ber.     XCIV.    802-309. 

Herr  Creroona  hatte  in  den  Mem.  di  Bologna  (2)  III, 
1863)  einige  allgemeine  Sätze  über  Raumeurven  dritter  Ordnung 
aufgestellt  und  war  durch  Specialisirung  dieser  Sätze  zu  Sätzen 
über  rechtwinklige  Tangenten,  Osculationsebenen  u.  s.  w.  für  die 
räumliche  Parabel  gelangt,  wobei  sich  auch  ergeben  hatte,  dass 
der  Ort  der  Brennpunkte  der  Parabeln  in  den  Osculationsebenen 
einer  räumlichen  Parabel  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist, 
welche  den  imaginären  Kugelkreis  in  zwei  Punkten  schneidet. 
Die  vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich  nun  eingehender 
mit  dieser  Brennpunktscurve,  und  zwar  ausgehend  von  einer  ein- 
fachen und  directen  Construction  der  Brennpunkte.  U.  a.  er- 
giebt  sich,  dass  die  Brennpunktscurve  den  imaginären  Kugel- 
kreis in  zwei  Punkten  trifft,  dass  alle  sie  enthaltenden  Flächen 
zweiter  Ordnung  ein  System  paralleler  Kreisschnittebenen  ge- 
meinsam haben,  dass  jede  den  imaginären  Kugelkreis  zweimal 
schneidende  Raumcurve  dritter  Ordnung  als  Brennpunktscurve 
aufgefasst  werden  kann,'  und  dass  die  letztere  die  räumliche 
Parabel  eindeutig  bestimmt.  Seht. 

D.  MoNTESANO.     Su   Ic   correlazloni   polari   dello  spazio 
rispetto  alle  qaali  una  cubica  gobba  h  polare  a  s^  stessa. 

Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  III.  105-115. 

Unter  den  räumlichen  Correlationen ,    welche  eine  kubische 

Fortachr.  d.  Math.  XVllI.   2.  3^ 
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Raumcurye  C,  in  ihre  osculirende  abwickelbare  Flftche  fiberftthrea, 
giebt  es  oo^  involutorische  (Sturm,  Math.  Ann.  XXVI.  304-308, 
P.  d.  M.  XVII.  1885.  606);  dieselben  bilden  ein  System  ;?,,  von 
welchem  wir  ein  beliebiges  Element  mit  77  bezeichnen  wollen, 
und  dessen  Erforschung  das  Ziel  der  zu  besprechenden  Abhand- 
lung des  Hm.  Montesano  ist. 

Das  von  der  Curve  C,  bestimmte  Nullsystem  H  ist  das  ein- 
zige, welches  die  Eigenschaft  besitzt,  C,  in  ihre  osculirende  ab- 
wickelbare Fläche  zu  verwandeln.  Verbindet  man  H  mit  einer 
gescharten  Collineation  üf,  welche  C^  in  sich  selbst  überführt,  so 
gelangt  man  zu  einer  Polarcorrelation  77;  umgekehrt  kann  jede 
Polarcorrelation  JI  auf  diese  Art  construirt  werden.  Daraus 
folgt,  dass  sich  aus  den  Eigenschaften  des  üf- Systems  2  die- 
jenigen des  fl -Systems  JS",  herleiten  lassen. 

Jede  Transformation  K  bestimmt  eine  Involution  /  zwischen 
den  Punkten  von  C,,  und  umgekehrt  stellt  jede  Involution  zwi- 
schen den  Punkten  von  C^  eine  Transformation  K  her.  Jede  Ge- 
rade des  Raumes  ist  Leitstrahl  dreier  Verwandtschaften  K.  Das 
System  2  entspHcht  sich  selber  in  Bezug  auf  jede  der  Trans- 
formationen K, 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  einem  beliebigen  Punkte  P  in 
Bezug  auf  die  (»'Transformationen  K  entsprechen,  ist  eine  Ober- 
fläche F  sechster  Ordnung,  welche  P  als  dreifachen  Punkt  und 
den  conjugirten  P'  von  P  in  Bezug  auf  C,  als  vierfachen  Punkt 
besitzt;  C,  ist  eine  Cuspidallinie  von  F,  während  die  durch  P 
gehende  Sehne  von  C,  eine  dreifache  Linie  ist  und  die  drei 
durch  P'  gehenden  Schmiegungsstrahlen  von  C,  drei  Doppel- 
gerade sind.  Auf  der  Oberfläche  F  liegen  auch  die  Schnitte 
der  Schmiegungsebenen  von  C,,  welche  durch  P  gehen,  und  die 
in  diesen  Ebenen  liegenden  Tangenten  dieser  Curve.  Eine 
merkwürdige  Eigenschaft  der  Oberfläche  F  ist  die,  dass  sie  von 
jeder  Schmiegungsebene  von  C,  in  drei  Kegelschnitten  ge- 
schnitten wird. 

Das  System  2  (und  folglich  auch  das  System  2^)  kann  leicht 
eindeutig  auf  den  Punkten  einer  Ebene  fi  abgebildet  werden. 
Man   nehme   hierzu  in  dieser  Ebene  einen  willkürlichen  Kegel- 
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sehDill  C,  an  and  stelle  eine  eindeutige  Beziebnog  zwischen  den 
Punkten  von  C,  und  C,  her.  Dann  wird ,  da  jeder  Collineation 
K  schon  eine  Involution  /  von  C^  entspricht,  ihr  auch  eine  In- 
TOlntion  anf  (7,  entsprechen;  der  Pol  dieser  Involution  wird  als 
das  Bild  der  TraDsformation  K  und  der  Transformation  J7  an- 
gesehen, welche  die  Verbindung  von  K  und  von  H  ist.  Die 
Polarcorrelationeo  J2,  deren  Ordnungsfläcben  durch  einen  Punkt 
A  gehen  oder  eine  und  dieselbe  Ebene  a  berOhren,  haben  ihre 
Bilder  auf  einer  kubischen  Curve  der  Ebene  fi,  welche  durch 
die  Angabe  von  A  oder  von  a  bestimmt  ist;  diejenigen,  deren 
Ordnungisflachen  eine  und  dieselbe  Gerade  a  berühren,  bilden 
in  der  Ebene  ft  eine  biquadratische  Curve  vom  Oeschlechte  3. 
Daraus  folgt:  Die  OrdnuDgsfl&chen  der  Polarcorrelatiooen  Jl 
bilden  ein  derartiges  System,  dass  neun  von  ihnen  durch  zwei 
Punkte  gehen  oder  auch  zwei  Ebenen  berühren,  oder  endlich 
durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  Ebene  berühren;  dass  zwölf 
eine  Gerade  berühren  und  durch  einen  Punkt  gehen,  oder  eine 
Ebene  berflhren;  endlich  dass  sechzehn  zwei  Gerade  be* 
rBhren. 

Die  Abbildung  der  Collineationeu  auf  der  Ebene  fi  fQhrt 
ES  einer  Abbildung  der  Oberfläche  F  auf  derselben  Ebene.  Man 
braoeht  nur  die  Festsetzung  zu  treffen,  dass  der  Bildpunkt  einer 
Transformation  K  auch  den  Punkt  von  F  abbildet,  der  dem 
festen  Punkte  P  in  Beziehung  auf  K  entspricht.  Den  ebenen 
Schoitten  von  F  entsprechen  Gurren  dritter  Ordnung  der  Ebene 
ju,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen.  Dieses  Entsprechen 
fahrt  abermals  auf  die  frOher  aogefahrten  Eigenschaften  der 
Oberfläche. 

Der  Oeradencomplex  der  Ordnungsflä 
lationen  77  zerfAllt  in  den  linearen  Oomplc 
gebene  Curve  C,  bestimmt  wird  und  den  vo 
gebildeten  Comples  (dritten  Grades),  we 
dieser  Curve  in  barmonischen  Funkten  seh 
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A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.  SuF  la  g^n^ratioD  du  conoYde 
circonscrit  h  une  courbe  plane  au  moyen  de  courbes 
du  mime  ordre  de  celle-ci.     Lieb.  J.  xii. 

Bekanntlich  lässt  das  Conoid,  welches  einem  Kegelschnitt 
umschrieben  ist,  eine  Erzeugung  durch  Linien  zweiter  Ordnung 
zu.  Der  Verfasser  giebt  hierfür  einen  neuen  synthetischen  Be- 
weis, welcher  auch  noch  gQltig  ist,  wenn  die  Directrix  von  be- 
liebiger Ordnung  ist. 

Der  Verfasser  fQgt  ferner  einige  Bemerkungen  hinzu  über 
die  anharmonische  und  homographische  Teilung  der  Erzeugenden 
der  betrachteten  Oberfläche.  Tx.  (Hch.) 

W.  HusPB.  üeber  einige  windschiefe  Flächen  mit  Di- 
rectorebene,  deren  Genera tricen  zwei  aufeinander  und 
auf  der  Directorebene  senkrechte  Kegelschnitte  treflfen. 

DisB.  Marburg.     72  8.    8^. 


H.  G.  Zbuthen.      Su    le    superficie    di    4"    ordine    con 

COnica   doppia.      Brioscbi  Add.  (2)  XIV.  31-70. 

Die  Aufgabe  der  Abhandlung  ist,  die  Verhältnisse  auf 
der  Oberfläche  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelkegelschnitt 
an  der  Hand  der  Beziehungen  direct  zu  erläutern,  die  zwischen 
den  verschiedenen  Systemen  von  Kegelschnitten  bestehen,  welche 
eine  Curve  vierter  Ordnung  vierpunktig  berubren.  Dabei 
macht  der  Verfasser  mit  Recht  den  ausgedehntesten  Ge- 
brauch von  dem  Continuitätsprincip,  das  eben  hier,  wo  es  sieb 
nur  um  Interpretation  algebraischer  Gleichungen  handelt,  unbe- 
dingte Geltung  besitzt.  Eine  projectivische  Eigenschaft,  die  un- 
ter Voraussetzung  ganz  bestimmter,  aber  möglicher  Realitftts- 
verhältnisse  entwickelt  war,  wird  also  ohne  weiteres  auf  den 
allgemeinen  Fall  ausgedehnt  werden  können. 

Die  von  einem  Punkte  P  des  Doppelkegelschnittes  ausgehen* 
den  Tangenten  der  Fläche  gehören  einem  allgemeinen  Kegel 
vierter  Ordnung  an;    er  schneidet  auf*  irgend  einer  Ebene  eine 
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Carve  aus,  welche  die  Projectiooeu  von  Curven  der  FISche  id 
den  gemeiDsamen  Funkten  beider  berQhrt.  Jede  Gurve  vierter 
Ordonng  kann  in  dieaem  Sinne  mit  einer  Fläche  vierter  Ordnung 
in  Verbindung  treten.  Die  zwei  Tangentialebenen  der  Fläche 
schneiden  znei  Doppeltangentea  der  Curve  aus;  die  26  übrigen 
mBsaen  von  doppelt  berQbrenden  und  P  enthaltenden  Ebenen  der 
Fläcbe  berrBbren.  Man  weiss,  dass  10  voa  diesen  Ebenen  die- 
selbe in  Eegelscbnittpaaren  schneiden,  während  jede  der  16 
übrigen  eine  Qerade  nud  eine  Gurve  dritter  Ordnung  mit  dem 
Doppelpunkte  in  P  enthält. 

Herr  Zeuthen  giebt  eine  höchst  einfache  Betrachtung,  welche 
diese  Tbateache  bei  der  Fläche  mit  reellen  Tangentenebenea  in 
dem  reellen  Doppelkegelechnitte  in  Evidenz  setst.     Hierzu  unter- 
scheidet er  „sichtbare"  und  „nicht  sichtbare"  Punkte  der  Fläche. 
Ein  Paukt  bewege  sich   im  projectivischen  Sinne  stetig  auf  der 
PIfiebe  von  A  bis  B  und  bleibe  beim  Uebersehreiten  des  Doppel- 
kegelschnittes in  derselben  Schale  der  Fläche.     Von  der  Prqjec- 
tion  seiner  Bahn  bestimme  man  die  folgenden  Anzahlen:  erstens 
die  der  (gewöhnlichen)  BerOhrungen  mit  der  Gurve  vierter  Ord- 
nung, zweitens  die  Anzahl  der  unendlich  fernen  Punkte,  drittens 
die   Zahl   der  SchDitIpankte   mit   der  Geraden,    in  welche  der 
Doppelkegelsohnitt  sich  projicirt.    Ist  die  Summe  derselben  eine 
gerade  Zahl,  so  sind  beide  Paukte  entweder  sichtbar  oder  un- 
sichtbar; ist  die  Ansah!  ungerade,  so  ist  der  eine  Punkt  sicht- 
bar, der  andere  hingegen  unsichtbar.     Eine  Ebene  schneide  nun- 
mehr  in  einer  Geraden  der  FIfiche   und   in  einer  Cnrve  dritter 
Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  P.     Dieselbe  treffe   die  Projec- 
tionen  der  Tangentialebenen  T'A'  und  T' B'  in  den  Punkten  .4' 
nnd  B',     A'B'  ist  dann  die  Projection  eines  Teile 
dritter  Ordnung,  der  zwei  Punkte  verbindet,  die  un 
bei  P  auf   verschiedenen  Schalen  der  Fläche  liege 
stimme  udd  die  Zahl  a,  von  welcher  es  abhängt,  ob  1 
sich   gleich    verhalten   oder   nicht,   mit  Hfilfe  der  i 
Alsdann    wiederhole   man  dasselbe  ftlr  die  Strecke 
ergebe   sich   die   Zahl  ß.     a-^ß  muss  alsdann    no 
gerade  sein.    Denn  der  letztere  Zug  ist  das  Bild  eine 
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welche  auf  der  Fläche  in  unendlicher  Nähe  von  P  statt  hat;  der 
Punkt  schreitet  zuerst  auf  der  einen  Schale  fort,  tritt  dann  aber 
in  einem  Punkte  der  Tangente  in  die  andere  Schale  über,  ß 
wird  daher  ungerade  sein,  wenn  beide  Punkte  sichtbar  oder  un- 
sichtbar sind;  gerade,  wenn  der  eine  von  ihnen  sichtbar,  der 
andere  unsichtbar  ist  Da  nun  die  Gerade,  welche  die  Ebene 
des  Kegelschnittes  ausschneidet,  den  Umfang  des  Dreieckes  ent- 
weder überhaupt  nicht  oder  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  muss 
notwendig  auf  demselben  eine  ungerade  Anzahl  von  Berührungs- 
punkten der  Curve  vierter  Ordnung  liegen. 

Falls  aber  ein  derartiges  Dreieck  eine  gerade  Zahl  von  den 
sechs  Berührungspunkten  der  drei  Geraden  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung  aufweist,  so  liegen  alle  sechs  nach  dem  Theorem  von 
Oarnot  auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  beide  letzten  Schnitt- 
punkte mit  der  Curve  vierter  Ordnung  ebenfalls  Berührungspunkte 
einer  Doppeltangente  sind.  Die  beiden  andern  bilden  ein  Paar 
derjenigen  Schar  vierpunktig  berührender  Kegelschnitte,  welche 
die  beiden  Doppeltangenten,  die  in  den  Tangentialebenen  von 
P  liegen,  bestimmen.  Da  nun  alle  ihre  sechs  Doppeltangentenpaare 
reell  sein  können,  und  da  ferner  die  acht  Berührungspunkte  je 
zweier  dieser  Paare  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  schliesst 
man,  dass,  wie  in  diesem  Fall  besonderer  Realitätsverhftlt- 
nisse,  so  im  allgemeinen,  zehn  Ebenen  von  P  ausgehen,  die 
Paare  von  Kegelschnitten  ausschneiden,  während  16  andere 
Ebenen  Gerade  der  Fläche  enthalten. 

Weil  das  Vorige  für  jeden  Punkt  des  Doppelkegelschnittes 
gilt,  so  erhalten  wir  einzelne  Kegelschnittscharen  auf  der  Fläche, 
die  in  Scharen  vierpunktig  berührender  Kegelschnitte  von  P  aus 
projicirt  werden.  Je  zwei  von  diesen  Scharen  sind  conjugirt, 
das  heisst,  sie  haben  die  Enveloppe  der  sie  tragenden  Ebenen 
mit  einander  gemeinsam.  Ein  Punkt  der  Projectionsebene  be- 
stimmt genau  zwei  Kegelschnitte  einer  bestimmten  Schar  vier- 
punktig berührender  Kegelschnitte  der  vom  Tangentenkegel  aus- 
geschnittenen Curve  vierter  Ordnung.  Da  derselbe  die  Projeo- 
tion  von  zwei  verschiedenen  Punkten  ist,  so  geht  durch  jeden 
derselben  ein  Kegelschnitt  der  betreffenden  Schar,  der  sich  in 
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einen  der  beiden  vierpunktig  berührenden  Eegelscbnilte  projiciren 
musB,  und  es  bönnea  sieb  Eegelechnitte  derselben  Flftcbenscbar 
nicht  begegnen.  Durch  irgend  einen  Punkt  der  Fl&ebe  gebt 
demnacb  genau  ein  Kegelschnitt  irgend  einer  Schar  und  genau  ein 
anderer  der  conjugirten  Schar.  Die  Ebenen,  nelehe  solche  Kegel- 
sehuittpaare  tragen,  umhüllen  daher  Kegel  zweiten  Grades,  deren 
Zahl  genau  fQnf  sein  muss,  weil  von  jedem  Punkt  des  Doppelkegel- 
sehnitteB  10  Tangentialebenen  ausgeben.  Auf  diese  Art  ist  man 
alao  auf  die  Eummer'scheo  Kegel  der  Flllche  geführt.  '  Dass 
die  Strahlen  eines  Kegels  die  Flftche  doppelt  berttbren,  das 
beiBst  die  Schnittpunkte  zweier  conjugirten  Kegelsebaitte  ent- 
halten, ist  aus  der  gegebenen  Beziehung  unmittelbar  klar.  Fer- 
ner ist  auch  unmittelbar  ersiehthcb  die  bekannte  Art,  in  welcher 
Tier  mit  der  Spitze  eines  Kuotmer'schen  Kegels  in  einer  Geraden 
liegende  Funkte  in  zwei  Paare  zerfallen.  Die  beiden  Paare 
köuDen  sowohl  durch  zwei  Kegelschnitte  der  einen,  als  auch 
durch  zwei  Kegelschnitte  der  eonjugirten  Schar  ausgCBcbnitten 
werden. 

Von  den  Fläcbenkegelscbnitteu  eines  Systems  werden  sechs 
TOD  P  aus  in  Doppeltangentenpaare  derselben  Schar  projicirt. 
Zwei  Ton  diesen  sechs  Paaren  entballeu  zusammen  die  vier  Ge- 
raden, welche  die  Tangeotenebenen  der  FUche  in  P  und  die  an 
den  betreffenden  Kummer'schen  Kegel  gebenden  Tangentialebenen 
aasschneiden.  Die  Qbrigen  Tier  Paare  rühren  Ton  Geradenpaaren 
der  Flftche  her,  die  den  Knmmer'schen  Kegel  berühren.  Dieselbe 
Ueberlegnng  kann  man  fltr  das  ounjagirte  System  und  seine 
Projectioa  machea.  Da  die  vier  besonderen  Doppeltangeuten 
ans  zwei  1'angentenpaaren  auch  dieses  STStems  bestehen,  so 
haben  beide  Systeme  nach  bekannten  Sätzen 
mehr  mit  einander  gemeinsam ,  und  e 
Kummer'scbe  Kegel  Ton  allen   16  Gerade 

Die  Anordnung  der  16  Geraden  ist  die 
einer  Flftche  dritter  Ordnung,  die  eine  17" 
den  Herren  Geiser  und  Darboux  beobaebti 

Aus  dem  Obigen  gebt  weiter  hervor, 
ebenen  in  P  nud   die  Paare  der  Berühru' 
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die  Eummer'schen  Kegel  führen,  die  sechs  DoppeltaDgenten- 
paare  einer  Schar  ausschneiden..  Da  je  zwei  von  ihnen  ihre  acht 
Bertihrungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  haben,  so  liegen  — 
und  dieses  Resultat  ist  neu  —  die  vier  Haupttangenten  der 
Fläche  im  Punkte  P  und  die  vier  Berührungspunkte  der  beiden 
doppelt  berührenden  Ebenen,  welche  von  P  ausgehen  und  den- 
selben Kummer'schen  Kegel  berühren,  auf  einem  Kegel. 

Aus  der  Thatsache,  dass  die  sechs  Spitzen  der  in  einer 
Schar  vorkommenden  üoppeltangentenpaare  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  folgt  sofort  das  nachstehende  neue  Resultat: 
„Ein  Kegel,  von  dem  fünf  Strahlen  einen  Punkt  des  Doppelkegel- 
schnittes mit  den  Spitzen  der  Kummer'schen  Kegel  verbinden, 
enthält  auch  die  Tangente  des  Doppelkegelschnittes  in  dem  be- 
trefifenden  Punkte/  Wenn  man  zwei  derartige  benachbarte  Kegel 
aufifasst,  erhält  man  den  Satz:  Die  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  die  Spitzen  der  Kummer'schen  Kegel  mit  Punkten  des 
Doppelkegelschnittes  verbinden,  berühren  den  letzteren. 

Jede  Curve,  welche  mit  der  Curve  vierter  Ordnung  nur  Be- 
rührungspunkte gemein  bat,  muss  notwendig  die  Projection 
zweier  verschiedenen  Curven  der  Fläche  von  P  aus  sein.  Da  die 
Geometrie  auf  der  Fläche  von  Glebsch  ausführlich  erörtert  worden 
ist,  so  beschränkt  sich  der  Herr  Verfasser  darauf,  die  Raum- 
curven  dritter  Ordnung  zu  untersuchen,  die  auf  der  Fläche  liegen. 
Man  betrachte  zuerst  die  Curven  dritter  Ordnung,  welche  den 
Punkt  P  treffen;  dieselben  werden  in  Systeme  vierpunktig  berühren- 
der Kegelschnitte  projicirt;  man  erkennt,  dass  jedes  System  durch 
die  Spur  einer  Tangentenebene  und  durch  eine  Doppeltangente, 
welche  von  einer  Geraden  der  Fläche  herrührt,  bestimmt  wird. 
Infolge  dessen  ist  32  die  Anzahl  der  P  enthaltenden  Curven- 
systeme,  und  jedes  einzelne  ist  von  einfacher  Mächtigkeit.  Die- 
selben setzen  sich  zu  16  zweifachen  Mannigfaltigkeiten  zusammen, 
wenn  man  P  als  beweglich  betrachtet 

Der  Tangentenkegel,  welcher  von  P  ausgeht,  trifft  den  Doppel- 
kegelschnitt in  den  vier  Cuspidalpunkten  der  Fläche,  in  deren 
jedem  die  beiden  Tangentialebenen  zusammenfallen.  Von  hier 
aus    erhält  man  einen  Tangentenkegel  mit  einem  Doppelstrahl, 
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der  in  der  Tangentialebene  liegt.  In  der  Spur  dieser  letzteren 
liegt  jetzt  ein  aasgeartetes  Doppeltangentenpaar  der  Curve 
vierter  Ordnung  vereinigt.  Die  anderen  fünf  Doppeltangenten- 
paare der  Sehar,  die  im  allgemeinen  Fall  durch  die  Spuren 
der  Tangentenebenen  bestimmt  werden,  arten  ebenfalls  in  fttnf 
Doppelgerade  aus;  sie  sind  die  anderen  Tangenten,  die  ausser 
der  Spur  der  Tangentenebene  an  die  Curve  vierter  Ordnung  vom 
Doppelpunkt  aus  führen.  Hieraus  bestätigt  sich  sofort,  dass  die 
Kammer'scben  Kegel  die  Cuspidalpunkte  enthalteo. 

Auch  wenn  man  von  der  Spitze  T  eines  Eummer'schen  Kegels 
aas  projicirt,  erhält  man  neben  dem  doppelt  gezählten  Kummer'- 
sehen  Kegel  einen  Tangentenkegel  vierter  Ordnung.  Seine  Spur 
in  der  Projectionsebene  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Doppelpunkten.  Ihre  acht  Doppeltangenten  rühren  von  den 
Tangentialebenen  her,  die  von  T  aus  an  die  anderen  Kummer'- 
sehen  Kegel  führen.  Die  so  entstehenden  Tangentenpaare  ge- 
hören zu  einem  System  vierpunktig  berührender  Kegelschnitte 
mit  der  Spur  des  betreffenden  Kummer'schen  Kegels  und  der 
Projection  des  Doppelkegelschnittes. 

Im  Abschnitt  III  giebt  der  Herr  Verfasser  nach  Methoden,  wie 
sie  von  ihm  und  von  Herrn  Klein  ausgebildet  sind,  eine  Klassification 
derjenigen  Flächen,  die  reelle  Punkte  auf  ihrem  Doppelkegelschnitt 
besitzen.  Derselbe  zerfällt  in  die  eigentliche  Doppelcurve,  deren 
Paukte  reelle  Tangentialebenen  ergeben,  und  in  die  isolirte  Curve, 
fQr  deren  Punkte  keine  reellen  Tangentialebenen  sich  ergeben. 
Beide  Gurven  grenzen  in  den  Cuspidalpunkten  aneinander  und 
sind  also  höchstens  zweiteilig. 

Der  Schnitt  des  Tangentenkegels  muss  nun  von  einer  der 
sechs  Arten  von  Curven  vierter  Ordnung  sein,  die  man  nach  des 
Verfassers  Untersuchungen  kennt,  und  zwar  tritt  eine  Fläche  zn 
zwei  verschiedenen  dieser  Curven  in  Beziehung,  wenn  eine  Doppel- 
and eine  isolirte  Curve  vorhanden  ist.  Nun  geben  die  reellen  Ge- 
raden der  Fläche  stets  zu  reellen  Doppeltangenten,  die  imaginären 
zu  Paaren  eonjugirter  Doppeltangenten  Veranlassung;  ein  reeller 
Kummer'scher  Kegel  (mit  reeller  Gleichung)  ergiebt  zwei  reelle 
Doppeltangenten  oder  ein  Paar  conjugirt  imaginärer;  im  letzteren 
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Fall  liegt  der  Punkt  des  Doppelkegelschuittes  innerhalb  des  be- 
treffenden Kegels.  Die  Tangentenebenen  bestimmen  ein  letztes 
Paar  von  conjugirten  oder  reellen  Doppeltangenten,  je  nachdem 
der  Projectionspunkt  innerhalb  der  isolirten  oder  der  eigentlichen 
Doppelcurve  liegt;  die  sechs  letzterwähnten  Paare  kommen  in 
derselben  Schar  vor.  Wie  viel  reelle  Systeme  von  vierpnnktig 
berQhrenden  Kegelschnitten  in  den  einzelnen  Zeuthen'schen  Fällen 
sich  ergeben,  und  wie  viele  Paare  reeller  und  conjngirt  imaginärer 
Doppeltangenten  in  jedem  System  vorkommen,  ist  aus  einer  von 
Herrn  Crone  (Math.  Ann.  XII)  aufgestellten  Tabelle  zu  ersehen. 
Nimmt  man  noch  hinzu,  dass  eine  Schale  vom  Geraden-Charakter, 
auf  der  unpaare  Curven  sich  finden,  nach  der  Projection  nur 
den  Teil  der  Ebene  doppelt  überdecken  kann,  der  ausserhalb 
eines  Zuges  der  Curve  vierter  Ordnung  liegt,  während  eine  Fläche 
vom  Punkt- Charakter  in  den  doppelt  gezählten  Teil  der  Ebene 
innerhalb  eines  solchen  Zuges  projicirt  wird,  so  hat  man  genügende 
Anhaltspunkte  zu  einer  Klassification  der  Flächen.  Es  ergeben 
sich  auf  solche  Art  sechs  verschiedene  Arten  von  Flächen.  In 
jedem  Fall  ist  die  Zahl  der  reellen  Geraden  (16,  8,  4,  0)  und  die 
der  reellen  Kummer'schen  Kegel,  sowie  die  Stellung  der  isolirten 
Curve  gegen  dieselben  vollkommen  bestimmt.  Es  lässt  sich  nun- 
mehr ermitteln,  wie  viel  Systeme  reeller  Kegelschnitte  in  den 
einzelnen  Fällen  sich  ergeben  können. 

Im  vierten  Abschnitt  werden  die  betrachteten  Flächen  mit 
Hülfe  einer  Erzeugung  untersucht,  die  für  Cykliden  zuerst  von 
Darboux  gegeben  wurde.  Man  ziehe  nämlich  von  einem  Punkte 
T  aus  Strahlen,  die  zwei  Flächen  (<;,  und  JJ  in  Punktepaaren 
SS'  und  DD'  treffen,  und  suche  diejenigen  beiden  Punktepaare 
M1M2  und  M'iM'2,  die  DD*  und  TS  bez.  TS'  harmonisch  trennen. 
Man  erhält  dann  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  deren  Doppelkegel- 
schnitt die  Berflhrungscurve  des  Tangentenkegels  von  d^  mit 
der  Spitze  T  ist.  Derjenige  von  er,  ist  ein  Kummer'scher 
Kegel  derselben.  Wird  <),  eine  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt 
T,  so  erhält  man  eine  Cyklide.  Die  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung, in  der  a^  und  ^3  sich  schneiden,  trennt  die  Punkte 
von  «Tjj,  denen  reelle  Punktepaare  der  Fläche  entsprechen,  von 
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denjeaigen,  denen  keine  reellen  Punkte  entsprechen.  Aub 
der  Untersuchung  der  verachiedenen  Formen  derselben  kann  man 
ein  zweites  Einteilungsprincip  gewinnen,  bei  dem  auch  die  Gur- 
ren mit  imaginärem  Doppelkegelscbnltt  berUcksicIitigt  werden 
können.  E.  E. 


E.  Stddy.  Ueber  die  Raumcurven  vierter  Ordnung,  zweiter 
Art.  Leipt.  Ber.  3-9. 
Zur  Tangentenacbar  einer  Raumcurve  IV.  Ordnung  II.  Art 
C*  liegen  unendlich  viele  Raumcurven  III.  Ordnung  (7*  perspectiv. 
Sie  schmiegen  sieh  den  Btationftren  Ebenen  der  C*  an,  berühren 
die  C*  in  je  einem  Punkte,  dessen  Schmiegungeebenen  bezüglich 
beider  Curven  zusammenfallen,  und  bestimmen  zu  einem  BUndel 
gehörige  lineare  Complexe,  deren  gemeinsame  Regelecbar  durch 
die  vier  Tangenten  in  den  stationären  Punkten  der  C*  gebt 
Die  stationären  Ebenen  der  C*  sind  die  Uauptebenen,  ihre  Tan- 
genten Strahlen  und  die  von  den  Schmiegungsebenen  der  C 
gebildeten  Bflachel  T'  OrdnungsebenenbttBchel  eines  Reye'sehen 
Complexes.  Den  BQscheln  V  ist  eine  Steiner'scbe  Fläche  ein- 
geschrieben, sie  berBhrt  die  stationären  Ebenen  der  C*  in  den 
Punkten  je  eines  Kegelschnittes  und  enthält  die  C*  als  Baupt- 
tangentencarve.  Einem  beliebigen  Punkte  S  entspricht  auf  der 
C*  eine  Ponktinvolution  vierter  Ordnung.  Von  ihren  Quadrupeln 
liegt  eins  in  einer  Ebene  und  zwar  in  der  Polarebene  von  S 
bezBglioh  derjenigen  Fläche  II.  Klasse,  welche  von  den  äqaianhar- 
moniBchen  Ebenen  der  Curve  umhfiUt  wird.  Js. 


J.   Cardinaal.      Opmerkingen    naar    ai 

Stellingen    uit  de    leer   van   den   bunt 

van    de  tweede  orde.      Nienw  Archief.   X 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  die  Behandlnnj 

der  Lehre  von  dem  Bflechel  von  OberBächei 

1.     Die    Ranmcorve    vierler    Ordnung    wird 

Geraden  sowohl  ans  dem  einen  als  ans  dem 
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Erzeugenden  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung.  II.  Eine  Sehne 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  wird  im  allgemeinen  durch 
vier  ihrer  Tangenten  geschnitten.  III.  Eine  beliebige  Gerade 
wird  im  allgemeinen  durch  acht  Tangenten  einer  Banmcurve 
vierter  Ordnung  und  erster  Art  geschnitten. 

Aus  diesen  Sätzen  werden  einige  Eigenschaften   und  Con- 
structionen  abgeleitet  6. 


A.    Del  Rb.      Nuova    costruzione    della    superficie    del 
quillt'  ordiiie,  dotata  di  curva  doppia  del  quint'  ordine. 

Napoli  Rend.  XXV.  272-277. 

Die  genannten  Flächen  sind  bereits  von  Clebsch,  Cremona, 
Sturm,  Caporali  und  Darboux  untersucht.  Herr  Darboux  erzeugt 
eine  solche  Fläche  als  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangential- 
ebenen von  einem  beliebigen  Punkte  an  ein  System  confokaler 
Flächen  zweiter  Ordnung;  doch  ist  die  so  erzeugte  Fläche  nicht 
allgemein.  Der  Herr  Verfasser  geht  von  einer  anderen  sehr 
einfachen  Erzeugungsart  aus,  welche  die  allgemeinen  Flächen 
ergiebt 

Sind  zwei  ebene  Systeme  a,  a'  homographisch  auf  ein 
Ebenenbündel  S  bezogen,  so  ist  der  Ort  des  Durchschnittspunktes 
des  Strahles  aa'  mit  der  entsprechenden  Ebene  S  eine  Fläche 
5««r  Ordnung,  welche  eine  Doppelcurve  5^  Ordnung  enthält  mit 
einem  dreifachen  Punkte  in  S^  welcher  zugleich  dreifacher  Punkt 
der  Fläche  ist.  Die  Fläche  enthält  10  Gerade,  über  deren  gegen- 
seitige Lage  sich  eine  Reihe  von  Sätzen  ergiebt  Diese  Betrach- 
tungen sowie  eine  darauf  gegründete  Elassification  der  Flächen 
bilden  den  Hauptinhalt  der  Arbeit.  A. 


A.  Fbtot.  Construction  de  la  courbe  gauche  du  sixi&me 
ordre  et  du  premier  genre.  Transformation  de  la  suiiace 
du  troisifeme  ordre  sur  un  plan.     C.  R.  CIL  805-807. 

Die  Betrachtung  hängt  mit  den  Entwickelungen  zusammen, 
die  der  Verfasser  kurz  vorher  hinsichtlich  einer  aus  drei  Geraden 
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and  sieben  Punkten  zu  bestimmenden  Fläche  dritter  Ordnung 
gegeben  hat  (8.  Referat  S.  592),  und  lierert  die  CouBtruelion 
einer  Raumcurve  6'*''  Ordnung  vom  GeRchlechte  1,  falls  zu  ihrer 
Bestimmuiig  seohs  Punkte  und  drei  sie  viermal  schneidende 
Seeanten  gegeben  sind.  Seht. 


F.  Meter.  Uebcr  die  Projectinn  einer  RauiDCurve  von 
einem  ihrer  Punkte  aus.  Böklen  Hitt.  [,.  82-63. 
Projicirt  man  eine  Raumcurve  erst  von  einem  ihr  beliebig 
nahe  liegenden  Punkte  P'  aus  und  fQhrt  dieses  Projectionseentrum 
in  den  benachbarten  Punkt  P  der  Curve  pelbst  über,  so  zerTällt 
die  Projectionscurve,  indem  sich  eine  Gerade  absondert,  und  zwar 
diejenige  Gerade,  welche  in  der  Prnjectionsebene  die  Spur  der 
Geraden  PP'  mit  der  Spur  der  in  P  an  die  Raumcurve  zu 
legenden  Tangente  verbindet.  Jede  von  einem  Punkte  einer 
Raumcurve  aus  erhaltene  Projectionscurve  ist  also  durch  Hinzu- 
nahme einer  durch  die  Tangentenspur  gehenden,  sonst  aber  be- 
liebigen Geraden  zu  vervollständigen.  R.  M. 


G.  A.  BoRDiGA.     Studio  generale  della  quartica  normale. 
Ten.  Ist.  Atti  (6)  IV.  503-535. 
£iner  normalen,    das  heisst  dnrch  einen    vierdimensionalen 
Raum    R,    erstreckten  Curve  C*   vierter  Ordnung  gehören    die 
Punkte  an,    in  denen    homologe  Strahlen  zweier   In  demselben 
liegender  collinearer  Bflnd 
Ebenen   sind   Sehnen    un( 
drei  Punkten)    „schneidei 
Curve.    Dieselbe  kann  aac 
erzeugt  werden,  die  vier 
haben.    Sie  deckt  sich  m 
Corve    kann    durch    sieb 
die  zu  zweien  von  ihnen  % 
nnd  vier  Sehnen  u.  s.  w. 
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Projicirt  man  die  Curve  zunächst  von  einem  Punkte  aus 
auf  einen  gewöhnlichen  Raum,  so  erhält  man  eine  rationale 
Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  einer  Schar  dreifacher  Secanten. 
In  diese  werden  die  vom  Centrum  der  Projection  ausgehenden 
schneidenden  Ebenen  projicirt  Die  vier  vom  Centrum  ausgehen- 
den Sehmiegungsräume  von  C*  ergeben  die  stationären  Schmie- 
gungsebenen  der  räumlichen  Curve.  Da  die  Projection  auf  eine 
Ebene  eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten ist,  so  sendet  jede  Gerade  von  R^  drei  Sehnen  von  C*  aus. 

Eine  Normalcurve  vierter  Ordnung  liegt  auf  dreifach  unend* 
lieh  vielen  Regelflachon  Fl  dritter  Ordnung  und  zweiter  Dimension. 
Durch  irgend  drei  RaumbQsehel,  die  mit  einem  vierten  zur  Er- 
zeugung der  Curve  dienen,  wird  eine  solche  Fläche  hervorgebracht 
Mit  irgend  einem  gewöhnlichen  Räume  hat  die  Fläche  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung,  mit  irgend  einer  Ebene  daher  drei 
Punkte  gemeinsam.  Auf  der  Fläche  giebt  es  offenbar  eine 
Schar  von  Geraden  und  eine  bestimmte  andere,  die  zunächst 
drei  und  sodann  alle  Geraden  derselben  trifft  Sechs  Punkte 
der  Fläche  bestimmen  eine  auf  derselben  liegende  C*.  Eine 
Darstellung  der  Curve  C*  in  einem  gewöhnlichen  Räume  S^ 
erhält  man,  wenn  man  diesen  reciprok  auf  zwei  collineare 
Strahlbündel  w^  und  ci>'^  bezieht,  die  C^  erzeugen.  Jedem  Strahlen- 
paar gehört  dann  eine  Ebene  von  2^  zu,  einem  Ebenenpaar  von 
€0^  und  oIq  und  dem  einzigen  Punkt  von  A^,  den  sie  im  allge- 
meinen mit  einander  gemein  haben,  entspricht  ein  Strahl  von  2^ 
während  jedes  Raumpaar  von  w^  und  co'^  und  also  jede  schnei- 
dende Ebene  von  C*  durch  einen  Punkt  repräsentirt  wird.  Den 
Punkten  von  C*  entsprechen  hierbei  die  Schmiegungsebenen  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung. 

Einer  Geraden  von  2^  entspricht,  wenn  sie  punktweise  auf- 
gefasst  wird,  ein  Kegel  aus  schneidenden  Ebenen  von  C\  dessen 
Spitze  der  Geraden  entspricht.  Den  Geraden  irgend  einer  Ebene 
von  2^  entsprechen  die  Punkte  einer  Fläche  (fl  dritter  Ordnung, 
zweiter  Dimension;  sie  ist  der  Schnitt  der  beiden  Kegel,  die 
irgend  zwei  Geraden  der  Ebene  von  2^  zugehören.  Hierbei  ist 
aber  von  der  beiden  Kegeln  gemeinsamen  Ebene  abzusehen,  die 
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dem  SchnittpuDkte  dieser  Geraden  zugehört.  Die  beiden  Hyper- 
boloide, in  denen  irgend  ein  Raum  von  R^  den  beiden  Kegeln 
begegnet,  haben  ausser  einer  in  der  bezeichneten  Ebene  liegenden 
Geraden  noch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit  einander 
gemein,  die  ganz  in  qt\  liegt.  Eben  daher  folgt,  dass  die  Fläche 
von  der  dritten  Ordnung  ist.  Daraus,  dass  vier  Punkte  von 
g>\  eine  solche  Raumcurve  bestimmen,  irgend  zwei  von  ihnen  aber 
drei  Punkte  gemein  haben,  folgert  der  Herr  Verfasser,  dass  sie  in 
der  Ebene  von  S^  durch  Büschel  II.  Ordnung,  die  einen  Strahl  mit 
einander  gemein  haben,  dargestellt  werden.  Diesem  Ausnahme- 
Strahl  r,  entspricht  nicht  ein  Punkt,  sondern  es  gehören  ihm 
alle  Punkte  einer  Geraden  von  q>l  zu.  StrahlenbQschel  der  Ebene 
in  2^  reprftsentiren  Gerade  bezw.  Kegelschnitte  von  9I,  jenachdem 
sie  ihre  Gentren  auf  r,  haben  oder  nicht.  Aus  allem  diesem  wird 
geschlossen,  dass  q>\^  die  ja  C*  enthält,  eine  der  oben  betrachteten 
Flächen  F\  ist. 

Den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  von  R*  entsprechen 
in  JS^  die  Geraden  einer  Regelschar  eines  Hyperboloides.  Da 
drei  derartige  Hyperboloide  acht  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
so  kreuzen  acht  schneidende  Ebenen  der  C*  irgend  drei  gegebene 
Gerade.  Jedes  dieser  Hyperboloide  hat  ferner  sechs  Punkte  mit 
der  Gurve  dritter  Ordnung  gemein,  deren  Schraiegungsebenen 
den  Punkten,  von  C*  entsprechen.  Sonach  gehen  von  Punkten 
irgend  einer  Geraden  sechs  Schmiegungsebenen  von  C*  aus. 
Aehnlich  wird  gezeigt,  dass  unter  den  von  einem  Punkte  aus- 
gehenden schneidenden  Ebenen  sechs  sich  befinden,  die  zugleich 
C*  beröhren.  E.  K. 


G.  BoRDiGA.      Di  alcune  superficie  del  5^  e  del  6"  ordine 
che    si    deducono     dello     spazio    a    sei     dimensioni. 

Yen.  Ist.  Atü  (6)  IV.  1461-1501. 

Im  Räume  von  sechs  Dimensionen  wird  das  Erzeugnis  dreier 
coUinearen  Bflndel  aus  Räumen  vierter  Dimension  mit  den  Centren 
S^^\  S^p^  S^p  dritter  Dimension  ins  Auge  gefasst.  In  einer 
froheren    Abhandlung    hat    der    Verfasser     (Comptes     rendus 
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GII,  siebe  Referat  S.612),  eine  Abbildung  der  Fläche  auf  eine  Ebene 
ßj  gegeben.  In  derselben  fanden  sich  drei  Hauptpunkte  P„  P,,  P,, 
denen  drei  windschiefe  Gerade  der  Fläche  entsprachen;  drei 
andere,  welche  mit  jenen  ein  Sechseck  bilden,  entsprechen  den 

a 

Geraden  P^P^^  ^t^i^  ^iFr  Die  Curve  sechster  Ordnung  und 
vom  Geschlecht  1,  die  irgend  ein  Raum  fünfter  Dimension  aus- 
schneidet, wird  durch  eine  P,,  P„  P,  umschriebene  Curve  dritter 
Ordnung  repräsentirt.  Die  Fläche  enthält  zwei  zweifach  unend- 
liche Systeme  von  Raumcurven  dritter  Ordnung.  Die  einen 
werden  durch  Gerade,  die  anderen  durch  P,,  P„  P,  umschriebene 
Kegelschnitte  repräsentirt.  Zwei  solche  Curven  haben  daher 
zwei  Punkte  gemeinsam  oder  nur  einen,  je  nachdem  sie  zu 
verschiedenen  Systemen  gehören,  oder  nicht.  Durch  zwei  Punkte 
der  Fläche  geht  genau  eine  Curve  jedes  Systems.  Drei  einfach 
unendliche  Kegelschnittscharen  auf  Fl  werden  durch  die  Strahlen 
der  Bündel  P,,  Pj,  P,  repräsentirt.  Zwei  Kegelschnitte  treffen  sich 
in  einem  Punkte,  falls  sie  zu  verschiedenen  Systemen  gehören. 
Die  Kegelschnitte,  welche  P„  P,;  P„  P, ;  P„  P,  enthalten,  reprä- 
sentiren  dreifach  unendliche  Systeme  von  Normalcurven  vierter 
Ordnung,  die  also  durch  Räume  vierter  Dimension  erstreckt  sind. 
Die  Beziehung  der  besonderen  Gebilde  zum  Sechseck  der  Fläche 
ist  diese:  Jede  Raumcurve  dritter  Ordnung  trifft  drei  nicht  aaf 
einander  folgende  Seiten  desselben,  jeder  Kegelschnitt  ein  Paar 
und  jede  Normalcurve  vierter  Ordnung  zwei  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  desselben.  Zwei  Curven  dritter  Ordnung,  die 
P,,  P„  P,  enthalten,  haben  die  Repräsentanten  der  Punkte  mit 
einander  gemeinsam,  welche  von  F|  in  einem  Raum  vierter 
Dimension  liegen.  Daher  ist  eben  die  Zahl  dieser  Punkte  im  allge- 
meinen gleich  6,  und  ein  solcher  Raum  kann  ausser  einer  Raum- 
curve dritter  Ordnung  nur  noch  einen  Punkt,  neben  einem  Kegel- 
schnitt bezw.  einer  Geraden  nur  noch  zwei  bezw.  drei  Punkte 
mit  Fl  gemein  haben.  Aus  dem  ersteren  Resultat  kann  ge- 
schlossen werden,  dass  Gerade,  die  mehr  als  zwei  Punkte  von 
Fl  enthalten,  nicht  existiren. 

Da  die  Fläche  F|  von  einer  Ebene  0,  aus  auf  einen  Raum 
zu  projiciren   ist,   so  handelt   es  sich  zunächst  um  die  Sehnen* 
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derselben,  welche  0,  treffen.     Da  jede  Sehne  der  Fläche  auch 
als  eine  Sehne  einer  Rauniourve  dritter  Ordnung  gedeutet  werden 
kann,    so  senden  alle  die  Paokte  ron  0,  Sehnen  aus,    die  tod 
den  rftamlichen  Trftgem  der  Curren  getroffen  werden.    Der  Ort 
dieser  Punkte  ist  von  der  dritten  Ordnung.    Von  0«  ans  werden 
die  Sehnen   in    Punkte   einer   Curve   neunter    Ordnung   irgend 
eines   Raumes   von  S,    projicirt.     Ein  Raum    fQnfler   Dimension, 
welcher  von  0,   ausgeht,   trifft  die   Projection   von  FJ    in  einer 
ebenen     Curve    6"'    Ordnung    vom    Qeschlecht    I ,     die     daher 
nenn  Doppelpunkte  besitzt;  diese  Punkte  aber  hat  die  Ebene  der 
Cnrve   mit  der  Projection   der   Sehnenschar    gemeinsam.     Die 
Carve  neunter  Ordnung  ist  vom  Geschlecht  1 ,    da  sie  auf  die 
ebene  Cnrve  dritter  Ordnung  von  0,  eindeutig  bezogen  ist    Es 
giebt  daher  vier  0,   enthaltende   gewöhnliche  Räume,   die  zwei 
verschiedene  von  0,  nusgebende  Sehnen  enthalten.    Diese  Räume 
projiciren  nämlich   die  Doppelpunkte  einer  (I,  1)  Correspondenz 
auf  der  Curve  9"'  Ordnung.    Je  zwei  derartige  Sehnen  treffen 
sich  aber  auf  F\ ;  jeder  derartige  Raum  enthält  also  nur  drei 
Punkte  derselben,  und  wir  erhalten  vier  dreifache  Punkte  auf 
der  Curve  neunter  Ordnung.    Die  Zahl  der  dreifach  berührenden 
Räame  fünfter  Dimension,   welche  von  0,  ausgeben,  giebt  Herr 
Bord^a  auf  30  an  (No.  7).    Unter  denselben  finden  sich  sechs, 
von    denen  jede    in   zwei  Geraden   und  in    einer  Normalcurve 
vierter  Ordnmg  schneidet,  von  18  anderen  schneidet  jede  ein- 
zelne  in    einer  Geraden,   in    einem  Kegelschnitt  und  in   einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung.    Endlich  werden  einzelne  der  Fläche 
in  je  drei  Kegelschnitten  begegnen;  die  Ueberlegnng  des  Herrn 
Verfassers  hierfür  scheint  dem  Referenten 
Lfisst  man  Räume  fünfter  Dimension  besi 
nach    die  Träger   der  Kegelschnitte    eil 
enthalten,  so  schneiden  sie  eine  bestimmte 
vierter  Ordnung  aus.    In  der  Repräsentat 
nach   Herrn  Bordiga's  Ansicht   zwei   pr< 
Strahlen,  die  durch  Pt,  und  von  Kegelschn 
hindurch  gehen.    Von  diesen  lösen  sich  d 
die  Pi  und  P,  enthalten.    Entsprechend 


glO      VIII.  AbsohDitt.   Reioe,  elementare  q.  synthetische  Geometrie. 

fünfter  DimensioD,  die  je  drei  Kegelschnitte  ausschneiden.  Die 
Wiederholung  der  Ueberlegung  mit  Bevorzugung  erst  von  Pk^ 
hernach  von  Pi  soll  auf  zwei  weitere  Tripel  von  Kegelschnitten 
ftlbren.  Dagegen  Iftsst  sich  aber  geltend  machen,  dass  man 
von  den  Pk  und  Pi  enthaltenden  Kegelschnitten  der  betrachteten 
Reihe  offenbar  vier  willkQrlich  festsetzen,  jedem  von  ihnen  einen 
Strahl  des  Büschels  P<  willkürlich  zuordnen  und  diese  beson- 
deren Curven  dritter  Ordnung  als  Abbilder  von  vier  Curven 
sechster  Ordnung  ansehen  kann,  deren  Träger  eine  Ebene  mit 
einander  gemein  haben.  Der  Fehlschluss  wiederholt  sich  übrigens 
in  No.  18,  wo  es  sich  um  die  Klasse  des  Kegels  aus  den  beschrie- 
benen Räumen  fünfter  Dimension  handelt. 

.  Aus  dem  Entwickelten  geht  hervor,  dass  die  Projection  q>^ 
von  F]  auf  einen  gewöhnlichen  Raum  eine  Nodalcurve  neunter 
Ordnung  mit  vier  dreifachen  Punkten  besitzt,  sechs  Grerade 
von  g>^  hat  die  Curve  zu  dreifach  schneidenden  Sehnen.  Die 
dreipunktig  berührenden  und  von  0,  ausgehenden  fünffachen 
Mannigfaltigkeiten  ergeben  dreipunktig  berührende  Tangential- 
ebenen von  9>^  Es  versteht  sich,  dass  auf  9^  je  drei  Systeme  von 
Kegelschnitten  und  rationalen  Curven  dritter,  bezw.  vierter  Ord- 
nung liegen,  die  der  Reihe  nach  von  einfacher,  zweifacher  und 
dreifacher  Mächtigkeit  sind.  Von  den  doppelt  berührenden 
Ebenen  von  q>^  enthalten  die  einen  eine  Gerade  der  Fläche, 
andere  einen  Kegelschnitt  und  eine  ebene  rationale  Curve  vierter 
Ordnung,  andere  endlich  zwei  ebene  rationale  Curven  dritter 
Ordnung. 

Im  §  3  werden  specielle  Lagen  von  0,  ins  Auge  gefasst 
Liegt  die  Ebene  mit  dem  Sechseck  von  F^  in  einem  Räume 
fünfter  Dimension,  so  erhält  g>^  ein  ebenes  Sechseck.  Liegt  O, 
mit  fünf  Ecken  des  ersteren  in  einem  Räume  vierter  Dimension, 
so  löst  sich  die  Nodalcurve  in  eine  vierfach  und  in  drei  zwei- 
fach zählende  Gerade,  die  die  erstere  treffen,  auf.  Daneben 
liegen  noch  zwei  einfache  Gerade  vor. 

Dev  Projection  von  g>*  kann  man  bis  zu  drei  Doppelgerade 
verleihen,  wenn  man  einzelne  Punkte  von  0,  in  die  Ebenen 
ebenso  vieler  Kegelschnitte  von  Fl  gelangen  lässi    Je  nachdem 
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die  Kegelachoitte  aus  den  Terschiedenen  Systemen  von  91' 
eDtnommeD  werden,  ändert  sich  ihre  Beziehung  za  einander  und 
zn  den  Seiten  des  Sechseckes.  Hat  0,  mit  dem  Träger  einer 
Ranmcurve  von  F*  eine  Gerade  gemeinsam,  so  erhält  ip'  eine 
dreifache  Gerade.  Liegt  0,  ganz  in  dem  Träger  einer  Normal- 
curre  vierter  Ordnung,  so  erhält  f*  eine  vierfache  Gerade,  u.  s.  f. 

Bat  (§  4)  0,  einen  Punkt  mit  F*  gemeinsam,  so  erhält  man 
eine  Fläche  qp'  mit  10  Geraden,  von  denen  sechs  aus  denen  von 
F*,  drei  aus  den  durch  den  betreffenden  Punkt  gehenden  Kegel- 
schnitten sich  ergeben;  endlich  entsteht  eine  aus  dem  Räume  vierter 
Dimension,  der  ausser  0,  die  Tangenten  von  F*  in  dem  bezeich- 
neten Punkte  enthalt.  Hat  0,  zwei  oder  drei  Punkte  mit  F° 
gemeinsam,  so  entsteht  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einem 
Doppelkegelschnitt,  bezw.  eine  solche  dritter  Ordnung. 

Nachdem  Herr  Bordiga  die  besoDderen  Fälle  kurz  beleuchtet 
hat,  wo  die  drei  Hauptpunkte  in  ß,  sich  entweder  vereinigen  oder 
auf  eine  Gerade  gelangen,  ;eigt  er,  dass  eine  Abbildung  von 
FJ  auf  eine  Ebene  durch  Projection  von  verschiedenen  gewöhn- 
lichen Räumen  aus  bewerkstelligt  werden  kann.  In  diesen  Raum 
kann  man  eine  Ranmcurve  dritter  Ordnung  von  F\,  einen  Kegel- 
schnitt und  einen  Punkt,  eine  Gerade  und  zwei  Punkte,  oder 
endlich  einen  Punkt  und  die  Tangenten  in  einem  anderen  hinein- 
verlegen.  Im  ersten  Fall  erhält  man  genau  die  Beziehung  von 
Sij  zur  Fläche.  Die  verschiedenen  auf  Fl  eindeutig  bezogenen 
Ebenen  stehen  paarweise  in  quadratischer,  bez.  kubischer  Ver- 
wandtschaft. E.  K. 


G.  Bordiga.  Kappreseiitazione  piniia 
rigata  normale.  Ven.  Ist.  Atii.  (ti)  IV.  lOö 
Homologe  Ebenen  zweier  colltnearen  Eb< 
Geraden  S<'>,  Sf^  als  Äsen,  die  in  einem  A, 
in  einer  Fläche,  die  mit  jedem  Räume  (n  —  l 
Normalcurve  C'-'  gemein  hat  und  daher  voi 
nnng  ist  Die  Fläche,  welche  auch  dnrcl: 
zeugt   werden    kann,   besitzt  eine  einfach   u 


n 
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scbar.  Die  Abbildung  auf  die  Ebene  wird  dureb  Projection 
von  einem  Räume  (it— 3)**'  Dimension,  der  n— 2  Punkte  der 
Fläche  enthält,  bewerkstelligt.  Hierbei  mQssen  die  Normalcurven 
der  Fläche  entweder  in  Gerade  oder  in  rationale  ebene  Curven 
(ii— !)*•'  Ordnung  flbergeben,  die  it» 2 Hauptpunkte  i4^^>,...,il(""^> 
von  i2,  mit  einander  gemein  haben.  Alle  diese  Curven  haben 
noch  einen  (it— 2)-fachen  Punkt  0  mit  einander  gemein.  Die  O 
enthaltenden  Geraden  stellen  Gerade  der  Flächen  dar,  diejenigen, 
die  einen  der  Punkte  -A^^>  enthalten,  rationale  CurVen  (n— 2)*^ 
Ordnung.  Kegelschnitte,  die  0  enthalten,  stellen  eine  Schar  von 
Normalcurven  C*  dar,  die  auf  der  Fläche  liegen.  Curven  (ii— 2)**'^ 
Ordnung,  die  0  (w--4)-fach,  zwei  der  Punkte  A*  einfach,  die 
übrigen  zweifach  enthalten,  stellen  eine  zweite  Schar  derartiger 
Curven  dar,  etc. 

Modificationen  treten  ein,  wenn  einzelne  Gerade  der  Fläche 
in  den  Raum  gelangen,  von  dem  aus  projicirt  wird.  Besonders 
einfach  gestalten  sich  die  Verhältnispe,  wenn,  f&r  n  =  2m,  m  Ge- 
rade in  demselben  liegen.  E.  K. 

G.   BoRDiGA       La    surface    du    sixifeme    ordre   avec  six 
droites.     ü.  R.  cn.  743-746. 

Es  bezeichne,  wie  immer  beim  Referenten,  das  Symbol  [p] 
einen  p-dimensionalen  linearen  Raum.  In  der  vorliegenden  Ab- 
handlung legt  der  Verfasser  seinen  Betrachtungen  einen  [6]  zu 
Grunde,  nimmt  in  demselben  drei  [b]  als  Träger  von  oo'  [4j 
an,  und  lässt  die  vierdimensionalcn  Elemente  dieser  drei  Grund- 
gebilde  sich  eollinear  entsprechen.  Dje  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Elemente  erzeugen  dann  eine  zweistufige  Mannigfaltigkeit, 
welche  von  einem  [4]  in  G  Punkten  geschnitten  wird,  also  Fläche 
sechsten  Grades  genannt  werden  kann.  Diese  Fläche  wird  näher 
untersucht  und  dann  auf  einen  in  dem  [6]  liegenden  [3]  projicirt. 
Dadurch  erkennt  der  Verfasser  die  Eigenschaften  einer  unserm 
Räume  angehörigen  Fläche  6^"  Grades,  auf  welcher  sechs  ein 
windschiefes  Sechsseit  bildende  Gerade  liegen.  Seht. 


Cspitat  5.    Nanare  B^othetisohe  Geomatrie.  g|3 

G.  BoRDiGA.      Nouveaux    groapea   de  am-ffices   k   deux 
dimensioiis  daiis  les  espaces  h.  n  dimeiisions.  C.  r.  üii. 

1442-1446. 
Die  vom  Verfnaeer  io  einer  vorhergehenden  Note  (u.  das  vor- 
hergebende Referat)  ober  eine  in  einem  [6]  gelegene  Flftche  6*" 
Grades  aogeatellten  Untersuchungen  laasen  sich  ohne  weiteres 
auf  eine  in  einem  [•:^m']  gelegene  FUche  vom  Grade  im(m-\-l) 
ansdehoen.  Hier  werden  in  ähnlicher  Weise  die  Eigenscbaflen 
dreier  neuen  Flächen  hinsichtlich  der  anf  ihnen  liegenden  Geraden 
und  Kegelschnitte  erkannt,  nämlich  erstens  einer  in  einem 
[Sn-f  1]  gelegenen  Fläche  vom  Grade  im(m-\-'A),  zweiteos  einer 
gleichfalls  in  einem  [2m-]'  I]  gelegenen  Fläche  vom  Grade 
^mCm-t-ö),  drilteoB  einer  in  einem  [:;m]  gelegenen  Fläche  vom 
Grade  ^(m+'A) —  1.  Die  Projectiooen  dieser  Flächen  ans  einem 
Punkte  in  einen  [.H]  ergeben  Flächen,  die  in  unserm  Räume  liegen, 
z.  B.  die  schon  von  Cremona  (Math.  Ann.  IV.  S.  21.H)  erkannte 
Fläche  7*™  Grades,  auf  der  9  Gerade,  36  Kegelschnitte  und  eine 
kubiache  Ranmcurva  liegen,  oder  die  Fläche  vierten  Grades, 
welche  16  Gerade  enthält  u.  s.  w.  Seht. 


J.  S.  et  M.  N.  Vanböek.     Sur  la  g^n^ration  des  surfaces 
des    courbes    gauchea   par    les   fHisceaux    de   surfaces. 
Brioaohi  ADD.  (ä)  SIT.  13-114. 
Die  Verfasser  ordnen    in    zwei  Flächen  -  Systemen   beliebig 

hoher  Dimension    die  Flächeu  einander  zu    und    bestimmen   den 

Grad  der  Fläche,  die  von 

chen  erzeugt  wird.  -Wenn 

eben  giebt,  die  durch  a  g' 

Verfasser  m  den  Index  de 

ist  im  wesenllichen  da»  C 

von  den  Verfaesern  aber  i 

G.    Affolter.        üeber 
Flüchen  höherer  Ord 
Der  Verfasser  bahnt 
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Flächen  an,  die  bisher  in  methodischer  Weise  noch  nicht  einge- 
schlagen ist.  Es  handelt  sich  darum,  Flächen  von  höherer  als 
der  dritten  Ordnung  methodisch  aufzufinden,  die  eine  endliche 
Anzahl  von  Geraden  enthalten,  und  die  Gruppirung  dieser  Ge- 
raden zu  erkennen.  Zwar  kennt  man  die  Schur'sche  Fläche 
vierter  Ordnung  mit  52  Geraden  und  noch  einige  Flächen  mit 
einer  endlichen  Gruppe  von  darauf  liegenden  Geraden.  Nicht 
aber  hat  man  bisher  solche  Flächen  bei  beliebiger  Ordnung  auf- 
gesucht und  das  Enthalten  einer  Gefadengruppe  als  alleinigen 
Ausgangspunkt  gewählt.  Die  Methode  der  hier  vorliegenden 
Untersuchung  ist  insofern  naturgemäss,  als  sie  von  den  Ebenen 
ausgeht,  welche  durch  eine  Gerade  einer  solchen  Fläche  gehen, 
und  auf  welchen  die  Restcurve  (n — l)'«''  Ordnung  so  oder  so  zer- 
fällt. Eine  Gruppe  von  Geraden,  die  auf  einer  F„  liegen,  heisst 
von  der  u^^  Klasse,  wenn  durch  jede  Gerade  u  Ebenen  gehen, 
auf  denen  die  Restcurve  in  ganz  gleicher  Weise  degenerirt.  So 
bilden  z.  B.  die  27  Geraden  einer  F,  eine  Gruppe  fünfter  Klasse. 
Ausser  dem  Begriff  der  Klasse  ist  namentlioh  noch  die  Unter- 
scheidung von  Gruppen  erster  und  zweiter  Art  wichtig.  Be- 
zeichnet man  die  nicht  auf  der  Fläche  liegende  Schnittgerade 
zweier  Ebenen,  von*  denen  jede  durch  eine  Gerade  der  Fläche 
geht,  mit  dem  Namen  Kante,  so  kann  man  eine  Gruppe  erster 
Art  in  der  Weise  definiren,  dass  eine  solche  Gruppe  keine  Kante 
enthalten  soll,  durch  die  mehr  als  zwei  eine  Gerade  der  Fläche 
enthaltende  Ebenen  gehen.  Gehen  aber  durch  eine  oder  mehrere 
Kanten  mehr  als  zwei  solche  Ebenen, .  so  heisst  die  Gruppe 
zweiter  Art.  In  der  vorliegenden  Arbeit  jsucht  der  Verfasser 
vorläufig  nur  solche  Flächen,  deren  Geradengruppe  erster  Art 
ist,  und  bei  denen  die  Degeneration  der  Restcurven  eine  voll- 
ständige ist.  Seht. 


G.  FoüRET..  Sur  la  recherche  de  deux  courbes  planes  ou 
surfaces,  dont  les  points  se  correspondent  chacun  k 
chacun,  ä  la  fois  par  homologie  et  par  polaires  r^ci- 
proques.      8.  M.  P.  Bull.  XIV.  18-20. 
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In  Bezog  auf  einen  Kegelschnitt  werden  zwei  polar-reoiproke 
Curven  yon  folgender  Beschaffenheit  gesucht  Wenn  man  zu 
jedem  Punkt  M  der  einen  Carre  die  Polare  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  aufsucht,  und  M  mit  dem  Punkte  verbindet,  in  dem 
die  Polare  die  andere  Curve  berührt,  so  sollen  immer  Verbin- 
dungslinien entstehen,  die  durch  einen  festen  Punkt  gehen.  Die 
80  beschaffenen  Gurren  waren  schon  von  Hrn.  d'Ocagne  studirt 
Herr  Fouret  gelangt  hier  zu  demselben  Resultate  und  behandelt 
dann  noch  das  analoge  Problem  f&r  zwei  Flächen  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Flftche  zweiten  Grades.  Seht 


A.  Mannheim.  Memoire  d'optique  g^om^trique  com- 
prenant  la  th^rie  du  point  repr^sentatif  d'nn  ^l^ment 
de  surface  r^gl^e  et  son  emploi  taut  pour  la  d^mon- 
stration  nouvelle  de  th^or^mes  relatifs  h  la  courbure 
des  surfaoes  que  pour  la  d^tenuination  plane  des 
dl^ments  des  ^urfaces  caustiques.     Jordan  J.  (4)  li.  5-48. 

Diese  Abhandlung  enthält  zum  ersten  Mal,  und  zwar  im 
allgemeinsten  Falle,  die  vollständige  Lösung  des  Problems,  die 
Elemente  der  Brennflächen  auf  geometrisch- constructivem  Wege 
zu  bestimmen.  Der  Verfasser  zeigt  in  einer  historischen  Ein- 
leitung, dass  zwar  das  Problem,  die  Einhüllende  ebener  gespie- 
gelter oder  gebrochener  Strahlen  zu  bestimmen,  schon  lange 
sowohl  analytisch  als  geometrisch  abgeschlossen  sei,  dass  aber 
alle  Untersuchungen,  welche  von  Malus,  Dupin,  Hamilton,  Kummer, 
Ch.  Sturm  u.  a.  über  die  Sfrahlensysteme  des  Baumes  angestellt 
wurden,  sich  nur  der  analytischen  Methode  bedienten.  Erst 
Herr  Mannheim  selbst  hat  1872  in  einem  fundamentalen  und 
umfangreichen  Memoire  sur  les  pinceaux  de  droites  (Liouville  J. 
XVII)  eine  geometrische  Theorie  entwickelt.  Der  Inhalt  dieser 
Abhandlung  ist  ausführlich  angegeben  F.  d.  M.  IV.  1872.  287. 
Daselbst  findet  man  auch  die  Entwickelung  der  hauptsächlichsten 
Begriffe,  welche  zum  Verständnis  der  gegenwärtigen  Unter« 
suchungen  nötig  sind. 
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« 

Wenn  man  in  dem  ,,Centralpunkt^  der  Erzeugenden  einer 
Regelfiäche  ein  Lot  von  der  Länge  des  „Verteilungsparameters 
der  Tangentialebenen^  errichtet ,  so  erhält  man  den  „charak- 
teristischen Punkt  (point  repräsentatiQ  der  Elementarfläche"  längs 
der  Erzeugendeh.  Er  ist  so  gelegen,  dass  die  Geraden,  welche 
von  ihm  nach  den  verschiedenen  Punkten  der  Erzeugenden  ge- 
zogen werden  können,  die  Winkel  wiedergeben,  upd  zwar  mit 
Einscbluss  des  Drehungssinnes,  welche  die  Tangentialebenen  in 

•  

diesen  verschiedenen  Punkten  mit  einander  bilden.  Diesen  Punkt 
stellt  der  Verfasser  in  den  Vordergrund  seiner  diesmaligen  Unter- 
suchung. Er  giebt  in  einfacherer  Weise  als  die. früheren  „Hfllfs- 
geraden^  das  Mittel,  die  räumlichen  Verhältnisse  einer  Elementar- 
fläche durch  eine  ebene  Figur  wiederzugeben. 

Um  den  Leser  mit  der  Anwendung  dieses  Punktes  vertraut 
zu  machen,  behandelt  Herr  Mannheim  zunächst  einige  bekannte 
Aufgaben  und  Sätze  aus  der  Theorie  der  Flächenkrümmung. 
Er  construirt  den  Krümmungsradius  eines  beliebigen  Normal- 
schnitts einer  Fläche,  falls  die  betreffende  Normale  und  die 
beiden  Hauptkrümmungsradien  gegeben  sind;  als  eiufacüer  Zusatz 
ergiebt  sich  aus  dieser  Construction  die  bekannte  Euler'sche 
Relation  (einzelne  Formeln  der  pag.  14  sind  falsch).  Es  wird 
dann  die  Dupin'sche  Indicatrix  behandelt  und  schliesslich  der 
Krümmungsradius  des  vom  Unendlichen  sichtbaren  Umrisses  einer 
Fläche  aus  den  Krttmmungselementen  selbst  construirt. 

Nunmehr  zu  der  Betrachtung  eines  Strahlenbttndels  fiberge- 
hend, zeigt  der  Verfasser,  dass,  entsprechend  den  unendlich  vielen 
Elementarflächen,  dieser  Bündel  der  Form  und  Lage  nach  durch 
die  unendlich  vielen  charakteristischen  Punkte  dargestellt  werden 
kann.  Diese  liegen  alle  auf  einem  Kreise;  dieser  Kreis  und 
ein  fester  Punkt  auf  ihm,  der  zur  Fixirung  der  Kreisebene  im 
Räume  dient,  genügt  zur  „ebenen^  Darstellung  des  Bündels. 
Damit  kam  das  optische  Hauptproblem  der  Abhandlung  gelöst 
werden: 

„Gegeben  seien  die  Elemente  irgend  eines  Bündels  einfal- 
lender Lichtstrahlen  \ind  die  Krümmungselemente  der  Trennungs* 
fläche  der  beiden  von   den  Strahlen  durchlaufenen  Medien;    es 
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sollen  die  Elemente  des  von  den  Strahlen   nach  der  Brechung 
gebildeten  Bflndels  construirt  werden.^ 

Die  Lösung  verständlich  zu  skizziren  erscheint  bei  be- 
schränktem Baume  und  ohne  Figur  unmöglich;  wir  begnügen 
uns  anzugeben,  dass  zwei  vollständig  verschiedene  Wege  der 
Construction  eingeschlagen  werden,  und  dass  die  zweite  Lösung 
als  einfaches  Corollar  den  Malus- Dupin 'sehen  Satz  ergiebt,  wo- 
nach ein  Strahlenbündel,  welches  vor  der  Brechung  aus  den 
Normalen  einer  Fläche  gebildet  war,  diese  Eigenschaft  auch  nach 
der  Brechung  besitzt.  Dieser  besondere  Fall  wird  einer  näheren 
Betrachtung  unterzogen  und  die  gegebene  Construction  desselben 
in  analytische  Formeln  übersetzt,  wie  denn  überhaupt*  die  Ab- 
handlung neben  ihrem  constructiven  Hauptinhalt  eine  Fülle 
metrischer  Relationen  enthält.  R.  M. 


J.  Tksab.     Die  konische  Loxodrome  als  Opculatrix 

Prag.  Ber.  347-360. 

Die  konische  Loxodrome,  von  der  die  Arbeit  handelt,  liegt 
auf  einem  Rotationskegel.  Die  Krümmungselemente  dieser  Curve 
werden  anschaulich  entwickelt,  und  demnächst  wird  die  Frage 
behandelt,  aufweiche  Art  für  einen  beliebigen  Punkt  einer  Raum- 
carve  sich  eine  solche  Loxodrome  construiren  lässt,  welche  mit 
derselben  in  jenem  Punkte  eine  Berührung  dritter  Ordnung  hat. 
Eine  solche  Loxodrome  ist  durch  die  Bedingung  der  vierpunktigen 
Berührung  vollkommen  bestimmt,  sie  wird  Schmiegungs  -  Loxo- 
drome genannt,  und  ihre  constructiven  Elemente  werden  ent- 
wickelt. Durch  Verzeichnung  einer  solchen  Schmiegungs- Loxo- 
drome ist  demnach  der  Zeichner  im  Stande,  die  Krümmungs- 
verhältpisse     von     beliebigen     Raumcurven     zweckmässig     zur  , 

Darstellung  zu  bringen.  Sehn. 


C.  Segrb.     Ricerche  sulle  rigate  ellittiche  di  qualunqne 

Ordine.       Tonoo  Atti.  XXI.  B68-891. 

Diese  Abhandlung  gehört  der  schönen  Sammlung  von  Ar- 
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beiten  an,  durch  welche  Hr.  Segre  die  Geometrie  der  Räume 
yoD  n  Dimensionen  im  allgemeinen  und  das  Gapitel  Qber  die 
geradlinigen  Flächen    im   besonderen   so   kräftig  gefördert  hat 

Der  erste  Abschnitt  enthält  Allgemeines  Ober  die  geradlinigen 
Flächen  und  besonders  über  die  elliptischen.  Die  allgemeinen 
Sätze  aber  die  geradlinigen  Flächen  sind  vollständiger  und  ge- 
nauer durch  den  Verfasser  in  einer  späteren  Arbeit  (Klein  Ann. 
XXX)  ausgesprochen  worden,  die  erst  im  nächsten  Jahrgange 
der  F.  d.  M.  zur  A*nzeige  kommen  wird;  andere  sind  mehr  ana- 
lytisch in  dem  Aufsatze  desselben  Verfassers  bewiesen  worden: 
^Sur  les  transformations  uniformes  des  courbes  elliptiques  en 
elles-memes^.  (Vgl.  das  Referat  in  diesem  Bande  IX.  5A.) 
Wir  können  daher  unsern  Bericht  mit  der  No.  7  der  zu  be- 
sprechenden Arbeit  beginnen;  jedoch  wollen  wir  folgenden  Satz 
wegen  seiner  Wichtigkeit  hervorheben:  „Wenn  eine  geradlinige 
Fläche  von  der  Ordnung  n  und  vom  Geschlechte  p  einem  linearen 
Räume  von  it— p-fl  Dimensionen  angehört,  so  ist  sie  ein  Eegel^. 
Und  damit  der  Leser  alles,  was  wir  aussagen  werden,  verstehen 
kann,  wollen  wir  zuerst  die  beiden  folgenden  Definitionen  hersetzen : 
1)  n  Punkte  einer  elliptischen  Gurve  von  der  Ordnung  n  heissen 
„associirt^,  wenn  n—l  von  ihnen  den  letzten  auf  eindeutige  Art 
bestimmen.  2)  Eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  zwei  ellipti- 
schen Curven  heisst  „specielP,  wenn  sie  eine  und  darum  jede 
Gruppe  von  associirten  Punkten  einer  der  Curven  in  eine  analoge 
Gruppe  der  anderen  verwandelt. 

Elliptische  Curven  von  der  Ordnung  n,  welche  einem  Sr 
(und  keinem  weniger  ausgedehnten  Räume)  angehören,  giebt  es 
QßnCr+i).  jg^jQ  YQn  ihnen  ist  durch  eine  gewisse  Zahl  (absolute 
Invariante)  charakterisirt,  so.dass  es  unmöglich  ist,  zwischen 
zweien  dieser  Curven  eine  eindeutige  Beziehung  herzustellen, 
wenn  sie  nicht  dieselbe  absolute  Invariante  haben. 

Von  den  geradlinigen  Flächen  n^  Ordnung  giebt  es  mehrere 
Arten. 

Eine  erste  Art  besteht  aus  Regelflächen,  welche  eine  doppelte 
Leitgerade  besitzen.  Ihre  Minimaicurven  (von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung)  bilden  eine  Schar  oo*~*  elliptischer  Curven  von 
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der  Ordnang  n— 2,  von  denen  zwei  willkürliebe  sich  in  n— 4 
Punkten  schneiden,  durch  welche'  ein  Büschel  gebt.  Eine  solche 
Oberfläche  kann  immer  durch  eine  elliptische  Curve  und  eine 
Doppelgerade  in  eindeutiger  Correspondenz  erzeugt  werden. 

Ausser  den  Begelfläcben  dieser  Art  haben  die  anderen  gerad- 
linigen^ elliptischen  Oberflächen  Minimaicurven ,  deren  Ordnung 
m>2  und  <6i(n4"l)  is^  (wobei  G  das  grösste  in  i(n4-l) 
enthaltene  Ganze  bedeutet);  und  sondern  sich  in  drei  Kategorien, 
jenaehdem  m^G^(n — 1),  m  =  ^w,  m  =  |(fi+l);  die  drei 
Klassen  sind  durch  besondere  Eigentümlichkeiten  ausgezeichnet, 
TOD  denen  wir  die  hauptsächlichsten  hervorheben  wollen. 

1.  Jede  geradlinige  Fläche  der  Ordnung  n,  welche  eine  Mi- 
nimalcurve  einer  Ordnung  iit^(?^(n— 1)  besitzt,  kann  mit  Hülfe 
zweier  elliptischen  Curven  m^  und  (n — m)^'  Ordnung  in  ein- 
deutiger Correspondenz  erzeugt  werden.  Sie  besitzt  oc*-^"»  Cur- 
ven (!!—»•)*•*■  Ordnung,  welche  eine  lineare.  Schar  bilden,  so  dass 
durch  ii~- 2  Punkte  der  Oberfläche  eine  dieser  Curven,  durch  die 
n^2m  Schnittpunkte  zweier  von-  ihnen  ein  Büschel  derselben 
geht.  Der  äusserste  Fall  m  =  -|^(fi— I),  welcher  eintritt,  wenn 
n  ungerade  ist,  ist  sehr  merkwürdig;  denn  dann  liegen  auf  der 
Regelfläehe  oc^  Curven  von  der  Ordnung  i(n-t-l),  welche  alle 
durch  einen  festen  Punkt  gehen  und  von  denen  je  eine  durch  jeden 
anderen  Punkt  der  Oberfläche  geht. 

2.  Eine  elliptische  Regelfläche  einer  geraden  Or(}nung  n  mit 
einer  Minimalcurve  von  der  Ordnung  ^n  kann  (erster  Fall)  entweder 
nur  zwei  solche  Curven  besitzen  (welche  man  sogar  als  unendlich 
nahe  annehmen  kann),  oder  (zweiter  Fall)  oo\  von  denen  je  eine 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht.  In  jedem  Falle  kann  die 
Fläche  durch  zwei  elliptische  Curven  von  der  Ordnung  ^n  in 
eindeutiger  Correspondenz  erzeugt  werden;  nur  muss  im  ersten 
Falle  diese  Correspondenz  allgemein,  im  zweiten  speciell  sein. 

3.  Eine  geradlinige  elliptische  Fläche  einer  ungeraden  Ord- 
nung n  mit  einer  Minimalcurve  von  der  Ordnung  i(n-fl)  besitzt 
oc'  von  diesen  Curven,  so  dass  durch  jeden  Punkt  ein  Paar 
derselben  gibt.  Die  geradlinige  Fläche  kann  im  allgemeinen 
durch  zwei  elliptische  Curven  von  der  Ordnung  i(n-}-l)  erzeugt 
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werden,  zwischen  denen  eine  eindeutige  nicht  speoielle  Corre- 
spondenz  mit  einem  Doppelpunkte  stattfindet. 

Bei  der  Erforschung  der  geradlinigen  Flächen  hat  es  grosses 
Interesse,  die  Anzahl  der  unabhängigen  Erzengenden  auf  ihnen 
zu  bestimmen.  Fttr  die  elliptfschen  geradlinigen  Flächen  wird 
diese  Frage  durch  den  folgenden  Satz  beantwortet.  Ist  k  <  m, 
so  sind  k  Erzeugende  der  Oberfläche  unabhängig,  d.  h.  sie  ge- 
hören einem  S^-^i  an.  Dasselbe  tritt  im  allgemeinen  ein,  wenn 
k=s  m'^^n;  eine  Ausnahme  findet  nur  dann  statt,  wenn  diese 
Erzeugenden  die  Minimalcurve  in  associirten  Punkten  schneiden, 
dann  gehören  sie  nämlich  einem  Sjm-s  oder  einem  Ss^-s  an. 
Ist  endlich  &  >  m,  so  liegen  die  Erzeugenden  in  jedem  Baume, 
welcher  die  ganze  Minimalcurve  in  sich  begreift. 

Eine  elliptische  geradlinige  Fläche  n^  Ordnung  mit*  einer 
Minimalcurve  m^'  Ordnung  besitzt  ausser  den  bereits  betrachteten 
Gurven  eine  ^quadratische  Schar  von  oc^a'~"  elliptischen  Curven 
^••'  Ordnung,  wenn  n-'in<c^<.n\  mau  hat  jedoch  den  Fall 
derjenigen  Oberflächen  auszuschliessen,  welche  unendlich  viele 
Minimaicurven  (in)^'  Ordnung  besitzen,  und  den  Wert 
^  =  ^n  +  l.  Auf  der  Fläche  macht  man  ferner  ac*~>  elliptisehe 
Curven  n^  Ordnung  ausfindig,  welche  sämtlich  jede  Erzeugende 
in  einem  Punkte  schneiden  und  welche  eine  lineare  Schar  bilden; 
jedes  Element  der  letzteren  ist  durch  n—  1  Punkte  bestimmt,  und 
durch  den  Sphnitt  zweier  ihrer  Elemente  geht  ein  Büschel  hindurch. 
Die  Oberflächen  gerader  Ordnung  enthalten  gewöhnlich  keine 
andere  elliptische  Curve  n^  Ordnung;  nur  wenn  eine  solche 
geradlinige  Fläche  zwei  nicht  unendlich  nahe  Minimaicurven 
(^n)^^  Ordnung  besitzt,  kann  sie  derartige  Besonderheiten  er- 
werben ,  dass  sie  eine  elliptische  Curve  n^'  Ordnung  enthält, 
welche  jede  Erzeugende  in  zwei  Punkten  schneidet;  dann  ent- 
hält sie  unendlich  viele  (^0)  ^^  dass  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  eine  derselben  geht,  und  dass  diese  Curven  auf  den  Er- 
zeugenden  projectivische  quadratische  Involutionen  bestimmen. 
Ist  dagegen  n  ungerade,  so  enthalten  die  elliptischen  geradlinigen 
Flächen  ausser  den  schon  betrachteten  oo"-^  elliptischen  Curven, 
nur  wenn  sie  3c*  Minimaicurven  besitzen,  noch  andere  elliptische 
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Caryen;  sie  haben  dann  drei  Ton  der  n^  Ordnung,  welche  jede 
Erzengende  in  zwei  Punkten,  jede  Minimalcnrve  in  einem 
schneiden. 

Hit  k  werde  eine  ganze,  positive,  gewissen  Bedingungen 
unterworfene  Zahl  bezeichnet  Wir  greifen  auf  einer  geradlinigen 
elliptischen  Fläche  F  n^  Ordnung  k  Erzeugende  heraus;  durch 
diese  und  durch  drei  andere  Erzeugende  legen  wir  einen  Raum 
S«.2.  Derselbe  schneidet  jF  in  einer  Curve  («— ä— S)*^  Ordnung, 
welche  samt  den  k  Erzeugenden  auf  einem  linearen  Räume  von 
n—4  Dimensionen  liegt.  In  diesem  Räume  scheiden  wir  einen 
linearen  Raum  von  ii-~5  Dimensionen  aus.  Projiciren  wir  aus 
diesem  Räume  F  auf  unseren  Raum,  so  gelangen  wir  zu  einer 
eindeutigen  Abbildung  von  F  auf  einem  Kegel  dritter  Ordnung, 
in  welchem  die  ebenen  Schnitte  des  Kegels  die  Bilder  der  Curven 
(ii— i)**'  Ordnung  von  F  sind.  Die  Erforschung  dieser  Abbildung 
schliesst  die  inhaltvolle  Abhandlung  des  Herrn  Segre. 

La.  (Lp.) 

F.  Chizzoni.    Sopra  una  certa  famiglia  di  superficie  che 
s'incontrano  in  una  trasformazione  involutoria  di  terzo 

grado   Hello  spazio.      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IIi.  470-476. 

Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F  und  zwei  feste  Punkte 
If,  N'  auf  ihr  bestimmen  eine  eindeutige  jnvolutorische  Verwandt- 
schaft [f]  des  Raumes,  wenn  man  als  entsprechend  zwei  Punkte 
i4,  Ä'  annimmt,  welche  in  Bezug  auf  F  conjugirt  sind  und  auf 
einer  die  Gerade  MN  schneidenden  geraden  Linie  liegen.  Wenn 
A  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  beschreibt  A^  eine  kubische 
Raumcnrve,  welche  durch  die  Punkte  JRf,  N  und  durch  die 
Schnittpunkte  JRf,,  iV,  von  F  mit  der  zu  MN  in  Bezug  auf  F 
reciproken  Geraden  geht.  Bewegt  sich  A  auf  einer  Ebene,  so 
ist  der  geometrische  Ort  von  A*  eine  Fläche  dritter  Ordnung 
(die  reciproke  Polare  der  Steiner'schen  Römerfläche)  mit  Af,  iV,  W, ,  A*, 
als  Knotenpunkten.  Die  oo'  Punktepaare  A^  Ä  können  ein- 
deutig auf  den  Geraden  r  des  speciellen  linearen  Strahlencom- 
plexes  C(y)  abgebildet  werden,  dessen  Axe  MN  ist.     Wenn  die 
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Gerade  r  einen  Strahlenbüschel  erzeugt,  so  beschreiben  die 
iPanktepaare  i,  A  einen  Kegelschnitt  K^  welchen  wir  als  dem 
Mittelpunkt  dieses  BQschels  entsprechend  ansehen  wollen.  Eine 
ganz  gleichlaufende  Abbildung  kann  auf  dem  speciellen  linearen 
Strahlencomplexe  C(«)  bewirkt  werden,  dessen  Axe  die  Gerade 
JRf,  JVj  ist;  einem  als  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels  aus  dem 
Complexe  C{i)  angesehenen  Punkte  entspricht  dann  ein  Kegel- 
schnitt Ir«.  Die  beiden  Complexe  C(f)  und  C(«)  stehen  mithin  in 
eindeutiger  Verwandtschaft;  zwei  entsprechende  Gerade  sind  in 
Bezug  auf  F  reciproke  Polaren.  Diese  Abbildungen  sind  beson- 
ders bei  der  Untersuchung  derjenigen  Oberflächen  von  Nutzen,  * 
welche  in  der  Transformation  [/]  sich  selber  entsprechen;  jede 
Congruenz  aus  C{r)  oder  die  entsprechende  aus  C{%)  führt  zu 
einer  Oberfläche  dieser  Art 

Wählt  man  lfiVlf,iV,  als  Bezugstetraeder  eines  Systems  homo- 
gener  Coordinaten  und  nimmt 

«I  =  ^j  «8  =  Ol  «,  =  0,  a;,  =  0,  x^x^-x^x^  =  0 
bezw.  als  die  Gleichungen  der  Ebenen  WW,iV,  Äf,  JViV,,  l/^,iV/,  JlfiViV, 
und  der  Oberfläche  T  an,  so  werden  die  Coordinaten  r«  der 
Geraden  aus  C{r\  welche  dem  Punkte  A  mit  den  Coordinaten 
Xi  (und  dem  correspondirenden  Punkte  A^)  entspricht,  durch  die 
Gleichungen  gegeben: 

r     =  0 
Folglich  entspricht  der  Congruenz  n^  Grades,  dem  Durchschnitte 
der  Complexe: 

^C**!»»    ''»81    ^n    ^141    ^'«4»    ^4)    =    0,        »"m    =    0, 

eine  Oberfläche  (2ii)'*'  Ordnung  ©  mit  der  Gleichung: 

©[-(a:,a;,  +  «,jrj,  jt.x,,  a:,x„  — a;,a?„  a?,a;^,  0]  =  0. 
Ist  beispielsweise  der  Complex  @  =  0  yom  ersten  Grade,  so  ist 
die  zugehörige  Oberfläche  von  der  zweiten  Ordnung  und  kann 
als  Ort  der  Kegelschnitte  hr  angesehen  werden,  welche  den 
Punkten  der  zu  JRfJV  bezüglich .  des  Complexes  0  =  0  coiyugirten 
Geraden  entsprechen.  Indem  man  diesen  Complex  auf  alle 
möglichen  Arten  abändert,  erhält  man  00^  Oberflächen.  Durch 
die  Erforschung  ihres  Systems  gewinnt  der  Verfasser  eine  neue 
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Constraction  der  Cunre  vierter  Ordnnng  zweiter  Art,  welche 
durch  acht  gegebene  Punkte  geht,  und  somit .  der  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  neun  Punkte  geht. 

La.  (Lp.) 


F.  Chizzoni.      Sopra   nna    certa    famiglia    di   saperficie 
che  comprende   una  nnova  faaiiglia  di  ciclidi.      Rom. 

Acc.  L.  ReDd.  (4)  II,.  476-482. 

Da  diese  Note  eine  Fortsetzung  der  vorangehenden  ist,  so 
wollen  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  im  vorstehenden  Be- 
richte beibehalten. 

Eis  sei  S  eine  Gurve  von  der  Ordnung  n  und  dem  Ge- 
schlechte p.  Die  Oberfläche  9,  welche  den  die  Curve  S  und 
die  Gerade  MS  schneidenden  Geraden  entspricht,  kann  als  der 
Ort  der  den  Punkten  der  Curve  S  entsprechenden  Kegelschnitte 
kr  angesehen  werden.  Sie  ist  von  der  (2ny^  Ordnung,  hat  M 
und  iV  zu  fi  -  fachen  konischen  Knotenpunkten,  If,  und  N^  zu 
ftplanaren  Punkten.  Eine  Ebene  durch  die  Gerade  MN  schnei- 
det die  Oberfläche  B  in  einer  Gruppe  von  n  Kegelschnitten,  und 
der  Ort  der  Pole  dieser  Geraden  bezüglich  dieser  Kegelschnitte 
ist  gerade  die  Curve  S.  Die  2(ii+p— 1)  durch  die  Gerade  MN 
gehenden  BerQhrungsebenen  von  S  sind  doppelt  berührende 
Ebenen  von  0.  Die  letztere  Oberfläche  enthält  2n  durch  M  und 
2fi  durch  JV  gehende  Gerade.  Sie  ist  von  der  Klasse  6ii-f4(p  — 1) 
und  besitzt  eine  Doppelcurve  von  der  Ordnung  2(n— 1)'— 2p, 
von  der  If,  und  JV,  in(n — 1)- fache  Punkte  sind,  und  die  ausser- 
dem ^(n—  l) (n— 2) (n— 3)  — 2(n— 2)p  dreifache  Punkte  aufweist. 
Die  Berflhrungsebenen  zur  Oberfläche  &  in  den  Punkten  eines 
ihrer  Kegelschnitte  umhüllen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung;  der 
Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kegel  ist  eine  Curve  von  der  Ord- 
nung 3ii-f  2(p--l).     U.  s.  w. 

Zu  bemerkenswerten  besonderen  Fällen  gelangt  man  durch 
die  Annahme,  dass  S  eine  ebene  oder  eine  rationale  Curve 
ist  Bei  dieser  letzten  Voraussetzung  kann  die  Oberfläche  auf 
einer  Ebene  eindeutig  abgebildet  werden.     Diese  Abbildung  macht 
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den  Gegenstand   des   letzten  Teiles   der  Abbandlang   des  Hrn. 
Ghizzoni  aus.  La.  (Lp.) 

P.  ViSALLi.      Sopra    una  serie   di   superficie   rappresen- 
tabili  panto  per  punto  sopra  un  piano.     Note  I  e  II. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  U,.  80-S7. 

Sind  zwei  gegebene  Punktfelder  a,  tf  in  eindeutiger  Ver- 
wandtschaft fi^'  Ordnung  und  ein  gegebener  Ebenenbttndel  Q 
in  eindeutiger  Verwandtschaft  m^^'  Ordnung  mit  <r,  so  giebt  es 
oc'  Punkte,  durch  deren  jeden  ein  Element  des  Ebenenbündels 
und  die  Gerade  geht,  welche  die  ihm  in  a  und  tf  entsprechen- 
den Punkte  verbindet.  (Vgl.  Jung,  Rom.  Acc,  L.  Bend.  (4)  I. 
810,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  606.)  Ihr  Ort  ist  eine  Oberfläche  \p, 
von  der  Hr.  Jung  schon  einige  Eigenschaften  angegeben  hat 
(Rom.  Acc.  L.  (4)  II,.  85,  Ref.  IX.  5A).  Die  erste  Note  des 
Hrn.  Visalli  ist  der  Erforschung  der  Oberfläche  rp  gewidmet. 
Unter  den  Sätzen,  welche  er  nach  synthetischer  Methode  aufge- 
stellt hat,  wollen  wir  nur  die  folgenden  anführen: 

Die  Oberfläche  \p  ist  von  der  Ordnung  (m  +  l)(n  +  I)  + 1,  und 
hat  Q  als  einen  (ti-f  2)-  fachen  Punkt.  Die  Grundelemente  der  Ver- 
wandtschaften zwischen  a  und  a'  oder  zwischen  o  und  Q  geben 
sofort  einfache  und  mehrfache  Punkte  und  Linien  der  Oberfläche; 
'^  enthält  ausserdem  die  (w-}-l)(ii4-l)  Geraden  der  durch  die 
Ebenen  a,  <r'  erzeugten  Cremona'schen  Gongruenz  (Hirst,  L.  M. 
S.  Proc.  XIV;  F.  d.  M.  XV.  1883.  742),  die  sich  auf  den  ent- 
sprechenden Ebenen  des  EbenenbOndels  Q  befinden.  Die  Ober- 
fläche lässt  sich  eindeutig  auf  den  Elemeoten  eines  Grund- 
gebildes zweiter  Stufe  abbilden;  betrachtet  man  z.  B.  ein  zum 
Ebenenbttndel  Q  reciprokes  Punktfeld,  so  gelangt  man  leicht  zu 
einer  Abbildung,  bei  welcher  den  ebenen  Schnitten  der  Oberfläche 
Curven  von  der  Ordnung  w+n+l  entsprechen.  Die  Doppelcurve 
der  Oberfläche  ist  von  der  Ordnung: 

Kiw+fi -f  t»n)(m-f-ii-f  mn— 1)  — ^m(m— 3)-f-l, 
ihr  Bild  dagegen  von  der  Ordnung  (m-j-n)(m-{-n-ffiiii—l)+fiiii+l. 

In  der  zweiten  Note  stellt  Hr.  Visalli  eine  ähnlich  ver- 
laufende Untersuchung  ttber  die  Oberfläche  ^^  an,  den  Ort  des 
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ScliDittpuuktes  eDtsprechender  Elemente  dreier  EbenenbQndel 
5,  S\  Q,  TOD  denen  der  erste  in  Creroona^scher  Verwandtschaft 
m^  Ordnung  mit  dem  zweiten,  ii*^  Ordnung  mit  dem  dritten 
steht.  Von  diesen  Flächen,  mit  denen  sich  Hr.  Jung  schon  in  den 
vorerwähnten  Abhandlungen  beschädigt  hat,  findet  Hr.  Visalli 
folgende  Eigenschaften: 

Die  Oberfläche  i^,  ist  von  der  Ordnung  C''*4"l)C»+0  ""^ 
und  nimmt  nicht  allein  die  einfachen  und  vielfachen  Geraden 
auf,  zu  denen  die  Betrachtung  der  Grundelemente  der  Verwandt- 
schaft föhrt,  sondern  auch  die  (m+  ])(n+  l)  +2  Geraden,  von 
denen  jede  der  Schnitt  dreier  entsprechenden  Ebenen  der  gege- 
benen Ebenenbündel  ist  Die  Oberfläche  i^,  lässt  sich  leicht 
eindeutig  auf  einer  zum  Elementenbündel  S  reciproken  Ebene 
abbilden.  Den  ebenen  Schnitten  von  t|ß^  entsprechen  Gurven  von 
der  Ordnung  m-f  »+1  und  der  Doppelcurve  der  Fläche,  welche 
von  der  Ordnung  |(«ii— l)(mn4-2m  +  2fi  — 2)  ist,  eine  Curve 
von  der  Ordnung  (m'\-n)(mn'^'fn'\'n — 3)+mn— 1. 

La.  (Lp.) 


D.    Abzählende  Geometrie. 

A.  Lkgoux.     ^tade    snr   le  principe  de  correspondance 
et  la  th^orie  des  caract^ristiques.    Toaloaee  M6m.  (d)  vill. 

208-255. 

Eine  compilatorische  Arbeit,  in  welcher  das  Ghasles^sche 
Correspondenzprinzip  und  dessen  Anwendung  auf  Kegelschnitt- 
systeme auseinandergesetzt  ist.  Vorzugsweise  die  Arbeiten  von 
Chasles,  dann  aber  auch  solche  von  Zeuthen,  Cayley  und  Fouret 
sind  benutzt.  Ein  neues  Resultat  oder  einen  neuen  Gedanken 
suchte  Referent  vergeblich.  Seht. 

K.  ßoBKK.     üeber   das    verallgemeinerte  Correspondenz- 
prinzip.    Wieo.  Ber.  XCIII.  899-911. 

Fortcohr.  d   Math.   XVin.  9.  40 
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Ein  einfacher  analytischer  Beweis  der  Oayley  -  Briirschen 
Correspondenzformel  (Cayley,  Comptea  rendus,  LXII;  Brill, 
Math.  Ann.,  VI;  Hurwitz,  Leipz.  Ber.  s.  das  folgende  Referat). 

Seht. 


A.  HüRWiTZ.     üeber  algebraische  Correspondenzen  und 
das  verallgemeinerte  Correspondenzprinzip.     Leipz.  Ber. 

10-38. 

Bei  seinen  Untersuchungen  Über  die  Klassenanzabl  -  Bela- 
tionen  höherer  Stufen  stiess  der  Verfasser  auf  eine  eigentOmlicbe 
Schwierigkeit.  Es  musste  die  Anzahl  der  Goincidenzen  einer 
Elein*schen  Modularcorrespondenz  einmal  auf  arithmetischem 
Wege,  zweitens  aber  direct  ermittelt  werden,  sodass  in  das  Re- 
sultat nur  die  charakteristischen  Zahlen  der  Correspondenz  ein- 
gingen. Bei  einer  (a,  /?)- deutigen  Correspondenz  auf  einer  alge- 
braischen  Curve  vom  Geschlecht  p  war  für  die  fragliche  Anzahl 
C  bisher  nur  die  Cayley- BrilFsche  Formel  (das  „verallgemeinerte 
Correspondenzprinzip")  bekannt: 

unter  y  eine  gewisse  positive  ganze  Zahl  (die  „Wertigkeit") 
verstanden.  Es  erwies  sich  aber  in  den  vorliegenden  Fällen 
die  erwähnte  Formel  als  unzureichend,  und  dies  veranlasste  den 
Verfasser,  sieh  die  ganz  allgemeine  Fragestellung  Ober  die  Art 
aller  auf  algebraischen  Curven  überhaupt  möglichen  Correspon- 
denzen, sowie  über  die  zugehörigen  Coincidenzanzahlen  vorzulegen. 
Dies  gelang  ihm  in  der  That  in  befriedigender  Weise,  indem 
er  von  den  bisher  gebrauchten  algebraisch-geometrischen  Unter- 
suchungsmethoden abging  und  die  Theorie  der  Aberschen  Inte- 
grale erster  Gattung  in  Verbindung  mit  den  bezüglichen  ^-Func- 
tionen .zur  Hülfe  heranzog.  Daher  bezeichnet  die  vorliegende 
Arbeit  in  diesem  Sinne  eine  durchaus  neue  Wendung  in  der 
Theorie  der  Correspondenzen. 

Es  sollen  gleich  im  voraus  die  Resultate  des  Verfassers 
angegeben  werden.  Zunächst  stellte  sich  heraus,  dass  das  obige 
„verallgemeinerte Correspondenzprinzip"  umfassendere  Geltung  be- 
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sitzt,  als  man  bisher  annahm:  es  ist  auch  anwendbar  auf  die 
grosse  Klasse  von  Correspondenzen  (von  denen  specielle  Fälle 
allerdings  schon  früher  betrachtet  waren),  für  welche  die  Wertig- 
keits-Zahl y  einen  negativen  (ganzzahligen)  Wert  hat. 

Diese  können  auf  einer  gegebenen  Curve  freilich  nicht 
mehr  durch  eine  einzige  algebraische  Gleichung  von  der  Form: 

(wo  X  und  y  entsprechende  Punkte  sind),  wohl  aber  in  der 
anderen : 

wo  der  Nenner  im  Zähler  nicht  aufgeht,  oder  auch  durch  das 
simultane  Bestehen  zweier  Gleichungen  der  ersten  Art: 

1^  =  0,    V/*  =  0 
dargestellt  werden. 

Ausser  diesen  beiden  Hauptklassen  von  Correspondenzen 
(positiver  resp.  negativer  Wertigkeit)  existirt  dann  aber  noch 
die  specielle  Gattung  der  „singulären^  Correspondenzen  auf 
„singulären'^  Curven,  nämlich  solcher,  die  gewisse  vorgeschrie- 
bene Bedingungen  erfüllen  müssen.  Diese  dritte  Art  von  Cor- 
respondenzen kann  zwar  auch  immer  (auf  mannigfaltige  Art) 
durch  das  Zusammenbestehen  zweier  Gleichungen  der  letzt- 
erwähnten Form  repräsentirt  werden,  dagegen  bedarf  für  sie 
die  Correspondenzformel  einer  eingreifenden  Erweiterung,  indem 
an  Stelle  der  einen  Zahl  y  eine  grössere,  aber  immer  fest  be- 
stimmte Anzahl  ju  von  „Charakteren"  A^,  A„  ...,  A^  in  der 
Weise  eintritt,  dass  die  Coincidenzzahl  den  Wert 

annimmt,  wo  die  ganzen  Zahlen  c^,  c„  ...,  c^  von  der  jeweils 
betrachteten  Correspondenz  unabhängig  sind. 

Solcher  Natur  sind  gerade  die  Elein'schen  Modularcorre- 
spondenzen:  die  entsprechenden  singuläreu  Curven  werden  durch 
die  Galois'sche  Resolvente  der  Modulargleichungen  dargestellt. 

Ueber  die  neue  Methode  des  Verfassers  sei  Folgendes  be- 
merkt. Denkt  man  sich  zwischen  zwei  Stellen  x  und  y  einer 
algebraischen  Curve  (oder  Riemann*schen  Fläche)  eine  analyti- 

40* 
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8cbc  Abhängigkeit  derart,  dass  jeder  Stelle  x  immer  a  Stellen 
y  correspondiren,  so  ergiebt  sich  zuvörderst  aus  funetionen- 
theoretischen  Prinzipien,  dass  auch  umgekehrt  zu  jeder  Stelle  y 
eine  bestimmte,  endliche  Anzahl  /?  von  Stellen  x  gehört. 

Bildet  man,  unter  fiib  eines  der  p  unabhängigen,  endlichen 
Integrale  der  Fläche  verstanden,  die  tlber  sämtliche  a  Stellen 
y  erstreckte  Summe  JS"»/*  (y)  =^  V^  (a?),  so  ist  diese  Grösse  V^  (x) 
wiederum  ein  endliches  Integral  der  Fläche,  setzt  sich  also  ans 
den  p  Integralen  ti»  (die  auf  die  Riemann'sche  Normalform  ge- 
bracht seien)  linear  zusammen: 

Vm{x)  =  :?7rHt/<C^)  +  /rjt. 
Das  Bestehen  dieser  p  Integralgleichungen  erweist  sich  als  äqui- 
valent mit  p'  ganzzahligen  Relationen  zwischen  den  bekannten 

^J"        Periodicitätsmoduln  a,*,    Relationen,    welche  die  vor- 

gelegte  Correspondenz  vollständig  charakterisiren. 

Je  nachdem  nun  dieselben  hinsichtlich  der  a^t  identisch  er- 
füllt sind  oder  nicht,  hat  man  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden, 
welche  den  „Wertigkeitscorrespondenzen"  einerseits,  den  „singn- 
lären  Correspondenzen"  andererseits  entsprechen.  Für  die  ersteren 
ergiebt  sich  die  Correspondenzformel,  indem  man  aus  ^-Func- 
tionen, deren  Argumente  sich  ans  den  x  und  y  geeignet  zu- 
sammensetzen, eine  algebraische  Function  construirt,  welche  nnr 
an  den  Coincidenzstellen  {x  =  y)  verschwindet,  dagegen  an  den 
a  Stellen  y,  die  einem  beliebigen  x  entsprechen,  sowie  an  den 
/?  Stellen  x^  die  einem  beliebigen  y  correspondiren,  einfach  un- 
endlich wird,  endlich  y-fach  an  gewissen  weiteren  2p  Stellen. 
Hierbei  bedeutet  y  eine  ganze  Zahl,  die  (im  Verein  mit  a,  /?,  p) 
die  Correspondenz  völlig  charakterisirt,  indem  die  Integralsumme 
C^it(x)  hier  sich  durch  n),{x)  allein  ausdrücken  lässt. 

Vkip)  =  —  yM*(a;)  +  TT*. 
Da  aber    bekanntlich    eine   algebraische  Function  an  gleichviel 
Stellen  Null  und  unendlich  wird,  so  hat  man  unmittelbar: 

C=a  +  /J  +  2py, 
Ganz  ähnlich  leitet  man  auf  diesem  Wege  auch  die  Zahl  der, 
zwei    Correspondenzen    (a, /J,  p;  y),    (a\  ß' p;  /)   gemeinsamen 
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Stellenpaare  ab,  nämlicb  dß^-^-a^ß —  2pyy\   eine  Zahl,  die  von 
Hrn.  Briil  für  positive  y  bereits  bewiesen  war. 

Dieselbe  Betrachtung  bleibt  endlich  im  Grunde  auch  für  die 
singulären  Gorrespondenzen  bestehen,  nur  dass  man  mehrerer 
solcher  algebraischen  Functionen,  wie  der  oben  erwähnten,  be- 
darf, die  man,  auf  passende  Potenzen  erhoben,  miteinander  zu 
multipliciren  hat,  um  die  Gorrespondenz  vollständig  und  rein 
darzustellen.  My. 


E.  Study,    üeber  die  Geometrie  der  Kegelschnitte,  insbe- 
sondere deren  Charakteristikenproblem.   Klein  Add.  xxvh. 

58-101. 

Chasles  hatte  bekanntlich  (Gomptes  rendus,  1864)  die  Ver- 
mutung aufgestellt,  dass  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  eines 
einstufigen  Systems,  welche  eine  hinzutretende  einfache  Bedingung 
erfüllen,  immer  gleich  afi-\'ßv  ist,  wo  ju  und  v  angeben,  wieviel 
Kegelschnitte  des  Systems  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen, 
bezw.  eine  gegebene  Gerade  berühren,  und  wo  a  und  ß  nur  von 
der  hinzutretenden  Bedingung  abhängen.  Diese  Vermutung, 
eine  Uebertragung  des  Bezout 'sehen  Satzes  von  Punkten  auf 
Kegelschnitte,  hatte  dann  Glebsch  (Math.  Ann.  VI.  1873)  beweisen 
zu  können  geglaubt.  Darauf  hatte  Herr  Halphen  (Gomptes  ren- 
dus, 1876)  gemeint  nachweisen  zu  können,  dass  der  Ghasles'sche 
Satz  schlechthin  falsch  sei.  Herr  Study  zeigt  nun,  dass  Herr 
Halphen  nur  die  an  die  „Beweglichkeit"  der  Losungen  geknüpfte 
Fassung  im  Auge  gehabt,  und  nichts  anderes  bewiesen 
habe,  als  dass  die  Zahl  der  „beweglichen",  einem  ein-  und 
einem  vierstufigen  Kegelschnittsysteme  gemeinsamen  Kegelschnitte 
unter  selten  eintretenden,  besonders  erst  zu  erfindenden  Um- 
ständen kleiner  sein  könne,  als  die  Ghasles'sche  Zahl.  Ebenso 
habe  Glebsch  nur  die  beweglichen  Gurven  als  eigentliche  Lösungen 
des  Problems  betrachtet  und  dadurch  eine  einseitige  Auffassung 
des  Chasles'schen  Satzes,  neben  der  noch  andere  denkbar  seien, 
hervorgerufen.  So  sei  es  gekommen,  dass  die  gegen  den  Ghas- 
les'schen  Satz   gerichteten  Angriffe  im  Grunde  nicht  ihn  selbst, 
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sondern  eben  nur  jene  besondere  Auffassung  treffen.  Herr  Study 
iuterpretirt  daher  die  Formel  afx-\-ßv  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung auf  eine  Art,  die  ebenso  berechtigt  ist,  wie  die  Clebsch- 
Halphen'sehe  Deutungs-Art,  und  dennoch  der  Formel  eine  aus- 
nahmslos gültige  Deutung  verleiht.  Stellt  man  nämlich  ein  ein- 
stufiges und  ein  vierstufiges  Eegelschnittsystem  zusammen,  von 
welchen  das  erstere  eine  Doppelgerade  enthält,  so  wird  diese 
im  allgemeinen  auch  in  dem  letzteren  System  enthalten  sein; 
man  erhält  durch  die  bezüglichen  Grenzübergänge  im  ersten 
Falle  ein  einziges  Punktepaar  auf  der  Geraden,  im  zweiten  Falle 
eine  Reihe  von  oo'  solchen  Punktepaaren,  unter  welchen  das 
erste  im  allgemeinen  sich  nicht  befindet.  -  Dieses  Punktepaar 
wird  man  also  nicht  als  eine  den  beiden  Systemen  gemeinsame 
Curve  ansehen  dürfen.  Bringt  man  nun  die  nach  Abzug  aller 
derartigen  Vorkommnisse  noch  übrig  bleibenden,  nun  beiden 
Systemen  wirklich  gemeinsamen  Curven  mit  der  richtigen  Multi- 
plicität  in  Anschlag,  so  wird  ihre  Gesamtzahl  immer  durch  die 
Chasles'sche  Formel  genau  angegeben,  wie  der  Verfasser  aus- 
führlich beweist.  Der  Beweis  wird  analytisch  geführt,  indem  die 
Aufgabe  als  ein  Gegenstand  der  Formentheorie  behandelt  wird. 
Wenn  der  Verfasser  in  der  Einleitung  von  der  Entwickelung  der 
umfangreichen,  fast  von  Anfang  an  schon  „mit  einem  eigenen 
Namen  bezeichneten  Theorie  der  Charakteristiken*'  spricht,  so  ist 
hierauf  zu  erwidern,  dass  der  Referent  und  infolgedessen  auch 
dieses  Jahrbuch  schon  seitdem  Jahre  1872  den  Namen  „Charak- 
teristikentheorie" für  das  in  Rede  stehende  Gebiet  verworfen  bat, 
in  der  Erkenntnis,  dass  es  für  Gebilde  von  höherem  als  dem 
zweiten  Grade  keine  Charakteristiken  giebt.  Gerade  der  Referent 
und  unser  Jahrbuch  haben  für  dieses  Gebiet  den  Namen  „Geo- 
metrie der  Anzahl"  oder  „abzählende  Geometrie"  eingeführt,  ein 
Name,  der  allmählich  überall,  auch  im  Auslande,  Eingang  ge- 
funden hat.  Seht. 


E.  Study.  Ueber  die  Cremona'sche  Charakteristikenformel. 

Klein  Ann.  XXVII    102.105. 
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Während  die  vorhergehende  Abhandlung  (s.  vorstehendes 
Referat)  erörtert,  inwiefern  die  Anzahl  der  einem  ein-  und  einem 
Tierstufigen  Kegelschnittsysteme  gemeinsamen  Kegelschnitte  durch 
die  Chasles'sche  Formel  afi  +  ßv  ausgedrückt  wird,  behandelt  die 
vorliegende  Abhandlung  die  analoge  Frage  fttr  die  einem  zwei- 
und  einem  dreistufigen  Kegelschnittsysteme  gemeinsamen  Kegel- 
schnitte. Seilt. 


H.  Schubert.      Lösung  des  Charakteristiken  -  Problems 
für  lineare  Bäume  beliebiger  Dimension.       Hamb.  Mitt. 

134-155. 

Unter  „Gharakteristikenproblem''  eines  Gebildes  mit  der 
Constantenzahl  c  versteht  der  Verfasser  (Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie  §37)  die  Aufgabe,  die  Zahl  der  gemeinsamen  Ele- 
mente eines  «-stufigen  Systems  (S)  und  eines  von  ihm  unab- 
hängigen (c—«)- stufigen  Systems  (S')  solcher  Gebilde  durch 
Zahlen  (Gradzahleo)  auszudrQcken,  von  denen  jede  angiebt,  wie- 
viel Elemente  von  5,  bezw.  von  S'  gewisse  Bedingungen  (Grund- 
bedingungen) erfüllen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert 
eine  Beihe  von  Begriffen  und  Symbolen,  welche  der  Verfasser 
bereits  in  einer  früheren  Abhandlung  (F.  d.  M.  XVII.  1885. 
668)  aufgestellt  hat.  Nach  wiederholter  Zusammenstellung 
derselben  im  §  1  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  zunächst 
der  Begri£f  der  centrisehen  Collineation  auf  den  n-dimensionalen 
Raum  übertragen.  Ist  P  das  Centrum  der  Collineation,  A  ein 
beliebiger  Punkt,  Ea  der  Schnittpunkt  der  Geraden  PA  mit  dem 
festen  (m— l)-dimeDsionalen  Räume  £  und  X  eine  beliebige  Zahl, 
so  heisst  der  Punkt  A\  welcher  aus  der  Gleichung 


PA       EaA 


=  Ji 


PA'  '  EaA' 

hervorgeht,  das  „Jl-Bild"  des  Punktes  A.  Wie  den  Punkten, 
so  entsprechen  auch  linearen  Räumen  ihre  A-Bilder.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  sind  hier  die  Kulibilder,  weil  die  Gradzahl 
eines  Systems  S  von  Räumen  [k]  (d.  h.  die  Zahl  derjenigen  [/rj, 
welche  dem  System  S  angehören  und  gleichzeitig  eine  gegebene 


632      VIII.  Abschnitt.   R«ioe,  elemeotare  u.  synthetische  Geometrie. 

Grundbedingung  erfüllen)  mit  den  Gradzahlen  gewisser  seinem 
Nullbilde  angehörigen  Systeme  entweder  fibereinstimmt  oder 
wenigstens  in  einfachem  Zusammenhange  steht  Durch  wieder- 
holte Transformation  eines  Systems  S  mittels  dieser  (Üollineation 
(ftir  >l  =  0)  gelingt  es  nun,  dasselbe  in  ein  anderes  nur  aus 
„Grundgebilden"  bestehendes  (G)  zu  verwandeln  (§  3).  Die  Be- 
stimmung der  Anzahl  gemeinsamer  Elemente  der  Systeme  S  und 
S'  wird  jetzt  dadurch  vereinfacht,  dass  das  System  G  an  die 
Stelle  von  S  tritt,  und  die  Lösung  des  Problems  wird  schliess- 
lich in  dem  Satze  ausgesprochen:  Ist  die  Stufensumme  zweier 
Systeme  von  /t-dimensionalen  linearen  Räumen  gleich  (/c-f-1  )(«—*), 
so  ist  die  endliche  Anzahl  der  den  beiden  Systemen  gemeinsamen 
Säume  gleich  der  Summe  der  Producte  alier  möglichen  conju- 
girten  Gradzahlen  der  beiden  Systeme  (§  4).  Dieses  Resultat 
wird  durch  einige  Zahlenbeispiele  erläutert,  wobei  durch  die 
Annahme  k  =  1  der  Halphen'sche  Satz  der  Liniengeometrie  auf 
das  w-dlmensionale  Gebiet  ausgedehnt  wird  (§5).  Weiter  wird 
der  Fall  erledigt,  dass  die  beiden  gegebenen  Systeme  unendlich 
viele  Elemente  gemeinsam  haben  (§  6),  und  zuletzt  die  Anzahl 
der  Strahlen  bestimmt,  welche  (n—l)  gegebenen  (2n— 4) -stufigen 
Strahlsystemen  gemeinsam  angehören.  Schg. 


H.  Schubert.     Anzahl- Bestimmungen  für  lineare  Räume 
beliebiger  Dimension.     Act»  Math.  VIII.  97-118. 

In  seiner  Abhandlung  ;,Die  n-dimensionalen  Verallgemeine- 
rungen der  fundamentalen  Anzahlen  unseres  Raumes'^  (S.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  668)  hatte  der  Verfasser  u.  a.  die  Anzahl  der 
Strahlen  bestimmt,  welche  in  einem  [n]  (d.  h.  n-dimensionalen 
Räume)  einen  gegebenen  [a]  schneiden,  dabei  in  einem  durch 
diesen  [a]  gehenden  [a]  liegen  und  ausserdem  (a+a— 1)  be- 
liebig gegebene  [»— ^]  schneiden.  Diese  Untersuchung  wird  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  in  folgender  Weise  verallge- 
meinert. Es  wird  die  Anzahl  der  [p]  bestimmt,  welche  in  einem 
[w]  einem  gegebenen  Grundgebilde  [a^,  a,,  ...,  a^-i,  Op]  ange- 
hören (d.  h.  mit  a^  einen  Funkt,  mit  a,   einen  Strahl,  etc.  ge- 
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meinsam  haben)  und  ausserdem  mit  af^+a^  -\ +  Op — ip(p+l) 

beliebig  gegebenen  [n—p—l]  je  einen  Punkt  gemeinsam  haben. 

Schg. 


C.    BüR ALI- FoRTi.     Sui  sistemi  di  coniche.    Batt.  G.  xxiv. 

309-333. 

Nach  dem  Erscheinen  der  wichtigen  Arbeiten  (von  denen 
die  umfangreichste  einen  Teil  des  Gab.  XLV  des  J.  de  TJ^.  Pol. 
ausmacht),  in  welchen  Herr  Halphen  die  notwendigen  Abände- 
rungen an  der  berühmten  Ghasles'schen  Formel  über  die  Systeme 
oc  ^  von  Kegelschnitten  feststellt,  gelangte  Herr  Del  Pezzo  (Napoli 
Rend.  1884;  F.  d.  M.  XVI.  62ö)  auf  einem  mehr  geometrischen 
Wege  als  der  französische  Gelehrte  zu  denselben  Ergebnissen 
und  dehnte  sie  auf  die  Systeme  oc'  aus.  In  dem  zu  besprechen- 
den Aufsätze  hat  Herr  Burali -Forti  die  Halphen 'sehe  Methode 
wieder  aufgenommen  und  ihre  Tragweite  durch  den  Nachweis 
yergrössert,  dass  dieselbe  das  Problem  der  Gharakteristiken  für 
das  System  oc'  lösen  könnte. 

Zur  Erforschung  eines  derartigen  Systems  unter  den  allge- 
meinsten Voraussetzungen  nimmt  der  Verfasser  an,  die  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  seien  algebraische 
Formen  m*^  Grades  der  Parameter  /,,  /„  ...,  (i+2?  die  durch 
eine  Belation  von  der  Form  ^p(/,,  /,,...,  /,+2)  =  0  mit  einander 
zusammenhängen  (<p  eine  algebraische  Form  fi^°  Grades).  Von 
dieser  Gleichung  kann  man  aussagen,  sie  stelle  eine  t-dimen- 
sionale  Oberfläche  n^°  Grades  dar,  in  einen  linearen  Raum  von 
f-fl  Dimensionen  eingetaucht^  von  welchem  jeder  Punkt  einem 
Kegelschnitte  des  Systems  entspricht.  Ist  J  die  Discriminante 
des  Kegelschnittes,  so  stellt  die  Gleichung  z/  =  0  eine  andere 
ähnliche  Oberfläche  (3m)**'  Ordnung  dar,  welche  die  erstere  in 
denjenigen  Punkten  schneidet,  die  den  ausgearteten  Kegelschnitten 
des  Systems  entsprechen.  Die  Ausartung  einer  Systemcurve 
kann  jedoch  auf  mehrere  Arten  eintreten.  Die  ErgrQndung  dieser 
verschiedenen  Ausartungs- Möglichkeiten  ist  die  Grundlage  der 
ganzen  Theorie  der  Charakteristiken,  und  der  Verfasser  widmet 
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ihr  den  §  II  seiner  Abhandlung.  Die  Resultate,  zu  denen  er 
kommt,  sind  wohlbekannt.  Die  zu  betrachtenden  Ausartungen 
sind  dreierlei,  jede  wird  durch  zwei  bezügliche,  geometrischer 
DeutuDgen  fähige  Zahlen  gekennzeichnet.  Im  folgenden  Para- 
graphen führt  Herr  Burali-Forti  die  Betrachtung  einer  Bedingung 
ein,  welcher  alle  Gurven  des  Systems  genügen  müssen,  und 
definirt  die  Zahl,  welche  „Charakteristik  einer  Bedingung"  ge- 
nannt wird.  Die  Beziehungen,  zu  denen  er  in  diesem  und  im 
folgenden  Paragraphen  gelangt,  und  die  Bemerkungen  über  die 
Minimalgruppen  bezüglich  einer  gegebenen  Bedingung  und  Aus- 
artung ermöglichen  ihm  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

„Die  Anzahl  der  Systemkegelschnitte  zu  finden,  welche 
gegebenen  Bedingungen  genügen." 

Es  seien  Or  und  ßr  die  Charakteristiken  der  r*«"  unter  den 
gegebenen  Bedingungen  und  man  bezeichne  mit  2(a)i-r(ß)r  die 
Summe  aller  Producte  von  je  •  — r  Zahlen  a  und  r  Zahlen  ß] 
endlich  sei  fii-r,r  die  Anzahl  der  Systemcurven,  welche  durch 
f  — r  Punkte  gehen  und  r  Gerade  berühren,  so  hat  die  Zahl, 
welche  das  obige  Problem  löst,  den  Ausdruck: 


'■=•« 


worin  Li  eine  Zahl  ist,  die  sich  bestimmen  Iftsst  (durch  eine 
Formel,  die  in  der  Original  -  Abhandlung  gegeben  ist),  wenn 
man  die  den  Curven  des  Systems  auferlegten  t  Bedingungen 
kennt. 

Im  letzten  Paragraphen  der  Arbeit  wendet  der  Verfasser 
seine  Ergebnisse  auf  die  Systeme  oo'  an.  Er  findet  das  Hai- 
phen'sche  Theorem  wieder,  und  nachdem  er  die  Bedingungen 
dafür  festgestellt  hat,  dass  auf  ein  derartiges  System  der  Chas- 
les'sche  Satz  sich  anwenden  lasse,  kommt  er  zu  dem  Schlüsse, 
dass  die  ähnlichen,  von  Halphen  aufgefundenen  Bedingungen 
bloss  genügend  sind,  und  er  stellt  andere  auf,  die  notwendig 
und  genügend  sind.  La.  (Lp.) 

C.  Burali -FoRTi.    Sui  sistemi  t-volte  infiniti  di  quadriche. 

Batt.  G.  XXIV.  334-345. 
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Die  Hrn.  Halpben  aDgehörende,  von  Hrn.  Burali-Forti  zur 
Erforschung  der  Kegelschnittsysteme  benutzte  Methode  (s.  das  vor- 
stehende Referat)  lässt  sich  mit  Erfolg  zur  Erforschung  ähnlicher 
Systeme  oo'  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  verwenden;  sie 
fahrt  mithin  zur  Erweiterung  der  von  Hrn.  Halpben  im  Falle 
i  =  1  aufgestellten  Resultate  (Gab.  XLV.  des  J.  de  TEc.  Pol.). 
Durch  den  Uebergang  von  der  Ebene  zum  Räume  wird  jedoch 
die  Untersuchung  weit  verwickelter.  Während  ein  Kegelschnitt 
als  Ort  von  Punkten  und  als  HüUcurve  von  Geraden  zu  be- 
trachten ist,  muss  eine  Fläche  zweiter  Ordouog  als  Ort  von 
Punkten,  als  Hüllfläche  von  Ebenen  und  als  Coroplex  von  Ge* 
raden  angesehen  werden.  Wenn  ein  Kegelschnitt  zwei  Aus- 
artungen erleidet,  die  durch  zwei  Zahlen  charakterisirt  sind,  so 
kommen  bei  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sieben,  durch  drei 
Zahlen  charakterisirte  vor.  Endlich  während  in  der  Ebene  eine 
Bedingung  durch  zwei  Zahlen  definirt  wird,  sind  im  Räume  drei 
dazu  erforderlich. 

Wir  werden  dem  Verfasser  nicht  in  alle  Einzelheiten  seiner 
Arbeit  folgen ,  deren  Analogie  mit  derjenigen  über  die  Kegel- 
schnitte auf  der  Hand  liegt.  Wir  wollen  uns  darauf  be- 
schränken, (mit  einigen  Abänderungen  in  der  Form)  die  For- 
mel anzuzeigen,  welche  er  als  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gabe giebt: 

„Die  Anzahl  der  Systemflächen  zu  finden,  welche  •  gege- 
benen Bedingungen  genügen.^ 

Man  bezeichne  mit  a^,  ßn  7r  die  Charakteristiken  der  r*«» 
unter  den  gegebenen  Bedingungen;  mit  -^(a)r08),(y)/(r-|-5-f-(  =  •) 
die  Summe  aller  Producte  von  je  r  Zahlen  a,  i  Zahlen  /},  i  Zah- 
len y\  mit  {ir^ji  die  Anzahl  der  Systemflächen,  welche  durch 
r  Punkte  gehen,  t  Geraden  und  %  Ebenen  berühren.  Die  Zahl, 
welche  die  obige  Aufgabe  löst,  ist: 

2:  Air,v  2:(a>(Ä,(y),-I,, 

worin  Li  eine  Zahl  ist,  die  sich  bestimmen  lässt,  wenn  man  die 
den  Systemflächen  auferlegten  Bedingungen  kennt.  In  einigen 
Fällen,    welche  der  Verfasser  angiebt,   ist  dieser  Ausdruck  von 
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einem  bei  Chasles  vorkommeDden  nicht  verschieden;  ist  •  =  1, 
so  bietet  derselbe  einige  Besonderheiten,  welche  man  im  letzten 
Paragraphen  der  besprochenen  Abhandlung  findet. 

La.  (Lp.) 


M.  PiKRi.      Sopra  alcuni  problemi  riguardanti  i  fasci  di 
curve  e  di  superficie  algebriche.     Batt.  G.  xxiv.  13-22. 

Auf  Grund  des  behandelten  Stoffes  und  der  gewählten 
Methode  lässt  sich  diese  Abhandlung  in  zwei  Teile  sondern. 
Der  erste,  die  neun  ersten  Nummern  umfassende,  erledigt  die 
folgenden  Aufgaben: 

a)  Den  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  zu  finden,  welche 
man  von  einem  Punkte  P  an  die  Curven  oder  Oberflächen  eines 
Büschels  ziehen  kann. 

In  der  Ebene  ist  der  Ort  eine  Curve  (2n)^  Ordnung,  welche 
durch  den  Punkt  F,  durch  die  la'  Grundpunkte  des  BQschels,  durch 
die  3(n— 1)'  Doppelpunkte  ihrer  singulären  Curve,  durch  die 
2(ft— 1)  Berührungspunkte  der  Geraden  im  Unendlichen  mit  den 
parabolischen  Curven  des  Büschels  und  durch  die  Ereispunkte 
im  Unendlichen  geht.  Im  Baume  ist  der  Ort  eine  Raumcurve 
von  der  Ordnung  3fi'—2ii—l,  welche  durch  den  Punkt  F,  durch 
die  4(ft— ])'  Doppelpunkte  der  singulären  Curve  des  Büschels, 
durch  die  Fusspunkte  der  von  P  an  die  Grundcurve  des  BflscheU 
gezogenen  ii'(2n— 1)  Normalen,  durch  die  3(«  — 1)'  Berührungs- 
punkte der  Ebene  im  Unendlichen  mit  Oberflächen  des  Büschels 
und  durch  die  2(2ft— 1)  Punkte  geht,  in  welchen  der  imaginäre 
Kreis  im  Unendlichen  durch  solche  Oberflächen  berührt  wird. 

b)  Den  Ort  der  Punkte  zu  finden,  wo  sich  die  Curven 
zweier  Büschel  ebener  Curven  m^^  und  n**'  Ordnung  rechtwinklig 
schneiden. 

Dieser  Ort  ist  von  der  Ordnung  2(m'\'n — 1);  er  geht  durch 
die  Grundpunkte  und  durch  die  Doppelpunkte  beider  Büschel, 
durch  die  Kreispunkte  im  Unendlichen  und  durch  die  Punkte, 
in   denen    die   Gerade   im  Unendlichen   von   den  parabolischen 
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Curyen  der  beiden  Büschel  berührt  wird.  Der  Verfasser  löst 
diese  Aufgaben  mittels  des  Chasles'schen  Correspondens  -  Prin- 
zipea  nnd  fflgt  seinen  Lösungen  einige  nicht  uninteressante 
Zusätze  beiy  welche  wir  jedoch  in  dieser  Ueb^rsicht  fibergehen 
mOssen. 

Der  zweite  Teil  ist  wichtiger;  er  hat  die  Bestimmung  der 
Verkleinerung  in  der  Anzahl  der  Curven  und  Oberfl&chen  eines 
Bfischels  zum  Ziele,  welche  einen  Doppelpunkt  besitzen,  falls  es 
einen  gewöhnlichen  t-fachen  Punkt  giebt  Diese  Verkleinerung 
beträgt  (•— l)(3i+l)  in  der  Ebene  (Vgl.  Cremona,  Annali  di 
Matematica  1864)  und  (t~l)'(4t-|-2)  im  Räume.  Zu  diesen  Fol- 
gerungen kommt  Hr.  Pieri  durch  die  Benutzung  eines  Systemes 
projectivischer  Coordinaten  und  die  BeihQlfe  geometrischer  Be- 
trachtungen. La.  (Lp.) 


Sc.  RiNDi.     Alcnne  proprietä  delle  superBcie  e  dei  sistemi 
di  superficie.     B*tt.  g.  xxiv.  94-105 

Die  zahlreichen  in  dieser  Kote  entwickelten  Eigenschafien 
sind  grösstenteils  metrischer  Natur,  und  diejenigen,  welche  pro- 
jectiyisch  sind,  erscheinen  nur  in  der  Rolle  Yon  HQlfssätzen. 
Dieselben  scheinen  uns  nicht  die  Bestimmung  zu  haben,  eine 
herrorragende  Stelle  in  der  Geometrie  einzunehmen,  sei  es  durch 
ihren  innem  Wert,  sei  es  durch  die  zu  ihrem  Beweise  ffihrende 
Methode,  welche  in  einem  fast  durchgängigen  Gebrauche  des 
Correspondenzprinzips  besteht  Wir  wollen  den  Wortlaut  einiger 
der  Tom  Verfasser  aufgestellten  Sätze  mitteilen,  damit  der  Leser 
sich  selber  Ober  ihren  Wert  ein  Urteil  bilden  kann. 

1.  Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug 
auf  zwei  Oberflächen  von  der  Ordnung  n  und  n'  einen  gege- 
benen Winkel  tp  mit  einander  bilden,  ist  eine  Oberfläche  von 
der  Ordnung  2>+ii'— 2),  wenn  0<(p  <\7i]  eine  Oberfläche 
von  der  Ordnung  «4-fi'—2,  wenn  g>  =  ^n;  endlich  eine  Curve 
von  der  Ordnung  («  +  »'— 2)' —  (w  —  l)(n'— 1),  wenn  <y>  =  0. 
Die  erste  Oberfläche  erhält  den  Namen  „geneigte  Jacobi'sche" 
der  beiden  Flächen  bezüglich  des  Winkels  <Pf  die  zweite  „senk- 
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rechte  Jacobi'sche",  die  Curve  wird  die  „parallele  Jacobi'sche" 
genannt 

2.  Es  seien  eine  Oberfläche  «**'  Ordnung  und  ein  Büschel 
von  Oberflächen  ^*"  Ordnung  gegeben.  Der  Ort  eines  Punktes  P, 
dessen  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Oberfläche  einen  gegebenen 
Winkel  ff  mit  der  Berührungsebene  der  durch  P  gehenden  Fläche 
des  Büschels  in  P  bildet,  ist  eine  Oberfläche  von  der  Ordnung 
2(«+2m— 2),  wenn  0<<)P<ir?;  eine  Oberfläche  von  der  Ord- 
nung n  +  2m  — 2,  wenn  q>  =  ^w^  eine  Curve  von  der  Ordnung 
(n  +  2m  — 2)*— (n  — l)(2m  — 1) — m',  wenn  <yj  =  0.  Die  erste 
Oberfläche  wird  ^geneigte  Jacobi'sche"  der  Oberfläche  und  des 
Büschels  bezüglich  des  Winkels  9>,  die  zweite  „senkrechte  Ja- 
cobi'sche"  genannt,  während  die  obige  Curve  den  Namen  „pa- 
rallele  Jacobi'sche"  erhält. 

3.  Die  geneigten  Jacobi*9chen  Oberflächen  einer  festen 
Oberfläche  und  der  Oberflächen  eines  Büschels  für  einen  Winkel 
q>  bilden  eine  Schar  mit  deni  Index  2;  die  senkrechten  Jacobi'- 
sehen  Oberflächen  bilden  einen  anderen  Büschel. 

4.  Die  geneigten  Jacobi'schen  Oberflächen  der  Paare  ent- 
sprechender Oberflächen  zweier  projectivischen  Büschel  für  einen 
Winkel  q>  bilden  eine  Schar  mit  dem  Index  4;  die  senkrechten 
Jacobi'schen  bilden  eine  mit  dem  Index  2. 

5.  Der  Ort  eines  Punktes,  in  welchem  sich  die  entsprechen- 
den Oberflächen  zweier  projectivischen  Bündel  «*•''  und  n!^  Ord- 
nung unter  einem  gegebenen  Winkel  qp  schneiden,  ist  eine  Ober- 
fläche von  der  Ordnung  2[.^(n-}- n')  — 3];  diese  Ordnung  geht 
auf  die  Hälfte  zurück,  wenn  q>  =  ^n.  La.  (Lp.) 


M.   PiERi.      SuUe   normali    dopple   di   una   curva   gobba 

algebrica.      Rom.  Acc.  L.  Beod.  (4)  IIi.  327-329. 

Man  bezeichne  mit  n  eine  Doppelnormale  einer  algebraischen 
Raumcurve;  mit  F,  und  P,  die  Punkte,  in  denen  sie  die  Curve 
trifi*t;  mit  /,  und  /,  die  entsprechenden  Tangenten.  Da  f,  und 
t^  zu  n  senkrecht  sind,  so  sind  die  Spurpunkte  T,  und  T,  der 
Geraden  /^  und  (,  auf  der  Ebene  im  Unendlichen  conjugirt  be- 
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zQglich  des  imaginären  Kogelkreises  C^  zur  Spur  N  der  Ge- 
raden n  auf  derselben  Ebene,  und  die  Gerade  T,  T,  =  p  ist  die 
Polare  von  iV.  Dies  beweist,  dass  die  Anzahl  der  Doppel- 
normalen*  der  Curve,  welche  nicht  in  der  Ebene  im  Unendlichen 
liegen,  gleich  der  Anzahl  der  Coincidenzen  ist,  welche  in  der 
Verwandtschaft  zwischen  einem  Punkte  JV  der  Ebene  im  Unend- 
lichen und  dem  in  Bezug  auf  C«  genommenen  Pole  P  der  Ge- 
raden auftreten,  welche  von  den  beiden  Tangenten  der  Curve 
in  zwei  Punkten,  wo  sie  von  einer  aus  dem  Punkte  N  gezogenen 
Geraden  getroffen  wird,  die  Punkte  im  Unendlichen  verbindet. 
Die  Curve  sei  von  der  Ordnung  n,  der  Klasse  m,  dem  Range  r, 
habe  h  scheinbare  Doppelpunkte,  d  stationäre  Erzeugende.  Je- 
dem Punkte  N  entsprechen  h  Punkte  F,  jedem  Punkte  P  ferner 
ir(r— 1)  Punkte  iV,  und  auf  jeder  Geraden  der  Ebene  im  Un- 
endlichen befinden  sich  fi(r— 1)  —  ^^n-^-m—O)  entsprechende 
Punktepaare  AT,  P.  Wendet  man  daher  Salmon's  Correspondenz- 
Prinzip  an,  so  erschliesst  man  die  Anzahl 

Ä  +  ^r(r-l)  +  n(r— l)-.i(ii  +  m-Ö) 
von  Doppelnormalen  der  Curve  ausserhalb  der  Ebene  im  Unend- 
lichen.    Ist  z.  B.  die  betrachtete  Curve  rational,   so  findet  man 
die  wohlbekannte  Zahl 

i(ii-  I) (9 w— 14).  La.  (Lp.) 


M.  PiERi.     Sülle   normali  dopple  di  una  superficie  alge- 

brica.     Boro.  Aco.  L.  Rend.  (4)  II).  40-42. 

Man  bezeichne  mit  5«  eine  allgemeine  Oberfläche  n^^^  Ord- 
nung, welche  keine  besondere  Beziehung  zur  Ebene  im  Unend- 
lichen oder  zum  imaginären  Eugelkreise  C^  hat;  mit  n  eine  Normale 
zur  Oberfläche  in  den  Punkten  P,  und  P,.  Die-  Ebenen  ti,  und 
ff,,  welche  5«  in  P,  und  P,  berühren,  schneiden  die  Ebene  im 
Unendlichen  in  einer  und  derselben  Geraden  p,  der  Polaren  des 
Punktes  JV  im  Unendlichen  auf  n  in  Bezug  auf  C«.  Diese  Be- 
merkung giebt  ein  Mittel  an  die  Hand  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl der  Binormalen  von  Sn-  Wenn  man  nämlich  eine  von  Hrn. 
Zeuthen  (C.  R.  Juni  1874)  entdeckte  Relation  anwendet,  so  sieht 
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man  ein,  dass  jedem  Punkte  N  der  Ebene  im  Unendlichen 
X  Gerade  p  derselben  Ebene  entsprechen,  sodass  in  jeder  der- 
selben sich  zwei  Berührungsebenen  von  S«  schneiden,  deren  Be- 
rührungspunkte mit  JV  in  einer  Geraden  liegen,  mithin  auch  x 
Pole  P  der  Geraden  p  in  Bezug  auf  C^ ;  der  Wert  von  x  ist 

X  =  |w(n  — i)(3n*— 9n  +  7). 
Dagegen    entsprechen  jedem  Punkte  P  eine  Gerade  p   und  x' 
Punkte  A',  wo 

x'  ==^fj(ii~iy[ii(n-l  )•  —  !]. 
Endlich  befinden  sich  auf  jeder  Geraden  der  Ebene  im  Unend- 
lichen y  entsprechende  Punktepaaro  AT,  P,  wo 

y  =  ^n(fi-l)(2fi'-4n'-2ii+ö). 
Mithin  sind  x+x'-^^y  Coincidenzen  eines  Punktes  N  mit  einem 
Punkte  P  vorhanden,  d.  h.  x  +  x*  +  y  Binormalen  von  S„.      Die 
gesuchte  Anzahl  wird  also  durch  den  Ausdruck  gegeben 

ifi(fi— l)(fi*-ii» 4- 2ii'- 1311+13).        La.  (Lp.) 


P.  ViSALLi.      Sülle  correlazioni  in  due  spazi  a  tre  dimen- 

sioni.      Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  III.  597-671. 

Battaglini  e  De  Paolis.     Relazione.     Rom.  Acc.  L   Mem. 

(4)  III.  595-596 

Wie  allgemein  bekannt  ist,  haben  die  denkwürdigen  Unter- 
suchungen von  Chasles  Ober  die  Charakteristiken  von  Kegel- 
schnittsystemen durch  Hrn.  Hirst  eine  beachtenswerte  Vervoll- 
kommnung erfahren,  der  dadurch  zur  Theorie  der  Charakteristiken 
der  Correlations-Systeme  zwischen  zwei  Ebenen  geführt  ist  (Vgl. 
„On  the  correlation  between  two  planes^  in  Lond.  M.  S.  Proc. 
V.  40-70  und  in  Brioschi  Ann.  (2)  VI.  260-297  nebst  den  Be- 
richten in  F.  d.  M.  VI.  1874.  347  und  VIL  1875.  3.o8).  Derselbe 
Gelehrte  hat  später  die  ersten  Umrisse  zu  einer  ähnlichen  Theorie 
der  Correlations-Systeme  zwischen  zwei  dreidehnigen  Räumen 
entworfen  („On  the  correlation  in  space"  in  Lond.  M.  S.  Proc. 
VL  7-9,  F.  d.  M.  VIL  1875.  374),  ohne  dieselbe  jedoch,  wofern 
wir  uns  nicht  irren,  näher  durchzuführen.  In  der  zu  besprechen- 
den   Abhandlung   beabsichtigt   Hr.  Visalli    die  Ausführung    des 
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Hiret'scheo  Planes;  hierzu  hat  er  die  Ton  jeuem  Geometer  in 
seiner  Arbeit  aas  den  Annali  dargelegten  Methoden  verali- 
gemeinert. 

Bekanntlieh  hat  die  Lösung  der  Aufgabe  der  Charakteristiken 
betreffs  eines  geometrischen  Gebildes  ihre  Grundlage  in  der 
Betrachtung  der  Ausartungen,  welche  dies  Gebilde  erfahren  kann; 
ans  diesem  Grunde*  ist  die  erste  Frage,  welche  Hr.  Visalli  auf- 
geworfen und  beantwortet  hat,  die  nach  der  Bestimmung  aller 
ausgearteten  Correlationen  zwischen  zwei  Räumen.  Durch  die 
Bemerkung,  dass,  wenn  die  beiden  Räume  S  und  T  coUinear 
sind,  und  wenn  man  das  zu  einem  der  beiden  collineare  Gebilde 
2*,  construirt,  die  beiden  Räume  2  und  2^  correlatiy  sind,  führt 
der  Verfasser  diese  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  der  ausge- 
arteten Collineationen  zwischen  zwei  Räumen  zurQek.  (Vgl.  eine 
ähnliche  Zurfrckfhhmng  bei  Hirst,  „Corr.  of  two  planes"  no.  11  ff.). 
Zur  Erledigung  derselben  denkt  er  sich  eine  Collineation  zwi- 
schen zwei  Räumen  S  und  2'  durch  zwei  Paare  a  und  a',  a, 
und  it'j  Ton  collinearen  projectivischen  Ebenen  mit  der  Bedingung 
bestimmt,  dass  die  Geraden  aa^  und  a'a\  sich  entsprechen;  unter 
der  Voraussetzung  dass  die  ebenen  Collineationen  der  Reihe  nach 
alle  Ausartungen  erleiden,  deren  sie  fähig  sind,  gelangt  man  zu 
allen  ausgearteten  Collineationen  zwischen  zwei  dreidehnigen 
Räumen.    Es  sind  die  folgenden: 

I.  Collineation  mit  einem  Ausartnngspunkte  in  einem  der 
Räume  und  einer  Ausartungsebene  in  dem  andern. 

II.  Collineation  mit  einer  Ausartungsgeraden  in  jedem 
Räume. 

III.  Collineation  mit  einem  Ausartungspunkte  und  einer  Aus- 
artungsgeraden, welche  durch  den  'Punkt  geht,  in  einem  der 
Räume  und  mit  einer  Ausartungsebene  und  einer  Ausartungs- 
geraden, welche  auf  der  Ebene  liegt,  in  dem  anderen. 

IV.  Collineation  mit  einem  Ausartungepunkte  und  einer 
Ausartungsebene,  welche  durch  den  Punkt  geht;  in  jedem  Räume. 

V.  Collineation  mit  einem  Ailsartungspunkte  und  einer  Aus- 
artungsgeraden, welche  durch  den  Punkt  geht,  und  einer  Aus- 
artungsebene, welche  durch  die  Gerade  geht,  fn  jedem  Räume. 

Foruchr.  d.  Math.  XVIII.  2.  41 
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Daraus  folgen  die  sieben  folgenden  Ausartungs-Correlationen: 

I.  Gorrelation  mit  einem  Ausartungspunkte  in  jedem  Baume; 

II.  C.  m.  einer  Ausartungsebene  i.  j.  R.; 

III.  C.  m.  einer  Ausartungsgeraden  i.  j.  R.; 

IV.  C.  m.  einem  Ausartungspunkte  und  einer-  durch  den 
Punkt  gehenden  Ausartungsgeraden  i.  j.  R.; 

V.  G.  m.  einer  Ausartungsebene  und  'einer  in  der  Ebene 
liegenden  Ausartungsgeraden  i.  j.  R.; 

VI.  G.  m.  einem  Ausartungspunkte  und  einer  durch  den 
Punkt  gehenden  Ausartungsebene  i.  j.  R.; 

VII.  G.  m.  einem  Ausartungspunkte  und  einer  durch  den 
Punkt  gehenden  Ausartungsgeraden  nebst  einer  durch  die  Gerade 
gehenden  Ausartungsebene  i.  j.  R. 

Die  drei  ersten  heissen  von  der  ersten  Ordnung  (dieselben 
waren  schon  von  Hrn.  Hirst,  „Gorr.  in  space"  no;  4,  betrachtet 
worden),  die  drei  folgenden  von  der  zweiten,  die  letzte  von  der 
dritten.  Eine  allgemeine  Correlation  wird  durch  15  Bedingungen 
bestimmt.  Nennt  man  bei  einer  Gorrelation  zwei  Elemente  „con- 
jugirt"  (Punkte,  Gerade  oder  Ebenen),  wenn  das  dem  einen 
von  ihnen  entsprechende  durch  das  andere  geht,  und  zwei  Ge- 
rade jjpolar",  sobald  die  eine  der  Ort  der  Punkte  ist,  welche 
den  durch  die  andere  hindurchgehenden  Ebenen  entsprechen,  so 
erkennt  man,  dass,  wenn  zwei  Punkte  oder  zwei  Ebenen  in 
einer  Gorrelation  conjugirt  sind,  diese  einer  Bedingung  unter- 
worfen ist;  wenu  ein  Punkt  oder  eine  Ebene  einer  Geraden 
conjugirt  ist,  so  macht  dies  zwei  Bedingungen  aus;  wenn  ein 
Punkt  oder  eine  Ebene  einem  bestimmten  Punkte  oder  einer 
bestimmten  Ebene  entsprechen,  so  giebt  dies  drei  Bedingungen; 
wenn  endlich  zwei  gegebene  Gerade  polar  sind,  so  macht  dies 
vier  Bedingungen. 

Die  eben  zusammengefassten  Untersuchungen  können  als 
die  Elemente  der  von  uns  durchzuarbeitenden  Abhandlung  ange- 
sehen werden;  die  anderen  können  in  zwei  Abschnitte  gegliedert 
werden,  von  denen  der  erste  alle  die  oc*  Gorrelationssysteme 
behandelt,  welche  14  Bedingungen  befriedigen,  der  zweite  die 
oc*  Gorrelationssysteme,  welche  13  Bedingungen  befriedigen. 
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In  einem  Systeme  von  3c'  Correlationen  giebt  es  im  allge- 
meinen nnr  Ansartungscorrelationen  erster  Ordnung.  E^  sei 
die  Anzahl 

derer  mit  einer  Ansartnngsebene  in  jedem  Baume  l, 

„      „    einem  Ausartungspnnkte  in  jedem  ßanme  /r, 

„  „  einer  Ausartungsgeraden  in  jedem  Räume  ip. 
In  dem  Systeme  ist  eine  endliebe  Anzahl  fi  yon  Correlationen 
vorhanden,  in  welchen  zwei  gegebene  Punkte  conjugirt  sind, 
und  eine  endliehe  Anzahl  p  Ton  Correlationen,  in  welchen  zwei 
gegebene  Ebenen  conjugirl  sind;  fi  ist  die  Ordnung  und  p  die 
Klasse-  des  Systems,  während  /i  und  p  seine  Charakteristiken 
sind  (Hr.  Hirst  hat  in  der  „Correlation  in  Space "*  eine  dritte 
Charakteristik  betrachtet,  die  Anzahl  der  Correlationen  des  Systems, 
in  Bezug  auf  welche  die  einer  gegebenen  Geraden  conjugirte 
Gerade  eine  andere  gegebene  Gerade  schneidet).  Die  fünf  Zah- 
len  Ij  fi,  yjj  /i,  p  sind  (Vgl.  Hirst,  „Corr.  in  space**  no.  5)  durch 
die  Relationen  yerbunden: 

(1)        4fi  =  3X-\-2ip  +  n,    4p  =  3n  +  2\lß  +  i, 
welche   die   Charakteristiken  jedes    Systems    oc^  liefern,    deren 
Aasartungscorrelationen  man  kennt. 

Man  bezeichne  mit  m,  n,  p,  q  vier  ganze  nicht  negative 
Zahlen,  welche  die  Gleichung  befriedigen: 

3m  +  3n-\-p  +  q  =  14, 
und  mit  (m,  it,  p,  q)  das  System  oc  *  von  Correlationen,  bei  denen 
m  Punkte  des  ersten  Raumes  m  gegebenen  Ebenen  des  zweiten 

entsprechen, 
n  Ebenen  des  ersten  Raumes  n  gegebenen  Punkten  des  zweiten 

entsprechen, 
p  Punktepaare  conjugirt  sind,  q  Ebenenpaare  conjugirt  sind. 

Jeder  Zahlengruppe  m,  n,  p,  q  entspricht  ein  System  oc^ 
von  Correlationen ;  auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  66  Systemen. 
Beachtet  man  jedoch,  dass  die  beiden  Lö.sungen  m,  n,  p,  q  und 
n,  m,  p,  q  uns  dasselbe  System  von  Correlationen  geben,  weil 
sie  dieselben  Bedingungen  darstellen,  und  dass  die  Charakte- 
ristiken des  Systems  (m,  n,  p,  q)  sofort  die  des  correlativen 
Systems  (m,  if,  9,  p)  geben,  so  sieht  man  ein,  dass  man  sieb  auf 

41* 
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die  Erforschung  von  36  Systemen  beschränken  kann.  Für  jedes 
derselben  bestimmt  der  Verfasser  drei  von  den  Zahlen  i,  n,  ip,  §i^  y 
und  gewinnt  die  beiden  anderen  aus  den  Relationen  (1).  Er 
verfährt  direct,  indem  er  sich  oft  einiger  allgemeiner  Sätze 
bedient,  welche  er  zuvor  bewiesen  hat.  Von  diesen  Sätzen 
wollen  wir  den  folgenden  anführen:  Die  Klasse  des  Systems 
(m,  n,  p,  q)  ist  gleich  der  Ordnung  des  nächstfolgenden  Systems 
(m,  fi,  p— 1,  ?+l).  Wir  citiren  ihn,  weil  er  die  Einteilung  der 
folgenden,  die  Ergebnisse  des  Verfassers  zusammenfassenden 
Tabelle  in  neun  Gruppen  beleuchtet. 
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Vni  Gr. 


IX 


n 
32 
26 
10 

4 
12 


26 

61 

95 

0 

0 

0 

20 

80 

176 

256 


21 

37 

50 

1 

3 

9 

27 

61 

103 

133 

143 


37 

50 

55 

3 

9 

27 

61 

103 

133 

143 

143. 


(«,  0,    8,  3)    0 
(I,  0,    7,  4)    0 
(»,  0,    6,  5)    0 
(0,  0,  14,  0)    0 
(0,  0,  13,  1)    0 
(0,  0,  12,  2)    0    36 
(0,  0,  11,  3)    0    68 
(0,  0,  10,  4)    0    84 
(0,  0,    9,  5)    0    60 
(0,  0,     8,  6)    0    20 
.  (0,  Ö,    7,  7)    0      0    286 
Aas  diesen  Zahlen  kann  man  diejenigen  der,  fOnfzehn  Be- 
dingungen befriedigenden  Correlationen  erbalten.    Sind  m,  n,  p,  q 
yier  ganze  nicbt  negative  Zahlen,  welche  der  Gleichung  genfigen: 

3m -\- 3n -\- p  +  q  =  15, 
und   bezeichnet  man  mit  [m,  n,  p,  q]  die  Anzahlen  der  Corre- 
lationen zwischen  zwei  Räumen,  bei  denen 
m  Punkte  des  ersten  Raumes  m  gegebenen  Ebenen  des  zweiten, 
n  Ebenen    „        „  „        n        „  Punkten  „        „ 

entsprechen,   p  gegebene  Punktepaare  conjugirt  sind  und  q  ge- 
gebene Ebenenpaare   ebenfalls   conjugirt   sind,   so   gelangt  der 
Verfasser   nach   einer  Darlegung   gewisser  allgemeiner  vorgän- 
giger  Betrachtungen  zu  den  folgenden  Ergebnissen: 
[2,  2,  3,  0]  =  [3,  2,  0,  0]  =  0, 

[3, 1, 3, 0]  =  [4,  1 , 0, 0]  =  [3, 0, 6, 0]  =  [2, 0,  9,  0]  =  [1,  0,  12, 0] 

=  [0,  0,  15,  0]  =  [2,  1,  6,  0]  =  [I,  1,  9,  0]  =  I, 
[2,  1,  5,  1]  =  2, 
[1,  1,  8,  1]  =  3. 

Ein  System  co'  von  Correlationen  begreift  Ausartungscorre- 
lationen  erster  und  zweiter  Ordnung  in  sich.  Die  zweiter  Ord- 
nung sind  Ton  endlicher  Anzahl.    Wir  wollen  die  Anzahl 

derer  mit  Ausartungs-Punkten  und  -Ebenen  mit  q, 
„      .,    Ausartungsgeraden  mit  a, 
und      ,       „    Ansartungsebenen  mit  r 
bezeichnen.     Diejenigen   erster  Ordnung   bilden   drei   Systeme. 
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(Von  diesen  Ausartungscorrelationen  allein  hatte  Hr.  Hirst  ge- 
sprochen, „Correlatioo  in  space"  no.  11).  Wir  wollen  bei  dem 
System  der  oo*  Correlationen  erster  Ordnung 

mit  Ausartungspunkten  die  Ordnung  n^  und  die  Klasse  Ua^ 
„     Ausartungsebenen     „  ^         ^^    »      ^        »       Ä«, 

„    Ausartungsgeraden    „  „        t/f^    »      »        «       V'a 

nennen.  Diese  neun  Zahlen  sind  nicht  ganz  unabhängig  von 
einander;  denn  man  hat  z.  B.  die  Belationen: 

2nA  =  2^  +  T,     2A^'=  2q  +  a. 

Jeder  Lösung  der  Gleichung  3m  4-3ii-|-p-f  g  =  13  entspricht  ein 
System  oo*  von  Correlationen,  die  wir  im  Verfolg  der  Analogie 
mit  den  vorangehenden  Belationen  mit  («,  n,  p,  q)  bezeichnen 
wollen.  Beachtet  man,  dass  die  Lösungen  m,  n,  p,  q  und 
fi,  m,  p,  q  dasselbe  System  geben  und  dass  die  auf  die  beiden 
Systeme  (m,  w,  p,  q)  und  (m,  w,  g,  p)  bezüglichen  Zahlen  nur 
durch  die  Vertauschung  von  p  und  x  unterschieden  sind,  so 
darf  man  schliessen,  dass  sich  die  Untersuchung  auf  30  Systeme 
beschränken  lässt.  Die  auf  diese  Systeme  bezüglichen  Zahlen 
Qi  0,  r,  i^,  Aa,  Ttji^  Tta  wcrdcu  vom  Verfasser  im  letzten  Teile 
seiner  Abhandlung  bestimmt  und  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt: 
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II       . 
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Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  1. 
Lehrbücher,  Coordinaten. 

L.  ßiANCBi.     Lezioni  di  geometria  differenziale  fatte  nella 
üniversitk  di  Pisa  nell'  anno  1885-86.     Pisa.  Nistri. 

• 

Wir  machen  die  Leser  des  Jahrbuchs  auf  diese  Vorlesungen 
über  die  infinitesimale  Geometrie  aufmerksam,  welche  jQngst 
autographirt  worden  sind.  Nach  unserer  Meinung  füllen  sie  eine 
bedauerliche  Lücke  in  der  mathematischen  Literatur  aus;  denn 
wenngleich  die  Zahl  der  Werke,  in  denen  die  projectiviscbe 
Geometrie  vollständig  dargestellt  wird,  ziemlich  gross  ist,  so 
kannten  wir  kein  Buch,  welches  die  infinitesimale  Geometrie  ex 
professo  behandelt.  Wer  diesen  so  interessanten  Zweig  der 
Mathematik  kennen  lernen  wollte,  sah  sich  genötigt,,  die  Original- 
quellen zu  Rate  zu  ziehen.  Jetzt  findet  man  in  dem  Buche  des 
Herrn  Bianchi  einen  sicheren  Führer,  der  bis  in  die  entlegensten 
Teile  der  Wissenschaft  geleitet.  In  diesen  beachtungswttrdigen 
Vorlesungen  hat  man  nicht  nur  die  Klarheit  der  Darstellung,  die 
Eleganz  der  Rechnung,  die  grosse  Zahl  interessanter  Beispiele 
zu  bewundern,  sondern  auch  die  Auswahl  und  die  Gliederung 
des  Stoffes.  Damit  die  Leser  sich  selber  von  der  Richtigkeit 
dieses  Urteils  überzeugen  können,  wollen  wir  die  Capitelüber- 
sebriften  des  Werkes  von  Herrn  Bianchi  hersetzen. 
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I.  Raumcurren.  II.  Erammlinige  Coordioatea  auf  den 
OberflScben.  Conforme  Abbildnng.  III.  Geodätische  Linien. 
Geodätische    ErUminung.      IV.     KrDmmnDg    der    Oberflächen. 

V.  Von   den   durch   ihr   Liuieneleinent   definirten  Oberflächen. 

VI.  Von  den  shwickelbaren  Oberflächen.  VII.  Von  den  Ober- 
däcbeo,  bei  denen  die  KrOmmungshalbmeBBer  gegebene  Func- 
tionen von  einander  sind.  VIII.  Von  den  Oberflächen  constanter 
KrOmmang.  !■"  Teil.  Pseudogpbärische  Geometrie.  2*"  Teil. 
Transformation  der  Oberflächen  conetanter  Kränimung.  IX.  Von 
den  Oberflächen,  deren  mittlere  Erflmmnng  gleich  Null  oder 
gleich  einer  Constanten  ist.  X.  Von  den  durch  £)genschart«n 
ihrer  Krümmungslinien  definirten  Oberflächen.  XI.  Voä  den 
Regelflächen.  XII.  Krummlinige  Coordinaten  im  Kanme.  Drei- 
fach orthogonale  Flächensysteme.  XIII.  Elliptische  Coordinaten. 
Geodätische  Linien  des  EUipsoids.  XIV.  Vod  den  dreifach 
orthogonalen  Weingarten' sehen  Systeroeo.  Anhang.  Codazzi'sche 
Formeln.  La.  (Lp.) 


Pkhcival  Feost.      Solid  geometry.     Tbird  edition. 
LondoD.    UacmillaD  aod  Co.    XXIII.  n.  408  S. 
Die    zweite  Ausgabe   dieses    Buches   war   eine    neue,    von 
Herrn   Frost    besorgte  •Auflage    des    Lehrbuchs    von    Frost    und 
Wolstenbolme,  und  in  der  Vorrede  zu  jener  Auflage,  von  welcher 
der  Band  I  veröffentlicht  wurde,   fand  sich   die  Absicht  ausge- 
sprochen, dass  das  Ganze  zwei  Bände  umfassen  sollte;  der  erste 
enthielt  solche  Teile  des   Gegenstandes,   die  {^t  physikalische 
Anwendungen  die  nützlichsten  waren;  der  zweite  sollte  diejenigen 
Teile  geben,  die  vornehmlich  ein  geometrisches 
Die  Absicht,  eine  zweibändige  Ausgabe  zu  veröffe 
indessen   aufgegeben  zu  sein,   da  diese  dritte 
vollständig  ist  and  mehrere  neue  Capitel  enthf 
geeignete  Stelle  in  dem  geplanten  zweiten  Bande 
worden.     Infolge    des   Gebrauches    der    „solidi 
für  Brflehe  und  der  Anwendung  kleinerer  Typi 
mancher  Artikel  Bberscbreitet  der  Umfang  des 
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den  des  früheren  nicht.  Das  Buch  hat  mit  Recht  einen  solchen 
festen  Platz  in  der  Zuneigung  englischer  Studirender  erhalten, 
dass  die  Erwähnung  genügen  wird,  dass  fast  jedes  Capitel  Ver- 
mehrungen erhalten  hat  und  dass  die  neuen  Capitel  behandeln: 
reciproke  Polaren,  Scharen  von  Eonikoiden  und  auf  ein  Tetraeder 
bezogene  Eonikoide,  geodätische  Linien,  krummlinige  C!oordinaten, 
auf  Oberflächen  beschriebene  Curven,  Verbiegung  unausdehnbarer 
Oberflächen,  Functional- Gleichungen  und  Differentialgleichungen 
von  Oberflächen,  Hüllflächen,  die  allgemeine  Theorie  der  Polaren 
und  Tangenten.  Es  wird  bemerkt  werden,  dass  der  Name 
Eonikoid  für  den  Ort  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
beibehalten  ist.  Ferner  soU  hinzugefügt  werden,  dass  die  Bei- 
spiele zu  jedem  Capitel  zahlreich  und  wohl  geordnet  sind  und 
dem  Buche  ein  besonders  charakteristisches  Aussehen  geben. 

Gbs.  (Lp.) 


C.  Prediger.     Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie 

'  des    Baumes.       2.   Aufl.       Claastbal.    Braaos      XIV.   a.   353  S. 


R.  GeigenmOller.  Elemente  der  höhereu  Mathematik, 
zugleich  als  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben 
aus  der  algebraischen  Analysis,  analytischen  Geometrie, 
Differential-  und  Integralrechnung.  PUr  technische 
Lehranstalten     und     zum     Selbststudium.        Mittweida. 

R.  SchoUe.   102  S. 

Es  ist  dies  der  zweite  Teil  des  im  Titel  genannten  Werkes 
(S.  S.  192  dieses  Bandes)  unter  dem  besonderen  Titel:  Analyti- 
sche Geometrie  der  Ebene  mit  besonderer  BerQcksichtigung  der 
Kegelschnitte.  Zweite,  neu  bearbeitete  und  vermehrte  Auflage, 
mit  zwei  Figurentafeln.  Der  Gang  dieses  Buches  ist  nicht  ver- 
schieden von  demjenigen  in  vielen  andern  Büchern  desselben  In- 
haltes,  aber  das  vorliegende  Buch  zeichnet  sich  durch  vielfach 
eingestreute,  passend  gewählte  Beispiele  und  Uebungsaufgaben 
aus.    An  die  Darlegung  der  elementarsten  Sätze  von  den  Kegel- 
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schnitten  kiiQpft  sich  die  Discassion  der  allgemeinen  Gleichnng 
zweiten  Grades  zwischen  x  und  y.  Am  Schlüsse  folgen  dann 
noch  einige  algebraische  Linien  höherer  Ordnung,  ferner  einige 
transcendente  Curven  und  die  Cykloiden.  Mz. 


Descartbs.     G^om^trie.     (Röimpression.)    Paris. 


E.  G.  Malcor.*  Le  calcul  g^om^trique.  Partie  II.  gr.8».  52S. 


G.  A.  Wentworth.     Analytic  georaetry.  Bostoo.  i2«no-  247  s. 


T.  H.  Bagles.      (>)ii8tructive  geometry  of  plane  curves. 
With  numerous  examples.    London.  8».  390  s. 


J.  KoBHLBR.  Exercices  de  göom^trie  analytique  et  de 
g^om^trie  sup^rieure.  Questions  et  Solutions.  I" 
Partie:    Göomötrie  plane.     JI"*  Partie:    G^omötrie  de 

Tespace.      Paris.    Gauthier-Vlllars.  1886,  18S7. 

Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XIL  158.  Lp. 


P.  J.  HoLLMAN.     Verzameling  van  vraagstukken  op  het 
gebied    van    de    analytische    meetkunde    der    ruimte. 

Alkmaar.  H.  Coster  &  Zoon. 

Eine  recht  zweckmässige  Sammlung  von  Aufgaben  über  die 
analytische  Geometrie  des  Raumes.  Die  Auflösung  ist  den 
meisten  derselben  beigegeben,  die  der  übrigen  bleibt  dem  Scharf- 
sinne des  Lesers  überlassen.  G. 


A.   MüKHOPADHYAY.      Solutions  of  some  old  questions. 

Ed.  Times  XLIV.  144-182,  XLV.  146-16^. 
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In  einem  Appendix  (III)  zum  XLIV.,  (II)  zum  XLV.  Bande 
der  Ed.  Times  behanjlelt  der  Verfasser  nach  seiner  Auffassung 
eine  grosse  Anzahl  früher  gestellter  Aufgaben,  die  meistenteils 
der  analytischen  Geometrie  angehören,  aber  auch  aus  anderen 
Gebieten  entnommen  sind.  Lp. 


M.  Falk.      Lärobok  i   plan  analytisk   geometri  för  ele- 
mentarläroverken    ocb    liögre    läroanstaltei*.     Stockholm. 

Lamm  1836. 

Ein  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  für  die  höheren 
Lehranstalten  berechnet.  M.  L. 


K.  Hattendürff.      Einleitung  in   die  analytische  Geo- 
metrie. •    (3.    Ausgabe.)      Haonover.  Schmorl.  XII.  224  S. 


G.  LoRiA.     Studi  suUa  teoria  delle  coordinate  triangolari 
e   sulla  geometria  analitica  di  un  piano  nello  spazio. 

Batt.  G.  XXIV.  164-241. 

Triangularcoordinaten  eines  Punktes  P  in  der  Ebene  eines 
Fundamentaldreiecks  J  werden  die  drei  Dreiecke  zwischen  P 
und  je  einer  Seite  von  J  genannt,  bei  solchen  Vorzeichen,  dass 
ihre  Summe  =  /J  ist.  Es  werden  die  Fundamentalaufgaben  für 
Punkte  und  Gerade,  dann  fttr  Kegelschnitte  in  der  Ebene  be- 
handelt, dann  auf  Aufgaben  über  Systeme  von  Punkten,  Geraden 
und  Kegelschnitten  im  Räume  angewandt,  dann  die  Untersuchung 
von  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  ihrer  ebenen  Schnitte  ge- 
gründet. H. 


M.  F.  DüMONT.  *  Extrait  d'une  lettre.      Noav.  Ano.    (3)    v. 

300-301. 

Eine  Prioritätssache.    Herr  Dumont  hat  entdeckt,  dass  das 
von  Schwering  und  d'Ocagne  gefundene,  dem  Cartesischen  reci- 
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proke  Coordinatensystem  (S.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  613  n.  614) 
schon  Ton  Cbasles  (M^m.  snr  le  principe  de  daalitö)  erwähflt 
worden  ist.  Cbasles'  Antheil  an  der  Sache  beschränkt  sich  aber 
auf  die  Bemerkung,  dass  man  im  Coordinatentetraeder  statt  einer 
Ebene  auch  eine  Ecke  anendlich  fem  legen  kann.  Hiermit  ist 
zwar  der  Kern -der  Sache  getroffen,  aber  das  Verdienst  der  bei- 
den Autoren,  welche  das  noch  Töllig  unbearbeitete  Gebiet  dieser 
Coordinaten  selbständig  aufgefunden  und  in  mannigfachster 
Weise  sachgemäss  verwertet  haben,  natflrlicfa  nicht  im  mindesten 
geschmälert.  Schg. 


C.  Rbuschlb.    Logische  Einführung  der  Liniencoordinaten 
in  der  Ebene.     Schiömiich  z  xxxi.  371-374. 

Glebsch  hatte  die  Wahl  der  negativen  reciproken  Werte 
der  Axenabschnitte  als  Coordinaten  der  Geraden  die  zweck- 
massigste  genannt.  Der  Verfasser  ist  mit  diesem  Motiv  der 
Einführung  nicht  zufrieden  und  kommt  durch  Ueberlegungen 
zu  derselben  Bestimmung.  H. 

W.  Story.      A    new    method    in    analytic    geometry. 

Neweomb  Am.  J.  (X.  38-44. 

Ist  a  verbunden  mit  k  andern  Grössen  o;,  y,  «,  . . .  durch 
eine  Gleichung  /*(a,  rr,  y, »,...)  =  0,  wo  /  rationales  Polynom 
in  diesen  Grössen,  welches  sicher  a,  möglicherweise  auch  o;,  y,  is,  . . . 
enthält,  sind  ferner  rr,  y,  z,  . . .  unter  sich  verbunden  durch  Ät— 1 
Hülfsgieichungen  ?>  =  0,  t//  =  0,  ...  und  können  die  Gleichungen 
f  =  Oy  9)  =  0,  •  V^  =  0,  . . .  für  einen  bestimmten  Wert  von  a 
durch  keine  reellen  noch  imaginären  a?,  y,  ä  . . .  erfüllt  werden,  so 
sind  die  aus  f  =  0  hervorgehenden  Werte  von  a  constant  für 
alle  den  Hülfsgleichungen  entsprechenden  j;,  y,  2,  . . .  Auf  dieses 
Theorem,  findet  der  Verfasser,  lassen  sich  die  Beweise  zahl- 
reicher geometrischer  Sätze  stützen,  deren  sechs  hier  ausgeführt 
sind.  H. 
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E.  Cesaro.     Sur  reniploi  des  coordonn^es  intrins^ues. 

•    Nouv.  Ann.  (3)  V.  127-142. 

Der  Bogen  «,  der  KrQmmuDgs-  und  der  Torsionsradius  q  und  r 
bestimmen  durch  ihre  Abhängigkeit  die  Katur  einer  Curve  unab- 
hängig von  deren  Lage.  Sie  heiss^n  hier  innere  Coordinaten, 
ihre  Relationen  innere.  Das  wesentlich  Neue  der  gegenwärtigen 
Arbeit  besteht  darin,  dass  sie  zur  Untersuchung  äusserer  Bezie- 
hungen angewandt  werden.  Sind  die  Tangente,  Binormale, 
Hauptnormale  für  einen  Curvenpunkt  M  Axen  der  ar,  y,  s,  so 
sind  die  Variationen  der  Coordinaten  x,.  y,  z  eines  äussern  Punktes 
und  die  der  Kichtungscosinus  A,  ^,  v  einer  üussern  Geraden  iu 
Bezug  auf  die  x,  y,  s: 

dx  =  dx ds^     dy  =i  dy ds,      dz  =  dz  -f  ( 1-  -^Jds ; 

dl  =  dX-—ds,    dtt=du-  —  ds,      dv  =  dv-\-(—  +  ^)ds. 

Q  r  \  ü         r  ^ 

Null  gesetzt,  ergeben  sie  die  Bedingungen  eines  festen  Punktes 
und  einer  parallel  bewegten  Geraden.  Es  werden  ferner  ge- 
funden die  Bedingungen  einer  festen  Ebene,  die  Bedingungen, 
unter  denen  eine  Linie  auf  gegebener  Fläche,  namentlich  auf 
einer  Kugelfläehe  liegt,  ferner  die  Gratlinie  der  „Polarfläche^ 
der  Curve,  die  einzigen  ^Heliken^  auf  einer  Kugelfläehe,  die 
Linien,  deren  Normalebenen  durch  einen  festen  Punkt  gehen, 
der  Uebergang  zu  den  innern  Coordinaten,  die  sphärischen  Evol- 
venten, die  einzigen  sphärischen  Linien  als  geodätische  auf  ab- 
wickelbaren Helikoiden,  die  Loxodromen.  H. 


F.  H.  ScHOüTE.     Ein  Rauracoordinatensy^tera  der  Kreise 

in   der  Ebene.      Wien.  Ber.  XCIV.  786-793. 
Sind  ABC  das  Coordinatendreieck,  x,  y,  z  die  Abstände  des, 
Punktes  P  von  dessen  Seiten,  so  werden  der  dem  ABC  umge- 
schriebene Kreis  V  und  die  unendlich  entfernte  Gerade  (r  bezw. 
durch  die  Gleichungen  gegeben: 

yz  sin  i4  +  »^  sin  Ä  +  xy  sinC  =  0, 
j?  sin  ^  -j-  y  sin  Ä  +  a  sin  C  =  0. 
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Bliminirt  man  nach   einander  jede  der  drei  Coordiaalea  x,  y,  s 
nua  beiden,  bo  erhält  man : 

a]  ^  g*  ■{■  i*  +  2  yi  coe  A  =  0, 
analog  b],  c',,  wo  a,,  b„  c,  die  Seiten  des  roo  den  ProjectioDea  • 
des  Punktes  P  auf  die  Seiten    von  ABC  als   Eckpunkten    bO' 
slimmten  Fuespunktdreiecks  tod  P  bedeuten.    Also  geben  diese 
drei  Gleichungen   die   als  Punktkreiae    betrachteten    Ei^ckpunkte 
des  Dreiecks  ABC  an.     Damit  ist  die  Bedeutung  von 

AoJ  -f  ^fcf  -f-  ccj  =  0 
gegeben  als  die  Gleichung  eines  bestimmten  Kreises  des  Netzes, 
das  ü  zum  Orthogonalkreise  hat.     Daher  gilt  der  Satz:    Jeder 
Kreis  der  Ebene  bat  eine  Gleichung,  die  in  die  Gestalt 

U  +  la',  +  ftb\  +  VC]  =  0 
gebracht  werden  kann.  Oder;  Der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche 
der  Inhalt  und  die  Seitenquadrate  des  Fuaspunktdreiccks  einer 
bestimmten  linearen  Gleichung  genUgen,  iat  ein  Kreis.  Ea  wer- 
den nuu  X,  fi,  y  die  cyküschen  Coordinaten  dea  Kreiaea  genannt 
nnd  die  ßezieliungea  untersucht,  in  welchen  zwei  Punkte  des 
Raumes  mit  orthogonalen  Coordinaten  l,  fi,  v  zu  einander  stehen, 
wenn  die  zwei  Kreise,  deren  Bildpunkte  sie  sind,  sich  recht- 
winklig schneiden.  H. 


DE   Salvkrt.       Memoire    sur    I'emploi     rlea     coor<loiin^e» 

curviii^iies   dans    les   problfemeH    de   m^cHiiiqiie  et   les 

ligiies  g^od^^tiqnes  des  surfaces   isothenneg,    Btox  «   te. 

X.  B.  293-406. 

Erater  und  zweiter  Teil  einer  Abhandlung,  von  welcher  der 

dritte  im  folgenden  Bande  erscheinen  soll.  Mn.  (Lp) 

L.  AcTONNE.      Recherclies   sur    kü  g 

cotitenus    dans    le    groupe    Cremor 

moire:  Groupes  cubiques.     Jordan  .i. 

lo  einer  froheren  Arbeit  f^ Jordan  J.  (4) 

bat  der  Verfa»»«r  die  Tbeorie  dir  Gruppe 
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welche  in  der  qaadratischen  Cremona'schen  Gruppe  enthalten  sind, 
vollständig  dargestellt.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die 
endlichen  Gruppen,  welche  in  der  kubischen  Gruppe  enthalten  sind, 
untersucht.  Diese  Gruppe  wird  ausschliesslich  von  linearen,  qua- 
dratischen und  kubischen  Substitutionen  gebildet.     Es  sei 

eine  kubische  Substitution,  dann  hat  die  allgemeine  Curve  des 
Netzes 

9  —  «*!  Ti  +  w,  <P,  +  «3  y,  (w.  =  const.) 

einen  von  den  ui  unabhängigen  festen  Doppelpunkt  w  und  vier 
gleichfalls  feste  einfache  Punkte,  w  und  diese  letzten  vier  Punkte 
sind  die  Fundamentalpunkte  von  S. 

Der  Verfasser  beschränkt  sich  hier  darauf,  solche  kubischen 
Gruppen  zu  bestimmen,  bei  welchen  erstens  keine  Substitution 
der  Gruppe  zwei  unendlich  nahe  Fundamentalpudkte  bat  und 
zweitens  der  Punkt  to  derselbe  für  alle  kubischen  Substitutionen 
der  Gruppe  ist. 

Es  wird  zunächst  in  dem  ersten  Teile  das  wichtige  Theorem 
bewiesen:  „Eine  kubische  Gruppe  G  endlicher  Ordnung  ist  iso- 
morph einer  linearen  Gruppe  2  endlicher  Ordnung  fflr  zwei 
homogene  Variabeln.^  2  heisst  die  Directionsgruppe  (Groupe 
directeur)  von  G.  Diejenige  Gruppe  r,  welche  in  G  enthalten 
ist  und  der  Einheitssubstitution  von  2  entspricht,  heisst  die  Nor- 
malgruppe von  G, 

.Der  zweite  Teil  der  Arbeit  enthält  die  vollständige  Theorie 
der  Normalgruppen.  Es  giebt  deren  sieben  verschiedene  Typen, 
welche  alle  aufgestellt  werden. 

In  dem  dritten  Teile  wird  nach  der  Natur  der  Directions- 
gruppe  2  gefragt,  wenn  r  der  Reihe  nach  den  sieben  vorher 
bestimmten  Typen  angehört,  und  es  werden  die  von  Herrn  Jordan 
(Kronecker  J.  LXXXIV)  aufgezählten  linearen  Gruppen  endlicher 
Ordnung  den  Typen  der  Normalgruppe  zugeteilt. 

In  dem  vierten  Teile  werden  besondere  Fälle,  die  ^normo- 
linearen^  Gruppen  behandelt.  Eine  solche  Gruppe  G  geht  hervor 
aus    der   Zusammenstellung    einer   Normalgruppe  F   mit    einer 
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lineftren  Gruppe  L  dreier  bomogenen  Vai  iabeln.    Solcher  normo- 
ÜDearen  Gruppen  giebt  es  ebenfalU  sieben  Typen. 

Um  das  Studium  der  kubischen  Gruppen  endliober  Ordnung 
abzoBchliessen,  wDrde  es  nötig  sein  aach  zu  untersuchen,  wie  die 
vürhergebenden  Betrachtungen  sieb  modificiren,  erstens,  wenn 
ttvei  der  Fundamental  punkte  einer  Substitution  unendlich  nahe 
Tücken,  und  zweitens,  wenn  der  Punkt  tu  nicht  Hlr  alle  Substitu- 
tionen der  Gruppe  der  nämliche  ist.  W.  St. 


J.  Brill.  Od  tbe  application  of  the  tbeory  of  complex 
qaaiitities  to  plane  geometry.  Meai.  XYl.  8-20. 
Der  Verfasser  greift  algebraische  Identitäten  heraus  und 
deutet  sie  geometrisch,  indem  er  annimmt,  dass  alle  Buchstaben 
eomplexe  Grössen  bedeuten.  Indem  er  z.  B.  die  Identit&t 
*Cy — »)  +  yC»— *)  +  *(* — y)  —  0  nach  dieser  Art  deutet,  erhält 
er  den  geometrischen  Salz,  dass  fllr  ein  Dreieck  ABC  und  einen 
Ponkt  0  im  Innern  desselben 

OA.BC         _  OB.  CA  _         PC.  AB 

aiaCBOC—BAC)  "  Bm(^COA-CBA)   ~  e\n{AOB~ACB) 
ist     Ebenso  giebt  die  Identität; 

'(»-»)*  +  yC»-a')'+»Ca'-s')*  =  Cy-8)(3-x)c*-»)(x+j,+a) 

die  Beziehnng: 

0A.BC*.co»(C~B+P0Ä)  +  OB.CA' .  cob(A-C-\-POB) 

+  OC.AB*.co8(B-A  +  POC)  =  3.  BC.CA.  AB.OP. 
Eine  Anzahl  solcher  Deutungen  wird  mitgeleijt.         Glr.  (Lp.) 


E.  R.  Nkovios.     Einige  Be 

lutig  Ton  Funkten,  deren 

imaginär  sind.      HetBiDgr. 

Sind  X  und  y  reelle  Zahle 

winkligen  Goordinaten  (x,  y)   1 

der  complexen  Zahl  x+iy  zusa 

fest,  dass  unter  einem  Punkt  ( 


n 
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imaginär  sind,  der  Träger  der  eomplexen  Zahl  x+iy  yerstanden 
werden  soll,  so  ist  demgemäss  der  imaginäre  Punkt  (a -|- $6,  c-t-td) 
durch  den  reellen  Punkt  (a— d,  fe+c)  erklärt.  „Die  so  gewon- 
nene Darstellung  von  Punkten,  deren  Coordinaten  imaginär  sind, 
erhält  bei  der  Losung  von  Aufgaben  ein  besonderes  Interesse 
dadurch,  dass  in  vielen  Fällen,  in  welchen  die  Lösung  auf  ima- 
ginäre Punkte  führt,  die  geometrischen  Repräsentanten  dieser 
Punkte  eine  besondere  Bedeutung  für  die  betrachtete  geometri- 
sche Figur  erhalten,  wodurch  in  manchen  Fällen  die  vollständige 
Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  auch  vereinfacht  werden  kann.** 
Es  wird  dies  an  einigen  Beispielen  erläutert  M — n. 


H.  Grassmann.  Anwendung  der  Ansdehnungslehre  auf 
die  allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  und  krunrnnen 
Flächen.  I.  Raumcurven.  Pr.  Halle  a.  s. 
Der  Verfasser  begründet  in  dieser  Abhandlung  die  Theorie 
der  Raumcurven  lediglich  mit  den  Mitteln  der  Streckenrechnung. 
Der  erste,  vorbereitende  Abschnitt  stellt  die  aus  der  „Ausdeb- 
nungslehre^  bekannten  Principien  dieser  Rechnung  zusammen 
und  behandelt  namentlich  die  geometrische  Addition,  die  äussere 
und  innere  Multiplication  der  Strecken  und  die  Differential- 
quotienten des  äusseren  und  des  inneren  Productes.  Im  zweiten 
Abschnitt  wird  ein  veränderlicher  Curvenpunkt  P  durch  seinen 
Abstand  x  von  einem  festen  Punkte  0  bestimmt,  und  x  als 
Function  des  Bogens  s  =  AP  dargestellt,  wo  A  ein  fester  Punkt 
der  Curve  ist.  Diese  Grundlagen  reichen  aus,  um  Tangente  und 
Normale,  Scbmiegungsebene  und  Contingenzwinkel,  sowie  die 
als  Strecke  erscheinende  erste  Krümmung  einer  Raumcurve  in 
einfachster  Weise  und  lediglich  als  Function  von  s  darzustellen. 
Etwas  complicirter  werden  die  Gleichungen,  wenn  statt  des  Bo- 
gens $  eine  beliebige  Grösse  t  als  unabhängige  Variable  za 
Grunde  gelegt  wird.  Nachdem  im  dritten  Abschnitt  die  innere 
Multiplication  von  Strecken  auf  Flächenräume  ausgedehnt  und 
der  Begriff  des  äusseren  Productes  von  vfer  Strecken  erörtert 
worden  ist,  folgt  im  vierten  Abschnitte  eine  noch  weiter  vereiu- 
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fachte  Bestimmung  des  KrQmmnngsmittelpunktes  und  darauf  die 
Theorie  der  zweiten  Krümmung  und  der  Sehmiegungskugel  in 
analoger  und  zu  ebenso  einfachen  Resultaten  führender  Dar- 
stellung. Schg. 


F.  AscHiERi.     Sullo   spazio  delle   sfere  Eiiclidee.     Lomb. 

Beod.  (2)  XIX.  3^5*361,  41G-424,  449-458. 

Die  Gesamtheit  der  Kugeln  des  euklidischen  Raumes  kann 
als  eine  ebene  yierdiroensionale  Mannigfaltigkeit  (S^)  betrachtet 
werden,  insofern  jede  dieser  Kugeln  durch  vier  Variable,  näm- 
lich die  drei  Coordinaten  und  die  Potenz  ihres  Mittelpunktes, 
bestimmt  ist.  Demnach  Iftsst  sich  auch  die  euklidische  Kugel 
als  Raumelement  des  ebenen  yierdimensionalen  Raumes  be- 
trachten und  als  solches  mit  den  Mitteln  der  aqalytischen  Geo- 
metrie untersuchen.  Diese  Untersuchung  bildet  den  Gegenstand 
der  Yorliegenden  Abhandlung.  Eine  lineare  Gleichung  zwischen 
den  oben  erwähnten  vier  Variablen  stellt  eine  dreifach  unend- 
liche „Kugelgruppe^  (2r)  dar,  zwei  solche  Gruppen  (X.,  X,) 
haben  ein  (zweifach  unendliches)  „Kugelnetz^  (-^i^)  gemeinsam, 
ebenso  eine  Gruppe  (2,)  mit  einem  Ketze  (X,X,)  einen  (einfach 
unendlichen)  „Kugelbüschel"  (I,X^IJ,  endlich  eine  Gruppe  (I^) 
mit  einem  Bflschel  (X,  X,X,)  eine  einfache  Kugel  (X,X,X,  X^). 
Punkte  und  Ebenen,  als  Ausartungen  der  Kugel,  sind  gleichfalls 
als  Elemente  zu  betrachten.  Die  aus  Ebenen  bestehende  Gruppe 
(G)  bildet  den  unendlich  fernen  Raum  des  Yierdimensionalen 
Raumes  S^.  Jede  Gruppe  hat  einen  Mittelpunkt,  jedes  Netz  eine 
Mittellinie,  jeder  Büschel  eine  Mittelebene.  Parallel  werden  zwei 
solche  Gebilde  genannt,  wenn  ihre  Mittelelemente  zusammenfallen, 
resp.  das  Mittelelement  des  einen  in  dem  des  anderen  liegt.  Die 
Bedingungen  der  Parallelität  werden  dann  in  den  einzelnen 
Fällen  analytisch  ausgedrückt.  Durch  Nullsetzung  der  einzelnen 
vier  Variablen  entstehen  vier  „Fundamentalgruppen",  zu  denen 
die  Gruppe  G  als  fünfte  hinzukommt,  und  aus  denen  wieder  10 
entsprechende  Netze,  10  Büschel  und  5  Kugeln  hervorgehen. 
Alle  zusammen    können    als    ein    homogenes    Coordinatensystem 

42* 
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betrachtet  weiden,  in  welchem  z.  B.  ein  Büschel  durch  die  Grup- 
pen bestimmt  ist,  die  er  mit  den  10  FundamentalbQscheln  bildet 
Es  folgen  dann  weiter  Untersuchungen  über  projectivische,  reci- 
proke  und  orthogonale  Gebilde  in  dem  betrachteten  Eugelraume, 
über  sphärische  Complexe  und  Winkel  zwischen  Gruppen,  Netzen 
und  Büscheln.  Schg. 


F.  AscHiBRi.     Sopra  gli   spazi  composti  di  spazi  lineari 
di  uno  spazio  lineare  di  quarta  spezie.    Lomb  Reod.  (2) 

XIX.  614-619.  698-703. 

Fortsetzung  der  vorigen  Arbeit.  Es  werden  zunächst  die 
Bedingungen  festgestellt,  unter  welchen  entweder  zwei  Kugel- 
büschel ein  gemeinsames  Element  haben,  d.  h.  demselben  Netze 
angehören,  oder  zwei  Eugelnetze  einen  gemeinsamen  Büschel  haben, 
d.  h.  derselben  Gruppe  angehören.  Eine  homogene  Gleichung 
n<«"  Grades  zwischen  den  10  Coordinaten  eines  Büschels  oder 
Netzes  ist  der  Ausdruck  eines  algebraischen  fttnfdimensionalen 
Systems  von  Büscheln  oder  Netzen.  Diese  Systeme  hängen,  wie 
im  einzelnen  dargethan  wird,  mit  den  Plücker'schen  Complexen 
zusammen.  Vier  solcher  Systeme  haben  eine  zweifach  unendliche 
Schar  von  Büscheln  gemeinsam.  Diese  bilden  einen  dreidimen- 
sionalen Raum,  der  eine  Regelfläche  des  zu  Grunde  liegenden 
vierdimensionalen  Gebietes  darstellt.  Fünf  Systeme  haben  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Büscheln  gemeinsam,  die  zusammen 
eine  zweidimensionale  Regelfläche  bilden.  Hieran  schliessen  sich 
Untersuchungen  über  die  eindimensionalen  Erzeugenden  dieser 
Regelgebilde  und  über  Berührungen  zwischen  den  letzteren. 

Schg. 


A.  Büchheim.     On  the  theory  of  screws  in  elliptic  space. 

Lond.  M.  8.  Proc.  XVII.  240-254. 

Fortsetzung  früherer  Arbeiten  des  Verfassers  über  denselben 
Gegenstand  (S.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  465).  Die  dort  zuletzt  ge- 
gebenen Formeln   über  unendlich  kleine  Bewegungen  innerhalb 
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eines  beliebig  gekrammten  dreidimensionaleu  Raumes  werden 
bier  auf  endlicbe  Bewegungen  ausgedebnt.  In  dem  ersten,  mit 
den  Methoden  der  Ausdehnungslehre  gef&hrten  Teile  der  Unter- 
suchung werden  Formeln  Aber  Strecken  und  Winkel  abgeleitet, 
um  welche  Punkte,  Ebenen  und  Linien  gedreht  werden.  Im 
zweiten  Teile  wird  gezeigt,  wie  jede  derartige  Drehung  durch 
eine  Biquaternion  darstellbar  ist,  wobei  auch  auf  zusammen- 
gesetzte Bewegungen  eingegangen  wird.  Schg. 


J.    Kbaus.     Die  geometrische  Deutung  von  Invariauten, 
welche  bei  ebenen  Collineationen  auftreten.    Diss.GiesseD. 

22  S.  4» 


O.   Mey.      Ueber    die  Darstellung    binärer   Formen    auf 

den    Normcurven.       Dies.  Königsberg.  40  8.  8^ 


Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 

C.  Reüscble.  Praxis  der  Curvendiscussion.  I  T.  Cur- 
vendiscussion  in  Punktcoordinaten  mit  einem  Anhang 
über    analytisch  -geometrische    Principien.       ötattgart. 

Metxler.   VII  u.  159  S. 


E.  W.  Symons.      Analytic  investigation    of  forraulae  for 
radii  of  curvature  etc.     Ed.  Times.  XLV.  25. 

Es  sei  a;co8w  +  y  sinw— p  =  0  die  Gleichung  der  Tangente 
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in  irgend  einem  Punkte  einer  gegebenen  Carve.  Man  betrachte 
p  als  Function  von  w  und  differentiire  die  Gleichung  nach  oi, 

80  folgt  —  aiainw  +  y  coscri — --^  =  0,    die  Gleichung  der  Nor- 

male  der  Curve  in  dem  betrachteten  Punkte,  also  -^    das    Lot 

vom  Nullpunkte  auf  die  Normale.  Durch  solche  und  ähnliche 
Schlüsse  gelangt  der  Verfasser  u.  a.  zu  dem  Ausdrucke 

für  den  Krümmungsradius,  der  sich  jedoch  schon  bei  Frenet 
(Recueil  d'exercices  sur  le  calcul  infinitesimal,  §  XIII,  No.  27*2) 
findet  Lp. 


E.  Cbsaro.     Sur  les  lignes  de  poursuite.      Noav.  Add.    (3) 

V.  Ü5-83. 

Bei  den  graphischen  Constructionen  der  Gewölbe,  speciell 
bei  der  Darstellung  der  Gewölbespannungen  kommt  man  auf 
die  Betrachtung  gewisser  Linien,  deren  Beziehungen  hier  ganz 
allgemein  untersucht  werden.  Denkt  man  sich  eine  Linie  so 
mit  Masse  belegt,  dass  die  Masse  des  Bogenelementes  d$  gleich 
qds  ist,  und  nennt  man  M^  den  Schwerpunkt  des  Bogens  A  JV, 
der  von  einem  festen  Curvenpunkt  A  bis  zum  veränderlichen  U 
reicht,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  M^  eine  gewisse  Curve,  und 
es  handelt  sich  darum,  die  Beziehungen  zwischen  den  Curven 
(ß)  und  (ß^)  zu  erforschen.  Der  Herr  Verfasser  beschränkt 
sich  auf  den  Fall,  dass  (^),  also  auch  (iVJ  eine  ebene  Curve 
sei,  wiewohl  sich  die  Betrachtung  auch  auf  den  Raum  aus- 
dehnen liesse. 

Man  erkennt  sogleich,  dass  die  Curve  (ilfj  die  Gerade  M^M 
zur  Tangente  hat,  uud  dass  zwischen  den  entsprechenden  Bogen- 
dementen  die  Relation  besteht 

wo  r  =  M^M  und  Q  =  /^(^s  die  Masse  des  ganzen  Bogens  ^Iff  ist. 
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Die  Curve  (Jf J  kann  demnach  auch  aafgefasst  werdeo  als 
9  Verfoigongseurve'*,  wobei  die  Geschwindigkeiten  des  Terfoigenden 
Punktes  Jf.  and  des  verfolgten  M  das  Verhältnis  K  haben.  Um- 
gekehrt kann  auf  diese  Weise  jede  Verfolgungscurve  erhalten 
werden,  wenn  man  die  Massen  Verteilung  der  obigen  Gleichung 
gemäss  wählt,  die  man  als  Differentialgleichung  in  der  Form 

dp   ^K 
Qds"  r 

schreiben  kann.  Als  Grundlage  für  die  Untersuchungen  ent- 
wickelt nun  der  Herr  Verfasser  folgende  Belationen,  in  denen 
^  den  Winkel  bedeutet,  welchen  zwei  entsprechende  Elemente 
mit  einander  bilden,  q  und  q^  die  Erfimmungsradien ,  «  und  «^ 
die  Contingenzwinkel,  so  dass  €  — «^  =  dd^  ist, 

d$  r  r+dr-f-rf* 


(2) 


«,         sin(^— «J  sin^ 


(3)  O.  =  -r — s"?       J =  COS^, 

^  ^  ^^       sin^  '  d$  ' 


(4) 


d»        1         K 


*         ^        ^o' 


(5)         cos^  =  2iSr+(?-^~ 

In  den  Fällen,  wo  statt  einer  eigentlichen  Verfolgungscurve 
eine  „Fliehcurve"  auftritt,  ist  in  diesen  Formeln  df^  und  IT  durch 
—  dt^  und  —  ÜT  zu  ersetzen.  Diese  allgemeinen  Formeln  werden 
nun  auf  gewisse  speciellere  Fälle  angewandt  Setzt  man  zu- 
nächst ^  =  — ,   so  wird  (Ä^)  die  Evolute  von  (ß).     Setzt  man 

S  mit  einem  beliebigen  anderen  Werte  constant,  so  erhält  man 
die  sogenannten  Developpoiden,  welche  von  Laueret  zuerst  unter- 
sucht sind.  Ueber  diese  werden  nun  eingehende  Betrachtungen 
angestellt,  welche  teils  auf  bereits  bekannte  Eigenschaften  zu- 
rQckftthren,  teils  neue  Resultate  ergeben. 

Die  Betrachtung  der  Developpoiden  führt  dann  noch  zu  der 
der  Rflckkehrcurven  (courbes  de  rebroussement).  Diese  Curven 
scheiden  diejenigen  Teile  der  Ebene,  in  welcher  die  Developpoiden 
Verfolgungscurven  sind,  von  denjenigen,  in  welchen  sie  Flieh- 
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curven  sind.  Diese  Betrachtungen  werden  auf  eine  Anzahl  spe- 
cieller  Curven  angewandt.  Zum  Schluss  wirft  der  Herr  Verfasser 
die  Frage  auf,  ob  nach  dem  Princip  der  Dualität  die  hier  unter- 
suchten Beziehungen  eine  Analogie  haben.  Dies  ist  natflrlich 
nicht  ohne  weiteres  der  Fall,  weil  es  sich  nicht  nur  um  projec- 
tivische,  sondern  auch  um  metrische  Beziehungen  handelt.  Der 
Verfasser  behält  sich  aber  über  diesen  Punkt  eingehendere  Unter- 
suchungen vor.  A. 


C.  Nies.      Untersuchungen    über   Curven,   deren   Bogen 
einer  Potenz   der  Abscisse   proportional   ist.     Fr.  Real- 

gyron.  Darmstadt.  4^  25  S. 

Die  hier  behandelten  Curven  sind  durch  die  Gleichung 
s  =>  axf*  definirt,  worin  s  die  Bogenlänge,  x  die  Abscisse,  a 
einen  Proportionalitätsfactor,  ^  eine  positive  oder  negative, 
ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeutet.  Nur  der  kleinere  Teil 
der  vom  Verfasser  gegebenen  Resultate  ist  von  Wert,  Ref.  denkt 
auf  diese  nicht  uninteressanten  Curven  demnächst  ausführlich 
zurückzukommen.    (Pr.  Kgl.  Realgymn.  Berlin  1889.) 

R.  N. 


A.  Bassani.     Curve  piane  derivate.    Batt.  G.  xxiv.  371-375. 

Von  einer  ebenen  Curve  wird  eine  andere  dadurch  abge- 
leitet, dass  in  den  Punkten  M^  M\  ...  der  ersteren  (c)  die  Tan- 
genten construirt  werden  und  auf  jeder  Tangente  vom  Berüh- 
rungspunkte aus  eine  Strecke  /  abgetragen  wird,  die  eine  stetige 
Function  des  Contingenzwinkels  ist.  Die  Endpunkte  Ifp  JH,,  ... 
dieser  Strecken  bilden  dann  die  abgeleitete  Curve  (c,).  Insbe- 
sondere wird  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  die  Strecke  /  der 
jedesmalige  Krümmungsradius  der  Curve  (c)  in  M  ist  Es  wer- 
den nun  verschiedene  Sätze  über  die  Normalen  beider  Curven, 
über  den  Krümmungsradius  der  abgeleiteten  Curve,  über  dessen 
Construction,    und    über   das  Bogendifferential   der  abgeleiteten 
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Curve  gegeben.      Auch    werden    noch  weitere  dahin  gehörende 
Sätze  und  Aufgaben  behandelt.  Mz. 


G.  PlROND!Nl.      Note  g^om^trique.       Nouv.   Ann.  (3)  V,  460-480. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  eine  ebene  Curve  A  und  deren 
Evolute  A,,  hierauf  wieder  die  Evolute  von  A,,  die  mit  A,  be- 
zeichnet wird,  u.  s.  f.  Femer  nennt  er  5,  f,,  «,,  ...  die  Bogen; 
ds^  de,,  d«,,  ...  die  Contingenzwinkel ;  q,  Q^,  q^,  ...  die  Krüm- 
mungsradien. Da  nun  ds^  =  dg^  ds^  =  d^^,  ds^  =  dg^j  . . .  und 
d€  =  d«j  =  d«,  =  . . .,  so  hat  man  auch 

dg  dg^  dg^ 

Es  wird  nun  unter  Zugrundelegung  der  Beziehung  g  ^  tf(s) 
die  Frage  behandelt,  welche  Bedingung  notwendig  und  hin- 
reichend ist,  damit  A  und  eine  der  Übrigen  Curven  A,,  ...  iden- 
tisch sind;  und  es  werden  hierbei  bestimmte  Formen  von  <p($) 
und  gewisse  Curven,  unter  andern  die  logarithmische  Spirale 
und  die  Cykloide  aufgefunden.  Weiterhin  werden  auch  sphä- 
rische Curven  in  ähnlicher  Weise  behandelt.  Mz. 


W.  J.  C.  MiLLBR,  A.  H.  CuRTis,  J.  Neübkrg.     Solution 

of  question    8110.     Ed.  Times.  XLIV.  36<)7. 

Wenn  die  Fusspunktencurve  irgend  eines  geschlossenen  Ovals 
mit  dem  Inhalte  Ä  bezüglich  eines  inneren  Punktes  gebildet  ist, 
und  wenn  durch  jeden  Punkt  der  Fusspunktencurve  eine  Gerade 
gezogen  wird,  welche  den  Winkel  a  mit  dem  Radiusvector  nach 
dem  Punkte  einschliesst,  so  wird  der  Inhalt  A'  der  durch  diese 
Linien  umhüllten  Curve  durch  die  Gleichung  A'  =  A.  sin'a  ge- 
geben. Lp. 


M.  Jbnkins.     A  proof  of  Holditch's  theorem.     Mes«.  xvi. 

110-111. 

Beweis  des  Satzes,  dass,  wenn  CC  eine  gegebene  Strecke 
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ist,  die  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  zwei  festen  geschlossenen 
Curven  bewegt,  P  ein  gegebener  Punkt  auf  der  Strecke,  der  sie 
in  die  Teile  CP  =  c,  PC  =  c'  teilt,  und  wenn  (C),  (P),  (C)  die 
Flächeninhalte  der  bei  einer  vollen  Umdrehung  durch  C,  P  und  C 
beschriebenen  Curven  bezeichnen,  die  Relation  stattfindet: 

c'(C)  +  c(C')  =  (c  +  c'XP)  +  ^cc'(c  +  c'). 

Glr.  (Lp.) 


Ol.  Olsson.     Nagra  geometriska   satzer.      Zeathen  T.   (5) 

IV.  120-128. 

Beweise  der  folgenden  Sätze  und  anderer  ähnlicher  Art: 
1)  Vollzieht  man  mit  einem  ebenen  convexen  Polygon  eine  ganze 
Umdrehung,  so  dass  die  Seiten  geschlossene  Curven  ohne  singu- 
lare Punkte  umhüllen  und  dass  ein  gegebener  fester  Punkt 
immer  innerhalb  desselben  bleibt,  bezeichnet  man  femer  die 
Polygonseiten  durch  /,,  /„  ...,  U  und  die  Längen  der  Curven 
durch  Lj,  L„  . . .,  L,,,  so  wird  SIL  =  4nJj  wo  J  den  Flächen- 
inhalt des  Polygons  bezeichnet. 

2)  Eine  unveränderliche  Gerade  bewegt  sich  so,  dass  die 
Endpunkte  derselben  auf  einer  geschlossenen  convexen  Curve 
gleiten.  Die  Bogenlängen  der  beiden  Enveloppencurven,  welche 
vo^  der  gegebenen  Geraden  und  einer  anderen,  mit  derselben 
fest  verbundenen,  beschrieben  werden,  sind  dann  durch  eine 
lineare  Relation  verbunden.  Gm. 


E.  Cesaro.      Sur   une  condition  ddfinissant  des  fainilles 

de   COUrbes.      Mathesi«  vi.  33-34. 

1)   Sind  P  und  Q  Functionen  des  Bogens  «,  so  haben  die- 
jenigen Curven,  für  welche 

ist,  als  Krümmungsradius 

PQ  yp*-Q'* 

worin   die  Ableitungen   nach  s  genommen   sind.     2)   Die  loga- 
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rithmischen  Spiralen  sind  die  einzigen  Linien,  für  welebe,  wenn 
ein  Punkt  sie  durehläuft,  der  Abstand  desselben  vom  Schwor- 
punkte des  durchlaafenen  Weges  proportional  zur  Länge  dieses 
selben  Weges  wäehst.  Mn.  (Lp.) 


B.    Theorie  der  algebraischen  Gurven. 
R.  DB   Paolis      Alcune  npplicazioni  della  teoria  generale 

delle   CUrve   polari.       Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  III   265-280. 

Die  zu  besprechende  Arbeit  besteht  aus  vier  Paragraphen, 
von  i¥elchen  die  beiden  ersten  von  Curven  beliebiger  Ordnung 
(oder  Klasse)  handeln,  der  dritte  von  den  Curven  zweiter 
Ordnung  (oder  Klasse),  der  vierte  von  den  Curven  dritter 
Ordnung  (oder  Klasse)  Zur  Kennzeichnung  der  geführten  Unter- 
suchungen wollen  wir  beim  Berichte  die  Berührungspunkte  der- 
selben mit  bekannten  Arbeiten  angeben. 

Wir  beginnen  mit  §  1.     Eine  Curve  (Ort)  C»  n^^  Ordnung, 

welche  durch  die  Gleichung  al  =  0  dargestellt  wird,  und  eine 
Curve  (Höllcurve)  f «  n^'  Klasse,    welche  durch  die  Gleichung 

a}  =-  0  dargestellt  wird,  heissen  „harmonisch^,  wenn  ihre  simul- 
tane Invariante  (aay  gleich  Null  ist;  dann  gehört  d  dem  linearen 
Curvensyslem  n^  Ordnung  an,  welches  durch  i«(w-f-3)  unab- 
hängige Tangenten  von  J^n,  jede  ft  Mal  gerechnet,  bestimmt 
wird,  und  umgekehrt.  Bekanntlich  gründet  sich,  auf  die  Be- 
trachtung der  Invariante  (aaY  (der  „Harmonicante",  armonizzante 
nach  Hrn.  Battaglini,  der  ihre  Bedeutung  in  den  Atti  della  R. 
Acc.  di  Napoli  1864,  67,  68  nachgewiesen  hat)  ein  Princip  zur 
Anordnung  der  algebraischen  P^ormen,  welches  von  Hrn.  Rosanes 
erforscht  worden  ist  (Borchardt  J.  LXXV  u.  LXXVI).  Die  Curve 
r»  der  voranstehenden  Definition  kann  in  n  Punkte  zerfallen 
(Vgl.  Battaglini  1.  c.  1868,  Rosanes  in  Borchardt  J.  LXXXVII, 
Caporali  in  Rom.  Acc.  L.  (3)  1).  Es  giebt  Gruppen  von  n  +  I 
Punkten,  von  denen  n  beliebige  eine  zu  einer  gegebenen  Curve 
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Cn  harmonische  JT»  bilden.  (Reye  in  Borchardt  J.  LXXII,  Ca- 
porali  I.  c.). 

Alle  Curven  («— m)'"  Klasse,   welche  mit  einer  Carve  T« 

(der  Klasse  m  <  vi)  a^  =  0  eine  zur  Curve  C„  mit  der  Gleichung 

al  =z  0  harmonische  Curve  T«  bilden,  machen  ein  lineares  System 
aus;  der  Ort  der  in  m  zusammenfallende  Punkte  zerfallenden 
Curven  dieses  Systems  ist  eine  Curve  Pn-m  (w— w)**'  Ordnung, 
welche  „erste  Polarcurve"  von  T»  in  Bezug  auf  C»  heisst;  ihre 

Gleichung  ist  a?  ««""*  =  0  (Clifford,  Lond.  M.  S.  Proc.  II;  Reye, 
Borchardt  J.  LXXII.  u.  LXXVIII).  Ist  n—m  >  m,  so  kann 
man  mit  Fm  und  Pn^m  ebenso  verfahren,  wie  es  mit  Tm  und  d 
geschehen  ist.  So  gelangt  man  zu  einer  Curve  Pn^%m  Von  der 
(n— 2m)*«°  Ordnung,  welche  „zweite  Polarcurve"  von  jT«  in  Be- 
zug auf  Cn  heisst.  Ist  auch  n— 2m  >  m,  so  kann  man  in  dieser 
Weise  weiter  gehen.     Bezeichnet  t  das  grösste  in  dem  Bruche 


n 


enthaltene  Ganze,   so    kann   man  t  „auf  einander  folgende 

Polarcurven"  von  Tm  in  Bezug  auf  C  betrachten,  welche  fflr 
m  =  1  in  die  gemeinen  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  Ortscurve  übergehen.  Indessen  kann  es  auch  vorkommen, 
dass  die  Polare  Pn^m  von  F^  in  Bezug  auf  C»  unbestimmt  wird; 
dann  heissen  Fm  und  C„  „apolar"  (Reye,  Borchardt  J.  LXXVII, 
LXXIX  u.  LXXXII).  Ist  ^m(m  +  3)  ^  i(ii  -  M){n  -  m  +  3)  +  1 
oder  2m(n+3)  =(n+l)(w+2),  so  giebt  es  ein  lineares  System 
Qo2m(n+3)-(«+i)(»+2)  Curvcu ,  dic  zu  einer  gegebenen  Curve  C 
apolar  sind. 

Der  Ausgangspunkt  für  die  im  zweiten  Paragraphen  ent- 
haltenen Untersuchungen  ist  die  Aufgabe,  das  erste  Glied  der 
Gleichung  einer  Curve  Cn  durch  die  Summe  der  n*«"  Potenzen 
von  r  linearen  Formen  auszudrücken.  Zu  diesem  Behufe  stellt 
der  Verfasser  fest:  ^Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,   dass   das   erste  Glied  der  Gleichung  d,  sich  als  lineare 

Function  der  ersten  Glieder  von  Ci^\  Ci%  . . .,  &n^  (r <i«(n+3)) 

ausdrücken  lässt,  ist  die,  dass  jede  zu  di\  C^\  ...,  C^^  har- 
monische Curve  Fn  auch  zu  Cn  harmonisch  ist.^     Daraus  zieht 
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er  die  Folgerung:  „Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  das  erste  Glied  der  Gleichung  von  Cn  sich  durch 
die  Summe  der  n^^°  Potenzen  der  ersten  Glieder  der  Gleichungen 
von  r  Geraden  ausdrücken  lässt,  ist  die,  dass  jede  diese  Geraden 
berührende  Fn  zu  C„  harmonisch  isf  Alsdann  bilden  diese 
r  Geraden  ein  harmonisches  r-Seit  in  Bezug  auf  C«.  Diese  Figur 
besitzt  wichtige  Eigenschaften,  von  denen  wir  einige  angeben 
wollen. 

Er  sei  ein  harmonisches  r-Seit  und  ein  harmonisches  5-Seit 
in  Bezug  auf  C^  gegeben  und 

m  <  II,    r"iin(iii-[-3),     «^i»»(m-f-3), 
r+«^^m(m+3)+i(«— w)(ii-m+3)+l, 
so    giebt   es    ein    lineares  System  oo*'"("*+3)+4('»~"»K'»"'"+^)^^— (''+*) 
von    Tm,   die  jedem   der   beiden  Vielseite   einbeschrieben  sind. 
Ist  r<  |ii(ii-|-3),  «^i«(»+3),  so  giebt  es  ein  lineares  System 
Q^4ii(»+3)+i-(r+«)   yQQ  j^^^    (jiß    beiden    Vielseiten    einbeschrieben 

sind.  Eine  Cn  hat  oc<"+^>-'  harmonische  -Jfi(fi  + 3) -Seite, 
oc''(''+3)-«(^w(ii+3)-l)-Seite,  cc«(«+3)-.7q„(„^3)_  2)-Seite.  In 
Bezug  auf  eine  solche  Curve  ist  jedes  im(m-j-l)-Seit  conjugirt, 
das  von  den  Geraden  gebildet  wird,  welche  paarweise  die  Punkte 
jener  oben  besprochenen  Gruppen  von  n-\-\  Punkten  verbinden 
(Vgl.  Rosanes,  Borchardt  J.  LXXVI;  Reye  ibid.  LXXXII). 

Wenn  die  Curve  C„  zweiter  Ordnung  ist,  so  verwandeln 
sich  die  allgemeinen  oben  angeführten  Sätze  auf  bemerkenswerte 
Weise  in  eigenartige  und  geben  meist  bekannte  nach  Brianchon, 
Poncelet,  Steiner  u.  s.  w.  benannte  Theoreme,  wie  der  Verfasser 
in  §  3  nachweist.  In  §  4  stellt  er  eine  ähnliche  Untersuchung 
für  die  Curven  dritter  Ordnung  an,  wobei  er  besonders  auf  die 
Construction  der  harmonischen  Vielseite  eingeht.  Unter  den 
zahlreichen  vom  Verfasser  gewonnenen  Sätzen  wollen  wir  bloss 
den  folgenden  hersetzen,  dessen  Analogie  mit  einem  wohl  be- 
kannten Lehrsatze  über  die  Kegelschnitte  in  die  Augen  springt: 
„Sind  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  CuVve  dritter  Klasse 
unter  einander  harmonisch,  so  giebt  es  ^c*  dem  ersten  umbe- 
scbriebene  und  zum  zweiten  harmonische  Fünfseite  und  oc^  dem 
zweiten  einbeschriebene  und  zum  ersten  harmonische  Fünfecke." 

La.  (Lp.) 


n 
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G.  Maisano.     Sülle  curve  Ar™*  Hessiana,  &""•  Steineriana, 

^raa  Cayleyana.     Palermo  Rend.  I.  66-68. 

Bekanntlich  kann  man  in  Beziehung  auf  eine  algebraische 
Curve  mehrere  Hesse'sche,  Steiner'sche  und  Cayley'sche  Curven 
betrachten.  (Vgl.  Salmon  „Höhere  ebene  Curven",  1873.  S.  429). 
Von  diesen  Curven  sagt  Hr.  Maisano  folgende  Eigenschaften  aas, 
von  denen  die  beiden  ersten  die  Verallgemeinerungen  bekannter 
Eigenschaften  sind. 

I.  Die  (!!—*)*•"  Polaren  der  Punkte  der  k^"^  Hesse'schen 
Curve  berühren  in  den  entsprechenden  Punkten^  die  **•  Stei- 
ner'sche. 

IL  Die  *^°  Polaren  der  Punkte  der  **•"  Steiner'schen  Curve 
in  Bezug  auf  die  Grundcurve  bei  Uhren  uneigentlich  die  Hesse*- 
sche  in  den  entsprechenden  Punkten. 

III.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Vorhandensein  eines  Undulationspunktes  einer  Curve  ist  die,  dass 
die  erste  und  die  zweite  Hesse'sche  Curve  sich  auf  der  Curve 
selbst  schneiden.  La.  (Lp.) 

J.  C.  Malet.     Geometrical  theorems.    Dublin  Trans,  xxvm. 

759-770. 

Enthält  Erweiterungen  nebst  neuen  Beweisen  in  einigen 
Fällen  von  den  Sätzen  Newton's,  Maclaurin's  und  Chasles*  hia- 
sichtlich  der  Durchmesser,  Polaren  und  parallelen  Tangenten 
ebener  Curven  beliebigen  Grades.  Der  Aufsatz  gicbt  auch  Ver- 
allgemeinerungen auf  Sätze  für  Oberflächen.  Obs.  (Lp.) 

M.  d'Ocagne.     Tli^orfeme  siir  les  courbes  algebriques  et 

le    Cercle.       Nouv.  Ann.  (8)  V.  225-229. 

Der  Herr  Verfasser  beweist  folgenden  Satz:  Der  Schwer- 
punkt derjenigen  Punkte,  in  denen  irgend  eine  gegebene  alge- 
braische Curve  von  einem  Kreise  getroffen  wird,  ist  ein  unver- 
änderlicher Punkt,  so  lange  das  Centruin  des  Kreises  unver- 
ändert bleibt    —    wie    auch  der  Radius  variiren   möge.      (Vgl. 
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6.  Humbert,  „Application  g^om^trique  d'un  th^oröme  de  Jacobi'^, 
Jordan  J.  (4)  L  347-356;  F.  d.  M.  XVII.  1885.  684.  Red.) 

Dieses  Theorem  wird  hierauf  benutzt,  uro  zwei  andere  her- 
zuleiten, das  eine  mittels  reciproker  Polaren,  und  das  andere 
mittels  reciproker  Radien  vectoren.  Endlich  wird  eine  Anwen- 
dung von  diesen  Sätzen  auf  die  Kegelschnitte,  insbesondere  auf 
den  Krümmungskreis  an  Kegelschnitten  gemacht.  Mz. 


C.  Weltzibn.     Zur  Theorie  der  Doppelpunkte  und  Dop- 
peltangenten  der  ebenen  rationalen  Curven.    Klein  Ann. 

XXVI.  516-533. 

Eine  ebene  rationale  Curve  n^^  Ordnung  wird  durch  die 
Parameterdarstellung 

j:,  :  a?, :  X,  =  A(t)  :  B(t)  :  C(0 
gegeben. 

Siehat(w— !)(« — 2)  Doppelpunkte,  deren  Parametergleichung 
von  Herrn  Haase  (Klein  Ann.  Bd.  II)  gegeben  wurde.  Sind  t^ 
und  I,  die  Parameterwerte  für  denselben  Doppelpunkt  und  wird 
(j  =  /j  -f  /j,  T  =  /j  t^  -gesetzt,  so  bestimmt  der  Verfasser  för  a  eine 

Gleichung  vom  Grade  -^^ ^ —.     t  ist  dann  rational  durch 

a  ausdrfickbar  und  die  Doppelpunkte  sind  durch  -^^ ~ ^ 

Gleichungen  von  der  Form:  7** — aT-{-t  =  0  gegeben. 

Für  n  =  4,  5,  6  werden  diese  Gleichungen  für  o  abgeleitet. 

In  analoger  Weise  wird  die  Gleichung  der  Parameter  für 
die  Berührungspunkte  der  Doppeltaogenten  behandelt.  Die  Lo- 
sung derselben  wird  zurückgeführt  auf  diejenigen  einer  Gleichung 
2(ii— 3)(«— 2y«°  Grades  und  2(w-3)Cw— 2)  quadratischer  Glei- 
chungen. W.  St. 

B.  GucciA.     Generalizzazione  di  un  teorema  di  Nöther. 

Palermo  Rend.  I.  139-156. 

Wenn  ein  lineares  System  ebener  algebraischer  Curven  vom 
Geschlecht  p  mit  k  Parametern  vorliegt,  so  werden  sich  je  zwei 
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dieser  Gurveu,  ausser  in  gewissen  festen  Basispunkten  noch  in 
einer  festen,  cbarakteristisehen  Anzahl  D  von  bewegliehen  Punk- 
ten trefifen.  FQr  p  =  0,  />  =  1  nennen  die  italienischen  6eo- 
meter  ein  solches  System  ein  „homaloidiscbes'^.  Man  kann  dann 
dem  bekannten  Nöther'schen  Satze,  demzufolge  eine  beliebige 
birationale  (sog.  Cremona-)  Transformation  zweier  Ebenen  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  quadratischen  Transformationen  ersetzt 
werden  kann,  die  Fassung  geben: 

„Mittels  einer  geeigneten  quadratischen  Transformation  kann 
man  immer  ein  homaloidisches  Netz  (k  =  2)  der  Ordnung  n>  l 
in  ein  anderes  von  geringerer  Ordnung  Qberfbhren.'' 

Der  Verfasser  löst  die  analoge  Aufgabe  für  ein  be- 
liebiges k  und  D  mit  Hülfe  von  Methoden,  die  von  Hm.  Bertini 
angegeben  sind,  über  die  in  den  früheren  Jahrgängen  dieser 
Zeitschrift  berichtet  worden  ist.  Es  ergiebt  sich  unter  anderem, 
dass  ein  derartiges  Gurvensystem  vermöge  quadratischer  Trans- 
formationen nur  auf  irgend  eines  von  vier  speciellen  Systemen 
kleinster  Ordnung  zurückgeführt  werden  kann.  My. 


B.  GucciA.      Sur    uue   question    concernant    les    points 
singuliers  des  courbes  alg^briques  planes.     0.  R    cm. 

594-596. 

Bezeichnet  C  die  Anzahl  willkürlicher  Bedingungen,  die  eine 
ebene  Curve  n^^  Ordnung  noch  erfüllen  kann,  wenn  sie  in  einem 
Punkte  P  die  Singularität  [a]  besitzt,  E  die  durch  letztere  be- 
wirkte Verkleinerung  der  Geschlechtszahl  -^ ^ —  und  / 

die  Anzahl  mit  P  zusammenfallender  Schnittpunkte  zweier  ebenen 
Gurven  n^^'  Ordnung  mit  der  Singularität  [a]  in  P,  so  ist: 

C=^i—E.  Js. 


F.  Hofmann.  Notiz  Über  die  Wendepunkte  einer  alge- 
braiscben  Curve  sowie  einen  Satz  von  Clebsch  aus 
der   Theorie   der    Curven    III.  Ordnung.       Schlömilch  z. 

XXXI.  374-370. 
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Ein  aoalTtischer  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Schnittpunkte 
einer  algebraischen  Curve  mit  ihrer  Hesse'schen  Gurre  Wende- 
ponkte  sind,  giebt  Anlass,  bekannte  Beziehungen  zwischen  einer 
Carye  III.  Ordnung  und  ihrer  Hesse'schen  Curve  zu  behandeln. 

Js. 

J.  J.  Sylvbstkr.    Sur  T^quation  diflF^rentielle  d'une  courbe 
d'ordre  qiielconque.    C.  R.  Clli.  408-411. 

Stellt  (7  =  0  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  n**'  Ordnung 
zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  dar,  so  bildet  der  Verfasser 
die  Ableitungen  von  V  nach  x  von  den  Ordnungen 


n+l,  ii4-2,  .  .  ., 


2 


wodurch  — - —  Gleichungen  sich  ei^eben.    Aus  diesen  kann  man 

ebenso  viele  Coefficienten,  d.  h.  alle  Coefficienten  von  (7,  mit 
Ausnahme  derjenigen,  welche  keine  Potenz  von  y  enthalten, 
eliminiren  und  erhält  so  die  gesuchte  Differentialgleichung,  „cri- 
törium  diff^rentiel*',    einer  Curve   n*"  Ordnung.      Der  Grad  des 

Kriteriums  für  eine  Curve  n*«'  Ordnung  ist  — ^ -^ und 

6 

sein  Gewicht  ist  -^^ q  H — ^^ .^^    .      ,  wenn 

o  o 

das  Gewicht  von  d'j^  für  t  gezählt  wird.     Diese  Zahlen   sind, 

wie  der  Verfasser  bemerkt,  in  Uebereinstimmung  mit  den  von 
Herrn  Halphen  gefundenen.  W.  St. 


J.  J.  Sylvester.     On  the  diflferential  equation  to  a  curve 

of  any   order.      Nature.  XXXIV.  365-366. 

Herr  Sylvester  giebt  an  dieser  Stelle  ohne  Beweis  einen 
Satz  über  die  Differentialgleichung  einer  Curve  von  beliebiger 
Ordnung.  Es  sei  m.ii  eine  Bezeichnung  für  den  Coefficienten 
von  A"  in 

Forttohr.  d.  Math.   XVIII.  a.  43 
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Man  bilde  die  Determinante: 

2.1     3.1  3.2    4.1     4.2 

3.1     4.1  4.2    5.1     5.2 

4.1     5.1  5.2    6.1  *  6.2 


43 

5.1 

5.2 

5.3 

5.4 

5.3 

6.1 

6.2 

6.3 

6.4 

6.3 

7.1 

7.2 

7.3 

7.4 

=  0. 


11.1  12.1   12.2  13.1   13.2  13.3  14.1   14.2  14.3  14.4 

• 

Dies  ist  das  „Kriterium"  för  eine  Curve  vierter  Ordnung.  Fügt 
man  nach  dem  augenfälligen  Gesetze  fQnf  weitere  Zeilen  und 
Golonnen  hinzu,  so  hat  man  das  Kriterium  für  die  Curven  fünf- 
ter Ordnung;  durch  abermalige  Hinzufügung  von  sechs  Zeilen 
und  Colonnen  folgt  das  Kriterium  für  die  Curven  sechster  Ord- 
nung. Ebenso  liefern  die  Subdeterminanten  aus  den  ersten  1, 
1+2  =  3,  1+2+3  =  6  Zeilen  und  Colonnen  die  Kriterien  für 
die  Curven  der  drei  ersten  Ordnungen,  das  der  Kegelschnitte 
behaftet  mit  dem  Factor  ^y".  Uebrigens  ist  m./u  =  0,  sobald 
m<2|u;  also  z.B.  3.2,  4.3,  5.3,  6.4,  7.4  alle  gleich  Null. 
(Vgl.  das  voranstehende  ßeferat).  Lp. 


C.  Taylor.  On  the  order  of  orthoptic  loci.     Mess.  xvi.  i-5. 

Zieht  man*  an  irgend  einer  Curve  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Tangenten,  so  heisst  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  der 
„orthoptische  Ort"  der  Curve,  da  diese  von  jedem  seiner  Punkte 
aus  unter  rechtem  Winkel  erscheint.  Es  wird  nachgewiesen,  dass 
der  orthoptische  Ort  irgend  einer  Curve  von  der  Klasse  n  die 
Ordnung  n(n—\)  besitzt  und  ^ii(ii~l)-mal  durch  die  Kreispunkte 
im  Unendlichen  gebt.  Die  besonderen  Fälle  der  Ellipse,  Parabel 
und  Kardioide  werden  einzeln  durchgegangen.  (Vgl.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  685.)  Glr.  (Lp.) 


M.  d'Ocagne.     On  homological  polar  reciprocal  cuvves, 

Ed.  Times.  XLTV.  95-96. 


Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  688. 


Lp. 
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G.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

Fr.  Grabfb.  Auflösungen  und  Beweise  der  Aufgaben 
und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des 
Punktes,    der    geraden    Linie,    des    Kreises    und    der 

Kegelschnitte.      Leipzig.  B.  G  Tenboer.  IV  +  258  S.  S». 

Das  Buch  enthält  die  Auflösungen  der  Aufgaben,  die  geson- 
dert erschienen  sind.  (Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  689.)  Für  die 
einfacheren  Aufgaben  sind  bloss  die  RcHultate  angegeben:  bei 
den  schwierigeren  dagegen  ist  der  Gang  der  Lösung  vollständig 
mitgeteilt,  und  dadurch  ist  das  ganze  Werk  eine  wertvolle  Er- 
gänzung der  Lehrbücher  geworden,  welche  in  die  analytische 
Behandlung  der  Kegelschnitte  einführen.  Die  verschiedenen  Me- 
thoden, welche  in  der  analytischen  Geometrie  zur  Anwendung 
kommen,  haben  gebührende  Berücksichtigung  gefunden.  Die 
Theorie  der  Determinanten  ist  vorausgesetzt,  dagegen  ist  keine 
Anwendung  von  der  Differential-  und  Integral-Rechnung  gemacht. 
Die  Beweise  sind  nicht  immer  nach  den  Methoden  der  analyti- 
schen Geometrie,  sondern  zuweilen  nach  denen  der  Geometrie 
der  Lage  gegeben.  Manche  Ungenauigkeiten  der  Fragestellung 
bei  den  Aufgaben  werden  bei  fortgesetztem  Gebrauche  erkannt 
werden  und  in  einer  künftigen  neuen  Auflage  sich  verbessern 
lassen.  Lp. 


O.  Janisch.  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene  mit  den  Resultaten  für  höhere  Lehranstalten 
und    für    den    Selbstunterricht.      Herausgegeben    von 

H.    Funcke,     Potsdam.  A.  Stein.  IV  -f  200  S.  8o. 

In  dem  Nachlasse  des  am  2.  August  1883  gestorbenen  Ver- 
fassers fand  sich  ein  zur  HeVausgabe  bestimmtes  reiches  Material 
aus  der  analytischen  Geometrie  mit  den  Lösungen.  Aus  dem- 
selben hat  sein  Sohn  die  vorliegende  Sammlung  mit  den  Resul- 
taten zusammengestellt;   Herr  Funcke  hat  im  Auftrage  des  Ver- 

43* 
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legers  die  Herausgabe  besorgt.  Nach  einer  Einleitung  mit 
Beispielen  zur  Lösung  von  Aufgaben  folgen  in  fünf  Abschnitten 
die  Aufgaben,  welche  fast  nur  die  Auffindung  geometrischer 
Oerter  verlangen.  Abschnitt  I,  die  gerade  Linie,  mit  73  Num- 
mern; Abschnitt  II,  der  Kreis,  mit  136;  Abschnitt  III,  die  Pa- 
rabel, mit  100;  Abschnitt  IV,  die  Ellipse,  mit  149;  Abschnitt  V, 
die  Hyperbel,  mit  88.  Manche  Nummer  enthält  eine  ganze  Reihe 
von  Fragen.  In  einem  Anhange  sind  die  gebräuchlichsten  For- 
meln aus  der  analytischen  Geometrie  vom  Herausgeber  zusammen- 
gestellt. Die  Art  der  Aufgaben  ist  wenig  mannigfaltig;  alle  be- 
ziehen sich  auf  die  Durchschnitte  beweglicher  Linien,  deren 
Entstehung  analytisch  sjch  leicht  verfolgen  lässt.  Für  Schüler 
mit  geringen  Vorkenntnissen  dürfte  daher  die  Sammlung  zur 
Einübung  des  Lehrstoffes  und  zur  Ausbildung  nach  einer  be- 
stimmten Richtung  sich  gut  eignen.  .  Lp. 


A.  Hochheim.     Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene.    Heft  III.    Die  Kegelschnitte.    Abteilung  IT. 

Leipzig.  B  6.  Teuboer. 

In  zwei  gesonderten  Heften,  das  eine  betitelt:  Aufgaben  und 
das  zweite:  Auflösungen,  werden  hier  450  Probleme  aus  der 
analytischen  Geometrie  aufgestellt  und  gelöst. 

Es  sind  dies  aber  solche  Probleme,  die  einem  Anfangscursus 
der  analytischen  Geometrie  nicht  mehr  angehören;  nämlich  Auf- 
gaben über  projectivische  Strahlenbüschel  in  schiefer  Lage,  con- 
centrische  projectivische  Strahlenbüschel,  Erzeugnisse  projectivi- 
scher  Strablenbüschel  in  einer  Ebene;  hierauf  projectivische 
Punktreiben  in  schiefer  Lage,  conjectivische  Punktreihen  und 
Erzeugnisse  projeetivischer  Punktreihen  in  einer  Ebene.  Dann 
folgen  Punktreihen  und  Strahlenbüf^chel  zweiter  Ordnung,  invo- 
lutorische  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung, 
die  Sechsecke  von  Pascal  und  Briauchon,  Pol  und  Polare,  Mittel- 
punkt, Durchmesser,  Axen,  Asymptoten,  Brennpunkte.  Dann 
Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittscharen ,  vermischte  Auf- 
gaben.    Zum  Schluss  werden  trimetrische  Coordinaten  angewandt 
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und  die  homogenen  Gleichungen  zweiten  Grades,  Pol  und  Polare, 
das  Polardreieck,  Mittelpunkt  und  Durchmesser,  Kegelschnitt- 
bQschel  und  Eegelschnittscharen,  vermischte  Aufgaben  mit  diesen 
Coordinaten  behandelt.  Das  Buch  wird  dem  angehenden  Stu- 
direnden  jedenfalls  sehr  nützlich  sein.  Mz. 


]|fc    Lemotne.     Quelques  questions  se  rapportant  k  l'^tude 
des  antiparallfeles  des  cöt^s  d*un  triangle,     s  M.  P.  Bull. 

XIV.  107-131. 

Während  in  früheren  Arbeiten  die  Figur  betrachtet  wurde, 
welche  entsteht,  wenn  zu  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  Paral- 
lelen construirt  werden,  die  durch  denselben  Punkt  gehen,  wird 
in  dieser  Arbeit  die  Figur  näher  discutirt,  die  man  erhält,  wenn 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  antiparallele  Gerade,  die  durch 
denselben  Punkt  gehen,  gezogen  werden.  Das  Dreieck  ABC 
dient  als  Goordinatendreieck,  und  die  Coordinaten  eines  Punktes 
P  sind  die  Lote  £,  17,  ^  zu  den  Seiten  £C,  CA,  AB^  deren  Längen 
resp.  II,  6,  c.  Wenn  nun  0(a,  ß^  y)  der  Punkt  ist,  durch  den 
die  «drei  Antiparallelen  gehen,  so  ist  die  Gleichung  der  mit  BC 
antiparallelen  Geraden: 

und  analog  die  der  beiden  anderen.  Es  werden  nun  in  der  Vor- 
aussetzung a'>b>  c  die  Längen  der  hauptsächlichen  Linien  in 
der  Figur  als  Functionen  von  a,  6,  c,  a,  ß,  y  ermittelt;  dann  werden 
der  unaschriebene  Kreis  und  die  vier  Kreise,  die  die  Seiten  von 
ABC  berühren,  mit  herangezogen,  und  eine  grosse  Zahl  von 
Sätzen  und  Beziehungen  angegeben,  was  in  der  Arbeit  selbst 
nachzusehen  ist.  Mz. 

J.  Nbubbrg.     8ur  le  point  de  Tarry.    Mathesie  vi.  6-7. 

Dieser  Artikel  hängt  eng  mit  der  folgenden  Aufgabe  zu- 
sammen,  die  in  Mathesis  V.  208-212  behandelt  ist:  „In  der 
Ebene  eines  Dreiecks  ABC  den  Ort  eines  Punktes  Af  so  zu  b^* 
stimmen,  dass  die  Lote  zu  den  Geraden  MBy  MC,  MA  in  den 
Ecken   sich   in   einem   und   demselben   Punkte   M'   schneiden»'' 
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1.  In  Normal -Coordinaten  haben  die  Oerter  der  Punkte  M 
und  M*  die  Gleichungen: 

.  .            cos  ß  Hin C         cos  C sin  ^          cos  ^4  sin  £^  _ 
(1) __  + + _  0, 

.  sin  £^  cos  C         sinCcoSil         sin^lcosB 

(2)     — - — + — ^ — + — r~" 

Es  sind  dies  Kegelschnitte,  welche  durch  Aj  B,  C  gehen  und 
ausserdem  bezw.  durch  die  Schnittpunkte  der  Höhen  AH,  BH,  CH 
mit  den  zu  A6,  BC^  CA  durch  B,  C,  A  oder  zu  AC,  CB,  BA  durch 
C,  B,  A  gezogenen  Senkrechten. 

2.  Die  Gleichungen  (I)  und  (2)  ergeben  durch  Addition  und 
Subtraction : 

ÜHl  +  üii  +  fJiC^ 

a  p  y 

8in(ß-C)    ,    6\a(C-A)    .    8in(il-ß)       ^ 
(4)  \      '+  />  •*•  y  ^^' 

die  Gleichungen  des  Umkreises  von  ABC  und  der  Eiepert'schen 
Hyperbel.  Die  vier  Curven  (l),  (2),  (H),  (4)  schneiden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  iV,  der  „Tarry'scher  Punkt"  beisst. 
Dieser  Punkt  N  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Lote  auf  NA^  NB,  NC 
bezw.  durch  A,  B,  C,  oder  B,  C,  A,  oder  C,  A,  B  in  drei  Punk- 
ten A,  R\  R^'  zusammentrefifen.  R  ist  der  Schnittpunkt  des  Um- 
kreises von  ABC  mit  der  Steiner'schen  Ellipse.  Er  ist  der  den 
drei  Erttmmungskreisen  dieser  Ellipse  in  Ay  £,  C  gemeinsame 
Punkt.  Aus  diesem  Grunde  ist  R  der  „Steiner'sche  Punkt**  des 
Dreiecks  ABC, 

Das  Dreieck  RR'R"  ist  der  Steiner'schen  Ellipse  einbe- 
scbrieben  und  hat  denselben  Schwerpunkt  wie  ABC,  Von  den 
Punkten  R\  A"  aus  sieht  man  die  Seiten  a,  6,  c  unter  den 
Winkeln  B,  C,  A  oder  C,  A^  B,  was  eine  merkwürdige  Annähe- 
rung zwischen  diesen  Punkten   und  den  Brocard'schen  herstellt 

3.  Man  lege  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  Lote  zu 
BCy  CA,  ABy  ihre  Fusspunkte  seien  A^,  B,,  C^]  ferner  mögen 
die  Schnittpunkte  von  MA^,  MB^,  MC^  mit  6,  c,  a  und  c,  a,  6 
bezw.  i4,,  B,,  C,  und  -4,,  B„  C,  heissen.     Dann  ist 
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2A,B,C,  =Sßy8\üA, 

2  A^B^C^ .  C08/4  cosßcosC  =  SßycosBsinC^ 
2  A^B^C^ .  cos il  cos 0 cos C  =  SßyBinBcosC. 
Daraus  folgen  ganz  merkwürdige  Sätze,  z.  B.:  1)  Die  Kegel- 
schnitte (l)  und  (2)  sind  die  Oerter  solcher  Punkte,  für  welche 
die  Punkte  i4„  J?„  C,  oder  -4,,  B„  C,  in  einer  Geraden  liegen. 
2)  Bewegt  sich  der  Punkt  M  auf  dem  Umkreise  yon  ABC  oder  auf 
der  Kieperf sehen  Hyperbel,  so  haben  die  Dreiecke  A^B^C^  und 
A^B^C^  absolut  genommen  gleichen  Flächeninhalt.  3)  Wenn  der 
Punkt  M  sich  auf  einem  durch  die  Punkte  A,  B^  C,  N  gehenden 
Kegelschnitte  bewegt,  so  besteht  zwischen  den  Flächeninhalten 
von  je  zweien  der  Dreiecke  i4,'jB, Cj,  i4,jB,C,.  A^B^C^  ein  con- 
stantes  Verhältnis.  4)  Die  vom  Tarry'schen  Punkte  auf  die 
Seiten  von  A,  jB,  C  gefällten  Lote  treffen  diese  in  neun  Punkten, 
die  auf  drei  Geraden  A,  ß,  C,,  A,  Ä,C,,  A,  ß,  C,  verteilt  liegen. 

Mn.  (Lp.) 


A.  Caylky.      Änalytical  -  geometrical  note  on  tbe  conic* 

Me80.  XV.  192. 

Sind  ar,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  dem  Kegel- 
schnitte yz-\-!ue-\-xy  =  0,  so  sind  offenbar  (^,  s,  x)  und  (»,  x^  y) 
die  Coordinaten  zweier  anderen  Punkte  auf  demselben  Kegel- 
schnitte. Der  Verfasser  zeigt,  dass  diese  drei  Punkte  die  Ecken 
eines  dem  Kegelschnitte: 

«'-f-y'+»'— 2yÄ— 2»a;— 2iry  =  0 
umgeschriebenen  Dreieckes  sind.  Glr.  (Lp.) 


G.  Egidi.      SuUe    formole  trigonometriche   comuni    alle 
sezioni  coniche-  dotate  di  centro.     Rom.    Acc.  P.  d.  N.  L. 

XXXVII.  295-302. 

In  der  Gleichung  x^-{-c^y^  =  l  sollen  dem  c  drei  verschiedene 

Werte  beigelegt  werden,  c  =  1,  c>  1,  c  =  j/— 1-;  sie  repräsen- 
tirt  dann  drei  Kegelschnitte  mit  demselben  Mittelpunkte  und 
gemeinsamer  Abscissen-Axe,  Kreis,  Ellipse,  gleichseitige  Hyperbel. 


ggO  I^*  Abschottt.     Analytische  Geometrie. 

Die  beiden  letzteren  können  als  orthogonale,  reelle  resp.  imagi- 
näre Projeetion  des  ersteren  angesehen  werden.  Construirt  man 
nun  die  zur  Definition  der  trigonometrischen  Functionen  am 
Kreise  nötigen  Längen,  und  verwendet  ihre  Projectionen  in  ana- 
loger Weise  als  Definition  der  gleichnamigen  trigonometrischen 
Functionen  des  Ellipsen-  resp.  Hjperbelbogens,  so  lassen  sich 
eine  grosse  Reihe  von  Formelgruppen  aufstellen,  welche  fbr  alle 
drei  Curven  Geltung  haben,  je  nach  dem  Werte,  welcher  dem  c 
beigelegt  wird.  R.  M. 


H.  M^  Taylor.  On  a  geoiftetrical  Interpretation  of  the 
algebraieal  expression  which  equated  to  zero,  represents 
a  curve  or  a  surface.    Mesa.  xvi.  39-41. 

Ist  S  =  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  (oder  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung),  so  zeigt  sieb,  dass  S  das  Product  der 
Normalen  von  irgend  einem  Punkte  an  den  Kegelschnitt  (oder 
an  die  Fläche)  S  =  0  und  der  Lote  vom  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnittes (oder  der  Fläche)  auf  die  Tangenten  (oder  Tangential- 
ebenen) an  dem  Kegelschnitte  (an  der  Fläche)  in  den  Punkten 
ist,  wo  diese  Normalen  gezogen  sind,  das  Ganze  noch  mit  einer 
Constanten  multiplicirt.  6lr.  (Lp) 


J,  WoLSTKNHOLME,  G.  B.  Mathkws.    Solution  ofquestion 

8159.      Ed.  Timea  XLV.  65  66. 

Zwei  Kreise  haben  die  Mittelpunkte  A^  £,  die  Radien 
a,  b  (a  >>  6),  die  Centrale  c.  Eine  Gerade  bewegt  sich  so,  dass 
die  durch  die  beiden  Kreise  aus  ihr  herausgetüchnittenen  Segmente 
das  gegebene  Verhältnis  X  :  1  haben.  Die  Hüllcurve  der  Geraden 
ist  ein  Kegelschnitt.  Nimmt  man  AB  als  positive  x-Axe,  eine 
Senkrechte  zn  AB  m  A  als  ^-Axe,  so  findet  man  die  Gleichung 
des  Kegelschnittes: 
(a»— AV)(r-^l) .  x'+  ((a»-rfc«)(;L»- 1)  -^c') .  y' 

_.jAV(o'— ^6») .  a:  +  (a'~  A»fc«)(a»~;L»6H  A'O  =  0. 
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Die  verschiedenen  Fälle,  welche  fllrÄ<l,X=l,  i>l  oder 
fttr  il  <  a  :  6,  l  =  aib^  X>  a:b  u.  8.  w.  eintreten  können,  wer- 
den erörtert  Lp. 


Genesb.      Correspondance.     Nouv.  Ann.  (3)  v.  493-494. 

Der  Herr  Verfasser  weist  auf  einen  Fehler  hin,  den  er  in 
einem  Beweise,  welchen  Tarry  von  einem  Steiner'schen  Satz  ge- 
geben hat,  findet.  (Vgl,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  549).  Er  zeigt, 
dass  es  vier  Kegelschnitte  giebt,  in  Bezug  auf  welche  zwei  ge- 
gebene Kegelschnitte  S  und  S  reciproke  Polaren  sind.  Der 
analytische  Nachweis  hiervon  ist  dieser:     Wenn 

la*+mß^+ny*  =  0    und     Xa^+ftß^+vy*  =  0 
die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  S  und  S  sind,  und  beide  re- 
ciproke Polaren  zu  dem  Kegelschnitt  D,  dessen  Gleichung: 

isty  80  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

L'       ipy»        iv' 

oder: 


L :  Ä :  JV  =  +  yXTT:  +  VitTTm  :  ±  l/irr», 
und  daraus  folgt,  dass  es  vier  Kegelschnitte  D  giebt         Mz. 


R.  GoDEFROY.    8ur  le  systöme  d'une  conique  et  d'un  cercle. 

Noov.  Ado   (3)  V.  155-158. 

In  dieser  kurzen  Notiz  wird  ein  Mittelpunktskegelschnitt: 

und  ein  Kreis: 

in  Betracht  gezogen.    Beide  Curven  schneiden  sich  in  4  Punkten, 

durch  welche  3  Geradenpaare  gehen;  sind  (x^y[)  die  Coordinaten 

des  Kreuznngspunktes   bei  dem  einen  Paare  und  ebenso  (^,y,), 

(x,yi)  bei  den  beiden  andern,  dann  ist: 

h'ß  ,  a'a 

»iy«yi  = li-      und     a?,«,(r,  = 


c'   ' 
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wie  sehr  einfach  durch  Rechnung  gefunden  wird.  Diese  Glei- 
chungen werden  geometrisch  gedeutet;  und  es  wird  dann  als 
besonderer  Fall  der  Erümmungskreis,  den  der  Kegelschnitt  in 
(a?,  y)  hat,  angenommen,  für  welchen  sich  ergiebt: 

«-"IT"'     ^"^—J^' 
Tritt  an  die  Stelle  des  Kegelschnitts:  6*a;*  +  a*y'— a'6'  =  0  die 
Parabel  y'— 2pa;  =  0,  so  ergiebt  eine  ähnliche  Rechnung: 

a?,  +  x,  +  a;,  =  a -p;  y, y,y,  =  -  ßp\ 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  der  Satz:  Hat  man  eine 
Parabel  und  einen  Kreis  und  construirt  das  zu  beiden  Curven 
sich  selbst  conjugirte  Polardreieck,  so  bewegt  sich  der  Schwer- 
punkt dieses  Dreiecks  auf  einer  zur  Axe  senkrechten  Geraden, 
wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  einer  solchen  Geraden 
fortschreitet.     Für  den  Krümmuugskreis  hat  man  hier: 


S.  Dautheville.    Sur  Thypercycle  et  la  th6orie  des  cycles 
polaires.      s.  m.  f.  Bull.  XIV.  45-67. 

Zu  dieser  Arbeit  bilden  folgende  Definitionen  die  Grund- 
lage. (Vgl.  Laguerre:  „Sur  les  hypercycles",  „Transformation 
par  semi-droites  röciproques",  „Sur  quelques  propri^t^s  des 
cycles\  F.  d.  M,  XIV.  1882.  541,  722;  XV.  1883.  534.  Red.) 
Ein  Gykel  (cycle)  ist  ein  Kreis,  der  in  einem  bestimmten  Sinn 
durchlaufen  wird;  wechselt  der  Radius  das  Vorzeichen,  so  wird 
der  ßewegungssinn  der  umgekehrte.  Ein  Cykel  ist  daher  durch 
die  Goordinaten  des  Kreismittelpunktes  und  den  Radius  bestimmt. 
Eine  Halbgerade  D  (semi  -  droite)  ist  eine  in  einem  bestimmten 
Sinn  durchlaufene  Gerade;  bildet  sie  mit  OK  den  Winkel  w,  und 
mit  OY  den  Winkel  w'  —  wo  w  und  o)'  kleiner  als  n  —  und 
setzt  man  cosco  =  a,  cosw'  =  /?;  ist  ferner  p  der  Abstand  der 
Geraden  von  0,  so  ist  D  durch  die  drei.  Parameter  (a,  ß,  p) 
bestimmt,  unter  denen  aber  die  Beziehung  a*+/?'  =  1  bestehen 
muss.      llat   man   drei  Halbgerade  /4,  A\  B,   so   giebt   es  einen 
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Cykel  der  sie  berObrt;  ist  0  Durchschnitt  von  A  und  A\  b  Be- 
rührungspunkt von  B  mit  dem  Cykel,  so  möge  Ob  den  Cykel 
noch  in  b'  treffen;  dann  ist  die  Halbgerade  B\  welche  Tangente 
des  Cykels  in  b'  ist,  die  harmonische  Conjugirte  zu  B  in  Bezug 
auf  Ay  A\  Die  Tangenten  des  Cykels  haben  nfimlich  einerlei 
Bewegungssinn  mit  dem  Cykel  im  Berührungspunkt  und  sind 
somit  als  Halbgerade  bestimmt  Die  hierzu  gehörigen  Formeln 
werden  nach  analytischer  Methode  entwickelt.  Hat  man  nun 
drei  Halbgerade  P,  P',  D  und  einen  Cykel  K^  und  betrachtet 
eine  vierte  Halbgerade  A ,  deren  harmonische  Conjugirte  in  Be- 
zug auf  P,  P'  die  Haibgerade  ^'  sei;  und  ist  ferner  V  die  har- 
monische Conjugirte  von  D  in  Bezug  auf  il,  A  —  so  kann  man 
A  so  wählen,  dass  ly  Tangente  des  Cykels  K  wird.  Man  er- 
hält dann  eine  unendliche  Zahl  von  solchen  Geraden  A^  deren 
UmhUllungscurve  Hypercykel  (hypercycle)  genannt  wird.  Hier- 
über folgen  mehrere  Sätze,  und  im  Anschluss  daran  weitere  De- 
finitionen. Mz. 


M.  d'Ocagne.     Sar  le  cercle  orthoptique.      Nonv.  Ann.  (3) 

V.  97-105. 

Wenn  ein  Kreis  C  und  zwei  senkrechte  Durchmesser  Ox, 
Oy  desselben  gegeben  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Recht- 
ecke, die  diesem  Kreise  eingeschrieben  sind,  und  deren  Seiten 
parallel  zu  Ox,  Oy  gehen.  Jedem  dieser  Rechtecke  kann  ein 
Kegelschnitt  K  eingeschrieben  werden,  dessen  Axen  die  Rich- 
tungen Ox,  Oy  haben,  und  zu  jedem  dieser  Kegelschnitte  K  ist 
C  der  orthoptische  Kreis;  d.  h.  der  Kreis,  in  dessen  Punkten 
je  zwei  zu  einander  senkrechte  Tangenten  von  K  sich  treffen.  Es 
wird  nun  auf  dem  Kreise  C,  dessen  Gleichung 

ein  Punkt  if(a,  ß)  angenommen  und  die  Hflllcurve  aller  Polaren 
von  U  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K  gesucht.  Diese  HOll- 
eiirve  ist  die  Parabel,  deren  Gleichung: 

(ax-ßyy—2R'(ax  +  ßy)  +  R*  =  0. 
Fällt  man  von  M  die  Lote  Jfa,  Mb  resp.  auf  Ox,  Oy,  so  umhüllt 
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a6,  während  M  die  Peripherie  von  C  durchläuft,  eine  Hypo- 
cykloide  mit  4  Spitzen.  Jede  einem  solchen  Punkte  M  zuge* 
hörige  Parabel  berührt  nun  diese  Hypoeykloide,  und  zwar  ist 
der  Berührungspunkt  der  Scheitel  der  Parabel.  In  dieser  Weise 
folgen  noch  mehrere*  Sätze.  SpäterHin  wird  der  Punkt  M  fest- 
gehalten, dagegen  das  Axensystem  gedreht;  dann  ist  die  Ein- 
hüllende aller  Parabeln,  die  zu  M  gehören,  das  zu  KO  in  der 
Mitte  errichtete  Lot.  Es  wird  dann  auch  noch  einer  der  Kegel- 
schnitte K  betrachtet,  und  von  diesem  angenommen,  dass  er  an 
der  Drehung  Teil  nimmt,  was  wieder  zu  neuen  Sätzen  führt 

Mz. 


J.  Brill,  S.  Aiyar.     Solution  of  question  8273.     Ed.  Timee 

XLV.  62-63. 

Der  Ort  für  den  Schwerpunkt  der  Punkte,  in  denen  eine 
bewegliche  Tangente  einer  Parabel  von  n  festen  Tangenten  der- 
selben geschnitten  wird,  ist  abermals  eine  Tangente  der  Parabel, 
und  ihr  Berührungspunkt  liegt  auf  der  Geraden,  welche  den 
Schwerpunkt  der  ^«(fi— 1)  Schnittpunkte  der  n  festen  Tangenten 
mit  dem  Schwerpunkte  ihrer  Berührungspunkte  verbindet;  der- 
selbe teilt  ferner  diese  Gerade  nach  dem  Verhältnisse  l:it — 1. 

Lp. 


R.  GoDEPROY.     Siir  las  centres  de  courbure  de  rellipse  et 
de  la  parabole.     Noav.  Add.  (3)  v.  237-245. 

Einfache  Ableitungen  bekannter  Formeln,  welche  den  Krüm- 
mungsradius eines  Ellipsen-  und  Parabelpunktes  in  kurzer  Form 
ausdrücken,  sowie  elegante  Constructionen  des  einem  solchen 
Punkte  zugehörigen  Erümmungsmittelpunktes.  Seht. 


M.  d'Ocagne.     De  la  d^viation  dans  Tellipse.    nouv.  Ado. 

(3)  V.  370-380. 

Die   bekannte  Erzeugung  einer  Ellipse  aus  zwei  concentri- 
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sehen  Kreiaen,  deren  Radien  die  beiden  Halbaxen  a  und  b  sind, 

gieht  Veranlassung  zu  dem   vom  Verfasser  aufgestellten  Begriff 

der  Deviatiou   eines    Ellipsenpunktes.      Darunter   wird    nämlich 

der  Winkel  d  verstanden,  den  die  Tangente  in  dem  fraglichen 

Pookte  der  Ellipse  mit  einer  der  beiden  Tangenten  bildet,  welche 

die  concentriscben  Kreise  in  den  beiden  Punkten  berühren,  aus 

denen  bei  der  erwähnten  Erzeugung  die  Conslruction  des  Ellipsen* 

1.1  1 .      p,.    .        ■  V.    ■  L     .    .       (n  — 6)8ini»cOBa> 

Punktes  lierFOreeht.     Für  o  ergiebt  sich:   tgo  =  — ^-r r- — r^ 

•^  ■  °  °  °        aa\a'(p-i-b  cos'y, 

wo  tp  den  Winkel  bedeutet,  den  die  grosse  Äxe  mit  dem  Radius 
bildet,  der  nach  den  eben  genannten  beiden  Punkteo  gezogen 
werden  kann.  Durch .  Nullsetzung  des  Differentials  dieses  Aus- 
drucks ergiebt  sich  für  die  vier  symmetrisch  liegenden  Punkte, 


,,=]/A.      E.  , 


in  denen  d  ein  Maximum  erreicht,  tang^i,  =  V —      Es  werden 

dann  mehrere  auf  diese  Punkte  maximaler  Deviation  bezQgliche 
Eigenschaften  der  Ellipse  abgeleitet.  Seht. 


M.  d'Ocagnb.     Note  sur  la  dävtation  dnns  l'ellipse. 

Nonv.  Ann.  (3)  V.  534-535. 
Der  vom  Verfasser  in  einer  froheren  Note  (s.  das  vorige 
Referat)  definirte  und  discutirte  Deviationswinkel  eines  Punktes 
einer  Ellipse  wird  liier  auf  eine  Weise  construirt,  die  es  gestattet, 
die  Veränderung  der  Deviation,  während  der  Punkt  die  Ellipse 
durchläuft,  zu  verfolgen,  und  dadurch  die  Lage  der  Punkte 
maximaler  Deviation  ohne  Differentialrechnung  aufzufinden. 


R.  HoPPK.  Der  KrUmmungskreis  de 
<2)  IV.  443-448. 
Der  Herr  Verfasser  erinnert  daran, 
wOnschenswert  bezeichnet  wird,  auf  Schu 
den  Kegelschnitten  betrieben  wird,  ancli 
namentlich   denjenigen    der   Ellipse   zu 
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• 

aber  keine  DiffercDtialrechnung,  überhaupt  kein  Uebergang  zum 
Grenzwert  in  Anwendung  kommen.  Es  wird  dies  nun  in  vor- 
liegender Arbeit  geleistet,  indem  allerdings  Coordinaten,  die  nur 
die  Rolle  von  Hilfslinien  spielen,  vorkommen,  aber  keine  gene- 
tische Betrachtung  zugezogen  wird,  mit  Ausnahme  der  Erzeugung 
der  vorliegenden  Curve  durch  den  Punkt.  Zuerst  wird  die  Tan- 
gente, dann  die  Normale,  dann  der  KrQmmungskreis  vorgenommen, 
indem  abet  durchweg  nur  von  unveränderlichen  Grössen  und 
Lagen  die  Rede  ist.  Das  Nähere  ist  in  der  Arbeit  selbst  nach- 
zusehen. Es  sei  nur  als  Beispiel  dieser  Betrachtungsweise  er- 
wähnt, dass,  wenn  der  Punkt  P  der  Ellipse  die  Coordinaten 

ac  =  a  cosy    und    y  =  b  sinrf 

hat  und  durch  P  eine  Sehne  PL  gezogen  wird,  die  mit  OX  den 
Winkel  ^  bildet,  und  die  Ellipse  in  V  trifft,  wo  L'  die  Coor- 
dinaten a  cos  9)3,  bsmcp^  bat,  die  Relation  sich  ergiebt: 

wonach  einem  gegebenen  ^  ein  bestimmter  Wert  von  (p^  zuge- 
hört.     Ist    nun    «r,  ==  9>,    so    erhält    man     ftlr    die    Tangente 

tg^  =r. COt(JP,  u.  s.  w.  Mz. 


R.  Tücker,    B.  H.  Rau,    T.   C.  Simmons.      Solution   of 

question    7985.       Ed.  Times  XLIV.  64-65. 

Bekanntlich  giebt  es  drei  KrUmroungskreise  einer  Ellipse, 
welche  sich  in  einem  Punkte  P  der  Ellipse  schneiden,  und  die 
drei  Berührungspunkte  0,  Ä,  S  liegen  mit  P  auf  einem  Kreise. 
Man  construire  die  Simsonlinie  LMN  fttr  P  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  QRS.  Beschreibt  nun  P  die  Peripherie  der  Ellipse,  so 
umhüllt  UIN  die  Curve 

•  • 

wo  i  +  i«  =  (a+by  gesetzt  ist.  Lp. 
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R.  F.  Dav:s.     Geometrical  note  oii  an  envelope  in  con- 

nexiou  with  conforal  conics.    Ed.  TimeB  XLV  ni9-n3. 
.\SPAEaGUS.      Note.      Ed.  Times  XLV.  Uli. 

In  den  letzten  Bänden  der  Ed.  Times  waren  wiederholt  Auf- 
gaben über  millcurven  gestellt  und  gelöst  worden,  wenn  die 
Gleichung  der  beweglichen  Curve  von  zwei  Parametern  abhing. 
Man  Yergleiohe  z.  B.  F.  d.  M,  XVII.  188;!.  696.  Die  Note  von 
Asparagna  behandelt  Totgenden  Satz:  „Gegeben  ist  ein  Kegel- 
schnitt mit  den  Brennpunkten  S,  S',  ausserdem  ein  Punkt  0. 
Von  irgend  einem  Punkte  P  auf  der  Polare  von  0  wird  eine 
Gerade  gezogen,  welche  gegen  die  Polare  von  P  unter  einem 
gegebenen  Winkel  geneigt  ist.  Die  HflIIcurve  dieser  Geraden 
ist  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  0'  so  liegt,  dass  der  Kegel- 
Bchnitt,  welcher  durch  0,  0'  und  die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten  von  0,  0'  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  geht,  ein  Kreis 
ist."  So  ist  die  Huilcurve  der  durch  P  senkrecht  zur  Polaren 
von  P  gezogenen  Geraden  eine  Parabel,  die  aus  S,  S\  0  allein 
coDstruirt  "werden  kann,  und  die  Höllcurve  ist  dieselbe  ftlr  alle 
Gonfocalen  Kegelschnitte  mit  S,  S-'  als  Brennpunkten,  obsclion 
scheinbar  zwei  Parameter  in  Betracht  kommen.  Während  die 
Untersuchung  von  Asparagus  analytisch  vorgeht,  löst  Hr.  Davis 
dieselbe  Frage  und  andere  dahin  gehörige  auf  synthetischem 
Wege.  Lp. 

R.  A.  BoBERTS.  On  Polygons  circumacribed  about  a 
conic  Hiid  iiisci'ibed  in  a  cubic.  Lond.  M.  s.  Ptoc.  Xvü. 
1B8-171. 

Wenn  ein   Kegelschnitt   in    der  Form  3;e  — y' 
ist,   so  kann  einer  seiner  Punkte  durch  \:a:a' 
chung  der  Tangente  in  ihm  durch  o'a: — 2ay-\-&  = 
werden.    Ist  daher  /,  =  a\x  —  2o,y-^~s,  so  ist  /,  - 
chung  der  Tangente  des  Kegelschnitts  in  dem  Pud! 

Die  Curven  dritten  Grades,  welche  mit  jenem 
in  Verbindung  gesetzt  werden,  sind: 
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(1)     c=-^  +  A,+  4-  +  -r-  =  0' 

*i  •»  *a  '4 

(2)  D  =  t,t,i,^lt,t,i,=0, 
wo  die  X  beliebige  Coefficienten  bedeuten.  Eine  dritte  Curve  12 
wird  auf  folgende  Art  hergeleitet  Von  den  acht  Tangenten 
<,,/„...,  <8  mögen  sich  die  Paare  i^t^]  /,!, ;  t^i^]  t^t^  in  vier 
Punkten  schneiden,  welche  in  gerader  Linie  gelegen  sind.  Sind 
^  und  X  beliebige  Coeffieienten,  so  wird,  wenn  man  fttr 
^— Oj  =  ^,  schreibt  und  zwischen  a,,  a„  ...,  a.  die  Relationen 
festsetzt  ^,  &^  =r  ^j  ^g  =  ^j  ^y  =  ^^  ^^  =  x^  die  Gleichung  jener 
Geraden  durch  (^*— x)  x  —  2&y  +  z  =  0  gegeben.  Die  Function 
vierten  Grades 

schliesst  nun  den  linearen  Factor  (^'— x)  a?  — 2^y +»  in  sich» 
sie  zerfällt  also  in  diesen  Factor  und  eine  Function  dritten  Gra- 
des A,  und  die  Curve  A  =  0  ist  die  dritte,  welche  mit  dem 
Kegelschnitt  in  Beziehung  gesetzt  wird. 

Diese  drei  Curven  C,  D,  R  haben  die  gemeinsame  Eigen- 
schaft, dass  die  Polygone,  welche  dem  Kegelschnitt  umge- 
schrieben und  den  kubischen  Curven  eingeschrieben  sind,  nicht 
bestimmt  sind,  sondern  einen  gewissen  Grad  von  Freiheit  be- 
sitzen, d.  h.,  dass  sie  als  abhängig  von  einem  willkürlichen  Pa- 
rameter betrachtet  werden  können.  Die  Beziehung  dieser  Curven 
zu  dem  gegebenen  Kegelschnitt  und  die  Bestimmung  des  Kegel- 
schnitts, wenn  die  Curven  C,  D,  R  als  gegeben  angesehen  wer- 
den, bilden  den  Inhalt  der  Untersuchung.  Sehn. 


A.  R]i:MOND.      Sur  un  syst^me  de  coiiiques,  dont  l'^ua- 
tion    a    ses    coefBcients*  fonetions    lin^Hires   de    deux 
parani^tres.     Noa?.  Ado.  (3)  V.  424-432 
Sind  U  =  (\  F  =  0,  W  =  0  die  Gleichungen  dreier  Kegel- 
schnitte, a  und  ß  unbestimmte  Coefficienten,  so  stellt  die  Gleichung 

aU  +  ßV+W  =  0, 
oder  ausfuhrlicher,  in  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  Gleichung 
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deren  CoefGeienten  lineare  Functionen  von  a  und  ß  sind,  wieder 
eineo  Kegelschoitt  /'  dar.  Zunächst  wird  nun  die  Katar  der 
dureh  diese  Gleichung  dargestellten  Curven  untersucht,  d.  h.  die 
Lage  angegeben ,  welche  un  Punkt  M  mit  den  Coordinaten  a 
und  ß  einnehmen  musB,  wenn  der  Kegelschnitt  F  besondere 
Bigenschaften  haben  soll.  Stellt  die  Gleichung  r  =  0  ein  System 
von  zwei  Geraden  dar,  so  ist  die  Bedingungsgleichung  für 
M  =  (a,  ß)  vom  dritten  Grade. .  Für  einige  besondere  Arten  der 
Gleichung  T  =  0  wird  die  Art  der  Curve  dritter  Ordnung,  auf 
welcher  sich  M  befindeu  muss,  damit  F  in  zwei  lineare  Factorea 
zerfällt,  näher  erörtert.  Rdt. 


J.   Hahn.      Untersuchung   der    Kegelscbnittnetze,    deren 

Jacobi'sche   Form    oder    Hermite'sche    Form    identisch 

verschwindet.      Leipsig   G.  Fock.  14  s.  4°. 

Clebsch-  LindemaDn's    Vorlesungeo    Aber   Geometrie  I.    304 

entbalteB  die  irrtümliche  Behauptung,   dass  ein  Eegelschnittnetz 

mit  den  drei  Grundcurven: 

ttl  =  0,    ä;  =  0,    cl  =  0 
in  einen  BUschel  ausartet,  sobald  die  Jacobi'sche  Form  desselbeo 
f^x^xCniabc)  identisch  yerach windet.     Der  Verfasser  weist  nach, 
dass   zu    dieser  Aueartung   das    gleichzeitige  Verschwinden  der 
Jacobi'scheu    und    Hermite'schen    Form    —  (bcu)(caM) (a6u)   not- 
wendig ist;  wenn  die  Jacobi'sche  Form  allein  verschwindet,  zer- 
fallen sämtliche  Kegelschoiti 
fenten    Punkt   gehende    Geri 
aliein  verschwindet,  zerfallen 
von  denen  die  eine  allen  gt 
der  Verfasser  noch  die  Frag 
(Jonrn.  f.  Math.  i.XXX.  73)  i 
Curve  dritter  Ordnung  zu  bes 
mit  einem  gegebenen  Kelze 
sprocheneu  speciellen  Netze 
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Th.  Krahl.    üeber  gemischte  Kegelschnittbttschel,  welche 
durch  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  bestimmt  sind. 

Pr.  Oymo.  8agan.  i^.  16  S. 

Der  Verfasser  untersucht  dieses  Gebilde  auf  analytischen] 
Wege  mittels  trimetrischer  Coordinaten  in  durchweg  dualistischer 
Auffassung  derselben,  worauf  die  reciproke  Natur  der  gegebenen 
Elemente  von  vornherein  hinweist.  Er  entwickelt  die  allge- 
meinen Eigenschaften  des  BQschels,  die  Bedingung  seiner  Rea- 
lität, das  Zerfallen  in  zwei  scharf  getrennte  Gruppen  von  Kegel- 
schnitten, die  Zusammengehörigkeit  von  je  vier  Kegelschnitten 
und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen,  die  Gattung  der  Kegel- 
schnitte je  nach  der  Lage  der  gegebenen  Elemente,  die  polaren 
Eigenschaften  des  Büschels.  IL  M. 

J.  Heller.  KegelschnittbUschel  und  Kegelschnittscharen. 

Linz.  Selbstverlag.  51  S.  8o.  1  Taf. 

Das  vorliegende  kleine  Buch  stellt  in  klarer  tibersichtlicher 
Weise  die  zumeist  bekannten  Eigenschaften  der  beiden  geometri- 
schen Gebilde  zusammen.  Es  werden  auf  analytischem  Wege 
mittels  homogener  Coordinaten  das  Wesen  dieser  Gebilde,  ihre 
Eigenschaften  in  Bezug  auf  Pol  und  Polare,  die  Lage  der  Mittel- 
punkte, Brennpunkte  und  Tangeuten  entwickelt.  Die  projectivi- 
sehen  Eigenschaften  vermitteln  den  Uebergang  zu  den  weiteren 
Untersuchungen  Qber  Erzeugung  und  Gonstruction  der  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  oder  einer  Schar.  Hier  werden  die  Me- 
thoden der  synthetischen  Geometrie  verwandt  und  mittels  der- 
selben je  nach  der  Lage  der  vier  gegebenen  Grundelemente  die 
besonderen  Verhältnisse  der  Gestalt,  conjugirten  Durchmesser, 
Asymptoten  und  Axen  bestimmt.  Die  Beweisführung  wird  fast 
durchgängig  nur  für  den  Büschel  ausgeführt  und  nach  dem 
Grundsatze  der  Reciprocität  auf  die  Schar  übertragen. 

R.  M. 

C.  Berg M ANS.     Th^orfemes  sur  la  parabole      Mathesis  vi. 

169-172.  Mn. 


Capitel  2.     Analytiecbe  Geometrie  der  Ebene.  691 

G.  Tarry.     Representation  gdoradtrique  des  coniqnes  et 
quadriqnes  imaginaires.     Parie.    Gaothier-VilUra. 


D.     Andere  specielle  Curven. 
F.    DiNGBLDET.       Ueber    Curven    dritter    Ordnung    mit 

Doppelpunkt.      Klein  Ann.  XXVIV.  272-27ß. 

F.   DiNGBLDBT.     Zur  Construction  der  Hesse'schen  Curve 
der  rationalen  Curven  dritter  Ordnung.    KleinAnn.xxvill. 

81-83. 

Der  Herr  Verfasser  bezieht  sich  zunächst  auf  folgenden  von 
Grassmann  gegebenen  Satz: 

Wenn  die  vier  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  Vierecks 
sich  um  feste  Punkte  drehen  und  die  beiden  Ecksn,  welche  nicht 
von  der  Diagonale  getroffen  werden,  in  festen  Geraden  sich  be- 
wegen, so  beschreiben  die  von  der  Diagonale  getroffenen  Ecken 
jede  ein  Gebilde  dritten  Grades. 

Hieraus  gewinnt  der  Herr  Verfasser  durch  Specialißirung 
folgenden  Satz: 

Bewegt  sich  ein  veränderliches  Dreieck  so,  dass  seine  Seiten 
sich  um  feste  Punkte  fr,  &,,  a  drehen,  während  zwei  seiner  Ecken 
auf  festen  Geraden  C,  C,  fortrücken,  so  beschreibt  ein  beliebiger 
auf  der  durch  diese  zwei  Ecken  gehenden  Seite  gelegener  Punkt  x 
eine  Curve  dritter  Ordnung,  wenn  seine  Verbindungslinie  mit 
einem  festen  Punkte  d  stets  durch  die  dritte,  noch  freie  Ecke 
des  Dreiecks  hindurchgeht.  Diese  Curve  hat  in  dem  mit  x  auf 
derselben  Dreiecksseite  liegenden  festen  Punkt  a  einen  Doppel- 
punkt, ist  aber  eine  allgemeine  Curve  ihres  Geschlechtes. 

Wenn  nun  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt gegeben  vorliegt,  so  kann  sie  dem  vorstehenden  Satz  ge- 
mäss definirt  werden,  indem  von  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
die  beiden   Oberhaupt  möglichen  Tangenten   an  die  Curv<^  '*"«- 

44* 


I 
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struirt  werden;  dies  sind' dann  die  Geraden  C  und  C^,  ihre  Be- 
rübruDgspunkte  sind  b^  (auf  C)  und  6  (auf  CJ,  der  Punkt  d  ist 
der  dritte  Schnittpunkt  der  Secante  6fr,  mit  der  Curve,  und  a 
ist  der  Doppelpunkt. 

Dies  wird  nun  analytisch  näher  ausgeführt,  indem: 
axlx^+ßxlx^+yxlx^  +  dxlx^  =0 
als  Gleichung  der  Gurve  in  trilinearen  Coordinaten  x^yX^^x^  dient. 
Dabei  ist  oj,  =  a?,  =  0  für  den  Doppelpunkt  a;  ar,  =  a:,  =  0  für 
den  Berührungspunkt  fr   auf  C, ;    und  x^  =  op,  =  0  für  den  Be- 
rührungspunkt frj  auf  C.   Die  Wendepunktslinie  hat  die  Gleichung: 

4  ayx^  -f-  adxy  +  ßyx^  =  0. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  die  Hesse'sche  Curye  zu  dieser 
Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  untersucht;  die  Hesse'- 
sehe  Curve  ist  eine  Curye  von  ganz  derselben  Art  wie  die  an- 
dere; es  wird  gezeigt,  wie  die  Elemente:  C,  C,,  fr',  fr',,  a,  d' 
der  Hesse'schen  Curve  aus  den  Elementen:  C,  C,,  fr,  \j  a^  d  der 
ursprünglichen  Curve  dritter  Ordnung  abzuleiten  sind.        Mz. 


P.  H.  ScHOüTE.     Ovar  het  onderzoek  naar  krommen  met 
een  middelpunt  in  een  krommenbundel  van  den  derden 

gvaud.     Nieuw  Archief.  XIII.  MO. 

In  der  bekannten  Abhandlung  „lieber  algebraische  Curven, 
welche  einen  Mittelpunkt  haben,  und  über  bezügliche  Eigen- 
schaften allgemeiner  Curven"  teilt  Steiner  u.  a.  die  folgenden 
Sätze  mit  (Ges.  Werke  II.  510):  a)  Unter  den  unendlich  vielen 
Curven  dritten  Grades,  welche  durch  beliebig  gegebene  acht 
Punkte  gehen,  und  somit  einen  Curvenbüschel  mit  neun  gemein- 
schaftlichen Punkten  bilden,  befindet  sich  im  allgemeinen  keine, 
welche  einen  Mittelpunkt  hat.  b)  Hat  aber  insbesondere  eine 
der  Curven  einen  Mittelpunkt,  so  braucht  deshalb  von  den  übrigen 
keine  einen  Mittelpunkt  zu  haben,  c)  Befinden  sich  insbesondere 
zwei  darunter,  welche  Mittelpunkte  haben,  aber  nicht  concentrisch 
sind,  so  kann  von  den  übrigen  keine  einen  Mittelpunkt  haben. 
d)  Weiüis  man  von  drei  Curven  dritten  Grades,  dass  sie  8  Punkte 
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gemein  haben,    und  daes  jede  einen  Mittelpunkt  hat,   so  folgt, 
dasB  Bie  conceotrisch  sein  mtlseen,  u.  b.  w. 

Der  VerfasBer  der  oben^enanDten  Abhandlung  zeigt,  daes 
die  Sfitze  c)  und  d)  unrichtig  sind,  und  erBetet  sie  durch  andere, 
welche  foIgendermasBen  lauten,  a)  Ohne  dass  alle  Curven 
eines  BUsebelB  des  dritten  Grades  einen  Mittelpunkt  haben,  läsBt 
ein  Bolcher  Büschel  höchstens  drei  Curven  mit  Mittelpunkten  zu. 
Die  Mittelpunkte  dieser  drei  Curven  können  eine  völlig  will- 
kBrliche  Lage  zu  einander  haben;  wenn  jedoch  alle  Curven  des 
BtlBcbels  Asymptoten  haben,  welche  durch  einen  mit  der  Curve 
sich  verändernden  Punkt  gehen,  so  liegen  die  drei  Hittelpunkte 
sicher  auf  einer  Geraden,  und  es  osculirt  die  Curve  des  Bttschels, 
die  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  dieser  Geraden  geht,  die 
unendlich  ferne  Gerade  in  diesem  Punkt. 

b)  Wenu  ein  CurvenhtlBchel  des  dritten  Grades  vier  Curven 
mit    einem    Mittelpunkt   enth&lt,    so    haben   alle    Curven    dieses 
BSschels   einen  Mittelpunkt.     Hierbei  kommen  zwei  Fälle  vor: 
entweder   die   Mittelpunkte    fallen   in   einen    Punkt   zusammen, 
oder  sie  haben  eine  Gerade  zum  geometrischeu  Ort,  deren  Punkte 
projectivisch  mit  den  Curven  des  BUschels  llbereiustimmen,  wenn 
man  jedem  Punkt  dieser  Geraden  die  Curve  zuweist,  welche  die- 
sen Punkt  zum  Mittelpunkt  hat.     Diese  Gerade  ist  die  gemein- 
Bchaflliche  Asymptote  aller  Curven  des  Bflschel»,  welche  einander 
in    ihrem    unendlich  fernen   Punkt  oseuliren.     Dieser  unendlich 
ferne  Punkt,    welcher  deshalb  drei  von  den  neun   Rasifipunkten 
des    BUBchels    vertritt,    ist  Doppelpunkt    einer    der  Curven    de^ 
BQschels ;  diese  Curve  hat  in  dem  genannten  Punkt  die  erwähnte 
Gerade   der   Mittelpunkte    und   die   unendlicl 
Tangenten.     Von    den    12  Doppelpunkten,    v 
besitzt,   liegt  ausser  dem  letzten  Punkte,    we! 
punkte  vertritt,  noch  einer  in  unendlicher  Ent 
andern  dagegen  werden  durch  vier  Curven  g( 
einem  Kegelschnitt  und  einer  durch  den  Mittt 
scboitteB  gehenden  Geraden  bestehen  und  dei 
punkte  besitzen.     ScbliesBlich    bemerkt  der  V 
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völlig   willkürlich   gewähltes  Netz  von  Curven  dritter  Ordnung 
15  Curven  mit  einem  Mittelpunkt  besitzt. 

Die  Art  der  Behandlung  ist  im  Gegensatz  zu  Steiner's  Me- 
thode rein  analytisch.  6. 


RosKNSTOCK.     Ueber  eine  Gruppe  ebener  Curven  dritter 

Ordnung.      Pr.  Gymn.  Eroestioam  Gotha.  16  S.  i9  a.  1  Taf. 

Legt  man  von  einem  Funkte  auf  der  Centrale  eines  Kreis- 
büschels  Tangenten  an  sämtliche  Kreise,  so  ist  der  geometrische 
Ort  der  Berührungspunkte  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
je  nach  der  Lage  des  Punktes  resp.  der  Beschaffenheit  des 
Kreisbttschels  die  Hauptformen  der  Curven  dritter  Ordnung  an- 
nehmen kann.  Der  Verfasser  weist  an  ihr  teils  auf  geometri- 
schem Wege,  teils  mit  Cartesischen  Coordinaten  eine  grosse  Zahl 
der  den  Curven  dritter  Ordnung  im  allgemeinen,  sowie  dieser 
Gruppe  im  besonderen  zukommenden  Eigenschaften  nach. 

______  ß-  ^• 

F.  PuRSER,  SiRcoM,  R.  F.  Davis.      Solution   of  question 

8396.     Ed.  Times  XLV.  105-106. 

Ein  veräoderlicher  Kegelschnitt  wird  einem  gegebenen  Drei- 
ecke so  umbeschrieben,  dass  die  Normalen  in  den  drei  Ecken 
durch  einen  Punkt  P  gehen.  Der  Ort  von  P  ist  dann  eine  kubi* 
sehe  Curve,  welche  durch  die  Ecken  des  Dreiecks,  durch  seinen 
Höhenschnitt  und  durch  die  Mittelpunkte  des  Umkreises,  des  In- 
kreises und  der  drei  Ankreise  geht.  Der  Mittelpunkt  des  Um- 
kreises ist  gleichzeitig  Mittelpunkt  der  kubischen  Curve  und  die 
Verbindungslinien  desselben  mit  den  Mitten  der  drei  Seiten  des 
Dreiecks  sind  ihre  drei  Asymptoten.  In  Trilinear  -  Coordinaten 
ist  ihre  Gleichung: 
(ß+y  cosii)  (y+o  cos  ß)  {a+ß  cosC) 

=  (ß  COSil  4-  y)  (y  C08Ä+  O)  (o  C09C  +  ß). 

Lp. 
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J.  WoLsTENBOLMB,  D.  Edwardks,  Solution  of  questiou 
8000.  Kd.  TimeB  XLV.  2Ü. 
Bei  eioer  ebenen  kubischen  Curve  mit  drei  reellen  Aeymp- 
toten  und  einem  isolirten  Punkte  ist  der  Flächeninhalt  zwiechen 
jedem  Curvenzweige  und  den  beiden  ihn  einechlieseetiden  Asymp- 
toten ein  Drittel  ron  dem  durch  die  Asymptoten  gebildeten 
Dreiecke.  Lp. 

Ph.  Gilbert.     Sur  quelques  tbäor^mea  de  Slnse.    Matbssis. 

VI.  ii41-24*. 
Massau.     G^ii^ruliäation  da  premier  tb^or^me  de  Sluse. 

MatbeBia.  VI.  245,  273. 

C.  Le  Paige.  Sur  le  tli^orfeme  de  Sluse.  Mathesii.  vr  273, 
Lägst  man  die  gemeine  Cissolde  oder  die  Kreie-Oissoide  um 
ihre  Asymptote  sich  drehen,  so  ist  der  entstandene  Körper  in- 
baltsgleich  mit  dem  durch  den  erzeugenden  Kreis  bei  der  Rota- 
tion um  dieselbe  Axe  beschriebenen  RingkOrper.  Ur.  Gilbert 
beweist  diesen  niedlichen  Satz  durch  Integratioa,  Hr.  Le  Paige 
vermittelst  des  Guldin'schen  Satzes  (Verfahren  voa  Sluse);  Hr. 
Massau  zeigt,  dass  er  ftlr  die  Cissoide  einer  beliebigen  Curve 
gilt,  und  dass  ein  äbniicbea  Theorem  ftlr  das  Trägheitsmoment 
einer  Gissoidale  zweiten  Grades  besteht.  Noch  andere  Sätze  von 
Slase  werden  von  Hrn.  Gilbert  verallgemeinert.         Mn.  (Lp.) 


Haub.       Ueber    die    georaetrisclieii     Eigenschaften     der 
Curve,  deren  Gleichung  y''{äa~x)— x(a— x)'  =  0  tautet. 

Pr.  Gfuiii.  AÖsael.  4".  18  S. 
Fortsetzung  einer  frUbeien  Arbeil 
Untersucbungen  Uber  den  Krümmung 
der  Corve. 

J.  J.  Sylvester,  Sur  uue  extei 
Clebscb  relutif  aux  courbes 
U.  R.  CIL  1532-10». 
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Werden  die  Glieder  der  Entwickelung  von  (dar,  dy,  d*,  •  •  .)^ 
angewandt  auf  die  Grösse  (a?,  y,  as,  . .  .)^'?,  so*  erhält  man  eben- 
soviele  Functionen  vom  Grade  17,  als  es  Glieder  in  jeder  Func- 
tion giebt.  Die  Gesamtheit  ihrer  Coefficienten  liefert  somit  die 
Matrix  einer  Determinante,  welche  wie  in  der  Theorie  der  bi- 
nären Formen  als  Katalekti kante  bezeichnet  wird.  Für  eine 
Potenz  einer  linearen  Function  der  Variabein,  und  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  auch  für  eine  Summe  solcher  Potenzen  ver- 
schwindet die  Katalektikante,  sobald  die  Zahl  dieser  Potenzen 
kleiner  ist,  als  die  Ordnung  der  Katalektikante. 

Es  ergeben  sich  hieraus  folgende  Sätze:  Eine  binäre  Form 
der  Ordnung  2}^  kann  nur  dann  als  Summe  von  r^  Potenzen 
linearer  Functionen  dargestellt  werden,  wenn  ihre  Katalektikante 
verschwindet.  Dann  der  Satz  vonClebsch:  Das  erste  Glied  der 
Gleichung  einer  Curve  vierter  Ordnung  ist  im  allgemeinen  nicht 
ausdrUckbar  durch  eine  Summe  von  fünf  Potenzen  linearer  Func- 
tionen der  Variabein. 

Ferner  der  paradox  scheinende  Satz:  Das  erste  Glied  der 
Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  welches  nur  35  Con- 
staute  enthält,  kann  im  allgemeinen  nicht  durch  eine  Summe 
von  neun  Potenzen  dargestellt  werden,  obgleich  diese  Summe  36 
disponible  Constante  besitzt.  W.  St. 


G.  Frobenius.  Ueber  die  Beziehungen  zwischen  den 
28  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter  Ord- 
nung.     Kronecker  J.  IC.  275-314. 

Dieser  Aufsatz  bezweckt,  der  im  Titel  genannten  Theorie 
einen  gewissen  Abschluss  zu  geben.  . 

Einmal  werden  die  bisher  bekannten  analytisch-geometrischen 
Entwickelungen  in  ihrer  Tragweite  mit  einander  verglichen  and 
durch  geeignete  Ergänzungen  zu  einem  übersichtlichen  Ganzen 
ausgebaut.  Sodann  aber  wird  im  einzelnen  nachgewiesen,  wie 
die  gemeinten  Untersuchungsrichtungen  ihr  Aequivalent  finden 
in  den  bezüglichen  Teilen  der  Theorie  der  AbeFschen  Functionen 
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Yom  Geschlecht  3,  wobei  insbesondere  auch  die  Ergebnisse  von 
Hrn.  Schottky  berücksichtigt  werden. 

Die  Spitzen  der  in  einem  durch  acht  Raumpunkte  gehenden 
Flächennetz  zweiter  Ordnung  enthaltenen  Kegel  erfüllen  eine 
Raumcurve  sechster  Ordnung  C^  vom  Geschlecht  3.  Deutet  man 
andererseits  die  Parameter  des  Netzes  als  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Ebene,  so  durchlaufen  die  den  Kegelspitzen  corre- 
spondireuden  Punkte  eine  allgemeine  Curve  vierter  Ordnung  F^^ 
die  demnach  auf  die  Punkte  von  0«  ein  -  eindeutig  bezogen  ist. 
Darauf  gründet  sich  die  bekannte  Uesse'sche  Theorie  einer  F^ 
und  ihrer  Doppeltangenten. 

Diese,  zunächst  rein  analytische  Beziehung'  zwischen  der 
ebenen  und  der  räumlichen  Theorie  lässt  sich  aber,  wie  Hr.  Sturm 
nachwies,  unmittelbar  geometrisch  realisiren,  sobald  man  das 
Raomgebilde  durch  sein  dualistisches  Gegenstück,  also  ein  Flächen- 
gewebe zweiter  Klasse  etc.  ersetzt,  und  dieses  mit  einer  belie- 
bigen Ebene  schneidet. 

Fällt  diese  Schnittebeue  insbesondere  mit  einer  der  acht 
Gnindebenen  E  des  Gewebes  zusammen,  so  entsteht  zugleich 
die  Aronhold'sche  Figur  des  Gewebes  von  Curven  dritter  Klasse, 
welche  sieben  Gerade  (nämlich  die  Spuren  der  sieben  übrigen 
Grundebenen)  berühren.  Jede  achte  Gerade  in  E  bestimmt  eine 
Sehar  von  Curven  dritter  Klasse,  die  noch  eine  neunte  Tangente 
gemein  haben.  Jeder  Curve  K  des  Gewebes  ordnet  Aronhold 
eine  Gerade  T  zu  als  Ort  der  Scheitel  der  die  Curven  R  berüh- 
renden „letzten"  Tangentenpaare. 

Indem  sodann  Hr.  Godt  bemerkte,  dass  jeder  Punkt  der 
Ebene  der  Scheitel  von  nur  einem  solchen  Tangentenpaare  ist, 
und  demgemäss  die  eindeutige  Zuordnung  zwischen  den  letzten 
Tangentenpaaren  und  ihren  Scheiteln  einführte,  hat  er  die  Aron- 
hold'sche  Darstellung  wesentlich  vereinfacht.  Eine  analoge  Ver- 
einfachung lässt  der  Verfasser  der  Hesse  -  Stürmischen  Methode 
zu  Teil  werden.    Es  gelingt  dies  mittels  des  Hülfssatzes: 

„Eine  Fläche  zweiter  Klasse  ist  im  allgemeinen  vollständig 
bestimmt,  wenn  sieben  ihrer  Berührungsebenen  gegeben  sind 
und  der  Punkt,  in  dem  sie  eine  derselben  berührt" 
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Daraus  erwächst  eine  Darstellung,  „die  zu  der  von  Godt 
in  derselben  Beziehung  steht,  wie  die  Hesse-Sturm'sche  Theorie 
zu  der  von  Aronhold." 

lieber  den  Inhalt  der  Arbeit  ist  ein  Einzelbericht  nicht  gut 
möglich,  da  der  Fortschritt  wesentlich  durch  geschickte  Com- 
binirung  einer  verwirrenden  Menge  von  Formeln  bedingt  ist. 

Bei  der  analytischen  Darstellung  der  28  Doppeltangenten 
durch  7  unter  ihnen  ist  von  Einfluss  der  charakteristische  Unter- 
schied zwischen  den  „Determinanten  dreier  syzygetischen  resp. 
AByzygetischen  Doppeltangenten^. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  28  Doppeltangenten  treten 
durch  eine  explicite  Darstellung  der  Wurzelfunctionen  zweiten 
und  dritten  Grades  deutlich  hervor.  My. 


G.  LoRiA.  Remarques  sur  la  g^om^trie  analytique  des 
cercles  du  plau  et  sur  son  application  ä  la  th^orie 
des  courbes  bicirculaires   du   4*  ordre.     Quart.  J.    xxil. 

44-73. 

■ 

Untersuchungen  über  das  Froduct  zweier  Kreise  dienen  zur 
Besprechung  der  algebraischen  Ereissysteme.  Von  diesen  liefern 
die  quadratischen  eine  Elassification  der  bicircularen  Cunren 
IV.  Ordnung.  Js. 

F.  ZuMKLEY.  Analytische  Untersuchung  einer  Gruppe 
verwandter  ümhülluugalinien.     Pr.  Progymo.  Eupen.  4^   l. 

(1886,  No  452)  26S.  -I-  1  Taf.,  IL  (1887,  No.  411)  23  S.  -f  2  Taf. 

Der  Verfasser  unternimmt  eine  Untersuchung  der  Hüllcurve 
eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  einer  gegebenen  festen 
Curve  bewegt  und  dessen  Peripherie  durch  einen  gegebenen 
festen  Punkt  geht.  Fällt  man  von  dem  letzteren  Punkte  die 
Lote  auf  alle  Tangenten  der  gegebenen  Curve,  so  sind  nach 
einem  bekannten  Satze  die  Fusspunktencurve  und  die  HttUcurve 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  als 
Aehnlichkeitspunkt   mit   dem  Aehnlichkeitsverhältnis  l :  2.      Die 
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Eigenschaften  der  Uüllcurve  sind  also  aas  den  zahlreicbea  Ar- 
beiten aber  Fusspunktencarven  und  BreoncurviD  Jirect  zu  ent- 
nehmen. Der  Verfasser  scheint  diesen  Zusaaimenhang  nicht  ge* 
kannt  zu  haben,  nach  der  Aeusserung  dei'  Einleitung:  Diese 
.Frage  hat  eine  eingehende  und  umfassende  Beantwortung  bis 
jetzt  nicht  geruaden.**  Seine  nach  den  geffßhnüchen  Methoden 
der  Differential-  und  Integral- Rechnung  geführte  Untersuchung 
erstreckt  sich  auf  diejenigen  HoUcurven,  welche  bei  der  Bewegung 
des  Mittelpunktes  des  Kreises  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
entstehen,  und  erstrebt  nicht  bloss  eine  Kenntnis  der  äusseren 
Foroi  dieser  Gurren,  sondern  erledigt  auch  die  ersten  Integra- 
tioneaufgaben,  welche  Aber  die  Quadratur,  Rectificatioo,  Kubatur, 
Cofflplanation  gestellt  werden  können.  Natürlich  findet  man 
keine  Beziehungen  auf  die  eleganten  Satze  für  die  Inhalte  der 
FuBspunktencurvea  und  -Flftchen  bei  Steiner  (nVon  dem  KrQm- 
mungB-Sohwerpunkte  ebener  Curven",  Ges.  W.  II.  {>7-159)  und 
bei  spUero  Geometern;  Oberhaupt  ist  die  Litteratur  der  neueren 
synthetischen  Geometrie  uooh  weniger  berttoksichtigt  als  die  der 
analTtiscben.  Lp. 

B.  AusTKiN.      Notice    sur  uti    th^or&me   relatif  anx  po- 
daires  d'un  certain  systfeme  de  coniqnes.    Ball.  Soc.  Vuad. 
(3)  XXII.  87-'J5. 
Sucht  man  den  FlficheDinhalt  der  Fusspunktencurve  des  Kegel- 
schnittes At/'-2Bxy-i-Cx'-(AC—B*)  =  0  fUr  den  Nullpunkt,  su 
findet  man  im  Falle  der  Ellipse  in^A  +  C),   also  ist  dieser  In* 
halt  unabhängig  von  B  und  conslant,  wenn  Ä+C  constant  bleibt. 
Setzt   man  also   B  =  f(Ä)   und  A  +  C  =  couBUr   ro   hahpn   «11« 
Ellipsen,  die  von  dem  Parameter  A  abhängen,  i 
?t1ittelpunkt  Fusspunktencurreu  von  demselben  1 
fosser  untersucht  die  beiden  Scharen  von  Ellipst 
die  Bedingungen  charakteriairt  sind:  I)  A  und  C 
änderlicb;    2)  A  und  C  veränderlich ,    B  Consta 
Teile  der  Arbeit  wird  gezeigt,  wie  die  Resultate  ( 
nir  die  Hyperbel  abzuändern  sind. 
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H.  Willig.  Beiträge  zur  Kenntnis  der  negativen  Fuss- 
punktscurven,  insbesondere  deijenigen  der  Kegel- 
schnitte.     Diss.  Giesseo.  4^.  16  S. 


Ph.  Friedrich.     Die  rationale  Plancurve  vierter  Ordnung 
im   Zusammenbang  mit  der  binären    Form    sechsten 

Grades.      Diss.  Gieseen.  49,  30  S. 


E.  Dewülf.     Tangente  et  foyer  de  la  ibcale  de  Quetelet. 

Matheeis.  VI.  217-218.  Mn. 


W.  J.  C.  Miller.     Solution  of  question  7896.     Ed.  Times 

XLV.  7577. 

In  einem  Kreise  vom  Radius  a  ist  im  Abstände  asino  vom 
Mittelpunkte  eine  feste  Sehne  AX  gezogen;  eine  bewegliche  Sehne 
00'  schneidet  AX  in  R  unter  rechten  Winkeln;  über  QR  und 
O^R  als  Durchmessern  werden  Kreise  beschrieben,  und  an  letz- 
tere von  A  aus  die  Tangenten  gezogen.  Dann  ist  der  Ort  der 
Berührungspunkte  P,  P'  dieser  Tangenten  eine  herzförmige  Curve, 
welche  in  die  Kardioide  übergeht,  wenn  AX  ein  Durchmesser 
ist.  Ist  A  der  Pol,  AX  die  Axe,  und  sind  r,  0  die  Polarcoor- 
dinaten,  so  ist  die  Gleichung  der  Gurve: 

r(l+4tg'iö)  =  2a(cosa  +  2sinotgiÖ). 
Mehrere  hierauf  bezügliche  Aufgaben  finden  ihre  Lösung. 

Lp. 

E.  Marx.     Ueber  einige  Trisectionscurven.    Pr.  Gymn.  Fried- 

laDd.  17  S.  40  o.  2.  Taf. 

In  einem  Dreiecke  ABC  sei  4  =  o,  C=  2«,  also  B  =  n—da* 
Setzt  man  der  Reihe  nach  £C,  AB^  AC  der  Lage  und  Grosse 
nach  als  fest  gegeben  voraus,  so  ist  im  ersten  Falle  der  Ort 
von  A  eine  PascaPsche  Schnecke,  im  zweiten  der  Ort  von  C 
die  Projection  des  Cartesischen  Blattes,   im  dritten  der  Ort  von 
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B  eine  Hyperbel  mit  der  Excentrieität  2.  Ausser  diesen  drei 
Carven,  welcbe  zur  Trisection  eines  Winkels  dienen  können  (wie 
bekannt),  werden  vom  Verfasser  noch  die  folgenden  zur  Lösung 
dieser  Aufgabe  geeigneten  Gurven  untersucht:  1)  Der  Ort  eines 
Punktes,,  sodass  die  von  ihm  an  einen  gegebenen  Kreis  gezo- 
genen Tangenten  mit  einem  festen  Durchmesser  des  Kreises  ein 
dem  obigen  ähnliches  Dreieck  bilden,  a:*(4a' — y')  =  (y'--2a')'. 

2)  Die  Curve  ~V  +  -V  =  "V"    Ferner  3)  der  Ort  für  die  Spitze 

eines  Dreiecks,  dessen  Grundlinie  AB  fest  gegeben  ist,  wenn 
die  Halbirungslinie  des  Winkels  C  gleich  einer  Dreiecksseite 
BC  ist,  y^{a—2x)  =  ir'(3a— 2a?);  oder  wenn  4)  die  Mediane 
von  C  nach  der  Mitte  von  AB  den  Winkel  C  im  Verhältnis  1:2 

teilt,  4a'a:' =  (a;'4-y"){(a-^)'4-y'l.  Die  letzte  Curve  führt  zu 
einer  einfachen  Näherungs  -  Construction  mit  Zirkel  und  Lineal. 

Lp. 


Lazzbri   et   Habich.      Division    d'un    angle    en    parties 

Egales.      Matbesis.  VI.  122-123. 

Construction  einer  Curve,  die  zur  Teilung  eines  Winkels  in 
n  gleiche  Teile  dient.  Für  n  =  oo  verwandelt  sie  sich  in  die 
Quadratrix  des  Dinostratus.  Mn.  (Lp) 


G.  Maisano.     Snlle  tangenti  doppie  e  d'inflessione  ( 
curva  generale  de  5"  ordine.     Palermo  Rend.  i.  86-88 

lu   dieser  Note  verwendet  der  Verfasser   zur  Untersui 
der  Doppeltangenten  einer  Curve  fünften  Grades  die  Bedingu 
die  er  in  seinem  Aufsatze:  ^Sulia  forma  binaria  di  quint'ot 
(Hem.  dellaR.  Acc.  dei  Lincei.  (3)  XIV.  1884)  als  Existenzbe 
gung    zweier    linearen    Doppelfactorf  binären  Fi 

f&nften  Grades  aufgestellt  hat. 
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Setzt  man 
/-  =  a|  =  6J  =  .. .;  (abuya^b:,  =  ©JiiJ; 

(6cw)»(acfi)»(afrii)'fl,6;,c,  =  TRi^ , 

X  =  (nn'nylneuxn'0u)u%  mü^mj, 

so  finden  folgende  Sätze  statt: 

I.  Die  45  Wendetangenten  der  allgemeinen  Curve  fünfter 
Ordnung  /"  =  0  sind  die  den  drei  Curven 

(1)      0,0  =  0,    y,o  =  o,    X,o  =  0 

gemeinsamen  Tangenten. 

II.  Die  120  Doppeltangenten  derselben  Curve  gehören  auch 
den  Curven  an: 

(2)         0*-  64 A"  =  0,     (Z)'+  2' .  3* .  «F  =  0, 
die   auch    von    den  Wendetangenten   der  Curve   f  =  0   berührt 
werden. 

III.  Die  20 .  30  den  Curven  (2)  gemeinschaftlichen  Tangenten 
sind  die  Doppeltangenten  der  Curve  f  =  0,  achtmal  gezählt,  und 
die  Wendetangenten,  zweimal  gezählt.  La.  (Lp.) 


J.  WoLSTENHOLME,  D.  Edwardes,  W.  T.  MITCHELL.    So- 
lution of  questions  7772  and  7840.     Ed. Times  XLIV.  88-90. 

Die  Curve  rt'+y*-f  3aa;*y*  =  a^xy  besitzt  eine  Schleife  mit 
dem  Inhalte  0,3a^  dies  ist  gleichzeitig  der  Inhalt  der  Fläche 
zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote  bx  +  öy  +  Sa  =  0. 
Diese  und  ähnliche  Eigenschaften  der  Curve  werden  mit  Hülfe 
der  Parameterdarstellung  bewiesen: 


X  = 


aV  al 


y  = 


Setzt  man  ferner 

so  gelangt  man  zu  entsprechenden  Sätzen  für  die  Curve 

^.2"-»-»  +y2"+'  =  aar"y".  Lp. 
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H.  Kropf.     Erzeugnisse   zweier    eindeutig   auf  einander 

bezogener  Ünicursal-Curven.      Pr.  Höh.  Bürg.  Schule.  Bocham. 

Die  Geraden,  welche  homologe  Punkte  zweier  projectivisch  be- 
zogener Unicarsalcurven  m**'  und  n^'  Ordnung  verbinden,  umhüllen 
bekanntlich  eine  Curve  (m  +  «  —  r)*«'  Klasse ,  2  (m  +  «  —  1  —  r)*«"^ 
Ordnung,  die  Wendepunkte  nicht  besitzt,  wofern  beide  Curven 
r  Punkte  entsprechend  mit  einander  gemein  haben.  Die  Anzahl 
der  Spitzen  und  der  Doppeltangenten  ist  hiernach  mit  Hülfe  der 
Plücker'schen  Formeln  zu  ermitteln.  Nachdem  der  Verfasser 
das  erstere  kurz  erläutert  hat,  geht  er  zur  Behandlung  zweier 
Beispiele  über.  Das  erste,  sehr  interessante  Beispiel  betrifft  die 
Evolute  des  Central -Kegelschnittes.  Die  Normale  eines  Kegel- 
schnittes enthält  nämlich  die  Mittelpunkte  P,  und  P^  zweier 
Kreise,  die  alle  Seiten  des  durch  den  betreffenden  Curven punkt  A 
und  die  beiden  Brennpunkte  bestimmten  Dreieckes  berühren. 
Die  zugehörige  Tangente  aber  schneidet  auf  den  Tangenten  in 
den  Endpunkten  der  grossen  Axe  die  Mittelpunkte  P,  und  P, 
der  beiden  anderen  Kreise  aus,  die  alle  drei  Seiten  des  bezeich- 
neten  Dreiecks  berühren.  Nach  dem  bekannten  elementaren 
Lehrsatz  schneiden  sich  daher  F^  P,  und  F^  P^  in  dem  einen  und 
F,  P,  und  F,  P,  in  dem  anderen  der  beiden  Punkte  P,  und  P^. 
Hiernach  beschreiben  A^  P,,  P^  drei  zu  einander  projectivische 
Kegelschnitte,  deren  homologe  Punkte  immer  auf  derselben 
Kegelschnittnormale  liegen.  Wirklich  ist  auch  die  Evolute  des 
Centralkegelschnittes  von  der  vierten  Klasse  und  der  sechsten  Ord- 
nung, welche  Zahlen  aus  dieser  Entstehungsweise  sich  ergeben. 

Weniger  interessant  ist  die  zweite  Euveloppe.  Dieselbe 
wird  von  der  Geraden  beschrieben,  welche  von  dem  obigen 
Dreieck  A  F,  F,  den  Schwerpunkt  S,  den  Höhenschnittpunkt  H 
und  den  Mittelpunkt  M  des  umschriebenen  Kreises  enthält.  Der 
Schwerpunkt  durchläuft  einen  zum  gegebenen  ähnlichen  Kegel- 
schnitt, der  Höhenfusspunkt  beschreibt  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung, die  die  beiden  Brennpunkte  und  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Nebenaxe  zu  Doppelpunkten  hat.  Ais  Parameter  l 
wird  im  Fall  der  Hyperbel  die  Länge  des  Lotes  eingeführt,  das 
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sich  vom  Curvenpunkt  aas  auf  die  eine  Asymptote  fällen  l&sst 
Die  Gleichung  voq  SH  wird  dann  vom  sechsten  Grade  in  X,  und 
es  ist  daher  die  HUllcurve  von  der  sechsten  Klasse  und  der 
10**°  Ordnung.  Dass  die  Ordnungszahl  der  Curve  nicht  unter 
10  herabsinken  kann,  wird  an  der  Nebenaxe  gezeigt,  die  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  A  F,  F,  umschriebenen  Kreise  ist;  die- 
selbe hat  10  Punkte,  die  an  vier  Stellen  im  Endlichen  vereinigt 
liegen,  mit  der  Curve  gemein. 

Geht  uün  der  Kegelschnitt  in  einen  Kreis  über,  so  gieht  die 
Schwerpunktscurve  in  einen  Kreis  über,  während  die  bisherige 
Höhenpunktscurve  in  eine  Curve  vierter  Ordnung  sich  verwandelt, 
welche  mit  dem  Kreise  seine  unendlich  fernen  Punkte  entsprechend 
gemein  hat.  Die  Enveloppe  ist  daher  nuf  noch  von  der  sechsten 
Ordnung,  was  durch  Aufstellung  ihrer  Gleichung  bestätigt  wird. 
Die  Spitzen  und  Doppelpunkte  der  Curve,  deren  Zahl  der  Regel 
entspricht,  werden  aufgesucht.  E.  K. 


H.  Ekama.     De  figuren  van  Lissajous.     Nieaw  Archief  xiii. 

184-212, 

Analytische  Betrachtungen  über  die  bekannten  Figuren  von 
Lissajous.  Der  Gegenstand  ist  auch  in  der  Dissertation  von 
A.  Himstedt  (Göttingen  1884,  F.  d.  M.  XVI.  J884.  654)  behandelt, 
doch  betrachtet  dieser  nur  den  Fall,  dass  beide  Schwingungs- 
richtungen auf  einander  senkrecht  stehen.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  werden  die  Figuren  möglichst  allgemein  behandelt,  indem 
angenommen  wird,  dass  die  beiden  Richtungen  einen  Winkel  cci 
mit  einander  bilden.  So  wird  erstens  die  allgemeine  Gleichung 
der  Figuren  für  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  mit  dem 
Winkel  w  aufgestellt  und  daraus  ihre  Gestalt  abgeleitet  EHe 
besonderen  Punkte  und  Knoten  werden  bestimmt,  die  Asymptoten 
gesucht,  die  Krümmung  in  jedem  Punkte  der  Bahn  berechnet. 
In  einem  zweiten  Teile  wird  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Lissajous'schen  Figuren  und  den  goniometrischen  Functionen  yon 
Winkelsummen  betrachtet  und  dieser  Zusammenhang  benutzt,  um 
eingehender  die  verschiedenen  Formen  zu  erkennen,  in  welchen 
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die    Fignren    bei   verschiedeneii  Phasen^nterschieden   auftreten. 
Danach  werden  dieselben  in  Zeichnungen  TorgefQhrt        G. 


R.  A.  Roberts.      Oii    some   properties    of    ceitain    piain 

CarveS.       Dnblio  Tran»    XXVIII.  709-722. 

Die  Curven  sind  in  der  Oleich ungsforai  enthalten: 
*"+?"+«'  =  0. 
Die  besonders  behandelten    sind  diejenigen  fBr  n  =  3,  r  =  ^, 
n  ^=  —2  (Bernoulli's   Lemniskate,   bemerkenswert  erscheint  die 
Cnnstruction  fttr  die  Polare  eines  Punktes),  n  =  J. 

Gbs.  (Lp.) 

R;  Godefroy.      Th^orfemes  siir   je»   rayons  de  coiirbnre 
d'ime  cliiase  de  coiirbes  göomötriques,     Non».  a»d.  (.^)  v. 
272-279. 
Bei  Ellipsen  m'"  Ordnung,  d.  h.  Curven,  deren  Gleichung 

ej;"'-f/y"'  =  g  ist,  findet  der  Verfasser  die  folgende  Formel  für  den 

ErQmmuDgsradiuB  Ä  eines  Punktes;-^  =(»»— l)f  -         -| — -r^ß 

wo  A  und  B  die  Winkel  sind,  welche  die  Tangente  des  Punktes 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  und  wo  a  und  b  die  Abschnitte 
auf  der  Tangente  des  Punktes  sind,  die  von  ihm  bis  zu  den 
Coordinatenaxen  gehen.  Hieraus  wird  das  analoge  Resultat  f(lr 
höhere  Parabeln,  d.  h.  Curven  abgeleitet,  welche  die  Gleiclmng 
y"*  =  hx'  haben.  Die  Special isirung  auf  gewöhnliche  Kegel- 
schnitte  fuhrt    zu   beltannten   Relationen    des  KrOmmuiiferadius. 


M.  d'Ocagne.       Siir    I'enveloppe    de 
variables.     Nodt.  Ann.  (3)  v.  PH.97. 
Gn  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  Arbeil, 
XV.  181*3.  G2i  referirt  ist.     Hier  wird  nun 
angenommen,    und  eine  ReUie  von  Fragen  1 

FarlKlir.  i.  M.iLh.  XVIll.  3. 
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wortet.  Das  Flächenstttck  zwischen  einem  auf  C  befindlichen 
Bogen  (ab)  and  der  zugehörigen  Sehne  soll  constant  sein^  wo 
berährt  dann  die  Sehne  ihre  Enveloppe?  Ebenso,  wenn  die 
Differenz  zwischen  dem  Bogen  (ab)  und  seiner  Sehne  constant 
ist;  ferner  wenn  die  Projection  der  Sehne  (ab)  auf  eine  feste 
Axe  constant  ist;  dann  weiter,  wenn  der  Bogen  (ab)  mit  zwei 
von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  Geraden  einen  Sector  von 
constantem  Flächeninhalt  bilden  soll.  Und  so  noch  viele  andere 
Fragen,  die  ohne  viel  Rechnungsaufwand  auf  sehr  einfache 
Weise  beantwortet  werden.  Hz. 


A.  Bassani.     Sulla  curve  r'^cosutÖ  =  a"*.     Batt  G.  xxiv. 

23-43. 

Die  Curven,  deren  Gleichung  in  Polarcoordinaten  r,  0 

r"*C08mö  =  a"» 
ist,  kommen  bei  manchen  geometrischen  und  mechanischen  Auf- 
gaben vor.  Sie  besitzen  zahlreiche  schöne  Eigenschaften,  welche 
von  verschiedenen  Geometern  entdeckt  sind;  es  genüge,  die 
geometrische  Darstellung  der  Euler'schen  Integrale  durch  sie  als 
Beispiel  anzuführen  (Serret,  Journ.  de  Math.  (1)  VII)  und  im 
übrigen  auf  den  von  Herrn  Bäton  de  la  Goupilliöre  in  den 
Nouv.  Ann.  (2)  XV.  1876  veröffentlichten  Aufsatz  hinzuweisen. 
Herr  Bassani  hat  es  sich  zur  Aufgabe  gestellt,  unter  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  die  schon  bekannten  Resultate  zu- 
sammenzustellen und  sie  an  den  Stellen,  wo  eine  Ltlcke 
vorhanden  ist,  zu  ergänzen.  Da  es  unmöglich  ist,  alle  vom 
Verfasser  bewiesenen  Lehrsätze  abzudrucken,  so  b^chränken 
wir  uns  auf  die  Empfehlung  des  Studiums  dieser  Arbeit  für 
alle,  welche  elementare  Beispiele  für  die  Anwendung  der  Infini- 
tesimalrechnung auf  die  Theorie   der   ebenen  Cjirven  suchen. 

La.  (Lp.) 


G.  FoüRET.      Sur  une  g^n^ralisation    de   la  quadratrice. 

Nouv.  Ann.  (3)  V.  39-43. 
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Die  Polargleiehung   der  Quadralrix  des    Dinostratus   kann 
man  schreiben: 

*  ~  ßinw  ' 
Hier  wird  nun  eine  allgemeinere  Curve,  nämlich  diejenige  von 
der  Gleichung: 


betrachtet  Es  wird  gezeigt,  wie  einige  Eigenschaften  der 
Quadratrix  auf  die  allgemeinere  Curve  eich  Übertragen  lassen-, 
DDd  zum  Schlues  wird  an  letztere  in  einem  beliebiges  Punkte 
eine  Tangente  gelegt;  es  wird  bewiesen,  dass  diese  Tangente 
mit  dem  Radius  vector,  der  nach  dem  BerOhrungspunkte  hingeht, 
einen  Wickel  bildet,  der  demjenigen  gleich  ist,  unter  welchem 
dieser  Hadius  vector  von  einem  festen  Punkte  aus  gesehen  wird. 

Mz. 

M.  DU  Chätbnet.  Sur  les  courbes  dans  lesquelles  \a 
projectioD  du  rayon  de  courbure  aur  le  rayon  7ec- 
teur  est  avec  lui  dans  un  rapport  coiistant.  Nouv.  add 
(3)  V.  233-237. 

K.  Brocard.     Extrait  d'uiie  lettre.    Noav.  add.  (3)  v.  391-398. 

1)  Die  ebenen  Gurven,  bei  deneo  sich  die  Projection  des 
KrAmmungsradius  auf  den  Vector  zu  diesem  verhält,  wie  1  :m, 
haben  im  allgemeinen,  d.  h.  wenn  m  ^  1  ist,  die  Polargleichung 

r"'-'  ^  ffl""'  Bin(m— l)^p, 
oder  bei  andrer  Wahl  der  Anfangsriclilung 

r™-'  ^  a"""*  coaC«»— l)w. 
Für  m  =  1  werden  es  logarithmieche  Spiralen. 

2)  Herr  Brocard  macht  darauf  aufmerk 
vorigen  Arbeit  gefundenen  Resultate  schon 
kannt  sind,  und  führt  zum  Belege  eine  Reih« 


A.  V.  Lane.      Note   on    a  roulette.     l 
132-137. 
Der  Herr  Verfasser  behandelt  diejenig« 


/' 
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Scheitel  der  grossen  Axe  einer  Ellipse  beschreibt,  während  letz- 
tere auf  einer  Geraden  rollt.  Diese  Gerade  wird  zur  X-Axe 
genommen,  und  Coordinatenanfang  ist  der  Scheitel  der  beweg- 
lichen Ellipse  im  Anfang  der  Bewegung.    Wird  zur  Abkürzung 

«  a'b'da  ^ 

0        (a*  cos'a  +  b*  sinV)* 
gesetzt,  so  lauten  die  Gleichungen  dieser  Rollcurve: 

^,  .  .  c'sinocoso 

'  ^  "^       (a'  cos  a  +  6'  sin*a)*  ' 

y  ==  (a'  cos'a  +  6'  sin'a)*  —  a  cosa. 
Hier  ist  c'  =  o'— 6'  und  a  der  Winkel,  den  die  Ordinate 
des  Centruras  der  beweglichen  Ellipse  mit  dem  Itadius  bildet, 
der  vom  Centrum  nach  dem  Scheitel  (x,  y)  gezogen  ist.  Es  wird 
dann  die  Evolute  dieser  Curve  gleichfalls  durch  zwei  Gleichungen 
in  ähnlicher  Weise  definirt.  Nach  einer  Discussion  über  die 
Gestalt  der  Rollcurve  wird  ih^e  Rectification  und  ihre  Quadratur 
vorgenommen.  Mz. 

E.  Habich.     Sur  une  question  de  roulettes.     Mathesis.  vi. 

103-100. 

Die  Linie,  auf  der  man  einen  Kreis  rollen  lassen  muss,  da- 
mit  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Ebene  eine  Gerade  beschreibe, 
ist  die  Delaunay'sche  Curve  (Liouville  J.  VI.  1846.  309).  Eine 
auf  elementarem  Wege  geführte  Untersuchung  der  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingung  dafür,  dass  eine  Umdrehungsober- 
fläche eine  mittlere  constante  Krümmung  habe.        Mn.  (Lp) 

W.  Rkinhardt.     Untersuchung  einiger  durch  das  Rollen 
von  Kegelschnitten    auf   einer  Geraden   entstehenden 

Curven.     Dies.  Marburg.  80.  30  S. 


J.  NbüBBRG.       Note   sur   la   Strophoide.     Mathesle.  vi  219-223. 

Tangente,  Normale,  Krümmungsradius  dieser  Curven,  nach 
verschiedenen  Methoden  abgeleitet.  Mn.  (Lp.) 
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P.  Mansion,     Loiigoeur  de  la  boucle  de  la  logocycHque 

OU    Strophoide.     Mathesis.  VI.  108-110. 

Mn. 


K.  BoBEK.      Ueber   hyperellipliache   Curven.      Wien.   Ber. 

XCIII.  I>01  617. 

Auf  Grund  der  Methoden  von  ßrill  und  Nöther  werden  in 
der  vorliegenden  Note  eine  Heihe  merkwürdiger  Sätze  Ober  hyper- 
elliptische Curven  bewiesen.  Eine  solche  Curve  trägt  bekannt- 
lich eine  einzige  lineare  Schar  ^^)  von  Punktepaaren,  wenn  ihr 
Geschlecht  p  grösser  ist  als  Eins,  auf  welchen  Fall  Herr  Bobek 
seine  Betrachtungen  beschränkt.  Die  adjungirten  Curven  tp  der 
(m— 3)^  Ordnung,  unter  m  die  Ordnung  der  Grundcurve  verstanden, 
haben  femer  die  Eigenschaft,  dass  ihre  2p— 2  beweglichen 
Schnittpunkte  mit  der  Grundcurve  stets  aus  p— 1  Punktepaaren 
der  Schar  g\^^  bestehen.  Herr  Bobek  beweist  nun  zunächst,  dass 
die 'Ordnung  einer  hyperelliptischen  Curve  vom  Gescblechte  p 
nicht  kleiner  als  p+2  sein  kann.  Hat  die  Ordnung  den  klein- 
sten Wert  p-f'2,  welcher  zulässig  ist,  so  besitzt  die  Curve  not- 
wendig einen  p-fachen  Punkt,  und  die  durch  diesen  Punkt  laufen- 
den Strahlen  schneiden  aus  der  Curve  die  Schar  g^^^  aus.  Zu- 
gleich zerfällt  jede  Curve  g>  in  p — 1  durch  jenen  Punkt  laufende 
Strahlen.  Betrachtet  man  eine  hyperelliptische  Curve  von  belie- 
biger Ordnung  m>p-f2,  so  erhebt  sich  die  Frage  tiach  der 
Enveloppe  derjenigen  Geraden,  welche  je  die  Punkte  eines 
Paares  der  Schar  g^^^  verbitiden.  Diese  Enveloppe  ist  eine 
rationale  Curve  6*  der  KJasse  k  =  m— p— 1.  Besitzt  die  hyper- 
elliptiscbe  Curve  einen  Doppelpunkt,  so  kann  man  sie  auffassen  als 
Grenzfall  einer  Curve  von  nächst  höherem  Geschlecht  (indem 
die  Auflösung  eines  Doppelpunktes  das  Geschlecht  um  eine  Ein- 
heit erhöht).  Bei  dieser  Auffassung  wird  die  Curve  Q,k  reductibel, 
indem  sich  von  ihr  das  StrablenbOschel  durch  jenen  Doppelpunkt 
absondert  Die  beiden  in  dem  Doppelpunkt  vereinigt  liegenden 
Punkte  der  Curve  bilden  dann  ein  Paar  der  ^,*>,  welches  der  Ver* 
fasser  als  „singnlär**  bezeichnet.  Ist  ein  solches  singuläres  Paar 
nicht  vorhanden,  so  ist  6*  entweder  irreductibel,  oder  eine  mehr- 
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fach,  etwa  fc, -fach  zählende  Enveloppe  0,^^  wo  daoo  k  =  k\k, 
sein  wird.  Der  Fall  *'  =  1  wird  nfther  betrachtet  und  in  Be- 
treff desselben  auf  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  (Wien.  Ber. 
XCI;  F.  d.  M.  XVIL  1885.  597)  verwiesen.  Der  Hauptsatz  der 
Nöte  bezieht  sich  nun  auf  den  Fall,  wo  &k  irreductibel  und 
zugleich  k<:p  ist.    Er  lautet: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  x  der  Ebene  die  k  Tangenten 
von  @;b)  welche  die  Paare  a^a^^  ^i^^^y  •••)  ^*^^  tragen,  so  gebt 
jede  adjungirte  Curve  g>  der  (m— 3)*"  Ordnung,  welche  die  Paare 
a^a^J  a,a,,  •••,  OkOk  enthält,  auch  durch  den  Punkt  x.** 

An  diesen  Satz  knüpfen  sich  weitere  Folgerungen.  Man 
nehme  p—k—l  feste  Paare  der  g^^  und  betrachte  alle  diese 
Paare  enthaltenden  Gurven  q>.  Letztere  bilden  eine  A-faeh  un- 
endlich lineare  Schar  und  durch  die  zu  einem  Punkte  x  gehörigen 
Paare  a^a^y  ...,  akajt  wird  daher  eine  einzige  Curve  g>x  aus 
dieser  Schar  hindurchgehen.  Die  Gesamtheit  der  Curven  g>g  bil- 
det nun  ein  lineares  Netz  von  Curven  (m— 3)*^  Ordnung,  der- 
gestalt, dass  (fx  einen  Curvenbüschel  beschreibt,  wenn  der  Punkt 
X  eine  Gerade  durchläuft.  Auf  dieser  Geraden  liegen  immer 
m— 4  Basispunkte  des  Büschels  und  jeder  weitere  Basispunkt 
ist  ein  gemeinsamer  Punkt  aller  Curven  des  Netzes.  Der  Schluss 
der  Note  ist  dem  besonders  interessanten  Falle  m  =  p-f  3  ge- 
widmet, in  welchem  k  =^  2,  also  6«  ein  Kegelschnitt  ist  Es 
wird  gezeigt,  wie  man  die  diesem  Falle  entspreclienden  hyper- 
elliptischen Curven,  ausgehend  von  dem  Kegelschnitte  6iti  erzeugen 
kann,  und  es  wird  die  Gleichung  dieser  Curven  aufgestellt. 

Hz. 


K.  BoBEK.    üeber  hyperelHptische  Curven.    (Zweite  Mit- 
teilung.)     Wieo.  Ber.  XCIV.  861-873. 

Die  Gleichung  einer  hjperelliptischen  Curve  vom  Geschlechte 
p  und  der  Ordnung  p  +  S  lässt  sich,  wie  der  Verfasser  in  der 
ersten  Mitteilung  gezeigt  hat,  in  die  Form  setzen: 

(1)         *==^/^*^» -^5,^  =  0, 

l        1        ^i^k 
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wobei  J  =  A^A^  ...A^^  ferner  Ai  =  T.  +Sii  +  r,i?  =  0  Tan- 
genten des  festen  KegelschnittB 

CO        S'— 47,7,  =0 

sind,  Bi  quadratische  Functionen  der  Coordinaten  bedeuten,  end- 
lich Sijt  =  0  die  tn  Ai  =z  0  und  At  =  0  gehörige  Berührongs- 
sehne  darstellt,  welche  f&r  t  =  &  mit  der  Tangente  Ai  =  0 
zusammenfällt  Hiervon  ausgehend,  beweist  der  Verfasser  zu- 
nächst den  Satz: 

^Eliminirt  man  l  aus  den  befden  Gleichungen 

(3)  ii  =  r.+si+T,r  =  0, 

(4)  e  =  nk  (A-iol^  -lA-' 

SO  erhält  man  die  Gleichung  einer  hjperelliptischen  Gurre  von 
der  Ordnung  p-f  3  und  dem  Geschlechte  p." 

Dass  diese  Elimination  auf  die  Gleichung  (1)  führt,  erkennt 
man  direct  in  folgender  Weise.  Man  bezeichne  mit  il,  l'  die 
Wurzeln  von  (3)  und  zwar  mit  X'  diejenige,  welche  auch  (4) 
befriedigt    Es  ist  dann  offenbar 

oder 

(5)        V=  J^i-^Cl-li)  =  0. 

Setzt  man  nun  den  aus  vorstehender  Gleichung  entnommenen 
Wert  von  il  in  (3)  ein,  so  erhält  man  nach  einer  leichten  Um- 
formung genau  die  Gleichung  0  =  0.  Die  Gleichuog  (ö)  stellt 
einen  BOschel  von  Curven  (p  +  l)*"  Ordnung  dar,  falls  il  als  ein 
veränderlicher  Parameter  angesehen  wird,  und  es  zeigt  sich, 
dass  die  Curve  <Z>  =  0  Kp+2)(P~~  0  +  2  ^on  den  Basispunkten 
dieses  Büschels  zu  Doppelpunkten  hat  Daher  sind  die  Curven 
V'  =  0  zu  0  =  0  acljungirt.  Wählt  man  insbesondere  1  =  1^, 
so  zerfällt  V  =  0  in  il*  =  0  und  die  Curve  p^  Ordnung 

(6)        qp*  =  -^  i.  -J-  (A.~  A*)  =  0, 
und  es  gilt  der  Satz: 
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„Die  Curven  (p^  =  0,  %  =0,  .  .  .,  g)^  =  0  sind  p  linear 
unabhängige  zu  Ö>  =  0  adjungirte  Curven  p^'  Ordnung."  Be- 
trachtet man  irgend  eine  g^-Gurve 

(7)        (p  =  c,(p,  +c^(p^  H h  Cpffp  =  0, 

80  schneidet  dieselbe  (D  =  0  in  p— 1  Paaren  von  Punkten,  deren 
Verbindungsgeraden  p— 1  Tangenten 

(8)        B,  =  T,  +  SfiH+T,fi}  =  0  (Ä=  1,  2,  ...,p-l) 

des  Kegelschnitts  (2)  sind.  Wenn  umgekehrt  die  p—l  Tangenten 
B;^  =  0  gegeben  sind ,  so  ist  durch  dieselben  die  Curve  qp  =  0 
eindeutig  bestimmt.  Es  erwächst  daher  die  Aufgabe,  die  Coef- 
ficienten  c,,  c„  .*. .,  Cp  aus  den  /u,,  /u,,  ...,  fip  zu  berechnen. 
Der  Verfasser  findet,  dass  bei  geeigneter  Fixirung  der  in  tp  ent- 
haltenen multipllcativen  Constanten 

(9)         Ck  =  -^ 

1 

wird,  wo  im  Nenner  der  verschwindende  Factor  Ä*— i»  fortzu- 
lassen ist,  was  durch  den  Accent  angedeutet  werden  soll.  Die 
Function  9),  welche  zu  den  Tangenten  Sa  =  0  gehört,  lässt  eich 
auch  noch  in  anderer  Weise  darstellen.    Man  setze  nämlich 

(10)        ^,==77,(^,-^0.1.—^,     «A=^     ^ 


77*  {^k—iik) 


so  ist 


(11)        (p  =  B^B,  . , ,  Bp^i  JSh 


1        B, 

Bei  der  Bildung  von  Oh  ist  wiederum  im  Nenner  der  verschwin- 
dende Factor  (Un—Hh  fortzulassen.  Auch  die  Aufgabe,  die  Werte  von 
1^11  A'i)  ••*,  f^p-i  zu  bestimmen,  wenn  die  c,,  c„  ...,  Cp  gegeben 
sind,  gestattet  eine  degante  Lösung.  Man  rändere  nämlich  die 
Determinante  |A*|,    welche  gleich  dem  Differenzenproducte  der 

A,,  A„  . . .,  Xp  ist,  horizontal  mit  1,  ^,  f*',  . . .,  ju^-^  und  vertical 
mit  c^n'(XH-l,%  c,WßH-X,\  ...,  CpW(XH--Xp),  Vergleicht 
man  diese  geränderte  Determinante  mit  Null,   so  entsteht  eine 


1 
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GleiebuDg  (p-^l)**'  Ordnung  in  /u,  deren  Wurzeln  die  gesuchten 
GrösBeo  /u,,  ^,,  ...,  /Up.i  sind.  Hz. 


6.  DE  LoNGCHAMPS.     8ur  la  potentielle  triaugulaire. 

MathesU.  VI.  246-248. 

Studie  aber  die  Gurve,  deren  Gleichung  ii\  barycentrischen 
Coordinaten: 

x:y  :z  =  aP  :bP  :cp 
ist,  worin  a,  6,  c  die  Seiten  des  Dreiecks  bedeuten. 

Mn.  (Lp.) 


Capitel  3. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 

F.  Schub.  Ueber  den  Zusammenbang  der  Räume  con- 
stauten  Riemann'scben  Rrttmmungsmasses  mit  den 
projectiven  Räumen.     Klein  add.  xxvn.  537-567. 

Herr  Beltrami  hat  (Annali  di  Mat.  (2)  II,  p.  232.)  gezeigt, 
dass  jeder  Raum,  für  welchen  sich  das  Linienelement  in  der 
von  Riemann  gegebenen  Form  ausdruckt,  und  den  er  einen 
projectiven  Raum  nennt,  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Glei- 
chungen der  kürzesten  Linien  in  demselben  linear  sind,  und 
dass  solche  Räume  konstantes  Riemann 'sches  KrHmmungsmass 
haben;  Herr  Lipschitz  hat  umgekehrt  bewiesen  (Borch.  Journ. 
LXXH.  1),  dass  jeder  Raum  constanten  Riemanu'schen  Krüm- 
mungsmasses  ein  projectiver  ist. 

Der  Herr  Verfasser  hat  diese  Untersuchung  von  neuem  auf- 
genommen, hauptsächlich  in  der  Absicht,  dem  Beweise  eine 
einfachere  Gestalt  zu  geben.     Eine  solche  Vereinfachung  hat  er 
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durch  einige  geometrische  Betrachtungen  erlangt  Ein  projeo- 
tiver  Raum  ist  nämlich  dadurch  vollständig  charakterisirt,  dass 
jede  seiner  „geodätischen  Flächen^  zweifach  unendlich  viele  seiner 
geodätischen  Linien  enthält.  (Unter  geodätischen  Flächen  sind 
die  Orte  aller  geodätischen  Linien  verstanden,  welche  in  einem 
Punkte  P  eine  durch  P  gehende  Ebene  berQhren).  Fragt  man 
nun,  ob  es  Räume  giebt,  welche  diese  Eigenschaft  nicht  allgemein 
besitzen,  sondern  nur  f&r  die  durch  einen  festen  Punkt  gehenden 
Flächen,  so  lässt  sich  f&r  sie  das  Linienelement  aufstellen,  und 
es  folgen  gewisse  Eigenschaften  des  Krümmungsmasses;  und 
daraus  lässt  sich  dann  der  Beweis,  um  den  es  sich  handelt, 
leicht  finden. 

Diesen  specielleren  Untersuchungen  ist  eine  vollständige 
Begründung  der  Begriffe  und  Sätze  der  Theorie  der  Räume 
vorausgeschickt,  und  am  Schlüsse  finden  sich  Betrachtungen  über 
Verallgemeinerungen  des  Riemann'schen  Krümmungsmasses. 

.    A. 


E.  PicARD.     Sur    la   transformation    des    surfaces    alg^- 
briques  eii  elles-mSmes.      c.  R.  GIIL  517-590,  549-552. 

In  Analogie  mit  dem  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  im  Journal 
für  Math.  LXXXVII  aufgestellten  und  bewiesenen  Satz,  dass  die 
Curven  vom  Geschlechte  0  und  1  die  einzigen  sind,  welche  durch 
eine  Schar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transformationen 
in  sich  übergehen,  stellt  der  Verfasser  in  der  ersten  Mitteilung 
die  Behauptung  auf,  dass  diejenigen  algebraischen  Flächen,  welche 
durch  eine  von  zwei  Parametern  abhängige  rationale  eindeatig 
umkehrbare  Substitution  in  sich  übergehen,  vom  Geschleckte 
0  oder  1  sind  (im  Sinne  des  Herrn  Noether).  Es  wird  zuerst 
für  den  von  Herrn  Schwarz  aufgestellten  Satz  ein  anderer  sehr 
einfacher  Beweis  gegeben,  welcher  lehrt,  dass  die  Anzahl  der 
unabhängigen  Integrale  erster  Gattung,  d.  h.  das  Geschlecht  der 
betrefftoden  Gurve,  nicht  >  1  sein  kann,  und  gezeigt,  dass  sich 
dieser  Beweis  Schritt  für  Schritt  auch  auf  die  in  Bede  stehenden 
Flächen  anwenden  lässt. 
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In  der  zweiten  Mitteilung  wird  zuerst  bewiesen,  dass,  wenn 
die  Substitution  nur  einen  veränderlichen  Parameter  besitzt, 
das  Flächengeschlecbt  ein  "beliebiges  sein  kann,  und  zwar  sind 
die  fraglichen  Flächen  durch  folgende  Bedingung  festgelegt: 
Sind  Xa  (o  =  1,  2,  3)  die  Coordinaten  eines  Flächenpunktes, 
A,  /u;  A',  {i^  yier  Parameter,  und  setzt  man 

indem  man  die  Parameter  durch  die  Relationen  F(il,  ^)  =  0, 
fQ!  li')  =  0  verbindet,  so  muss  F  =  0  vom  Geschlechte  1, 
f  =z  0  vom  Geschlechte  p  >  l  sein. 

Fasst  man  hingegen  den  Fall  ins  Auge,  dass  die  unend- 
liche Zahl  der  Substitutionen  nicht  notwendig  von  willkürlichen 
Parametern  abhängt,  so  ergiebtsich  der  Satz:  Wenn  das  Geschlecht 
der  Fläche  >  1  ist,  so  giebt  es  überhaupt  nur  eine  endliche 
Zahl  von  Substitutionen,  welche  die  Fläche  in  sich  fiberführen, 
oder  sie  enthalten  einen  veränderlichen  Parameter,  in  welchem 
Falle  die  Flächen  zu  den  in  der  ersten  Mitteilung  behandelten 
gehören.  Die  zum  Beweise  dieses  Satzes  notwendige  Bedingung 
dafür,  dass  die  zur  gegebenen  adjungirte  Fläche  (m— 4)^®''  Ordnung 
die  erstere  (ausser  in  den  singulären  Linien  und  Punkten)  in 
einem  Punkte  berühre:  ^(-4,,  il„  ...,  Ap)  =  0  ist  vom  Grade  />, 
welcher  für  alle  die  Flächen,  die  sich  punktweise  entsprechen, 
invariant  ist.  (Die  A^^  sind  die  p  willkürlichen  Constanten, 
welche  in  der  Gleichung  der  adjungirten  Fläche  (m  —  4)'*'  Ord- 
nung auftreten.)    Setzt  man  hier  A^  =  ^e  =  •••  =  -4p  =  0  und 

A  A  A 

— ^  =  x,  —^  =  y,  —^  =  «,  so  geht  die  Relation  über  in  die 

A^  A^  A^ 

Gleichung 

F(a?,y,»)  =  0, 

die  als  Gleichung  einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann,  welche 
der  gegebenen  Fläche  Punkt  für  Punkt  entspricht  Daraus  folgt, 
dass  die  algebraischen  Flächen,  welche  dasselbe  D  besitzen,  nur 
eine  begrenzte  Zahl  von  Klassen  bilden.  Nach  Herrn  Picard's 
Ansicht  muss  dieses  D  in  der  Flächentheorie  der  Geschlechtszahl 
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p  an  die  Seite  gestellt  werden.    Die  analogen  Betrachtungen  ftlr 
die  Ebene  ergeben,  dass  hier  D  =  6p^6  ist  Bm. 


E.  PiCARD.  Sur  la  transformation  des  surfaces  et  siir 
une  classe  d'öquations  diffdrentielles.  C.  R.  CHI.  635-638. 
Diese  Note  schliesst  sich  an  zwei  vorhergehende  Mitteilungen, 
die  im  voranstehenden  Referat  besprochen  sind,  an,  indem  der 
Verfasser  eine  Anwendung  seiner  dort  angestellten  Betrachtungen 
auf  eine  Klasse  von  Differentialgleichungen  giebt.  Bedeutet  näm- 
lich in  der  Differentialgleichung 

r(y, »',  y")  =  0 

f  ein  Polynom,  sind  y*  und  y^'  die  beiden  ersten  Abgeleiteten 
von  y  nach  x^  und  setzt  man  voraus,  dass  das  allgemeine 
Integral  dieser  Gleichung  eine  eindeutige  Function  von  x  ist,  die 
nur  im  Unendlichen  eine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzt,  so 
ergiebt  sich,  dass  das  Geschlecht  der  Differentialgleichung  (die- 
selbe als  Gleichung  einer  Fläche  betrachtet)  0  oder  1  sein  muss. 
Das  inverse  Problem :  zu  bestimmen,  ob  die  obige  Differential- 
gleichung mit  Hülfe  AbeFscher  Functionen  integrirt  werden  kann, 
wird  für  den  Fall,  dass  das  Geschlecht  der  Fläche  1  ist,  voll- 
ständig gelöst.  Bm. 

E.  PiCARD.     Sur    les   surfaces    alg^briques    susceptibles 
d'une  double  infinit^  de  transformations  birationnelles. 

C.  R.  cm.  730-732. 

Anschliessend  an  den  in  einer  früheren  Note  (cf.  p.  714) 
mitgeteilten  Satz,  dass  die  Flächen,  welche  eine  doppelt  unend- 
liche Schar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Substitutionen 
zulassen,  vom  Geschlechte  0  oder  1  sein  müssen,  untersucht  der 
Autor  diese  Flächen  näher  und  gelangt  zu  dem  Resultate,  dass 
sich  die  Coordinaten  irgend  eines  Flächenpunktes  als  eindeutige 
vierfach  periodische  Functionen  zweier  Parameter  darstellen 
lassen  müssen.  Dieses  Resultat  erlaubt  ihm  dann  den  Satz  aus- 
zusprechen, dass  die  in  der  Note  C,  R.  CHI.  635-638  behandelte 
Differentialgleichung 

f(s,  y'  y")  =  0, 
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WO  f  ein  PolfBom  ist  and  da»  mll|^meine  Inte^rml  mls  eindeutig 
TornusgeseUt  wird,  ak  Gleiehong  einer  Fläche  betrachtet,  eine 
Transformation  der  fraglichen  Art  mit  mindestens  einem  will- 
kQrlicben  Parameter  xoUsst.  f,  y,  f"  lassen  sich  dann  im 
allgemeinen  durch  AbeKsche  Functionen  xweier  Parameter  ans- 
drücken.  Enthilt  aber  die  Transformation  nar  einen  Parameter, 
so  wird  die  Integration  durch  elliptische  Functionen  geleistet« 
Hiermit  sind  die  Mittel  su  einem  eingehenden  Stadium  der  obigen 
Differentialgleichung  gegeben.  Der  Verfasser  giebt  als  vor- 
läufiges Resultat  seiner  diesbezüglichen  Untersachungen,  über  die 
er  eine  grössere  Abhandlung  verspricht,  den  Satz:  „In  dem 
speciellen  Falle,  dass  y,  y',  y'^  selbst  eindeutige  Functionen  sind, 
welche  thatsächlich  vier  Periodenpaare  besitzen,  muss  das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  notwendig  die  Gestalt 

y  =  ip(ax  +  C,  a'x  +  C) 
annehmen,   woselbst  a  und  a'   zwei  Constante,  C  und  C  will- 
kQrlich  sind  und  7(11,  r)  eine  vierfach  periodische  Function  von 
u  und  V  repräsentirt*'.  ßm. 

H.  PoiNCARE.      Sur  les   transformations   des   surfaces  en 
alles- mßraes.     C.  R  CHI.  732-734. 

Es  wird  hier  der  von  Herrn  Picard  C.  R.  CHI.  730-732 
aufgestellte  und  bewiesene  Satz,  dass  die  Coordinaten  einer 
Fläche,  welche  eine  doppelt  unendliche  Schar  rationaler  cin> 
deutig  umkehrbarer  Substitutionen  zulässt,  durch  Abersche  Func- 
tionen eines  Parameters  ausgedrückt  werden  können,  noch  ein- 
mal bewiesen.  Durch  eine  kurze  gruppentheoretiscbe  Betrachtung 
ergiebt  sich  zunächst  das  allgemein  wichtige  Theorem,  dass 
drei  Functionen  zweier  Variabein,  die  ein  Additionstheorem 
besitzen,  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  sind.  Dabei  ist  zu 
bemerken,  dass  drei  Functionen  x,  y,  z  von  zwei  Veränderlichen 
I,  11  nach  des  Verfassers  Definition  dann  ein  Additionstheorem 
haben,  wenn  ihre  Werte  für  /  =  /,+<„  ti  =  11,  +m,  rationale 
Functionen  der  Werle  sind,  die  sie  für  <  =  <,  und  11  =  m, 
einerseits  und  fttr  (  ^  /„  u  =  n^  andererseits  annehmen.    Ilieraus 
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folgt  dann  leicht  der  Beweis  des  oben  erwähnten  Satzes  von 
Picard,  und  es  ergiebt  sich  ferner  noch,  dass  die  Bedingungen, 
welche  Herr  Fuchs  dafflr  aufstellte,  dass  das  allgemeine  Integral 
einer  Differentialgleichung  nur  eine  endliche  Zahl  singulärer 
Stellen  besitzt,  nicht  bloss  im  Falle  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  nur  dann  erfQllt  werden,  wenn  man  dieselben 
auf  lineare  Differentialgleichungen  zurQckffthren  kann,  sondern 
dass  dies  auch  für  Gleichungen  höheren  Grades  der  Fall  ist 

Bm. 

A.  R.  Johnson.      On  Cayley^s    differential   equation    for 

orthogonal  surfaces.    Mess.  xvi.  27-33. 
A.  R.  Johnson.     Correctioii.     Mess.  xvi.  iii. 

In  diesem  Artikel  wird  die  fragliche  Differentialgleichung  als 
ein  besonderer  Fall  der  Differentialgleichung  von  Oberflächen 
erhalten,  deren  Haupttangenten  sich  in  einer  vorgegebenen  Weise 
drehen,  wenn  der  Berührungspunkt  längs  einer  Trajectorie  wan- 
dert. Die  Form  der  Goefficienten  wird  angegeben,  und  es  wird 
dargethan,  dass  sie  alle  in  einem  Nabelpunkte  verschwinden. 
Ein  kurzer  Abriss  von  Catalan's  Methode  (G:  R.  LXXIX)  zur 
Auffindung  der  anderen  beiden  Gleichungen  eines  dreifach-ortho- 
gonalen Systems,  von  welchem  eins  gegeben  ist,  wird  hinzu- 
gefügt. Glr.  (Lp.) 


G.  S.  Cärr.      Proof  of  the  formula  for  the  torsion  of  a 
geodesic.      Mess.  ^VI.  110. 

Beweis  der  bekannten  Formel  für  den  Radius  a  der  Torsion: 


—  =  ( JsinÖcosö.  ^,      .,     . 

a       \q,       g,y  Glr.  (Lp.) 


H.  LE  PoNT.      Note  sur  las  lignes  asymptotiques  et  lea 
lignes  de  courbure.    TeUeira  J.  Vlll.  43-45. 

Der  Verfasser  beweist,  dass  die  abwickelbaren  Flächen  die 
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einzigen  sind,  welche  die  Eigensebaft  haben,  dass  das  eine  ihrer 
beiden  Systeme  von  asymptotischen  Guryen  übereinstimmt  mit 
dem  einen  System  der  KrQmmungslinieD;  und  dass  die  Ebene 
die  einzige  Oberfläche  ist,  fQr  welche  beide  Systeme  der  asymp- 
totischen Curven  zu  gleicher  Zeit  KrQmmuDgslinien  sind. 

Tx.  (Hch.) 

V.  Lac  de   Bosredon.     £ltude  sur  les  sections  plaues 
des  surfaces.      Theorie   nouvelle   des   plaiis  cycliques 

et  des  ombilics.   Noqv.  Ann.  (3)  Y.  186-200,  214-223. 

Es  wird  eine  Methode  besprochen,  um  bei  rechtwinkligen 
Ck>ordinaten  die  Durchdchnittscurve  einer  Fläche  f(x^  y,  a)  =  0  und 
einer  Ebene  Ax-\'By-\'C%  =  0  auf  ein  gewisses  in  dieser  Ebene 
liegendes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  zu  bezieben.  Diese 
Methode  wird  angewandt  zur  Ermittelung  der  Kreisschnitte  und 
der  Nabelpunkte  von  Flächen  zweiter  Ordnung.  Neues  enthält 
die  Arbeit  nicht.  A. 

BiocHE.     Sur  un  memoire  de  Poisson.    S.  M.  P.  Bull.  xiv. 

13-18. 

Poisson  hat  in  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1832,  welche 
in  der  Pariser  Akademie  vorgelesen  und  später  in  Crelle's  Jour- 
nal und  im  J.  de  TEc.  Polyt.  veröffentlicht  ist,  im  Anschluss  an 
die  Theoreme  von  Euler  und  Monge  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  es  einfache  Punkte  der  Fläche* mit  einer  einzigen  Tangen- 
tialebene giebt,  fQr  welche  die  allgemeinen  Gesetze  der  KrQm- 
roung  nicht  gelten. 

Der  Herr  Verfasser  weist  nach,  dass  solche  Punkte,  wenn 
sie  bef  einer  algebraischen  Fläche  vorkommen,  im  Sinne  der 
algebraischen  Theorie  nicht  als  einfache  Punkte  gelten  können, 
dass  vielmehr,  wenn  die  Gleichung  von  der  Form  F(a:,  y,  z)  =  0 
ist,  die  drei  partiellen  Ableitungen  von  F  fttr  einen  solchen  Punkt 
verschwinden  müssen,  und  knüpft  daran  noch  einige  Bemer- 
kungen über  die  Zahl  der  Maxima  und  Minima  der  Krümmungen 
der  Normalschnitte  in  einem  solchen  Punkte.  A. 
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G.  MoRERA.    Sui  sistemi  di  superficie  e  le  loro  trajettorie 

ortOgonali.      Lorab.  Ist.  Recd.  (2)  XIX.  282-285. 

Ist  w  eine  Function  der  drei  rechtwinkligen  Coordinaten 
a?,,  a?„  a?j,  so  entspricht  jedem  Constanten  Werte  von  tp  eine  Fläche, 
und  allen  möglichen  Gonstanten  eine  Flächenschar. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  dieser  Flächenschar  sind 
bestimmt  durch  die  Differentialgleichungen 

Das  Bogenelement  auf  einer  solchen  Trajectorie  zwischen  den 
Denachbarten  Flächen  tr  und  %D-\-d%D  ist  — r=^,  bleibt  also  con- 

stant  für  alle  Punkte,  für  welche  Ju>  =  constant  ist  Deshalb 
nennt  der  Herr  Verfasser  die  Linien,  in  welchen  die  Fläche  u> 
von  den  Flächen  /Iw  =  const.  geschnitten  wird,  Aequidistanz- 
linien. 

Die  Normalebene  einer  solchen  Linie  fällt  zusammen  mit 
der  Schmiegungsebene  der  rechtwinkligen  Trajectorie. 

Sind  die  Flächen  dw  =  const.  identisch  mit  den  Flächen 
\o  ==  const.,  ist  also  Jix>  =  /"O^),  so  sind  die  orthogonalen 
Trajectorien  gerade  Linien,  die  Flächen  %x>  also  Parallelflächen. 

Im  allgemeinen  Falle,  wo  Aequidistanzlinien  existiren,  kann 
man  noch  auf  der  Fläche  %d  das  System  der  orthogonalen 
Trajectorien  derselben  bilden,  und  wenn  man  das  Linieneleroent 
einer  solchen  mit  9wp  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  für  die  Krümmung 
der  orthogonalen  Trajectorien  der  Flächen  tr  die  Formel 

-  =  IT  rä — lg-^M>.  A. 


R.  Hoppe.     Ueber  Variation  von  Geraden,   die  an   eine 
Fläche  geknüpft  sind.    Hoppe  Arch.  (2)  in.  290-301. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  eine  Abhandlung  von  Issolj: 
„Sur  les  diverses  courbures  des  lignes  qu*on  peut  tracer  sur  une 


Gapitel  3.    Analytische  Geometrie  des  Raumes.  721 

surface".  Nouv.  Add.  (3)  III.  522-527  (Ref.  F.  d.  M.  1884.  XVI. 
660)  an,  indem  sie  die  dort  gefandenen  Resultate  nach  den 
Prineipien  der  Curven  und  Flächentheorie  des  Herrn  Verfassers 
zusammenhängend  entwickelt,  geometrisch  einfach  deutet  und  in 
mehrfacher  Hinsicht  erweitert.  Sind  ti  und  v  orthogonale  Para- 
meter einer  Fläche,  so  seien  in  einem  Punkte  P  der  Fläche 
die  Tangenten  der  beiden  Parameterlinien  und  die  Flächennormale 
construirt  Dann  handelt  es  sich  um  die  Variation  dieser  drei 
Geraden  beim  Uebergang  zu  einem  Nachbarpunkte,  die  der  Herr 
Verfasser  auf  kinematischer  Grundlage  untersucht.  A. 


J.  Weingarten,     üeber  die   Deformationen   einer  bieg- 
samen, nnansdehnbaren  Fläche.      Kronecker  J.  C.  296-310. 

J.  Weingarten,      üeber    die    unendlich    kleinen   Defor- 
mationen   einer    biegsamen ,    unausdehnbaren  Fläche. 

Berl.  Ber.  83-91. 

1.  Nach  einer  von  Jellet  (Dublin  Trans.  XXII.  1883)  aus 
gesprochenen  Bemerkung  ist  eine  biegsame  und  unausdehnbare 
Fläche  mit  positivem  KrOmmungsmass  nicht  deformirbar,  wenn 
man  ein  in  ihr  befindliches  CurvenstQck  festhält;  dagegen  kann 
eine  solche  mit  negativer  Krümmung  noch  deformirt  werden, 
wenn  man  eine  ihrer  asymptotischen  Linien  festhält  Da  aber 
die  Schlösse,  durch  welche  dieses  Resultat  gewonnen  ist,  nicht 
einwandfrei  sind,  so  hat  der  Herr  Verfasser  die  Frage  noch 
einmal  aufgenommen.  Er  geht  zu  diesem  Zwecke  von  zwei  auf- 
einander abwickelbaren,  sonst  aber  beliebig  liegenden  Flächen 
S'  und  S"  aus,  bei  denen  die  zu  denselben  Parametern  p  und  q 
gehörigen  Punkte  einander  entsprechen.  Der  Ort  der  Mitten  der 
Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  heisst  die  Mittelfläche  S, 
Sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  x,  y,  2,  so  sind 
die  der  entsprechenden  Punkte  auf  S'  und  S"  bezüglich  rr+w, 
yil^i  ^dl^t  und  die  Bedingungen  lassen  sieb,  wenn  das  Quadrat 
des  Linienelementes  auf  S  die  Form  hat 

öi,i  du^  -f  2aj,2  du  de  +  »2,2  de', 

Foruchr.  d.  Math.  XVIII.  2.  46 
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und  gesetzt  wird 


01,102,2—01,2*  =  o, 

folgendermassen  darstellen : 

^  dx     du       ^        ^  dx    du  _/- 

dx    du  r-  dx     du 

Für  die  Hülfsfunction  g>  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
u^  f)  und  w  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Jedem  Integral  dieser  Gleichung  entspricht  bei  gegebener  Mittel- 
fläche S  ein  System  von  entsprechenden  Flächenpaaren  S'  und  S'\ 

Setzt  man  nun  voraus,  dass  auf  S'  und  S"  zwei  Linien- 
stücke sich  congruent  entsprechen,  dann  können  die  Flächen  so 
gelegt  werden,  dass  diese  Linienstücke  zusammenfallen,  und  es 
kann  diese  Linie  zur  Parameterlinie  p  =:  p^  gemacht  werden, 
so  dass  für  p  =  p^  die  Grössen  u,  t>,  w  verschwinden.  Hieraus 
folgt  dann  im  allgemeinen  mit  Hülfe  der  aufgestellten  Glei- 
chungen, dass  die  Function  q>  in  der  Umgebung  der  betrachteten 
Linie  verschwindet,  und  demgemäss  auch  u,  t),  to.  Es  fällt  also 
dann  ein  gewisses  endliches  Stück  beider  Flächen  S'  und  S" 
mit  S  zusammen.  Die  Schlüsse  sind  aber  nicht  gültig,  wenn 
das  gemeinsame  Linienstück  einer  ebenen  Curve  oder  einer 
asymptotischen  Linie  von  S  angehört,  und  auch  wenn  es  einer 
andern  Linie  angehört,  ist  das  endliche  Flächenstück,  für 
welches  die  drei  Flächen  zusammenfallen  müssen,  durch  gewisse 
asymptotische  Linien  begrenzt.  Da  aber  auf  positiv  gekrümmten 
Flächen  die  asymptotischen  Linien  imaginär  sind,  so  müssen 
diese,  wenn  sie  in  einem  nicht  ebenen  Curvenstück  zusammen- 
fallen, ganz  zusammenfallen. 

Zur  Vervollständigung  dieser  Betrachtungen  dient  der  Nach- 
weis, dass  eine  Fläche,  auf  der  man  eine  asymptotische  Linie 
festhält,  noch  eine  unendlich  kleine  Biegung  ohne  Dehnung  ge- 
stattet. Solche  unendlich  kleinen  Biegungen  werden  durch  die- 
selben vier  Gleichungen  wie  oben  bestimmt,  wenn  man  mit  x^  y,  % 
die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Urfläche  S  bezeichnet  und 
die  unendlich  kleinen  Verschiebungen  dieses  Punktes  proportional 
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mit  ti,  v^  w  annimmt.  Bei  der  Durchführung  des  Nachweises 
findet  eine  wichtige  Bemerkung  des  Herrn  Verfassers  ihre  Be- 
stätigung, dass  nämlich  nicht  jede  unendlich  kleine  Deformation 
ohne  Dehnung  Zwischenglied  einer  endlichen  Biegung  ist.  Im 
vorliegenden  Falle  ist  sie  es  z.  B.  nur  dann,  wenn  die  festge- 
haltene Curve  auch  ftlr  die  deformirte  Fläche  asymptotische 
Linie  bleibt. 

2.  Die  zweite  der  genannten  Abhandlungen  behandelt  die 
unendlich  kleinen  Deformationen  genauer.  Die  Art  derselben 
ist  wesentlich  durch  den  Charakter  der  Function  tf  bedingt, 
welche  der  Herr  Verfasser  deswegen  „Verschiebungsfunction** 
nennt,  und  welche,  wie  schon  oben  erwähnt,  irgend  ein  Integral 
einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ist. 

Es  ergiebt  sich  namentlich  folgendes  allgemeine  Resultat: 
Jede  lineare  homogene  Function  der  Richtungscosinus  X,  7,  Z 
der  Normale  der  Urfläche,  also  aX-\-bY-\-cZ^  ist  eine  Verschie- 
bungsfunction,  und  die  entsprechende  Verschiebung  besteht  in 
einer  unendlich  kleinen  Drehung  der  fest  bleibenden  Fläche  um 
eine  Gerade  mit  den  Richtungscosinus  a,  A,  c  und  in  einer  Pa- 
rallelverschiebung  (Translation)  in  beliebiger  Richtung.  Jeder 
anderen  Verschiebungsfunction  entspricht  eine  wirkliche  Form- 
änderung. Darauf  geht  der  Herr  Verfasser  zu  einem  specielleren 
Problem  über  und  findet  folgendes  Resultat:  Damit  bei  einer 
unendlich  kleinen  Biegung  einer  unausdehnbaren  Fläche  die 
Krümmungslinien  wieder  in  Krllmmungslinien  übergehen,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Abbildung  ihrer  Krümmungs- 
linien auf  die  Gauss'sche  Kugel  ein  Isotbermensystem  darstelle. 
Mit  Hülfe  der  Resultate  einer  früheren  Arbeit  des  Herrn  Ver- 
fassers (Berl.  Ber.  1883.  1163-66;  Ref.  F.  d.  M.  XV.  635)  wird 
der  analytische  Ausdruck  für  diese  Bedingung  weiter  vereinfacht. 

A. 

M.  PiERi.     Intorno  ad  un  teorema  dei  sigg.  Betti  e  Wein- 
garten.    Batt.  G.  XXIV.  290-.308. 

Die  bekannten  Focaleigenscliaften  der  Ellipse  und  Hyperbel 

46* 
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sind  von  den  Herren  Betti  und  Weingarten  (Ann.  di  Matern. 
(2)  I,  Journ.  für  Math.  LXII.  166)  erweitert,  und  Herr  Beltrami 
hat  das  Weingarten'sche  Theorem  noch  auf  anderem  Wege  be- 
wiesen. Das  Weingarten'sche  Theorem,  welches  das  allge- 
meinere ist,  lautet: 

Die  Orte  der  Punkte  einer  Fläche,  ftir  welche  die  Summe 
resp.  die  Differenz  der  geodätischen  Abstände  von  zwei  festen 
Gurven  der  Fläche  constant  ist,  bilden  ein  Orthogonalsystem. 

Der  Herr  Verfasser  leitet  fdr  den  Raum  folgendes  analoge 
Theorem  ab.  Die  Orte  der  Punkte  im  Räume,  ftlr  welche  jdie 
Summe,  respective  Differenz  der  auf  zwei  feste  Flächen  gefällten 
Normalen  constant  ist,  bilden  ein  zweifaches  Orthogonalsystem, 
welches  in  gewissen  Fällen  einem  dreifachen  Orthogonalsystem 
angehört.  Er  zeigt  ferner,  dass  sich  dieses  Theorem,  ebenso 
wie  das  vorher  besprochene,  auch  auf  einen  Raum  von  n  Dimen- 
sionen übertragen  lässt.  A. 


F.  Adam.     Demonstration  analytique  d'un  th^orfeme  re- 
latif  aux  snrfacös  orthogonales,    c.  R.  cm.  996-998. 

Analytischer  Beweis  des  folgenden  von  Herrn  Maurice  Lövy 
aufgestellten  und  durch  geometrische  Betrachtungen  bewiesenen 
Satzes.  Damit  ein  System  von  Flächen  einem  Orthogonalsystem 
angehöre,  ist  notwendige  Bedingung,  dass  seine  Nabellinie  (Ort 
der  Nabelpunkte)  orthogonale  Trajectorie  des  Systems  sei. 

Der  Beweis  stützt  sich  darauf,  dass  jede  Tangente  in  einem 
Nabelpunkt  als  Tangente  einer  KrUmmungslinie  angesehen  werden 
kann,  weil  der  Dupin'sche  Regelschnitt  ein  Kreis  ist  und  irgend 
zwei  senkrechte  Durchmesser  desselben  als  Hauptaxen  angesehen 
werden  können.  Nun  hat  aber  Herr  Cayley  (Phil.  Mag.  XXVf. 
371-441)  zuerst  und  später  Herr  Trost  und  Herr  R.  Hoppe  (vgl. 
F.  d.  M.  XV.  1883.  669)  gezeigt,  dass  durch  einen  Nabelpunkt 
drei  KrQmmungsIinien  gehen,  von  denen  keine  auf  der  andern 
senkrecht  steht.  Es  ist  deshalb  die  Grundlage  des  Beweises 
nicht  einwandfrei.  A. 
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P.  Serret.     Sor  an  th^r^me  coimn.  c.  R.  cm.  1116-1118. 

Die  Note  soll  einen  methodischen  Wink  geben ,  wie  man 
bei  geometrischen  UntersnchnngeD  die  grösste  mögliche  Eleganz 
erreicht,  und  zwar  nach  einer  Vorschrift  Ton  Lagrange,  indem 
man  das  Problem  so  unbestimmt  lässt,  als  es  bei  der  Natnr  des- 
selben irgend  angeht,  also  wohl  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Regel,  dass  grösste  mögliche  Allgemeinheit  sogleich  die  grösste 
Einfachheit  znr  Folge  habe.  Dies  wird  illustrirt  an  der  Her- 
leitnng  des  Satzes,  dass  die  KrQmmungslinien  zweier  dnrch  reci- 
proke  Radien  aufeinander  transformirbaren  Flächen  einander 
entsprechen.  A. 


A.  R.  Johnson.   Extension  of  Cayley's  di£Perential  eqaation 
for  orthogonal  snrfaces.     Qaart.  J.  xxii.  81-88. 

Der  Verfasser  bestimmt  die  Differentialgleichung  der  Flächen 
eines  Systems,  in  dem  sich  die  Haupttangenten  (ErOmmungs- 
richtnngen)  eines  Flächenpunktes  um  einen  Winkel  dO  um  die 
Normale  drehen,  wenn  der  Berfihrungspunkt  längs  einer  Trajec- 
tone  zu  der  folgenden  Fläche  des  Systems  übergef&hrt  wird. 
Indem  nachher  dieser  Winkel  gleich  Kuli  gesetzt  wird,  ergiebt 
sich  Cayley's  Gleichung  (cf.  Salmon :  Analy tic  Geom.  of  3  dimen- 
sions.  Art  338,  3^  edit).  Zugleich  zeigt  sich,  dass  diese  auch 
die  Differentialgleichung  eines  anderen  nicht  orthogonalen  Flächen- 
systems ist,  dessen  Erzeugung  der  Verfasser  angiebt.       R.  M. 


L.  BiANCHi.     Aggiunte  alla  memoria  ^Sopra  i  sistemi  tripli 
ortogonali    di  Weingarten^.     Brioschi  Ann.  (3)  XIV.  115-130. 

Unter  den  in  diesem  Aufsatze,  der  eine  Ergänzung  einer 
früheren  Abhandlung  (Brioschi  Ann.  (2)  XIII.  177-234;  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  729)  bildet,  aufgestellten  Sätzen  mögen  die  folgenden 
angeführt  werden. 

Wenn  die  Flächen  des  Systemes  von  constantem  Krümmungs- 
masse   eines   Weingarten 'sehen   Tripels    Enneper'sche    Flächen 


n 


726  IX.  Abschnitt.     Analytische  Geometrie. 

8ind,  so  sind  sie  sämtlich  einander  congruent  und  besitzen  eine 
gemeinschaftliche  Axe,  um  welche  sie  gegen  einander  gedreht 
sind.  Das  eine  der  zwei  übrigen  Flächensysteme  besteht  dann 
lediglich  aus  Kugeln,  und  das  entsprechende  Erammungslinien- 
system  der  Enneper* sehen  Flächen  aus  sphärischen  Curven. 

Damit  das  KrUmmungsliniensystem  v  =  constant  aller  Com- 
plementarflächen  einer  pseudosphärischen  Fläche  S  (d.  h.  aller 
Flächen  die  aus  S  durch  Gomplementartransformationen  hervor- 
gehen) aus  sphärischen  Gurren  bestehe,  ist  es  notwendig  und 
hinreichend,  dass  die  ErUmmungslinien  m  =  0  von  S  ebene 
Curven  seien,  dass  also  S  eine  Enneper'sche  Fläche  sei.  Unter 
den  Complementarflächen  einer  Enneper'schen  Fläche  S  giebt  es 
im  allgemeinen  nur  zwei  Enneper'sche  Flächen.  Sind  umgekehrt 
unter  den  Complementarflächen  einer  pseudosphärischen  Fläche 
zwei  Enneper'sche  Flächen  vorhanden,  so  ist  dieselbe  notwendig 
eine  Enneper'sche  Fläche;  sind  deren  drei  oder  mehr  vorhanden, 
so  sind  sämtliche  Complementarflächen  Enneper'sche  Flächen, 
und  S  ist  eine  Umdrehungsfläche. 

Sind  sämtliche  aus  einer  pseudosphärischen  Fläche  S  durch 
die  Bäcklund'sche  Transformation  erhaltenen  Flächen  Enneper'sche 
Flächen,  so  ist  S  ein  Dini'sches  Helikoid. 

Transformirt  man  eine  pseudosphärische  Fläche  S  durch  eine 
beliebige  complementare,  dann  durch  eine  beliebige  Bäcklund'- 
sehe,  dann  endlich  durch  eine  passend  gewählte  complementare 
Transformation  in  eine  Fläche  S^,  so  giebt  es  eine  Bäcklund'- 
sehe  Transformation,  welche  S  in  S^  überfahrt. 

Ein  kurzer  Nachtrag  enthält  den  Beweis  des  folgenden 
Satzes  der  Integralrechnung: 

Jede  lineare  totale  Differentialgleichung,  welche  die  ab- 
hängige Variable  linear  enthält  und  den  Integrirbarkeitsbedin- 
gungen  genügt,  kann  auf  Quadraturen  zurückgeführt  werden. 

Vi. 


L.  BiANCHi.    Sopra  i  sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali 
che  contengono  un  sistema  di  superficie  pseudosferiche. 

Rom  Acc.  L.  Rend.  (4)  II.  19-22. 
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In  einer  froheren  Abhandlung  (Sopra  i  sistemi  tripli  ortogonali 
di  Weingarten,  Brioscbi  Ann.  (2)  XIII.  177-234;  Bericht  darüber 
in  F.  d.  M.  XVII.  1885.  729)  untersuchte  Herr  Bianchi  diejenigen 
Tripel  von  Flächensystemen,  welche  ein  System  von  pseudo- 
sphärischen Flächen  von  constantem  ErQmmupgsmasse  enthalten. 
Die  vorliegende  Note  bezweckt  die  Ausdehnung  einiger  der  dort 
gefundenen  Resultate  auf  den  Fall,  wo  das  Krfimmungsmass 
der  pseudosphärischen  Flächen  von  Fläche  zu  Fläche  veränderlich 

ist.     Bedeutet ^^  das  Krfimmungsmass,  wo  R  eine  Function 

von  tr  ist,  so  ergeben  sich  zunächst  die  Ausdrücke: 

B^  =  cose,    J?,  =  sinÖ,    B,  =  R^~ ; 

die  Functionen  ö  =  ö(ii,  r,  tr),  ß  =  *(»)  müssen  den  partiellen 
Differentialgleichungen : 
a'Ö        a'Ö  sinÖcosÖ 


ö   /     1         d'0    \         \      d  /smß\  .       1       de     d'0 


/     1         6^0    \  _  J_  _^  /  sin^  \ 
\  COB0  ~dudw  y  "    R    dw\     R    y'^ 


du  Vcosö    dudw  ^         R    dw  ^     Ä    >'        sinö    öp    6cdw^ 

d^0       __   C08Ö   80     d'0  sinß    d0     d'0 

dudvdw    "    sinö    du    dtdw        cosö    dt    dudw 
genügen. 

Führt  man  mit  jeder  pseudosphärischen  Fläche  des  Systemes 
die  durch  die  Gleichungen  (33)  der  oben  citirten  Abhandlung 
gegebene  Bäcklund'sche  Transformation  aus,  wo  aber  a  nicht 
mehr  eine  Constante,  sondern  eine  Function  von  w  ist,  so  erhält 
man  wieder  ein  pseudosphäriscbes  Flächensystem;  und  man  kann 
die  Functionen  a(fp),  g>(u,  r,  tr)  auf  zweifach  unendliche  Weise 
derart  bestimmen,  dass  das  transformirte  Flächensystem  einem 
Orthogonaltripel  angehört. 

Die  Note  schliesst  mit  der  Anwendung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  einen  besonderen  Fall.  Vi. 


M.  Gebbia.     Metodo  per  formare  le  equazioni  a  derivate 
parziali  delle  superficie  che  arDmettouo  una  generatrice 

di    forma    COStante.       Palermo  Rend.  I.  74-86. 
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Diese  Gleichungen  werden  sehr  einfach  dadurch  ermittelt, 
dass  man  die  Erzeugungslinie  als  eine  sich  auf  der  Fläche 
bewegende  Linie  betrachtet.  Man  muss  beachten,  dass  die  letzte 
Gleichung  (7)  nur  dann  richtig  ist,  wenn  A\  M\  N'  unter  der 
Voraussetzung  berechnet  werden,  dass  a;,  y,  z  von  r  unabhängig 
sind. 

Die  Formeln  werden  auf  Cylinder-  und  Kegelflächen,  auf  gerad- 
linige, abwickelbare,  Umdrehungs-  und  Kanalflächen  angewandt. 

Endlich  wird  durch  eine  ganz  einfache  Schlussweise  das 
folgende  bemerkenswerte  Resultat  erhalten:  Die  Bedingung  dafür, 
dass  eine  Fläche  eine  Erzeugungslinie  von  constanter  Form 
besitze,  wird  im  allgemeinen  durch  eine  partielle  Differential- 
gleichung von  der  13**"  Ordnung  dargestellt.  Vi. 


H.  MoLiNs.  Recherches  snr  les  surfaces  dont  les  tra- 
jectoires  sous  un  angle  constant  des  sections  planes 
passant  par  une  droite  donn^e  ont  pour  perspectives 
des  spirales  logarithmiques.     Toulooee  M6m.  (8)  VIII.  426-457. 

Es  handelt  sich  um  folgendes  Problem.  Eine  Fläche  wird 
von  allen  Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade  gehen,  die  wir 
zur  2-Axe  wählen,  in  einer  Schar  von  Curven  geschnitten.  Man 
denke  sich  zu  dieser  Schar  von  Curven  eine  Schar  von  Trajec- 
torien,  welche  alle  jene  Curven  unter  dem  constanten  Winkel  (o 
schneiden  und  projicire  diese  Trajectorien  von  einem  Punkte  der 
Ä-Axe,  Ä  =  —  c,  perspectivisch  auf  die  ajy-Ebene.  Es  wird  ge- 
fragt, von  welcher  Beschaffenheit  die  zu  Grunde  gelegte  Fläche 
sein  muss,  damit  diese  Projectionen  logarithmische  Spiralen  seien, 
deren  Tangenten  den  Vector  unter  dem  Winkel  w*  schneiden. 
Für  den  Fall  der  Rotationsflächen,  wo  also  jene  Trajectorien 
loxodromisch  sind,  hat  der  Herr  Verfasser  das  Problem  bereits 
früher  behandelt.  (M6m.  de  Toul.  1885.  p.293,  Ref.  F.  d.  M. 
XVII.  733.) 

[Eine  Verallgemeinerung  des  Problems  in  anderem  Sinne 
hat  Referent   kürzlich   in   einer  Abhandlung    „Ueber  Rotations- 


Capitel3.    Analytische  Geometrie  des  Ranmes.  729 

flächen  mit  loxodromischer  Verwandtschaft^  Schlömilch  Zeitschr. 
1888,  XXXIIL  154-166,  behandelt]. 

Seien  x,  y,  s  die  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Flächen- 
Panktes  Jf,  und  setzt  man  x  =  u  cost?*,  y  =  ti  sin^,  so  dass  u 
und  ^  die  Polarcoordinaten  der  senkrechten  Projection  des 
Punktes  M  auf  die  xy-Ebene  sind,  so  können  u  und  &  als  Para- 
meter der  gesuchten  Fläche  genommen  werden.  Erteilt  man  u 
und  ^  die  Incremente  du  und  d&^  so  kommt  man  zu  einem  Nach- 
barpunkt Jfj,  und  der  Winkel  oi,  welchen  das  Element  JfJtf,  mit 
dem  Schnitt  der  Fläche  und  der  durch  M  gelegten  Ebene  &  =  const. 
(vom  Verfasser  Meridian  genannt)  bildet,  wird  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

V    ^Vöa//  d»^  du     d» 


■i'-(€UMW)' 


Die  perspectivische  Projection  cdj  dieses  Winkels  von  S  aus  auf 
die  «y- Ebene  ist  folgendermassen  ausgedrückt: 

du     ,    ÖÄ  \ 


ctg  Cd, 

1    du 
~  u   d» 

l 

,i 

di 
du 

ie  Elimination 

du 
^•»°   d» 

ergiebt 

d% 

etir«l/l-ur^* 

Vi     V 

ÖB\ 

dz 

^      (5+c)ctg«.+-|l 


Dies  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  wel- 
cher 2  als  Function  von  u  und  ^  genfigen  muss,  während  w 
und  cii,  beliebig  gegebene  Constante  sind. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  nur  gewisse  specielle  Fälle, 
in  denen  die  Integration  gelingt.  Ist  z  Function  von  u  allein, 
so  kommt  man  auf  den  schon  behandelten  Fall  der  Rotations- 
flächen. 

Ist  2  Function  yon  ^  aliein,  ist  also  die  Fläche  ein  „Conoid'', 
eine  geradlinige  Fläche,  deren  Erzeugende   (die  Meridiane)  die 
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5-Axe  senkrecht  schneiden,  so  muss  w  =  -^  sein,  also  sind 
die  Trajectorien  orthogonale,  und  es  ist 

wodurch  die  Fläche  für  jeden  Wert  der  Constanten  co,  charak- 
terisirt  ist. 

Diese  Flächen  werden  genauer  untersucht,  namentlich  wer- 
den ihre  Krtlmmungslinien  und  Hauptkrümmungsradien  bestimmt. 

Ein  anderer  Fall,   in  welchem  die  Integration  gelingt,    ist 

TL  TL 

(o  =  -—  und  lü*  =  — -  .    Hier  projiciren  sich  also  die  orthogo- 

naien  Trajectorien  der  Meridiane  perspectivisch  als  concentrische 
Kreise.  Die  partielle  Differentialgleichung  nimmt  die  einfache 
Form  an 

(z  +  c)dz-\-  udu  =  0, 
also  ist 

(i5  +  c)'  +  ii'  =  FW, 

wo  F(&)  eine  willkürliche  Function  von  d-  bedeutet.  Die  Meri- 
diane einer  solchen  Fläche  sind  Kreise  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  S,  deren  Radius  |/F(^)  ^^"^  S^"^  willkür- 
liche Function  von  &  sein  kann. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  auch  diese  Flächen  genauer 
betrachtet  hat,  beschäftigt  er  sich  zum  Schluss  mit  der  sehr  ein- 
fach zu  erweisenden  Eigenschaft,  dass  man  durch  Transformation 
der  gefundenen  Flächen  mittels  reciproker  Kadien  von  S  aus 
Flächen  erhält,  welche  ebenfalls  der  Bedingung  genügen.  Die 
zuletzt  betrachteten  Flächen  führen  hierbei  wieder  auf  Flächen 
derselben  Klasse  zurück.  Die  Conoide  gehen  dagegen  in  Flächen 
über  mit  kreisförmigen  Meridianen,  die  sämtlich  durch  S  gehen 
und  ihre  Mittelpunkte  auf  der  2-Axe  haben.  A. 


E.  Cesaro.      A   proposito   di   un   problema  sulle  eliche. 

Batt.  G.  XX IV.  46-48. 

Es  ist  eine  wohl  bekannte  Thatsache,  dass  eine  der  grössten, 
mit   dem  Gebrauche   der  cartesischen  Coordinaten   verknftpften 
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Unbequemlichkeiten    bei    der    Erforschung    der    geometrischen 
Eigenschaften  eines  Gebildes  in  der  Einführung  eines  im  allge- 
meinen   der   behandelten  Aufgabe   fremdartigen  Trieders   liegt. 
Eine  der  besten  Methoden  zur  Abhülfe  bei  Aufgaben  bezüglich 
der  infinitesimalen  Eigenschaften  der  Curven  doppelter  Krümmung 
besteht  im  Gebrauche  der  „natürlichen  Gleichungen*',  d.  h.  zweier 
Relationen  zwischen  dem  von  einem  willkürlichen  Nullpunkte  0 
an  gerechneten  Bogen  OM  ==  s  der  Curve  und  den  Halbmessern 
r,  Q  der  ersten  und  zweiten  Krümmung  der  Curve  im  Punkte  M. 
In   der   zum    Berichte   vorliegenden  Note   wendet  Herr  Cesaro 
dieses  System  analytischer  Geometrie  auf  die  Untersuchung  der 
zu  einer  gegebenen  Familie  gehörigen  Curven  an,  deren  Haupt- 
normalen eine  feste  Gerade  treffen.     Zu  diesem  Zwecke  sucht 
er  eine  Function  h  von  s  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn  man  auf 
der  Hauptnormale  der  Curve  in  M  eine  Länge  MN  =  h  abträgt, 
der  Ort  des  Punktes  JV  eine  Gerade  ist.    Diese  Bestimmung  ist 
nur  für  gewisse  Curven  möglich,  und   der  Verfasser  zeigt,  wie 
man  die  zweite  natürliche  Gleichung  für  die  Curven  dieser  Art 
bestimmen  kann,  welche  zu  der  durch  die  Gleichung  F(r,  ^)  =  0 
definirten  Familie  gehören.  Wenn  diese  Familie  die  der  Schrauben- 
linien  ist,   so  stimmen  die  Resultate  des  Herrn  Cesaro  mit  den 
von  Herrn  Pirondini  (Batt.  G.  XXIII.  222,  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
724)  durch   die  gewöhnlichen  Methoden  gefundenen   Resultaten 
überein.  La.  (Lp.) 


G.  OssiAN-BoNNET.      Demoustration   iiouvelle    des   deux 
tb^orfemes  de  M.  Bertrand.    J.  de  TEc.  Polyt.  cah.  LVI.  143-162. 

Titel  und  Resultate  stimmen  mit  einer  Veröffentlichung  aus 
dem  Jahre  1883  C.  R.  XCVIL  1.360-63,  Ref.  F.  d.  M.  XV.  669 
überein.    Die  Entwickelung  ist  etwas  ausgedehnter.  A. 

T.  Broden.     Om    Rotationsytors    Deformation    tili    nya 

Rotation sytor.        Luod  Akadem.  AfbandÜDg.  1886. 

Wird  eine  Umdrehungsfläche  mit  dem  Meridiane  z  =  f(x) 
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durch  Deformation  in  eine  andere  mit  dem  Meridiane  t  =  q>(^) 
verwandelt,  so  finden  die  Belationen  §  =  Äa;,    ^  =  /u.dic   statt, 

wo  u*  =  1— **+r'(^)  (ft  Integrationsconstante)  ist. 

Im  ersten  Teile  der  Abhandlung  untersucht  der  Verfasser, 
mittels  Entwickelnng  der  Coordinaten  in  Parameterreihen,  die 
Art  der  Zweige,  also  die  Singularitäten  des  einen  Meridians, 
welche  denjenigen  des  anderen  in  verschiedenen  Fällen  entsprechen. 
Darauf  wird  die  Curve  »  =  f(x)  algebraisch  vom  Geschlechte  p 
angenommen,  und  das  P  der  Curve  (o?,  ti),  besonders  mit  Hfilfe 
eines  Satzes  von  Zeuthen  (Math.  Annalen  Bd.  III.  150)  bestimmt 
Es  ergiebt  sich  dann  im  allgemeinen 

P  =  2p  +  Ä— 1, 
wo  h  die  Anzahl  endlicher  Tangenten,  die  von  einem  unend- 
lichen Punkte  an  die  Curve  z  =  f(x)  gezogen  werden  können,  be- 
deutet. Die  Modificationen  dieser  Zahl  P  in  verschiedenen  Fällen, 
welche  hauptsächlich  von  der  speciellen  Beziehung  der  f-Corve 
zu  den  unendlichen  Kreispunkten  herrühren,  sind  ausführlich  be- 
handelt, und  besondere  Aufmerksamkeit  ist  dem  Falle  gewidmet, 
in  dem  auch  der  zweite  Meridian  algebraisch  wird.  Von  den  ge- 
fundenen Resultaten  wird  zuletzt  auf  einige  gut  gewählte  Bei- 
spiele Anwendung  gemacht.  Bg. 


E.  Bkütel.     Sur   les  surfaces   enveloppes  de    cones   du 
second  degr^,  dans  le  cas  oü  chaque  c6ne  touche  son 
enveloppe  suivant  un  cercle.     C.  R.  CHI.  687-689. 
Der   Herr  Verfasser   betrachtet  Flächen,   die   durch   einen 
beweglichen    Kreis,    der   von   einem   veränderlichen   Parameter 
abhängt,  erzeugt  werden,  und  setzt  voraus,  dass  die  Tangential- 
ebenen einer  solchen  Fläche  längs  der  Punkte  eines  jeden  dieser 
beweglichen  Kreise  durch  denselben  Punkt  gehen,  der  dann  der 
Scheitel  eines  der  Fläche  umschriebenen  Kegels  ist    Eine  ein- 
fache analytische  Rechnung  fQhrt  dann  zu  dem  Resultat,  dass  ein 
variabler  Kegel  zweiten  Grades  seine  UmhöUungsfläche  nur  in 
folgenden  beiden  Fällen  längs  eines  Kreises,  dessen  Ebene  reell 
ist,  berühren  kann: 
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1)  Der  Kegel  ist  ein  Umdrehungskegel,  und  die  UmbQllungs- 
flicbe  ist  zugleich  eine  Umhüllungsfläche  von  Kugeln. 

2)  Die  Ebene  des  Berührungskreises  ist  einer  festen  £bene 
pinülel.  Mz. 


S.  FiNSTERWALDER.  üober  Brennflächen  und  die  räum- 
liche Verteilung  der  Helligkeit  bei  Reflexion  eines 
Lichtbilndels    an    einer    spiegelnden  Fläche.     Diss.  Tu- 

biogeo.  33  S. 

4 

Der  Herr  Verfasser  hat  das  Bestreben,  die  Betrachtung  der 
Erscheinungen  der  Reflexion  des  Lichtes  an  einer  beliebigen 
spiegelnden  Fläche  dadurch  zu  vervollständigen,  dass  er  die 
Helligkeit  in  den  verschiedenen  Teilen  des  Raumes  berücksichtigt. 

Nach  dem  Malus'schen  Satze  wird  jedes  von  einem  Punkte 
ausgehende  System  von  Lichtstrahlen  durch  beliebig  viele  Re- 
flexionen und  Brechungen  immer  wieder  in  ein  Normalensystem 
ttbergefllhrt.  Die  Brennflächen  eines  solchen  Normalensysteros 
oennt  der  Herr  Verfasser  primäre  Brennflächen,  dagegen  jede 
der  parallelen  Flächen,  welchen  dieses  System  der  Normalen 
zugehört,  eine  secundäre  Brennfläche.  Die  secundären  Brenn- 
flächen sind  demnach  nichts  anderes,  als  die  Flächen  gleicher 
Phasen  der  Undulationstheorie  und  können  darum  fUglich  als 
Pbasenflächen  oder  Wellenflächen  bezeichnet  werden,  wie  dies 
der  Herr  Verfasser  auch  in  einer  anderen  Abhandlung  gethan 
hat.  Betrachtet  man  nun  ein  unendlich  dünnes  von  einem  Punkte 
ausgehendes  Strahlenbündel  bei  Reflexion  an  einer  spiegelnden 
Fläche,  so  kann  man  durch  jeden  Punkt  des  einfallenden  wie 
des  reflectirten  Strahles  die  betreffende  Phasenfläche  legen,  und 
die  Definition,  die  der  Herr  Verfasser  über  die  Helligkeit  auf- 
stellt, kommt  wesentlich  darauf  hinaus,  dass  er  sie  an  jeder 
Stelle  umgekehrt  proportional  dem  Flächenstück  annimmt,  in 
welchen  das  unendlich  dünne  Strahlenbündel  die  betreffende 
Phasenfläche  durchschneidet.  Nimmt  man  dann  die  Helligkeit 
auf  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  leuchtende  Punkt  ist,  als 
constant  an,  so  ist  die  Helligkeit  für  jeden  Punkt  jedes  Strahles, 


n 
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sowohl  vor,  als  nach  der  Reflexion  bestimmt.  Der  Herr  Ver- 
fasser sucht  diese  Definition  physikalisch  zu  begründen.  Seine 
Begründung  ist  aber  nur  dann  zutreffend,  wenn  alles  Licht  re- 
flectirt  wird,  also  etwa  bei  totaler  Reflexion.  Im  allgemeinen 
aber  wird  auch  ein  Teil  des  Lichtes  gebrochen,  ganz  abgesehen 
Yon  etwaiger  Absorption,  und  das  Verhältnis  der  Intensität  des 
gebrochenen  und  des  reflectirten  Strahles  hängt  bei  natürlichem 
Lichte  noch  wesentlich  von  dem  Einfallswinkel  ab.  Dieser  Um- 
stand ist  bei  der  Definition  des  Herrn  Verfassers  gar  nicht  be- 
rücksichtigt, sie  hat  also,  wenn  überhaupt,  doch  nur  eine  wesent- 
lich beschränkte  physikalische  Bedeutung.  Dies  hätte  der  Herr 
Verfasser  wohl  nicht  mit  Stillschweigen  fibergehen  dürfen. 

* 

Die  Helligkeit  an  Punkten  auf  einer  der  beiden  Brennflächen 
wird  hiernach  im  Vergleich  zu  dem  übrigen  Raum  unendlich 
gross.  Der  Herr  Verfasser  sucht  nun  aber  ein  Mittel  auf,  um 
dieselbe  für  die  verschiedenen  Punkte  einer  Brennfläche  mit  ein- 
ander zu  vergleichen,  indem  er  zwei  gleiche  unendlich  kleine 
Stücke  einer  den  leuchtenden  Punkt  umgebenden  Wellenfläche 
betrachtet,  die  durch  sie  gelegten  StrahlenbOndel  bis  zu  einer 
der  beiden  Brennflächen  des  reflectirten  Systems  verfolgt  und 
die  von  den  Strahlen  beider  Bündel  berührten  Flächeuteile  der- 
selben vergleicht.  Die  Helligkeiten  werden  diesen  Flächeninhalten 
umgekehrt  proportional  angenommen.  Auch  gegen  diese  Defini- 
tion sind  die  oben  erwähnten  Bedenken  geltend  zu  machen. 
Andrerseits  soll  der  theoretische  Wert  derselben  nicht  verkannt 
werden.  Es  lassen  sich  vielleicht  beide  Definitionen  mit  Berück- 
sichtigung der  angeführten  Umstände  so  modificiren,  dass  sie  mit 
den  physikalischen  Thatsachen  besser  übereinstimmen. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  noch  eine  Bemerkung  über 
die  Spiegelung  an  abwickelbaren  Flächen  gemacht  hat,  die  eine 
besondere  Betrachtung  erfordern,  wendet  er  sich  zu  einem 
Beispiel. 

Es  ist  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  gegeben 
und  ein  leuchtender  Punkt  im  Scheitel  desselben.  Gesucht  wird 
eine  spiegelnde  Fläche  der  Art,  dass  die  reflectirten  Strahlen 
das  Normalensystem   des  Paraboloids  bilden.     Die  Aufgabe  hat 
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anzählig  viele  Lösangen,  von  denen  eine  besonders  ausgezeichnet 
ist.  Dies  ist  eine  gewisse  Fläche  neunter  Ordnung,  die  der  Herr 
Verfasser  genauer  discutirt,  auch  mit  Rücksicht  auf  die  seinen 
Definitionen  entsprechenden  Helligkeitsverhältnisse,  und  deren 
Gestalt  er  durch  die  Abbildung  eines  Modells  versinnlich t. 

[In  einer  Anmerkung  beschäftigt  sich  der  Herr  Verfasser 
mit  einem  Bericht  des  unterzeichneten  Referenten  über  eine 
seiner  früheren  Arbeiten,  betreffend  die  Brennfläche  der  von 
einer  leuchtenden  Linie  ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Reflexion 
von  einem  Cylinder,  dessen  Axe  die  Linie  trifft.  F.  d.  M.  1881. 
Xin.  S.  62.n.  Er  giebt  zu,  dass  der  Name  Brennfläche  (siehe 
unten  c)  in  jener  Arbeit  nicht  ganz  glücklich  gewählt  ist,  ver- 
wirft aber  a)  meine  Ansicht,  wonach  die  Enveloppe  der  Brenn- 
flächen für  die  einzelnen  leuchtenden  Punkte  als  Brennfläche 
der  leuchtenden  Linie  aufzufassen  ist,  da  diese  Enveloppe  der 
spiegelnde  Cylinder  selbst,  die  Helligkeit  aber  dort  Null  sei. 
Er  fährt  dann  etwa  so  fort:  b)  Als  Fläche  der  hellsten  Stellen 
überhaupt  ist  in  unserem  Falle  die  Fläche  der  singulären  Linien 
der  einzelnen  Brenncylinder  anzusehen,  d.  i.  ein  gewisser  Cylinder 
sechster  Ordnung,  c)  Sucht  man  jedoch  auf  jeder  einzelnen  Er- 
zeugenden der  Brenncylinderschar  den  hellsten  Punkt,  so  giebt 
die  Verbindungsfläche  die  in  der  früheren  Arbeit  als  Brennfläche 
bezeichnete  Fläche  12*^  Ordnung,  d)  „Es  existirt  übrigens  eine 
dritte  Fläche,  die  mit  den  vorhergebenden  um  die  Bezeichnung 
Brennfläche  erfolgreich  concurriren  kann*',  —  und  diese  ist  — 
„der  Ort  der  Spiegelbilder  der  leuchtenden  Linie  in  Bezug  auf 
die  Tangentialebenen  des  spiegelnden  Cylinders''. 

Darauf  erwiedere  ich:  a)  Die  Enveloppe  der  Brennfläcben 
besteht  aus  mehreren  Bestandteilen.  Einer  derselben  ist  die 
spiegelnde  Fläche.  Ist  auf  dieser  die  Helligkeit  des  reflectirten 
Lichtes  Null,  so  bleiben  noch  die  andern  Bestandteile  zu  be- 
trachten, und  dies  thut  auch  Herr  Finsterwalder,  zunächst  in  b). 
Der  dort  betrachtete  Cylinder  ist  in  der  Tat  als  singulärer 
Bestandteil  der  Enveloppe  zu  zählen.  In  c)  ist  bei  der  Bestim- 
mung der  hellsten  Stellen  für  jeden  Brenncylinder  nur  der 
leuchtende  Punkt  berücksichtigt,  dem  dieser  Cylinder  entspricht, 
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als  ob  die  fibrige  Linie  dunkel  wäre.  Deshalb  eben  kommt  der 
hier  sich  ergebenden  Fläche  keine  besondere  optische  Bedentang 
zn,  wie  ich  dies  schon  in  meinem  Referat  ausgesprochen  habe, 
d)  Die  dritte  Fläche,  die  „übrigens  noch  existirt'',  ist  genau  die- 
selbe, welche  ich  in  dem  Referat  bereits  als  einen  singul&ren 
Bestandteil  der  Enveloppe  ausdrficklich  aufgefllhrt  und  charak- 
terisirt  hatte.  Davon  sagt  aber  Herr  Finsterwalder  nichts,  so 
dass  es  den  Eindruck  macht,  als  sei  diese  Fläche  erst  von  ihm 
entdeckt.  Ich  kann  nicht  umhin,  in  der  Erwiderung  des  Herrn 
Finsterwalder  nur  eine  Bestätigung  meiner  damals  geäusserten 
Ansfcht  zu  finden.]  A. 

R.  VON  LiLi£NTHAL.     Untersuchungen    zur   allgemeinen 
Theorie   der  krummen  Oberflächen   und  geradlinigen 
Strahlensysteme.     Bonn.  B.  Weber.  112  s. 
Die  Schrift  enthält  eine  Theorie  der  Flächen  und  geradlinigen 
Strahlensysteme  unter  einem  bestimmten  Gesichtspunkte,  wie  er 
hinsichtlich  der  Flächentheorie  in  ähnlicher  Weise  von  Lipschitz 
und  anderen  aufgestellt  ist.    (Vgl.  Lipschitz:  Untersuchungen  über 
die    Bestimmung    von    Oberflächen    mit    vorgeschriebenen    die 
KrQmmungsverhältnisse   betreffenden  Eigenschaften.     Berl.  Ber. 
1882  u.  83,  F.  d.  iM.  XIV.  650,  XV.  626.)   Fragt  man  nämlich,  ob 
es  eine  Fläche  giebt,  fllr  welche  die  Richtungscosinus  X,  Y,  Z 
der   Normalen   eines   Flächenelementes,    die   HauptkrQmmungs- 
halbmesser  Q^  und  q^  und  der  sogenannte  Stellungswinkel,  d.  h. 
der  Winkel,  den  eine  Krtlmmungslinie  mit  einer  Parameterlinie 
bildet,  beliebig  gegebene  Functionen  zweier  Parameter  u  und  v  sind, 
so  zeigt  sich,  dass  dies  nicht  allgemein  der  Fall  ist,  sondern  nur, 
wenn  gewisse  „Integrabilitätsbedingungen"  bestehen,   d.  h.  Be- 
dingungen, durch  welche  sich  för  die  Incremente  der  Goordinaten 
dx,  dy^  d&  vollständige  Differential  ausdrücke  ergeben.    Sind  aber 
diese  Integrabilitätsbedingungen  erftiUt,   und  ist  ftir  ein  Wert- 
paar f>,  q  die  Lage  des  entsprechenden  Flächenpunktes  beliebig 
gegeben,  so  ist  die  Fläche  vollständig  bestimmt    Die  Integrabili- 
tätsbedingungen   aber    sind    ausgedrückt    durch    zwei    partielle 
Differentialgleichungen.' 
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üun  i$t  aber  das  SyBtem  der  Normaleo  einer  Fläche  ein 
Strahlensystem  specieller  Art  und  die  HauptkrQmmungsinittel- 
puDkte  Bind  die  Brennpunkte  für  jeden  Strahl.  Hierdureh  wird 
der  Herr  Verfasser  zu  einer  Verallgemeinerung  der  Betrachtung 
geführt,  indem  er  durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  einen  mit  den 
Parametern  p  und  9  yariirenden  Strahl  gelegt  denkt  Da  aber 
die  Brennpunkte  der  einseinen  Strahlen  dieses  Strahlensystems 
nicht  reell  zu  sein  brauchen,  während  die  Grenzpunkte  der 
kürzesten  Abstände  es  stets  sind,  so  zieht  der  Herr  Verfasser 
diese  letzteren  in  Betracht,  nennt  ihre  Abstände  von  dem  Flächen- 
punkte r,  und  r,,  und  stellt  die  Frage,  ob  es  eine  Fläche  giebt, 
fttr  welefae  die  Richtungscosinus  der  Normale  eines  Elementes 
'Xj  Y,  Z,  die  Richtungscosinus  des  durch  dieses  Element  gelegten 
Strahls  eines  Strahlensystems  |,  17,  ^,  die  Grössen  r^  und  r,  und 
der  Stellungswinkel  r,  durch  welchen  die  Lage  einer  der  beiden 
Hauptebenen  des  Strahls  (nach  Kummer)  gegen  eine  der  Para- 
meterlinien bestimmt  wird,  fttr  welche  also  diese  neun  Grössen 
als  Functionen  der  Parameter  p  und  q  beliebig  gegeben  sind. 
Es  ergiebt  sich  das  Besultat,  dass  eine  solche  Fläche  dann  und 
nur  danYi  mOglich  ist,  wenn  drei  gewisse  Partialgleicbungen 
erfallt  sind,  welche  wieder  die  Integrabilitätsbedingungen  dar- 
stellen. 

Fällt  das'Strahlensystem  mit  dem  Normalensystem  zusammen, 
so  ist  eine  dieser  drei  Bedingungen  identisch  erfbllt. 

Man  kana  aber  das  Strahlensystem  auch  in  anderer  Weise 
durch  speciellere  Eigenschaften  charakterisiren  und  dadurch  zu 
bemerkenswerten  Resultaten  gelangen.  Der  Herr  Verfasser  hat 
namentlich  folgenden  Fall  in  dem  letzten  Teile  der  Schrift  aus- 
fOhrlich  behandelt.    Set%t  man  nach  Kummer 

-,        dx      dl     ,  dx    d^ 

80  giebt  es  eine  sehr  allgemeine  Klasse  von  Strahl ensystemen 
specieller  Art,  welche  der  Bedingung  genügen 

FortMhr.  d.  Math.  XVin.  2.  4« 
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und  deren  analytische  Behandlang  sich  allgemein  darchfähren 
läset.  Es  tritt  bd  diesen  eine  zur  ursprünglich  betrachteten 
Fläche  (a?,,y„»,)  verwandte  Fläche  auf,  so  dass  der  Strahl  die 
beiden  entsprechenden  Punkte  dieser  Flächen  verbindet,  während 
sich  folgende  Beziehungen  ergeben.  Man  setze  u  =  p  -f  91, 
V  ^  p  —  qi  und  bilde  drei  beliebige  eindeutige  analytische  Func- 
tionen von  u^  die  sogenannten  erzeugenden  Functionen,  nämlich 
U^  F,  W^  deren  Conjugirte  bezüglich  f/j,  K,,  W^  seien;  man  setze 
alsdann 

dann  sind  xya^  ^iVi^i  entsprechende  Punkte  zweier  im  eben 
definirten  Sinne  verwandter  Flächen,  und  ihre  Verbindungslinie 
bildet  den  entsprechenden  Strahl  des  Strahlensystems,  welches 
der  Bedingung  e  +  g — /*+/*'  =  0  genügt.  (Ob  diese  Bedingung 
sich  nur  durch  Strablensysteme  dieser  Art  erfüllen  lässt,  scheint  der 
Herr  Verfasser  nicht  festgestellt  zu  haben.)  Ein  solches  Strahlen- 
system kann  niemals  reelle  Brennflächen  haben,  also  auch  niemals 
ein  Normalensystem  sein.  Die  Mitte  zwischen  zwei  Grenzpunkten 
eines  jeden  Strahls  fällt  mit  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
entsprechenden  Punkten  xya  und  x^y^z^  zusammen.  Bildet  man 
die  Coordinaten 

^m  =  i[(l-m)x  +  (\+m)x^l  x^m  =  i[Cl-f-m)x+(l— m)x,] 
und  die  analogen,  so  erhält  man  zwei  Flächen  (x^^ymyJ^^ 
(«-m?  j-m»»-i»)t  welche  dieselbe  Mittelfläche  ergeben,  und  welche 
durch  viele  Eigenschaften  ausgezeichnet  sind.  Die  hier  ange- 
deuteteu  allgemeinen  Beziehungen  werden  zum  Schluss  aa  einem 
speciellen  Beispiele  erläutert.  Selbstverständlich  ergeben  sich  im 
Verlaufe  der  ganzen  Untersuchung  viele  interessante  Resultate, 
die  an  dieser  Stelle  nicht  erwähnt  werden  können.  Die  gege- 
benen Andeutungen  mögen  genügen,  um  den  Gedankengang  des 
interessanten  Werkes  zu  cbarakterisiren.  A. 
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K.  H.  V.  O0B8TEM.     Theorie  der  ICioinmiug  van  Lijiien 
op  gebogen  Oppevvlakken.    Leideo.  xiv  +  72  8. 
Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  74i>. 


H.  SiBVERT.  lieber  die  CentralfiHühei)  der  Eiineper'schen 
Flächen  constanteii  KrttmmungemaBses.  Disa.  TüblDgen. 
8".  96  8. 

H.  DoBRiNBR.  Die  Flächen  constanter  KrUmmung  mit 
einem  System  aphäriecber  Krtlmmungstioien  dargestellt 
mit    Hülfe    von    Tbetafunctioueu    zweier    Variablen. 

AcU  Math.  IX.  7&-1M.     Dia*.  Uarbarg. 
Siehe  Abschiütt  VII.  2  C.  S.  4^5. 


B.    Theorie  der  algebraiselien  Pl&chep  und  Rauni- 
curven. 

Ä.  Voss.      Beitrage   zur  Theorie  der  algebraischen  Flä- 
chen,     Erster  Theil:    Zur  Theorie    der  Steinei-'schen 
Kerrifläche.      Klein  Ann.  XXVII.  35T-39t}. 
Aus  der  Polarentheorie  der  Flächen  n"'  Ordnung  ist  folgen- 
der Satz  bekannt:  hat  die  k"  Polare  des  Punktes  y  im  Punkte  x 
einen  Doppelpunkt,   so   hat  die  (n— A— 1)"  Polare  von  x  einen 
Doppelpunkt  in  y.     Es  sind  somit  die  beiden  FIS('       "      -^  - 
TOD  welchen  Si  der  Ort  derjenigen  Punkte  ist, 
k"  Polare  einen  Doppelpunkt  hat,  und  ffi  der  Ort 
punkte  selbst,   eindeutig    auf  einander  bezogen, 
nennt  5t  und  Bt  conjugirte  Eemfläcben  i*"  Ordi 
auf  die  Orduungafläcbe  f  =  0,  und  zwar  Si  die 
und    Bt  die  k"  Hesse'itche.     Die  ätngularitftteD 
Fläcfaen  sollen  nun  näher  untersocbt  werden. 

Der  Verfasser- beginnt,  ähnlich  wie  Herr  Er< 
XVIIT.  84-PO),  mit  dem  eindeutigen  Eobtprechen  ; 


1 
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yermöge  vier  biquaternärer  Gleichungen  /)  =  0  zwischen  den 
homogenen  Coordinaten  wt^  yi^  wo  t  =  1,  2,  ä,  4  geaetst  wird. 
Durch  Elimination  der  Xi  erhält  man  die  Oleichnng  einer  Fläche 
<Z>y  und  durch  Elimination  der  y,-  die  Gleichung  einer  Fläche  F^ 
Beide  sind  durch  die  Gleichungen  fj  =  0  eindeutig  auf  einander 
bezogen.  Es  werden  nun  die  Singularitäten  dieser  Flächen  aaf 
algebraischem  Wege  bestimmt  und  die  von  Herni'Erey  gefundenen 
Zahlenresultate  bestätigt.  Im  allgemeinen  haben  die  Flüchen 
keine  Rackkehrcurve,  wohl  aber  Doppelpunkte. 

Durch  ffinf  biquaternäre  Gleichungen  fy  =  0,  j  =  1, .  •  •,  5 
ist  ein  Curvenpaar  C«  und  Ty  eindeutig  auf  einander  bezogen, 
für  welches  die  Charaktere  in  analoger  Weise  bestimmt  werden. 

Um  die  Anwendungen  dieser  Resultate  auf  die  Kemfläehen 
zu  machen,  werden  die  Formen  fj  zunächst  derart  specialisirt, 
dass 

fj^-S^    0  =  1,  ...,4). 

Es  wird  daon  die  Fläche  0>y  von  den  Polarebenen  der  Punkte 
von  Fg  in  Bezug  auf  f  umhüllt.  <Z>y  erhält  jetzt  eine  Rfickkehr- 
curve.  Die  Singularitäten  für  O,  und  F^  werden  auch  in  diesem 
Falle  bestimmt 

Die  Formen  fj  werden  endlich  noch  weiter  specialisirt,  in- 
dem angenommen  wird,  dass: 

df   ^   d(p 
dxj         djfi  ' 
und  es  wird  bewiesen,  dass  diejenigen  Formen  f),  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  Polaren  einer  Form  V  sind.    Nun  können 
die  Anwendungen  der  vorher  gefundenen  Sätze  auf  die  Polaren- 
theorie algebraischer  Gebilde  statt6nden. 

Zum  Schlüsse  werden  die  Hesse'sche  Fläche  und  ihre  con- 
jugirte  Eernfläche  einer  eingehenden  Betrachtung  unterworfen,  und 
es  wird  die  Tabelle  für  die  wichtigsten  Charaktere  von  S  mit- 
geteilt W.  St 

M.  NoETHER.     Deber  die  totalen  algebraischen  Differen- 
tialausdrOcke  erster  Gattung.     Erlang.  Der.  XVlll.  11-17. 


Oapiteld.    Analjtitehe  Gsometrie  des  Raumes.  741 

Herr  Pieard  hatte  die  Theorie  der  Aberschen  Integrale  auf 
algebraische  Flftohen  aasgedehot.  Es  giebt  specielle  Flächen- 
klaasen  f  (a>,  jf,  »)  =  0,  aaf  denen  totale  Differentiale  von  der 
Form  Pdx  +  Qdy  existiren,  deren  Integrale  fiberall  endlich  sind. 
Der  Verfasser  verschärft  und  erweitert  diese  Untersuchungen, 
indem  er  die  in  der  Theorie  der  Curvenintegrale  mit  so  grossem 
Erfolge  verwandte  rationale  Transformation  der  Curven  sowie 
der  zugehörigen  Differentialausdrflcke  auch  hier  einfuhrt.  Zu- 
nfichst  wird  das  Differential  erster  Gattung  auf  die  homogene 
Form  gebracht: 

wo  du  von  den  willkfirlichen  Grössen  Ki  gar  nicht  abh&ngt,  wo 
die  Ai  ganxe  Functionen   der  x   von   gewisser  vorgeschriebener 

Form  sind,  und  die  fi  die  -^-^  bezeichnen. 

OXi 

Vermöge  der  rationalen  Transformation  xt  =  V^<(y)  gehe 
f(xi)  Ober  in  M.F(yi)^  dann  bleibt  die  Form  von  du  unverändert, 
nämlich : 

M  SOiFi 

Aus  diesen  Transformationen  werden  leicht  die  Bedingungen 
für  die  Endlichkeit  des  Integrals  u  erschlossen.  Auch  die  zu 
f  =  0  adjungirten  Flächen  (m— 4)'*'  Ordnung  (wenn  m  die  Ord- 
nung von  f  =  0  bedeutet)  werden  auf  diese  Weise  erhalten. 

Der  Verfasser  beweist  noch  die  Umkehrung  eines  von  Herrn 
Pieard  aufgestellten  Satzes,  nämlich: 

„Wenn  eine  Fläche  f  =  0  das  Fläohengeschlecht  1  hat,  und 
wenn  zwei  unabhängige  Integrale  erster  Gattung,  u  und  o,  von 
totalen,  zu  /"^O  gehörigen  Differentialausdrttcken  existiren,  so 
sind  die  Coordinaten  der  Fläche  eindeutige  (vierfach  periodische) 
Functionen  von  u  und  v.""  Mj. 

M.  NoBTHBR.     üeber  die   algebraischen  DiflFerentialaus- 
drücke  mit  einer  Variablen.     Erlang.  Ber.  xvill.  18-21. 
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Enthält  die  weitere  Ausführung  von  Untersuchungen,  die  der 
Verfasser  frtlher  nur  kurz  angedeutet  hatte.  Es  handelt  sich  um 
Polarenprocesse,  die  bei  der  Behandlung  algebraischer  Uifferen- 
tiale  zweckmässig  die  Differentiation  vertreten.  My. 


V.  MüRKR.     Sülle  Serie  razionali  di  superficie  algebriehe. 

Batt  G    XXIV.  106-123. 

„Rationale  Schar"  von  Oberflächen  n^  Ordnung  heisst  das 
System  von  Obei-flächen,  deren  Gleichung  in  folgender  Form  ge- 
schrieben werden  kann: 

0 

wo  l  einen  Parameter,  t/,-  algebraische  Formen  n^  Grades  der 
homogenen  Coordinatcn  eines  Punktes  bedeuten;  ^,  die  Zahl  der 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  Flächen  der  Schar,  ist 
ihr  „Index".  Ist  ^  gleich  1  oder  2,  so  kennzeichnet  die  Annahme 
der  Rationalität  die  Schar  nicht  als  eine  eigenartige  unter  denen 
von  demselben  Index,  sondern  dies  fängt  mit  fi  =  3  an.  Diese 
Sätze  sind  njir  eine  eigentümliche  Deutung  einiger  von  Hrn. 
Glifford  bewiesenen  Theoreme  (Lond.  Phil.  Trans.  1878:  „On 
the  Classification  of  loci'',  zu  Anfang);  mithin  ist  das,  was  Hr. 
Murer  in  der  ersten  der  Noten  auf  S.  107  der  zu  besprechenden 
Arbeit  sagt,  zum  Teil  bekannt,  zum  Teil  bedarf  es  einiger  Ab- 
änderungen. 

Man  kann  zwei  Teile  in  der  Arbeit  unterscheiden. 

Im  ersten  Teile  gebraucht  der  Verfasser  die  Coirespondenz- 
Principe  und  das  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  (welches  er 
explicit  aussprechen  zu  müssen  glaubt,  obscbon  sehr  viele  Geo- 
meter  vor  ihm  eine  sehr  klare  und  genaue  Fassung  desselben 
gegeben  haben),  um  Sätze  über  die  rationalen  Scharen  aufzu- 
stellen, von  denen  mehrere  in  Salmon  -  Fiedler's  „Analytischer 
Geometrie  des  Raumes**  (No.  460)  enthalten  sind,  von  denen 
jedoch  wahrscheinlich  auch  manche  neu  sind;  unter  letztere 
setzen  wir  z.  B.  diejenigen  betreffs  der  Verteilung  der  Normalen 
an  den  Oberflächen  einer  rationalen  Schar  im  Räume. 
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Im  zweiten  Teile  wird  eine  symboliBche  Schreibweise  der 
Gleichung  der  Schar  in  der  Form  aDgenommea: 

Man  kann  dann  die  In-  und  Covarianten  von  a"o{',  bald 
als  Functionen  der  x,'  bald  als  Functionen  der  il  betrachtet,  des 
n&heren  durch  Torschen.  [n  dem  ersten  Falle  bestimmt  jede  gleich 
Nall  gesetzte  Invariante  eine  gewisse  Aozahl  OberflSehen,  die 
eine  gegebene  projectivische  Eigeoscbaft  besitzen;  im  zweiten 
Btellt  jede  gleich  Null  gesetzte  Invariante  den  Ort  eines  Punktes 
dar,  ftir  welchen  die  durch  ihn  geheoden  Oberflächen  der  Schar 
eine  besondere  Beziehung  unter  einander  besitzen,  n.  s.  w.  In- 
dem der  Verfasser  diese  Bemerkungen  anwendet  und  sich  auf 
die  Theorie  der  binftren  Formen  stutzt,  durchforscht  er  die 
rationalen  Scharen  mit  dem  Index  2,  3  oder  4.  Dann,  auf  den 
allgemeinen  Fall  zurQckgreifend,  beeehfiftigt  er  sich  mit  der  Ober- 
fläche, welche  der  Ort  der  parabojischen  Curven  der  Oberflflche 
einer  beliebigen  rationalen  Schar  ist,  und  mit  dem  Complexe, 
dem  Orte  der  cc'  Congruenzen,  von  denen  jede  aus  den  Geraden 
besieht,  welche  die  entsprechenden  Punkte  der  Hesse'schen  und 
Steiner'schen  Flfiche  einer  Oberfläche  der  Schar  verbinden. 
La.  (Lp.) 

J.  J.  Sylvestür,  S.  Boberts.     Solution  of  questioii  8115. 
Bd.  Timea.  XUV.  31-2S. 
Sind  I/  =  0  nnd  V  =  0  die  Gleichungen  zweier  allgemeinen 
Oberflächen  bezw.  m'""  und  n"*  Grades  in  den  Variabein,   nnd 
drückt  J  =  0  die  Beziehung  zwischen  dt 
and    V  aus,    wenn   sich    beide  Ob^rfläch 
vom  Grade 

n|(«-l)'  +  2Cm-lX«-l)+: 

m|(m-I)'+2C«-lX«-0-|- 

bezw.  in  den  Goefficienten  von  U  und  V. 


E.  PiCARD.     Sur  les  surfaces  alg^bri 
sections  planes  sont  unicnreales. 
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Beweis  des  folgenden  bereits  im  Jahre  1878  Tom  Herrn 
Verfasser  aufgestellten  Satzes  (Soe.  philom.  Paris,  127-132.  Ref. 
F.  d-M.  X.  511). 

Die  einzigen  algebratsohen  Fläebea,  deren  stotliche  ebene 
Schnitte  einläufig  sind,  sind  die  Steiner'sche  Fl&che  und  gewisse 
geradlinige  Flächen.  A. 


K.  BoBBK.     Ueber  das  Maximalgescblecbt  von  algebrai- 
scben     Rauuicurven     gegebener    Ordnung.     Wien.  Ber. 

XOIII    1327. 

Mit  Hülfe  des  Restsatzes  und  des  Riemann-Roch'schen  Satzes, 

die   von  BriU   und  Nöther   für   algebraische  Curven   der  Ebene 

(von  Letzterem  auch  fQr  die  des  Raumes)  nachgewiesen  wurden, 

wird  das  Titelproblem  auf  ein  solches  der  Ebene  zurQckgeführt 

Es  ergiebt  sich  als  Maximalgeschlecht  n  einer  Raumcurve  m^ 

Ordnung 

(m~l)(m~8)+€ 
n=- 4 1 

wo  €  gleich  1  resp.  0  zu  setzen  ist,  jenachdem  m  einen  geraden 
oder  ungeraden  Wert  erhält  Solche  Raumcurven  vom  Maximal- 
geschlecht n  liegen  immer  auf  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Und  zwar  ist  für  m  =  2n  die  Curve  der  vollständige  Schnitt 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  solchen  n^  Ordnung, 
während  fQr  m  =  2n—  1  die  letztere  Fläche  noch  eine  Gerade 
mit  der  ersteren  gemein  hat  My. 


M.  NoBTHBR.     Extensiotf  du  tbdor^me  de  Riemann-Roch 
aux  surfaces  alg^briques.     0.  R.  ciil.  734-737. 

Auf  einer  algebraischen  Fläche  F,  vom  Fläohengeschlecht  p 
und  der  Ordnung  it,  liege  eine  algebraische  Raumcurve  C  vom 
Geschlecht  fr,  durch  die  noch  q  linear  unabhängige,  zu  F  adjun- 
girte  Flächen  q>  der  (n— 4)^  Ordnung  gelegt  werden  können. 
Bedeutet  ferner  9+ 1  die  Anzahl  der  willkfirlichen  Constanten  einer 
rationalen  Function  f  von  x,  y,  «,  die  in  C  unendlich  wird,  und 
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endlich  s  die  Anzahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  tod  C  mit 
irgend  einer  Curve  de«  zu  f  gehörigen  CurTenBystems  der  Fliehe, 
BO  spricht  sieh  die  Erweiterung  des  Biemann-Rocb'schcn  Satzes 
auf  FIftohen  in  der  Ungleichung  aus: 

9  >  p+«— Ji— 9+1, 
wo    indcBSon   das  Ungleichheilszeichen   nur   in   ganz  speoiellen 
Fällen  eintritt. 

Es  erscheint  sehr  merkwürdig,  dass  hier  q  mit  wachsendem 
f  abnimmt,  während  hei  ebenen  algebraischen  Curven  die  bei- 
den analogen  ADzablen  gleichzeitig  zunehmen. 

Der  Beweis  stStzt  sich  darauf,  dasB  auf  daB  Grappensystem 
sftmtlielieT  erwähnten  »  Funkte  auf  C  der  Riemanu-Boeh'sohe  Satz 
für  Raumearven  anwendbar  ist  Im  flbrigen  ist  die  Scbluss- 
weise  der  ftlr  ebene  Curven  bekannten  ähnlich.  Hy. 


M.  NuBTHER.    üeber  die  reducibeln  nlgehrHifchen  Curven. 
Acts  Mkib.  Till.  161-192. 

Der  Verfasser  fahrt  hier  die  Aufgabe  durch,  das  Verbalten 
der  za  einer  ebenen  resp.  räumlichen  algebraischen  Curve  F  „ad- 
jungirlen"  Curven  resp.  Flächen  zur  Cnrve  F  auch  in  den 
Ausnahmefällen  zu  studiren,  wo  die  letztere  in  eine  beliebige 
Anzahl  irreducibler  Teile  zernillt. 

Als  Typus  dcB  fdr  die  ebenen  Curven  f.  eingeschlagenen 
Verfahrens  kann  der  einfachste  Fall  dienen,  In  dem  F.,  n"'  Ord- 
nung, ans  zwei  irredncihlen  Teilcorven  F^  and  F»,,  von  den  resp. 
Ordnungen  n„  »,  besieht,  welche  sich  in  n,  n,  einfachen  Punkten 
treffen. 

Soll  v_s  =  0  eine  zn  F  adjungirte  ^-C 
nach  einem  froheren  Satze  des  Verfassers  die 

¥_»  S  ^j_i  Fn,  +  <^,  -1  Fn,. 

wo  ausserdem  die  ^-j,  qpa,-i  zu  f.,  resp.  F 

Auf  dieser  Identität  und  der  Anwendung 
CarvcD  gültigen  Sätze  beruhen  die  weiteren 

In  erster  Linie  ergiebt  Bi'ch,  dass  von  den 
welche  sostägen,    dass  die  ^n-t   durch  die 
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jP»,  und  Fn^  einfach  hindurchgehe,  immer  eine,  und  zwar  eine 
ganz  beliebig  herauszugreifende,  eine  lineare  Folge  der  dbrigen 
fi, n,— 1  linear  unabhängigen  Bedingungen  ist 

Das  letztere  Resultat  ist  bekannt  als  derjenige  specielle, 
ausschliesslich  ausnahmslos  gültige  Fall  des  „Cayley'scben^ 
Satzes,  fQr  den  die  Ordnung  einer  durch  die  Punkte  (F«„FmJ 
gehenden  Curve  gerade  gleich  n,  +  ^9  *"  3  ausfällt  Bei  der  Er- 
weiterung des  Gefundenen  auf  den  Fall,  dass  die  Schnittpunkte 
von  Fn,  und  Fn^  selbst  vielfache  Punkte  dieser  Teilcurven  sein 
können,  zeigt  sich,  dass  zwar  die  obige  Identität  fortbestebtf 
dagegen  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  das 
Verhalten  der  adjungirten  q>n-z  in  den  Schnittpunkten  von  F»,  und 
Fm^  regeln,  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Teile  zerlegt  wird. 

Einmal  erfordert  es  nämlich  iijfi,  Gleichungen,  damit  Ober- 
haupt eine  Identität  von  der  erwähnten  Form  besteht  (ohne  anf 
die  Natur  der  Factoren  fpn.-z^  ^f^nr-z  weitere  Rücksicht  zu  nehmen), 
und  von  diesen  n^n^  Bedingungen  ist,  genau  wie  früher,  eine 
ganz  beliebige  unter  ihnen  eine  lineare  Folge  der  übrigen. 

Dagegen  ist  der  noch  verbleibende  Rest  von  Bedingungen, 
die  sich  nur  noch  auf  die  Adjunction  der  9)11,-3,  T'ih-s  zu  den 
Curven  F«,,  F„,  beziehen,  linear  unabhängig. 

Definirt  man  das  Geschlecht  p  der  zerfallenden  Curve  F 
vollkommen  analog  zu  den  Geschlechtern  p.,  p,  der  Teilcurven, 
so  gilt  die  wichtige  Relation 

P, +Pt  =  P+l- 
Daraus   fliessen   denn   auch  die  Modificationen ,   die  der  ^Cay- 
ley*sche"  Satz,    bei  beliebiger   Ordnung    der  Schnlttcurven,   zu 
erfahren  liat,  wenn  F»,  und  F„,  Schnittpunkte  von  irgend  welcher 
vielfachen  Multiplicität  aufweisen. 

Der  Verfasser  geht  nunmehr  wiederum  einen  Schritt  weiter, 
indem  er  eine  der  Teilcurven  F«,,  Fn,  von  neuem  in  zwei  Teile 
zerfallen  lässt  Von  den  bez.  Adjunctionsbedingungen  werden 
jetzt  eine  resp.  zwei  eine  lineare  Folge  der  übrigen.  Und  zwar 
tritt  der  eine  oder  der  andere  Fall  ein,  je  nachdem  (unter 
*Iin  fn^^  ^n,  die  drei  Teilcurven  von  F«  verstanden)  kein  weiterer 
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Schnitlpaukt  von  Pn,  und  f„,  ausserhalb  der  Scboittpuukte  von 
F,,  mit  (Fm,Fn^  liegt  oder  das  Gegenteil  eintritt. 

In  ähnlicher  Weise  gelingt  die  Erledigung  der  allgemeinsten 
Müglichkeil,  wenn  F.  in  eine  beliebige  Anzahl  >  von  irreducibeln 
Teiloarven  zerfällt    Zwischeo  dem  Oesamigeschlecht  p  und  den 
Teilgeachlechtern  p,,  p„  ■■■,?,  besteht  die  Beziehung 
P  =  P,+P,  +  -"  +  P.-«+l- 

Zugleich-  stellt  p, +p,-| 1.  p,  =p+»— i  die  Anzahl  der  zu 

F.  adjungirlen  linear-unabhängigen  Curven  qp.-!  dar.  Da  sowohl 
ilie  Zaiil  p,  wie  p4-<—  1  aus  der  Gleichung  F.  =  U  durch  rationale 
Operationen  gewonnen  werden  kann,  so  liegt  darin,  wie  schon 
Herr  Cbristoffel  bemerkt  hat,  ein  Kriterium  der  Reducibilität  reep. 
Irreducibilität  von  F,,  je  nachdem  die  Zahl  t  grösser  oder  gleich 
Eins  anseilt. 

Bei  der  UebertraguDg  des  RiemannRoch'scheii  Satzes  ergiebt 
eicb,  -dass  die  bekannie  Formel  desselben 
q  =  Q-p  +  r+\ 
aach  jetzt  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  nur  unter  q,  r  die 
Mannigfaltigkeiten  der  bez.  adjungirteu  <pn-3,  und  nicht  die 
Mannigfaltigkeit  der  von  denselben  ausgeschnittenen  Punktsysteme 
versteht.  Der  erste  Abschnitt  schliesst  mit  einer  vollständigen 
Oiscussion  der  Structur  des  die  Adjunctionsbedingungen  -reprä- 
Bcntirenden  linearen  Glelchungssystems. 

Der   zweite  Abschnitt  untersucht   in  entsprechender  Weise 
redacible  Raumcurveo,    indem  er   sich  auf  die  vom  Verfasser 
frtlher  aufgestellte  Theorie  der  „Nullscharen"  stutzt    Es  sei  hier 
nur  das  Hauptergebnis  mitgeteilt,  dass  „Hli 
hungen  zwei  Curven  einer  Fläche  nur  dann  i 
cieller  Fall  einer  irreduciblen  Raumcurve  tu 
sich  in  noch  wenigstens  einem  Punkte  tre 

St.  Jolles.     Die  Theorie  der  Osciili 
nensystem    der  Raumcurve  IV.  0 

ABch«D.  Mayer.  IV  +  21  S. 
Referat  in  Abschnitt  IX,  Cap.  3D, 
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A.  Hurwitz.    Zusatz  zu  der  Note  „Einige  allgemeine  S&tze 
Ober  Raumcurven.    Kl.  Ann.  XXV.  p.  287.*     Klein  Ado. 

XXVII.  162. 

Dieser  Zusatz  enthält  einige  Citate  betreffend  die  Sätze, 
welche  der  Verfasser  aufgestellt  hatte  und  die  schon  von  anderer 
Seite  publioirt  waren.  W.  St. 


V.   Petkrssün.      Om    Developpablers    Medelpuuktsytor. 

Land  Akadem.  Afhaodliog.  1886. 

Die  Fläche  2''  der  Centra  einer  abwickelbaren  Flächet  ist 
bekanntlich  mit  ihrer  rectificirenden  Fläche  identisch.  Der  Ver- 
fasser hat  sich  die  Aufgabe  vorgelegt,  die  Charaktere  m',  n',  r' 
"  etc.  (die  Buchstaben  in  der  gewöhnlichen  Salmon'schen  Bedeu- 
tung genommen)  der  2*  zu  bestimmen  aus  denjenigen  m,  »,  r, ... 
der  Originalfläche  S.  Für  diesen  Zweck  benutzt  er  zwei  ver- 
schiedene Methoden,  deren  Resultate  einander  ergänzen. 

Erstens  wird  der  Umstand  benutzt,  dass  die  unendliche  Curve 
der  S*  die  Quasi  -  Evolute  zu  deijenigen  der  J?,  in  Bezug  auf 
den  unendlichen  Imaginärkreis,  ist.  Aus  zum  Teil  bereits  be- 
kannten, zum  Teil  neu  hergeleiteten  Relationen  zwischen  den 
Charakteren  einer  algebraischen  ebenen  Curve  und  ihrer  Quasi- 
Evolute werden  diejenigen  der  unendlichen  2' -Curve  bestimmt, 
und  somit,  wenigstens  zum  Teil,  die  Charaktere  der  abwickel- 
baren Fläche  S'  selbst. 

Der  Verfasser  schlägt  darauf  einen  anderen  Weg  ein,  um 
die  so  gefundenen  Resultate  zu  bestätigen  und  zu  vervollständigen. 
Mit  den  bekannten  Formeln  fttr  die  Ebenencoordinaten  der  2' 
X         _  Y         _  Z  _  W 

(x^  y^  z  die  Coordinaten  der  Cuspidalcurve  von  2)  leitet  er  aus 
den  Parameter  -  Entwickelungen  der  x,  y,  %  die  entsprechenden 

« 

fttr  Xy  K,  Z,  W  her  und  bestimmt  so  die  Art  der  verschiedenen 
^'-Ebenen,  insbesondere  in  Bezug  auf  das  Auftreten  der  Singu- 
laritäten a',  ß\  0\ 

Im   allgemeinen  Falle    (d.  h.    wenn   das  Originalsystem  in 
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keioer  apeciellen  Beziebaop  zur  uoendlieben  Ebeoe  steht)  findet 
man  bo 

m'  =  3(o  +  2r — »),     «'•=  f  +  b,     r'  =  a  +  3r,     b'  =  0, 

ß'  =  2(3«— 4n+5r),  u.  8.  w. 
E»  Tolgen  sebr  aneftthrlicbe  numeriBche  Tabellen  Ober  die 
^' -  Cbaraktere  in  den  F&llen,  wo  die  ^-CoBpidaleurve  von  der 
dritten  oder  vierten  Ordnung  ist;  sowie  znletzt  eine  iuteresBsnte 
ZnBftmmenstellnng  der  Charaktere  der  drei  mit  einer  gegebenen 
^verbundenen  Systeme:  der  rectificireuden  and  der  Polar-Flllcbe, 
Bowie  derjenigen,  deren  Cuspidalcurve  der  Ort  des  KrQmmungs- 
kreiscentrums  der  ^-Cnspidalcurvo  ist.  ßg. 

A.  Braubilla.  Iiitorno  alle  curve  i-azioiiH)i  in  unu 
Bpazio  lineare  ad  nno  numero  qunlunque  di  dimeiisioni. 
Lomb.  Band.  &)  XIX.  326-331. 
0er  Verfasser  stellt  znerst  die  Gleichung  einer  rationalen 
Curve  n*"  Ordnung  im  n-diuiensionalen  Räume  auf  und  giebt 
die  BediaguDg  an,  unter  welcher  dieselbe  schon  in  einem  (n—k)- 
dimensionalen  Gebiete  enthalten  ist.  Letzterer  Fiül  wird  bei 
der  weiteren  Uatersucbang  aosgeschlosseD  und  von  einer  solchen 
ratioDalcn  Normaicurre  der  allgemeine  Satz  bewiesen:  Wenn  in 
einem  ebenen  M-dimensionalen  Baume  eine  Normalcurve  Q,  ge- 
geben ist  und  auf  ihr  r(<R)  feste  Funkte,  so  ist  die  den 
r  Funkten  zugeordnete  Polarebeoe  eines  beliebigen  Funktes  Y 
in  Bezug  auf  Q,  gleichzeitig  die  Folarebene  von  Y  in  Bezug 
auf  ein  quadratisches  Gebilde,  wenn  (n—r)  gerade,  hingegen 
die  Focalebene  von  Y  in  Bezug  auf  ein  Nullsystem.  wenn  f«— rl 
ungerade  ist  

H.  B.  FiNB.     Oll  the  aingularities   of  cui 

GDrvature.       Newcoaib  An.  J.  via  166-177, 
Leipiig. 
Die  zwiseheo   den    homogenen  Goordinate 
P(x^,x^,x,,x^)  bestehenden  Gleichungen 

*,:«,:*,:«,  =  tp,  (() :  ^(0 :  flff.CO  = 
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worin  die  analytische  Function  y^  durch  die  Gleichung 

definirt  ist,  drücken  innerhalb  eines*  Conyergenzkreises  mit  dem 
Mittelpunkte  t^  eine  Raumcurve  aus.  Andrerseits  lässt  sich  der 
Punkt  P  aus  vier  Fundamentalpunkten  £|,  £,,  £,,  £«  nach 
Grassmann'scher  Methode  mittels  der  Gleichung  ableiten: 

und  dann  mit  Hülfe  der  Reihenentwickelung  für  g>,(0  durch  die 
Potenzen  von  Q  —  Q  ausdrücken.  Nun  ergiebt  für  einen  dem 
Punkte  Pr,  unendlich  nahen  Punkt  P,,+a  die  Taylor'sche  Reihe: 

p,^a  =  p,-hp;.<»+n'-^+- 

Auf  Grund  dieser  Entwicklung  unterscheidet  der  Verfasser  für 
den  Punkt  P«,  drei  Klassen  von  Singularitäten.  Die  erste  Klasse 
liefert  einen  singulären  Punkt  von  der  Ordnung  fc,,  wenn  P^^  mit: 

den  fc,  ersten  ^Differentialpunkten"  P{,,  ...,  Pj*'^  zusammenfällt; 
die  zweite  Klasse  einen  Punkt  von  der  Ordnung  /r,,  wenn  der- 
selbe die  Bedingung  für  die  erste  Klasse  erfüllt^  und  ausserdem 

die  Verbindungslinie  P|,  Pif'"*"^^  alle  folgenden  Differentialpunkte 
P^*'"^'\  ...  bis  pJ*'-^*«+'>  enthält.  Endlich  liefert  die  dritte  Klasse 
einen  Punkt  von  der  Ordnung  Ar,,  wenn  derselbe  die  Bedingungen 
der  beiden  ersten  Klassen  erfüllt  und  ausserdem  die  Ebene  der 
Punkte  P^,  P[f''^*\  p(*.+*.+2)  alle  folgenden  Differentialpunkte 
p(*.+*,+3)^  ...  bis  p(f'+*«+*'+'>  enthält.  Die  Tangente  an  die  Curve 
in  einem  singulären  Punkte  zweiter  Klasse  (P)  verbindet  diesen 
Punkt  mit  dem  ersten  nicht  mit  P  zusammenfallenden  Differential- 
punkte P^*''*'^^;  die  Osculationsebene  in  einem  singulären  Punkte 
dritter  Klasse  (P)  geht  durch  P,  P^*'"*"*^  und  den  ersten  nicht  in 
die  Gerade  PP^^^"^'^  fallenden  Differentialpunkt  f>^*'+**+^>: 

Den  ftlr  die  drei  Klassen  von  Punkt- Singularitäten  charak- 
teristischen Zahlen  Ar,,  /r„  h^  entsprechen  drei  andere  ^j,  ju„  ju^ 
für  ebensoviele  Klassen  von  Ebenen-Singularitäten  (bei  der 
Ebenenauffassung  der  Curve).  Ist  €  die  Osculationsebene  im 
Punkte  P,  so  sind  die  charakteristischen  Zahlen  des  letzteren  in 
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umgekehrter  Reihenfolge  diejenigen  der  Ebene  «.  Das  Verhalten 
des  die  Garve  erzeugenden  Elementes  (Pankt,  Gerade,  Ebene) 
im  Punkte  P  richtet  sieh  danach,  ob  bezw.  k^^  äc„  ät,  gerade  oder 
ungerade  ist.  Aus  den  Combinationen  dieser  Fälle  gehen  die 
acht  schon  von  y.  Standt  angegebenen  charakteristischen  Formen 
der  Raumcurven  in  der  Nähe  des  Punktes  P  hervor. 

Der  Verfasser  untersucht  eingehend  die  Singularitäten  der 
Curven,  indem  er  der  Reihe  nach  die  drei  verschiedenen  Er- 
zeugungsweisen  durch  Punkt,  Ebene  nnd  Gerade  zu  Grunde 
legt  Es  würde  zu  weit  f&hren,  hier  darzutbun,  in  welcher 
Weise  die  Methoden  der  Ausdehnungslehre  dabei  benutzt  werden; 
nur  soviel  sei  bemerkt,  dass  bei  der  Punkterzeugung  die  pro- 
gressive, bei  der  Ebenenerzeugung  die  regressive  Multiplication  das 
hauptsächliche  Recbnungsinstrument  ist.  Während  die  Ebenen- 
Singularitäten  «den  Punkt- Singularitäten  reciprok  entsprechen, 
erfordern  die  Linien-Singularitäten  eine  besondere  Untersuchung, 
da  sie  zum  Teil  aus  denjenigen  der  Punkte  hervorgehen,  zum 
Teil  aber  (wenn  k^  =  A,  ist)  von  denselben  unabhängig  sind. 
In  ihrer  Wirkung  auf  Ordnung,  Klasse,  Rang  und  Geschlecht 
der  Curve  entspricht  die  Singularität  Ir,,  i^,,  4r,  einer  Anzahl  von 
k^  Punkten,  /r,  Linien  und  k^  Ebenen,  alle  als  singulare  Elemente 
erster  Ordnung  gedacht.  Vielfache  Elemente  sind  ausgeschlossen. 
Am  Schlüsse  der  Abhandlung  werden  die  Singularitäts- Bedin- 
gungen durch  Determinanten  der  Coefficienten  a  (in  der  Ent- 
wickelung  von  q>i(0)  ausgedrückt  und  ausserdem  mit  Hülfe  der 
„Differentialcurven^  q>i(Oy  9*^X0  ^^^m  welche  letztere  Methode 
namentlich  zu  einer  graphischen  Darstellung  der  Singularitäts- 
Bedingungen  führt  Die  ganze  hier  vorgetragene  Theorie  lässt 
sich  ohne  Schwierigkeit  auf  (n—  l)-fach  gekrümmte  Curven  im 
M-dimensionalen  Räume  ausdehnen.  Schg. 


F.  Meter.     Ueber  die  Projection  einer  Raumcurve  von 
einem  ihrer  Punkte  aus.    Böklen    Mitt.  i,  82-83. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5.  S.  605. 
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C.    Uaumgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades. 

P.  Serrkt.     Sur  l'octafedre.     0.  R.  CHI.  867-870. 

P.  Sbrrkt.     Sur  Toctafedre  et  la  construction  de  la  droite 
associ^e.     0  R.  CHI.  9U9-1002. 

Nach  Poncelet  und  Brianchon  schneiden  sich  die  einem 
Dreieck  umgeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbeln  (A  +A'  =  0) 
ausser  in  den  drei  Eckpunkten  noch  in  einem  vierten  Punkt, 
dem  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks.  Obige  Noten  von  P.  Serret 
behandeln  das  räumliche  Analogon  zu  diesem  Satz.  Schreibt 
man  einem  System  von  irgend  sechs  Punkten  im  Baume  (hexa- 
gonalen  Oktaeder)  gleichseitige  Hyperboloide  (A  +  A'-f  i4"  =  0) 
um,  so  schneiden  sich  dieselben  ausser  in  den  Ecken  des  Okta- 
eders noch  in  zwei  Punkten  ^  und  ij.  Es  entstehen  nun  von 
selbst  die  Fragen,  ob  diese  „eomplementären  Punkte**  |  uad  17 
eine  ähnliche  Lagenbeziehung  zu  ihrem  Oktaeder  besitzen,  wie 
in  der  Ebene  der  dem  Dreieck  ^complementäre  Punkt^,  der 
Höhenschnittpunkt;  ferner,  wie  sich  die  dem  Oktaeder  ,,a880* 
ciirte  Gerade*'  ^tj  construiren  lasse,  und  endlich,  welche  Lage 
jeder  der  Punkte  $  und  rj  habe.  In  der  ersten  Note  wird  die 
erste,  in  der  zweiten  die  zweite  Frage  beantwortet.  Ohne  Be- 
weis werden  ferner  noch  einige  Sätze  ttber  Raumcurven  dritter 
Ordnung  angeführt,  welche  mit  dem  Satz  ttber  die  dem  Oktaeder 
associirte  Gerade  in  Zusammenhang  stehen :  Alle  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung  eingeschriebenen  Oktaeder  haben  eine  und  die- 
selbe associirte  Gerade.  Man  kann  diese  daher  gewissermassen 
als  eine  Axe  der  Raumcurve  bezeichnen.  Sie  ist  der  geometri- 
sche Ort  der  Höhenschnittpunkte  aller  der  Raumcurve  dritter 
Ordnung  eingeschriebenen  Dreiecke,  deren  Ebenen  normal  tur 
Axe  der  Curve  stehen.  Rdt 


Urysz.       üeber    einige     aus    der     analytischen     Unter- 
suchung sich  ergebende  regelmässige  Körper.     Fr,  st»- 

Dislawow.  (Poloiacb.) 
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Der  Veifa88er  betrachtet  48  Punkte  im  Baume,  deren  ortho- 
gonale Coordinaten  man  aus  den  Coordinaten  eines  von  ihnen 

X  =^  a^  y  =  b^  »==c 
erhält,  indem  man  die  Zahlen  a,  6,  c  permutirt  und  ausserdem 
sie  mit  den  Zeichen  plus  und  minus  auf  alle  möglichen  Weisen 
behaftet.  Geht  durch  jeden  dieser  Punkte  eine  Ebene  normal 
zu  seinem  Radiusvector,  so  schliessen  die  48  Ebenen  ein 
48^ckiges  Polyeder  ein.  Der  Verfasser  untersucht  den  so  ent- 
standenen Körper,  berechnet  seine  Ecken,  Winkel,  Kanten, 
Flächen,  Flächeninhalt,  Volumen  und  wendet  diese  Berechnung  auf 
specielle  Fälle  (Hexaeder,  Oktaeder  u.  s.  w.)  an.  Dn. 


O.  Hermes.     Das  Seehsflacb.    Fr.  Köiio.-OymD.  Beriio. 
Referat  im  Abschn.  VIII,  Cap.  öC,  S.  579. 


R.    Lachlan.       On     systetos     of    circles    and    spheres. 

Lond.  R  S.  Proc.  XL   242-245,  Lond.  Phil.  Trans.  CLXXVII.  481-625. 

Referat  in  Abschnitt  VIII,  Cap.  3,  S.  491. 


M.  AzzARELLi.      Equazioni   delle   snperficie  di  2^  ordine 
dedotte  dalle  loro  genesi.      Rom.  Acc  p.  d.  N.  L.  XXXVII. 

2aV2l8. 

Erzeugung  sämtlicher  Arten  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 

durch  Verschiebung  oder  Rotation  veränderlicher  Kegelschnitte. 

Der  Verfasser  unterscheidet  unverständlicher  Weise  die  Fläche 

a;*          !/*          ä' 
— I Tf--\ 1- =  ^  a's  iperboloide  iperbolica  a  due(I)  falde 

a?'           v'           »' 
von   dem  iperboloide  ad  una  falda    — |-    +  ^ 5-   =^  1, 

auch  behandelt  er  drei  verschiedene  Arten  des  Kegels. 

R.  M. 


FortMhr.  d.  Math.  XVni.  3.  4^ 
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A.   Taer.      Zur   Elitartung    einer    Fläche    2.   Ordnung. 

Schlömilcb  Z.  XXXI.  382-884. 

Mit  Hülfe  von  Determinantensätzen  wird  nachgewiesen,  dass 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  Ebenen  ausartet,  wenn 
entweder  ihre  Determinante  und  zwei  Diagonaladjuncten,  oder 
drei  nicht  derselben  Zeile  angehörige  Adjuncten  verschwinden. 
Ferner  artet  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallende  Ebenen  aus, 
wenn  sechs  beliebige  Subdeterminanten  zweiten  Grades,  von 
denen  nur  nicht  drei  aus  einer  Zeilencombination  gewählt  sein 
dürfen,  verschwinden.  Mz. 


P.  VAN  Geer.      De  Kegelsnede  in   de  ruimte.    Nieaw  Ar- 

cbief.  XIH.  58-84. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  die  15  Vorlesungen  über  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  von  0.  Hesse  an.  Es  wird  darin 
gezeigt,  wie  ein  Kegelschnitt  im  Räume  durch  eine  einzige 
Gleichung  dargestellt  werden  kann,  wenn  von  Punkt-Coordinaten 
auf  Ebenen  -  Coordinaten  übergegangen  wird.  Diese  Gleichung 
wird  hier  einer  nähereti  Untersuchung  unterworfen  und  gezeigt, 
wie  die  Art  des  Kegelschnitts,  der  Ort  des  Mittelpunktes,  die 
'Ebene  und  andere  Elemente  der  Ourve  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt werden  können.  Sodann  wird  der  Einfluss  betrachtet, 
welchen  die  Transformation  der  Coordinaten  auf  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts  hat,  und  welche  Grössen  Invarianten  der  Trans- 
formation sind.  Daraus  werden  die  einfachsten  Formen  ent- 
wickelt, welche  die  Gleichungen  der  drei  Kegelschnitte  im  Räume 
annehmen  können.  Auch  die  Bedingungen,  unter  denen  sie  in 
einen  Kreis,  oder  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  übergehen,  wer- 
den aufgesucht;  im  ersten  Fall  werden  Ebene,  Mittelpunkt  und 
Radius  des  Kreises  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  ahge* 
leitet.  Weiter  wird  dargethan,  wie  aus  den  beiden  Gleichungen, 
welche  in  Punkt-Coordinaten  einen  Kegelschnitt  im  Räume  vor- 
stellen, die  eine  Gleichung  in  Ebenen-Coordinaten  erhalten  wird, 
und  umgekehrt,  auf  welche  Weise  die  letztere  in  zwei  Gleichungen 
in  Punkt-Coordinaten  umgesetzt  werden  kann.  G. 
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Barbarin.      Äxes  des   sections  planes   des  suifaces    du 
second  ordre.    Mathesie.  vi.  25-31,  49-53.  Md. 


O.  Staude,     üeber  neue  Focaleigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades.      Rleio  Ano.  xxvii.  253-271. 

O.   Staude.      Eine   katoptriscbe    Eigenschaft   des    Ellip- 

soids.     Klein  Add.  XXVII.  412-418. 

Die  bekannte  Fadenconstruction  des  Herrn  Verfassers  für 
das  Ellipsoid  (Leipz.  Abb.  1882,  Ref.  F.  d.  M.  XV.  1883.  089) 
ist  neuerdings  von  Herrn  Finsterwalder  (Math.  Ann.  XXVI.  564. 
Ref.  in  diesem  Bande  Seite  583)  in  einfacher  geometrischer  Weise 
begründet  worden.  Die  erste  der  vorliegenden  Arbeiten  führt 
die  bei  jener  Gonstruction  benutzten  Focaleigenschaften  der  Fi&- 
cben  auf  eine  zugleich  allgemeinere  und  elementarere  Grundlage 
und  erweitert  die  früher  gefundenen  Gesetze  nicht  unwesentlich. 

Bekanntlich  stellt  die  Gleichung 


mit  dem  Parameter  i  ein  System  confocaler  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  dar.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  gehen 
zwei  derselben  <  =  A,  f  =  ju,  wo 

ist,  und  es  heissen  A,  fi  die  elliptischen  Coordinaten  des  Punktes  P. 
Die  beiden  Entfernungen  des  Punktes  il,  /u  von  den  Brenn- 
punkten des  Systems  sind  dann 

und  die  Gleichungen  X  =  const.,  /u  =  const.,  A  -|-  /u  =  const., 
fi—X  =  const.  stellen  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  des  confocalen 
Systems,  einen  Kreis  und  eine  Cassini'sche  Curve  dar. 

Es  handelt  sich   um  die  analogen  Beziehungen  im  Räume. 
Durch  die  Gleichung 


mit  dem  Parameter  i  ist  ein  System  confocaler  Flächen  zweiten 

48* 
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Grades  bestimmt.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Baumes 
gehen  drei  Flächen  des  Systems  /  =  i,  /  =  /u,  /  =  y,  wo 

--oo<A<y<iU</J<>'<a, 

und  il,  /u,  V  heissen  die  elliptischen  Goordinaten  des  Punktes  P. 
Die  Gleichungen  l  •=  const.,  fx  =  const.,  v  =  eonst  stellen  ein 
Ellipsoid,  ein  ein-  und  ein  zweischaliges  Hyperboloid  des  Systems 
dar,  A4-/U+V  =  const.  eine  Eugel,  fx+v  =  const.  die  FresneF- 
sche  Wellenfläche,  A  +  /u  — v  -=  const.  und  ^  — v  =  const  soge- 
nannte Cassinoid- Flächen  sechster  und  achter  Ordnung.  Von 
Interesse  ist  es  nun,  Ausdrücke  zu  finden,  welche  fbr  den  Raum 
eine  analoge  Bedeutung  haben,  wie  der  Ausdruck 

für  die  Ebene.  Dies  wird  in  gewisser  Weise  durch  die  Arbeit 
erreicht.  Focalpunkte  des  Systems  sind  die  Punkte  g  der  Focal* 
ellipse  G,  welche  durch  die  elliptischen  Goordinaten  y,  y^  p  be- 
stimmt  sind,  und  die  Punkte  h  der  Focalhyperbel  H  mit  den 
elliptischen  Goordinaten  1,  ß,  ß^  und  zwar  heissen  g  und  h  un- 
gleichnamige Focalpunkte.  Der  Herr  Verfasser  nennt  ausserdem 
allgemein  eine  gebrochene  Linie  ABCDEj  deren  Enickpunkte 
£,  C,  D  auf  gewissen  Gurven  so  liegen,  dass  die  dort  zusammen- 
hängenden geraden  Teile  mit  den  beiden  Tangentenrichtungen 
der  Gurve  bezüglich  gleiche  Winkel  bilden,  eine  Gleichgewichts- 
Verbindung  und  ihre  Länge  eine  Gleichgewichtsdistanz  der  End- 
punkte A  und  E,  Eine  solche  stellt  eine  Gleichgewichtslage  und 
kürzeste  Länge  eines  über  die  Gurven  von  A  über  h  gespannten 
Fadens  dar. 

Es  handelt  sich  nun  specieller  um  folgende  Gleichgewichts- 
verbindungen bezw.  Distanzen. 

L  Ist  gegeben  ein  beliebiger  Punkt  P  (i,  /u,  v)  und  ein 
Ellipsenpunkt  g  (y,  y,  v^),  so  kann  der  Knickpunkt  ein  Hyperbel- 
punkt sein,  der  a)  gleichseitig  oder  b)  ungleichseitig  mit  g  liegt, 
d.  h.  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  ys  Ebene. 
Im  ersteren  Falle  a)  hat  man  die  Gleichgewichtsdistanz 
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im  Falle  b) 

Die  Warseln  sind  eämtlich  positiv  und  €  ist  gleich  +1  oder  —  1, 
je  nachdem  P  und  g  gleichseitig  sind  oder  nicht 

II.  Ist  gegeben  ein  Pankt  Pßyfiy  v)  und  ein  Hyperbelpunkt 
K(^o^ßi^ß)y  80. kann  man  a)  eine  Gleichgewichtsverbindung  Ober 
die  Ellipse  allein  mit  einem  Enickpunkt  herstellen.  Die  Gleich- 
gewichtsdistanz ist  dann 

Oder  man  kann  b)  eine  Gleichgewichtsverbindung  mit  zwei  Knick- 
punkten herstellen,  deren  erster  ein  gewisser  Punkt  des  mit  h^ 
ungleichseitigen  Hyperbelastes  ist,  während  der  zweite  ein  un- 
bestimmter Ellipsenpunkt  ist.     Die  Gleichgewichtsdistanz  ist  dann 

Der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  werden  die  beidemal  unter  a) 
aufgeführten  Gleichgewichtsdistanzen  r  und  s  schlechtweg  als 
gebrochene  Focaldistanzen  bezeichnet  Aus  den  Formeln  fOr  r 
und  s  ergeben  sich  nun  viele  Focaleigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades,  von  denen  wir  die  folgenden  als  die  einfachsten 
und  wichtigsten  hervorbeben. 

1)  Fflr  alle  Punkte  eines  Ellipsoides  (l  =  const)  ist  die 
Summe  der  gebrochenen  Focaldistanzen  von  irgend  zwei  ungleich- 
seitigen, ungleichnamigen  Focalpunkten  dieselbe. 

2)  Für  alle  Punkte  eines  einschaligen  Hyperboloides 
(fi  =  const.)  ist  die  Differenz  der  gebrochenen  Focaldistanzen 
von  irgend  zwei  gleichseitigen,  ungleichnamigen  Focalpunkten 
dieselbe. 

3)  Fdr  alle  Punkte  einer  Schale  eines  zweischaligen  Hyper- 
boloides (r  ==  const.)  ist  die  Differenz  der  gebrochenen  Focal- 
distanzen von  irgend  zwei  ungleichseitigen,  gleichnamigen  Focal- 
punkten dieselbe. 

Zugleich  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  oder  Aussen- 
winkels  der  Anfangsstflcke  der  jeweils  benutzten  zwei  gebrochenen 
Focaldistanzen  die  Normale  der  betreffenden  Fläche. 

Auf  die   Eigenschaft  I    kann    eine  Fadenconstruction   des 


1 
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Ellipsoids  gegründet  werden,  ebenso  ergeben  sich  Fadenconstrue- 
tionen  für  die  Erümroungslinien  der  Ellipsoide  und  einschaligen 
Hyperboloide. 

Die  zweite  Arbeit  enthält  eine  Anwendung  der  in  der  ersten 
entwickelten  Gesetze  auf  die  Katoptrik  und  führt  zu  folgenden 
Resultaten : 

1)  Die  von  einem  beliebigen  im  Innern  des  Ellipsoides 
gelegenen  Punkte  H  eines  ersten  Zweiges  der  Focalhyperbel 
gegen  die  Focalellipse  hinlaufenden  einfach  unendlich  vielen 
Lichtstrahlen  lösen  sich,  indem  sie  in  ihrem  Verlaufe  zuerst  an 
der  Focalellipse  und  dann  an  dem  zweiten  Zweige  der  Focal- 
hyperbel  conisch  reflectirt  werden,  in  dreifach  unendlich  viele 
Strahlen  auf;  werden  aber  nach  einer  abermaligen  Reflexion  an 
dem  Ellipsoide  in  den  einfach  unendlich  vielen  Punkten  der 
Focalellipse  vereinigt. 

2)  Alle  die  zweifach  unendlich  vielen  Strahlen  aus  jener 
dreifachen  Mannigfaltigkeit,  welche  in  demselben  Punkte  der 
Focalellipse  G  enden,  haben  von  H  bis  G  gleiche  Lftnge. 

3)  Diese  Länge  ist  kleiner  als  irgend  eine  zweimal  ge- 
brochene Linie,  die  man  sonst  von  H  nach  G  über  die  betreffen- 
den Linien  und  die  Fläche  in  der  nämlichen  Reihenfolge  führen 
kann. 

In  diesen  drei  Sätzen  zeigt  sich  eine  sehr  grosse  Analogie 
mit  gewissen  optischen  Eigenschaften  der  Ellipse.  A. 


Mangeot.      Note   sur    T hyperboloide.      Nouv.  Aon.  (3>   v. 

4b'0-483. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  drei  Gerade  eines  einschaligen 
Hyperboloides,  die  sich  nicht  treffen,  also  derselben  Schar 
angehören,  und  construirt  aus  ihnen  ein  Parallelepiped  P,  indem 
er  durch  jede  Gerade  je  eine  Ebene  einer  der  beiden  anderen 
parallel  legt.  Sind  2cr,  2ß,  2y  die  Kantenlängen  des  Parallele- 
pipeds,  femer  S  und  S*  die  nicht  auf  dem  Hyperboloid  gele- 
genen Ecken  desselben,  so  wird  durch  das  Centrum  0  der 
Fläche  ein  Axensystem  Ox,  Oy,  Oz  parallel  den  drei  Geraden 


Capit«!  3.    ADBljtiiche  Geometrie  des  Ranmea.  75g 

gelegt,  Bo  dass  das  Trieder  Oxyz  einen  der  Punkte  S,  S'  in 
seinem  Innern  zu  liegen  )iat.  Dann  ist  die  Gleichung  des 
Hyperboloides  fUr  dieses  Axensystem 

ay»  +ßsx  +  yxy  +  aßy  =  0. 
Ferner  sei  tut  die  Symmelrieaxen  die  Gleichung  derselben  Fläche: 

Ans  InTariantensätzen  hat  man  dann  die  Relationen: 

(1)  aßY/b  =  iabe, 

(2)  2(o'  +  ^'  +  /)-ß'  =  o'  +  fc'-c', 

(3)  J2o(eoBA  — cos/jcoa»-)  =  06c  (^(-^  +  ^ r). 

wo 

l  =  yOt,     ft  =  %0x,     V  =  xOy, 
D  =  I  —  cob'A— cosV— cos'v  +  acoBicosiucosc, 
p*  =  a'  +  ß*-i-j''  —  2ßyc(iBX  —  2YaCoe/*  —  2aßeosv. 
Die  Relationen  (I),  (2),  (ü)  werden  nun  geometrisch  interpretirt. 

Mz. 


Ancien  elevk  de  1'Ecole  Folytecbnique.  Condition  pour 
que  qiiatre  ilroites  soient  les  g^n^ratrices  d'un  mime 
Systeme  d'aii  byperboloYde.     Soav.  Add.  (3)  V.  168-iBO. 

Sind  die  Gleichungen  von  vier  Geraden  (i  =  1,  2,  3,  4) 
X~x,   __    Y-yt    _    Z 
Oi  6, 

und  setzt  man 

Ciyi—bi  *i  =  l,,      aiii  —  dXi  =  mj, 
Bo    sind    die  Bedingungen    dafllr,    dass  j 
einem  Hyperboloid  liegen, 
^  +  (0,6,0,1,)  =  0,   Z±Ca,ft,c,m,)  =  0 
wo  die  linken  Seiten  in  bekannter  Weise 
16  Elementen  bezeichnen. 
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H.  NovARKSE,     Sur  une  propriötö  du  paraboloide  hyper- 

bolique.     Matheeis  VI.  75-76. 

Unter  denjenigen  Strecken  der  Erzeugenden  einer  Schar, 
welche  zwischen  zwei  Erzengenden  der  anderen  Schar  liegen, 
hat  die  Strecke,  die  zu  der  durch  den  Scheitel  gehenden  Erzeu- 
genden gehört,  die  kleinste  Länge.  Mn.  (Lp.) 


H.  G.  Zküthen.     En  üdledelse  af  Betingelsen  for,  at  en 
Flade  af  anden  Orden  er  udfoidelig.    Zeuthen  Tidskr.  (5) 

IV.  128-130. 

Herleitung  der  Bedingung  dafHr,  dass  eine  Fläche  zweiten 
Grades  abwickelbar  ist,  mittels  Determinanten.  Gm. 


F.  RoGEL.       Zur     Theorie     der     Volumbestimmungen. 

Hoppe  Arch.  (2;  IV.  218-224. 

Es  wird  gezeigt,  wie  das  Volumen  gewisser,  von  mehreren 
Flächen  begrenzter  Körper,  das  auf  gewöhnlichem  Wege  nur 
mittels  umständlicher  Zerlegungen  gefunden  werden  kann,  direct 
zu  ermitteln  ist.  Als  Beispiele  werden  ein  von  drei  Paar  Ebenen 
und  ein  von  sechs  parabolischen  Hyperboloiden  begrenzter  Kör- 
per benutzt.  Lg. 

P.  AüBKRT.  Question  proposde  au  concours  g^n^ral  ponr 
la  claase  de  math^matiques  speciales,  juin  1886.  So- 
lution analytique.    Ediob.  M.  S.  Proc.  IV.  91-96. 

Eine  Aufgabe  über  Flächen  zweiter  Ordnung.         Gbs. 


G    Garbieri       Sui    fasci   e  sulle    schiere    di    superficie. 

Veo.  Ist.  Atti.  (6)  IV.  943-994. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist,  die  ja  durchweg  bekannten  Eigen- 
schaften der  Büschel  und  Scharen  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 
nung mittels  der  Clebsch-Aronhold'schen  symbolischen  Methode 
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zu  eotwickeln.  Die  ersten  25  Seiten  enthalten  in  grosser  Voll- 
st&ndigkeit  die  elementaren  Entwiekelungen,  welehe  sich  auf  die 
verschiedenen  Coordinaten  eines  Punktes,  einer  Ebene,  einer 
Geraden  beziehen,  und  ihre  Verwendung  zur  Darstellung  einer 
FIftche  zweiter  Ordnung  resp.  Klasse;  im  zweiten  Abschnitt  wer- 
den dann  die  durch  Schnitt  oder  Polarität  hergestellten  Bezie- 
hungen untersucht,  welche  sich  zwischen  Punkten,  Ebenen,  Geraden 
einerseits  und  BQschel,  Schar  andrerseits  ergeben.  Zum  Schlüsse 
werden  die  dem  Bttschel  oder  der  Schar  angehörigen  Grenz- 
flächen besprochen.  R.  M. 

G.  Garbibri.      Solle   superficie    polari   covarianti  e  sui 
loro  invarianti  sioQultanei.     Ven.  ist  Atti.  (6)  IV.  iU9-ii*>6. 

Wenn  man,  von  einer  Grundfläche  eines  Bflschels  zweiter 
Ordnung  oder  von  den  fundamentalen  Covarianten  und  Contra- 
Varianten  desselben  ausgehend,  die  polar- reciproken  Flächen  in 
Bezug  auf  die  zweite  Grundfläche  des  Bflschels  herstellt,  und 
umgekehrt,  so  erhält  man  neue  Covarianten,  welche  sich  mit 
HQlfe  der  fundamentalen  Invarianten  und  Covarianten  ausdrücken 
lassen.  Der  Verfasser  entwickelt  diese  Relationen  und  unter- 
sucht die  geometrische  Bedeutung  der  dabei  auftretenden  simul- 
tanen Invarianten.  Die  vier  letzten  Seiten  enthalten  eine  kurze 
Andeutung  über  die  Divarianten  des  Bflschels.  R.  M. 


R.  NosKK.      Die    kürzesten  Linien    auf   dem    Gllipsoid. 

Pr    KÖoigsberg  i.  Pr. 

Eine  flbersichtliche  Darstellung  der  allgemeinen  Theorie  und 
eine  eingehendere  Discussion  der  Kürzesten  auf  Rotationsflächen 
ohne  wesentlich  neue  Resultate.  A. 


A.  R.  Johnson.     Note  on  the  quadric  and  the  cabic. 

JA9BB,  XVI.  63-66. 

Die  Note   bezieht   sich    auf  Salmon's    „Geometry   of  three 
dimensions'',  4^  Aufl.     Des  Verfassers  allgemeines  Resultat  ist, 
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dass,  obschoo  drei  (it  +  l)*äre  Quadriflächen  ein  gemeinsames 
C3ii  +  1)-Flach  besitzen  und  polare  Quadriflächen  derselben  kubi- 
schen Fläche  sein  können,  dennoch  drei  2ii-äre  Quadriflächen 
nicht  ein  gemeinsames  selbstconjugirtes  (3it  —  l)- Flach  haben 
können,  ausser  wenn  sie  durch  eine  Gleichung  «*"  Ordnung  in 
den  Coefficienten  jeder  der  Quadriflächen  verbunden  sind. 

GIr.  (Lp.) 

A.  Cantone.     Teorenii  sulla  cubica  gobba.    Palermo  Rend. 

I.  72-74. 

I.  Die  Polarebene  einer  Geraden  r  in  Bezug  auf  den  Kegel, 
welcher  eine  kubische  Raumcurve  F  aus  einem  Punkte  von  r 
projicirt,  geht  durch  eine  feste  Gerade  r';  r  und  r'  zeigen  die 
vier  Sehnen  von  F  wieder  auf,  die  in  den  durch  r  gehenden 
Tangentialebenen  von  F  liegen.  Und  umgekehrt  II.  Wenn 
die  Gerade  r  zum  Complexe  ii  ersten  Grades  gehört,  welcher 
durch  die  Curve  F  bestimmt  ist,  so  gehört  r*  ebenfalls  zu  Q^ 
und  dann  ist  die  Beziehung  zwischen  r  und  r'  reciprok.  III.  Eine 
Gerade  von  Sl  schneidet  die  zu  F  gehörende  osculirende  ab- 
wickelbare Fläche  in  vier  Punkten  mit  äquianharmonisohem 
Verhältnisse.  (Ein  sehr  bekannter  Satz;  vgl.  z.  B.  D'Ovidio,  „Sülle 
cubiche  gobbe",  no.  12e  37 ;  Mem.  di  Torino  (2)  XXXII).  IV.  Die 
conjugirte  Ebene  (Cremona,  Nouv.  Ann.  (2)  I)  der  Ebenen,  welche 
durch  eine  Gerade  r  von  £i  gehen,  sind  die  osculirenden  Ebenen 
der  kubischen  Raumcurven,  welche  der  Ort  für  die  „conjugirten 
Punkte"  der  Punkte  von  r  ist.  V.  Wenn  die  Ebene  im  Unend- 
lichen eine  kubische  Raumcurve  in  drei  Punkten  schneidet,  so 
giebt  es  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung,  welche  nicht  nur  die 
Sehneu  der  gegebenen  Curve,  sondern  auch  die  einer  anderen 
von  derselben  Ordnung  in  gleiche  Stücke  zerschneidet,  welche 
mit  der  vorigen  die  Punkte  im  Unendlichen,  zwei  andere  Punkte 
und  f&nf  Schmiegungsebenen  gemeinschaftlich  hat.  Vi.  Die 
windschiefe  Fläche,  welche  die  Sehnen  einer  kubischen  Parabel 
hälftet,  thut  dies  auch  mit  den  Sehnen  einer  einfachen  Schar 
analoger  Curven,  von  welchen  eine  durch  einen  Punkt  der  Ober- 
fläche bestimmt  ist.  La.  (Lp.) 
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A.  Cantonk.       Teoremi     suUa    ciibica    gobba,    dedotti 
dallo   studio  di  una  transformazione  iiivolutoria  nello 

spazio.      Nap.  Bend.  XV.  181-190. 

Die  Raunitransformation,  zuerst  von  Herrn  Reye  (G.  d.  Lage 
IL  Vierz.  Vorl.)  ausführlich  behandelt,  ordnet  je  zwei  Punkte 
einander  wechselseitig  zu,  die  auf  derselben  Sehne  einer  Raum- 
curve  r  dritter  Ordnung  liegen  und  die  beiden  auf  derselben 
liegenden  Punkte  von  F  harmonisch  trennen.  Hierbei  entspricht, 
wie  Herr  Reye  gezeigt  hat,  einer  Geraden  r  eine  Raumcurve  h} 
dritter  Ordnung,  ein  Kegelschnitt  oder  eine  „associirte^  Gerade, 
je  nachdem  r  allgemein  liegt,  einen  Punkt  von  F  enthält  oder 
aber  noch  in  der  Schmiegungsebene  des  Punktes  liegt.  Die 
Curve  Ar  enthält  die  Berührungspunkte  der  von  r  ausgehenden 
Tangentenebenen  von  F. 

Einer  Ebene  o  entspricht  eine  Fläche  dritter  Ordnung  17« 
mit  Doppelpunkten  in  den  Schnittpunkten  il,,  ^„  A^  von  a  mit 
F,  die  auch  F  enthält.  Von  den  12  Geraden  fallen  drei  mit 
den  gegenseitigen  Verbindungslinien  c„,  c,,,  c,,  dieser  Punkte, 
drei  andere  mit  ihren  Tangenten  a,,  a„  a,  zusammen.  Ist  in 
dem  Kullsjstem,  welches  F  eindeutig  bestimmt,  F  der  Nullpunkt 
von  o,  so  entsprechen  den  Linien  A^F^  A^F^  A^F  drei  andere 
Gerade  p\,  p',.  p',  der  Fläche,  die  durch  einen  Punkt  F,  gehen. 
Sie  liegen  aber  auch  in  einer  Ebene  or/,  dieselbe  entspricht  in 
der  dualistischen  und  auf  den  Schmiegungsbüschel  S  von  F 
bezogenen  Transformation  der  Ebene  a. 

Die  Geraden  &,,  &„  6,,  welche,  von  il,,  A^^  A^  ausgehend, 
a„  a,;  a„  a, ;  a,,  a,  schneiden,  sind  drei  letzte  Gerade  der 
Fläche  17a;  demnach  muss  F^  mit  dem  Schnittpunkt  der  Ebenen 
aj6,,  a,6„  a^b^  zusammenfallen,  p,,  p^,  p',  müssen  in  diesen 
Ebenen  liegen  und  c,„  c,,,  c,,  der  Reihe  nach  treffen.  Die 
Fläche  ist  durch  Angabe  von  il,,  il„  A^  und  Hinzufügung  von 
^11  ^«1  ^8  vollkommen  eindeutig  bestimmt,  eben  so  aber  auch 
durch  Hinzufügung  von  6,,  6,,  6,.  Auch  die  Curve  J  dritter 
Ordnung,  die  6,,  fc„  6,  in  den  Punkten  il,,  i,,  A^  berührt,  be- 
stimmt eine  Beziehung  betrachteter  Art,  bei  der  17«  zu  o  gehört. 
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Diese  Fläche  enthält  daher  auch  J.  Da  ¥  und  F,  sich  auch 
fQr  diese  zweite  Beziehung  entsprechen,  so  begegnen  sich  T 
und  J  in  zwei  Punkten  ff  und  iV  der  Verbindungslinie  FF,, 
auch  haben  sie  hier  ihre  Schmiegungsebenen  gemeinsam,  da 
Ua  die  Reihen  der  Schmiegungsebenen  von  T  und  /i  be- 
rühren muss. 

Einem  Punkt  ÜT,  von  o  entsprechen  zwei  verschiedene  Punkte 
von  Ha  in  den  beiden  verschiedenen  Systemen.  Vertauscht  man 
diese  Punkte  mit  einander,  so  entspricht  ihnen  in. demselben  Sinne 
wieder  ein  Punkt  ÜT,  von  a.  Die  so  gegebene  involutorische 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  ÜT,  und  ÜT,  von  a  ordnet  einer 
Geraden  im  allgemeinen  eine  Curve  f&nfter  Ordnung  zu. 

In  der  Beziehung,  welche  T  bewirkt,  entspricht  nicht  nur 
diese  Curve  sich  selbst,  sondern  auch  eine  andere,  die  ihr  unendlich 
nahe  auf  ihrer  Tangentenfläche  liegt.  Eine  Curve  n^^'  Ordnung, 
die  diese  Fläche  in  Punkten  von  T  /-mal  berührt  und  i-mal 
schneidet,  geht  durch  die  Transformation  in  eine  Curve  von 
der  Ordnung  3n— 2<~*  über. 

Nimmt  man  hinsichtlich  der  Geraden  r  für  alle  Kegel,  die 
r  zur  Leitlinie  haben  und  deren  Spitze  auf  r  liegt,  die  Polar- 
ebene, so  dreht  sich  dieselbe  um  eine  r  zugehörige  Gerade  r\ 
Gelangt  r  in  den  Strahlencomplex  Si  des  durch  V  bestimmten 
Nullsystems,  so  gelangt  auch  r'  in  denselben;  beide  werden  dann, 
da  sie  sich  in  diesem  Falle  wechselseitig  entsprechen,  als  polar 
conjugirt  hinsichtlich  V  bezeichnet.  Der  Zusammenhang  zwischen 
r  und  r'  kann  jn  diesem  besonderen  Falle  auch  nach  der  dua- 
listisch gegenüberstehenden  Methode  definirt  werden. 

Das  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung,  welches  einer  Geraden 
des  Complexes  Q.  durch  die  zu  der  gegebenen  duale  Trans- 
formation zugeordnet  wird,  schmiegt  sich  derjenigen  kl  an,  die 
der  Geraden  nach  den  gegebenen  Transformationen  zugehört 

Die  angeführten  Resultate  ergeben  sich  zum  einen  Teil  auf 
rein  geometrischem,  zum  anderen  Teil  auf  rechnendem  Wege. 

E.  K. 
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A.  WftTiNG.  lieber  eine  der  Hesse'schen  Configuration 
der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  analoge  Configu- 
ration im  Räume,  auf  welche  die  Transfoimations- 
theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  (p  =  2)  führt. 

Dies.  GöttiDgeo.  58  S.  8^ 


D.    Andere  speoielle  Raumgebilde. 

K.  RoHN.  Die  Flächen  vierter  Ordnung  hinsichtlich 
ihrer  Knotenpunkte  und  ihrer  Gestaltung.  Gekrönte 
Freisschrift  der  Jablonowski'schen  Gesellschaft.    Leipzig. 

S.  Hirsel.    58  8. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Teile,  deren  erster  die  Unter- 
suchung der  Knotenpunkte  enthält,  welche  bei  einer  Fläche 
vierter  Ordnung  auftreten  können,  und  der  möglichen  Rela- 
tionen zwischen  diesen  Knotenpunkten.  Diese  Untersuchung 
wird  durch  die  Betrachtung  des  Tangentenkegels  der  Fläche 
vermittelt,  welcher  zum  Scheitel  einen  Knoten  der  Fläche  hat, 
respective  des  Durchschnitts  dieses  Kegels  mit  einer  Ebene. 
Sind  ^,  y,  s,  v>  homogene  Coordinaten  und  ist  der  Punkt 
X  =  0,  y  =  0,  s  =  0  der  Knotenpunkt,  so  lässt  sich  die  Glei- 
chung der  Fläche  in  die  Form  bringen 

ti,tr'4-2ii,t(?  +  t«^  =  0, 
^^  ^ij  ^h^  ^A  homogene  Ausdrtlcke  zweiteu,  dritten  und  vierten 
Grades  in  ar,  y,  «  sind.    Die  Gleichung  des  Tangentenkegels,  respec- 
tive seiner  Durohschnittscurve  mit  der  tr-£bene  ist  dann 

fi,w^  — fij  =  0. 
Diese  Curve  sechster  Ordnung  wird  von  dem  Kegelschnitt  ti,  =0, 
to  =  0  in  den  sechs  Punkten  bertthrt,  die  zugleich  auf  der  Curve 
dritten  Grades  ti^  =  0,  to  =  0  liegen.  Umgekehrt  kann  jede 
Curve  sechster  Ordnung,  welche  von  einem  Kegelschnitt  in  sechs 
Punkten  berührt  wird,  als  Schnitt  eines  solchen  Tangentenkegels 
aufgefasst  werden,  und  zwar  für  oo'  Flächen  vierter  Ordnung, 
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die  in  einander  linear  transformirbar  sind.  Durch  Betrachtung 
aller  Specialitäten  dieser  ebenen  Curven  sechster  Ordnung  gelangt 
man  zu  allen  Flächen  vierter  Ordnung  mit  Knotenpunkten,  und 
man  kann  aus  den  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  das  Vor- 
handensein weiterer  Knotenpunkte  schliessen.  Die  Zahl  aller 
Knoten  kann  bekanntlich  bis  auf  16  steigen.  Demgemäss  wer- 
den die  Curven  sechster  Ordnung  genau  discutirt,  und  es  werden 
aus  den  Curven  sechster  Ordnung  mit  8,  9  oder  10  Doppel- 
punkten, ebenso  aus  solchen  mit  7  oder  6  Doppelpunkten  die- 
jenigen ausgesondert,  welche  einen  Kegelschnitt  in  sechs  Punkten 
berühren;  von  diesen  sind  namentlich  diejenigen  mit  10  Doppel- 
punkten wichtig.  Alsdann  werden  die  Flächen  vierter  Ordnung 
mit  Knotenpunkten  genauer  untersucht  Ist  die  Zahl  der  Knoten 
grösser  als  sieben,  so  ist  ihre  Lage  nicht  mehr  willkürlich,  son- 
dern gewissen  Beziehungen  unterworfen.  Die  Aufzählung  der 
verschiedenen  Klassen  von  Flächen  vierter  Ordnung  mit  Knoten, 
die  sich  hierbei  ergeben,  würde  hier  zu  weit  führen. 

Der  zweite  Abschnitt  der  Arbeit  behandelt  die  Gestaltsver- 
hältnisse der  allgemeinen  Flächen  vierter  Ordnung.  Ueber  diese 
wird  teils  aus  dem  Umstände,  dass  keine  Gerade  mehr  als  vier 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat,  wenn  sie  nicht  ganz  auf  der 
Fläche  liegt,  teils  aus  der  Betrachtung  der  Grenzflächen,  also 
der  Fälle,  wo  die  Fläche  aufgelöst  ist,  oder  wo  sie  Knotenpunkte 
enthält,  gewonnen,  indem  man  durch  stetige  Deformation  aus 
den  Grenzfällen  die  allgemeinen  Fälle  entstehen  lässt.  Auch 
die  aus  den  Doppeltangenten  gebildeten  Strahlensysteme  werden 
bei  dieser  Discussion  mit  benutzt,  und  nachdem  zunächst  die 
Gestaltsverhältnisse  der  Fläche  mit  einem  Knotenpunkt  geftinden 
sind,  wird  der  Uebergang  zu  den  Flächen  ohne  Knotenpunkt 
gemacht.  Für  diese  findet  der  Herr  Verfasser  folgende  Haupt- 
formen: 

1)  Zwei  ineinander  liegende  Ovale.  2)  Fläche  ohne  reelle 
Punkte.  3)  Ein  bis  zwölf  auseinander  liegende.  Ovale.  4)  Ring 
vom  Zusammenhang  p  und  daneben  noch  Null  bis  II — p  Ovale. 
5)  Zwei  Ringe  vom  Zusammenhange  1.  6)  Zwei  halbpaare  Flä- 
chenteile vom  Zusammenhange  1.     7)  Ein  halbpaarer  Flächen- 
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teil  vom  Zusaramenbange  p  und  daneben  noch  Null  bis  II — p 
Ovale. 

(Ein  paarer  Flächenteil  ist  ein  solcher,  auf  welchem  sich 
nur  paare  CurvenzOge  finden,  analog  dem  Ellipsoid,  --  ein  unpaarer 
ein  solcher,  auf  welchem  sich  nur  unpaare  CurvenzQge  finden, 
analog  der  Ebene,  —  und  ein  halbpaarer  ein  solcher,  auf  welchem 
sich  paare  und  unpaare  Ztige  finden,  analog  dem  einschaligen 
Hyperboloid.) 

Wenn  auch  mit  diesen  Angaben,  wie  der  Herr  Verfasser 
selbst  sagt,  noch  keine  vollständige  Einsicht  in  die  Gestalts- 
verhältnisse gewonnen  ist,  so  ist  doch  ein  allgemeiner  Ueberblick 
geschaffen,  und  wir  müssen  uns  dem  Verfasser  anschliessen, 
wenn  er  bezweifelt,  dass  bei  einem  Gestaltenreichtum,  der  viele 
Tausende  charakteristisch  verschiedener  Gestalten  umfasst,  eine 
vollständig  befriedigende  Uebersicht  erreicht  werden  kann. 

A. 


K.   RoHN.      Die    verschiedenen    Arten    der    Regelflächen 
vierter  Ordnung.     Klein  Ann.  XXVin  284-30S. 

Als  Princip  für  die  Einteilung  der  Regelflächen  vierter  Ord- 
nung ist  schon  von  früheren  Bearbeitern  (Chasles,  Cayley,  Cre- 
mona)  die  Natur  der  Doppelcurve  benutzt. 

Zur  Gewinnung  von  Unterabteilungen  sind  zweckmässiger 
Weise  die  Realitätsverhältnisse  zu  berücksichtigen.  Dies  ist  der 
Zweck  der  vorliegenden  Arbeit.  Mit  Ausnahme  der  Regelflächen 
mit  einer  dreifachen  Geraden  tritt  stets  der  Fall  ein,  dass  die 
Punkte  der  Doppelcurve,  sie  sei  nun  irreducibel  oder  nicht, 
zwei-  und  zweideutig  aufeinander  bezogen  werden.  Deshalb  dient 
als  Vorbereitung  zu  der  Ausführung  der  Klassifikation  eine  ein- 
gehende Discussion  der  zwei-  und  zweideutigen  Verwandtschaft, 
die  der  Herr  Verfasser  vermittelst  einer  rationalen  Substitution 
erster  Ordnung  durch  eine  symmetrische  Relation  darstellt  und 
dann  weiter  mit  ihren  speciellen  Fällen  behandelt.  Hierdurch 
gelingt  die  Einteilung  und  die  Aufstellung  der  Gleichungen  für 
die   verschiedenen  Regelflächen    vierter  Ordnung   in  sehr  über- 
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Bichtliclier  Weise.  Eb  werden  nacheinander  die  verschiedenen 
möglichen  Voraussetzungen  über  die  Doppelcurve  gemacht.  Die- 
selbe kann  bestehen  aus  zwei  Doppelgeraden,  einer  Selbstberflh- 
rungsgeraden,  einer  Doppelcurve  dritter  Ordnung,  einem  Doppel- 
kegelschnitt und  einer  Doppelgeraden,  und  aus  einer  dreifachen 
Geraden.  Für  die  meisten  dieser  Fälle  ergeben  sich  zahlreiche 
Unterabteilungen.  Für  zehn  verschiedene  dieser  Flächenarten 
hat  der  Herr  Verfasser  durch  das  Institut  des  Herrn  Brill  in 
Darmstadt  Modelle  anfertigen  lassen.  Bemerkenswert  ist  noch| 
dass  unter  den  Kegelflächen  vierter  Ordnung  eine  solche  ist, 
welche  auf  unzählig  viele  Arten  linear  in  sich  selbst  transformirt 
werden  kann.  A. 


A.  Lbman.  Ueber  eine  besondere  Fläche  vierter  Ord- 
nung mit  Doppelgerade  und  darauf  liegendem  drei- 
fachen  Punkt    und   ihre  Beziehungen   zu    besonderen 

Regelflächen    dritter   Ordnung.     Pr.  Progymo.  Oberehnheim. 

Es  handelt  sich  um  den  geometrischen  Ort  der  Krümmungs- 
kreise der  Normalschnitte  in  einem  beliebigen,  nicht  singulären 
Flächenpunkt  0. 

Sind    —  und  —    die    beiden    Hauptkrümmungsradien,    so 

können  die  Coordinaten  eines  Flächenpunktes  leicht  in  folgender 
Form  dargestellt  werden: 

si  n  2  ^  coh  flp  sin  2  ^  sin  cp 

r,  cos^qp-t  r,  sin'^jp    '     ^         r,  cos'f)  -(-r,  sin* ff   * 

1   +  C082^ 

JB  z=.  ■ 

r,  cos*7>4-r,  sin'^    ' 
worin  die  Parameter  &  und  g>  sehr  einfache  geometrische   Be- 
deutungen haben.     Die  Elimination  von  (p  und  ^  ergiebt 
[r.(x>+»'+0-2»]x'  +  [r,(x»+y'+Ä')-2*]y«  =  0. 
Diese  Fläche  ist  nur  der  Lage  und  der  Grösse  nach  verschieden 
von  dem  Orte  der  Erttmmungsmittelpunkte  aller  ebenen  Schnitte 
der  ursprünglichen  Fläche  in  0.    Die  betrachtete  Fläche  hat  die 
;s-Axe  (d.  h.  die  Normale  der  ursprünglichen  Fläche)  zur  Doppel- 
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geiatleu,  deii  Puukt  ü  zum  dreifachen  Punkt  und  gülit  bei  der 
Trane formation  durch  reciproke  Radieu  vod  0  aus  in  eine  Regel- 
flftche  dritter  OrdouDg  aus).  Die  DiscusBion  der  betrachteten 
Fischen  bezieht  eich  u.  a.  auf  die  Lage  gewisser  darauf  beünd- 
licher  Geraden,  ebener  und  Bph&rischer  Kegelschnitte  und  an- 
derer Curven.  A. 


Ä.  SucHARDA.      Ueber  die   16  Geraden  einer  Etickungs- 
fläche  vierter  Ordnung.     Caaop  XV.  U9.  (Böbmiach.) 

Unter  Vorauasetzung  des  von  Tilser  herrührenden  Erzeugungs- 
geeetxes  einer  Gattung  RUckungNflächen,  welche  zwei  Curven* 
Bysteme,  das  eine  mit  der  Leitlinie,  das  andere  mit  der  Erzeu- 
genden congruent,  enthalten,  zeigt  der  Verfasser,  dass  eine 
derartige  RückungsBSche,  wofern  die  Leit-  und  Erzeugeadencurve 
zweiter  Ordnung  sind,  von  der  vierten  Ordnung  sei  und  einen 
Doppelkegelschnitt  besitze. 

Demzufolge  stellt  er  sich  die  Aufgabe,  die  ihnen  als  Rum- 
mer'sßben  Flachen  zugehörigen  16  Geraden  und  deren  Anordnung 
zu  ermitteln.     Zur   Lüsung  dieser  Aufgabe   bedient  er  sich  der 
von  Geiser    im   Journ.  f.  Math.   LXX,  2-19    empfohlenen    Trana- 
formation,  welelie  darin  besteht,  dass  jedem  Punkte  des  Originals 
derjenige  zuzuweisen  ist,  welcher  mit  ihm  auf  einer  durch  einen 
featen  Punkt  gehenden  Geraden    liegt   und    von  ihm   durch  die 
beiden  Schnitipunkte    dieser  Geraden    mit  einer   festen  Quadri- 
äftche  harmonisch  getrennt  wird.     Ala  zu  transformirende  wird 
eine  durch  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  bestimmte  "■■ 
vierter  Ordnung,    ala  feste  Quadrifläche  ein  ihvei 
Bchnitt  enthaltendes  Rotationshyperboloid   gen&hll 
lytiBchem  Wege  als  Transformation sresul tat  eine 
Ordnung  erbalten. 

Nachdem    dann    mit  Hülfe  einer  eataprecheii 
des  Gleichungs- Polynoms  die  Ebene  der  Doppeleur 
Ebene,  ferner  der  durch  den  Doppelkegelschnitt 
Punkt  bestimmte  Quadrikegel  als  Doppelkegel  a 
bleibt  ata  eigentliches  Transformationsresullat  cini 
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Ordnung    zurück,    welche  Geiser's  Angabe    gemäss    unter    ibren 
27  Geraden  jene  16  birgt,  welche  der  Rückungsflfiche  entsprechen. 

Durch  nähere  Untersuchung  dic^ser  Fläche  dritter  Ordnung 
ergeben  sich  zunächst  vier  einfache  Knotenpunkte  derselben  (es 
sind  dies  die  den  vier  unendlich  entfernten  Knotenpunkten  der 
ROckungsfläche  entsprechenden  Punkte),  ferner  ihre  27,  sämtlich 
reellen  Geraden;  hierbei  stellt  sich  jedoch  heraus,  dass  die  frag- 
lichen 16  von  ihnen  zu  je  vieren  in  4  vierfache  Geraden  zu- 
sammenfallen, deren  jede  durch  zwei  von  den  vier  Knotenpunkten 
der  Fläche  hindurchgeht. 

Ftlr  die  RQckungsfläche  folgt  hieraus,  dass  ihre  sämtlichen 
Geraden  im  Unendlichen  liegen,  und  dass  sie,  zu  je  vieren  in 
eine  einzige  zusammenfallend,  durch  je  ein  Paar  der  Knoten- 
punkte dieser  Fläche  hindurchgehen. 

Dieses  Resultat,  welches  eine  Gültigkeit  auch  für  alle  übrigen 
Rückungsflächen  vierter  Ordnung  von  dieser  Gattung  behält, 
wird  noch  durch  die  Bemerkung  vervollständigt,  dass  diese  Geraden 
im  Falle  reeller  Knotenpunkte  sämtlich  reell,  sonst  aber  ima* 
ginär  sind. 

Zum  Schlüsse  werden  mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand 
sowie  auf  das  bei  einigen  vorkommende  Zusammenfallen  von 
acht,  ja  sogar  von  16  Geraden  in  eine  einzige  diese  Rückungs- 
flächen namentlich  angeführt.  Std. 


A.  Caylev.      On  a  form  of  quartic  surface  with  twelve 

nodes.      Brit.  Abb.  Rep.  540-541. 

Analytische  Untersuchung  einer  der  beiden  Formen  der 
Oberfläche  vierter  Ordnung  mit  zwölf  Knotenpunkten,  die  von 
Hrn.  K.  Rohn  (Leipz.  Ber.  1884.  52-60,  F.  d.  M.  XVI.  702)  un* 
terschieden  sind.  Gbs.  (Lp.) 


A.  R.  Johnson.     Note  on  the  cyclide.    Mesa.  xvi.  33-35. 

Die  fttnfi'ache  Erzeugung  der  Cyklide  wird  einfach  daraus 
hergeleitet,    dass    die    auf  die  Hauptkugeln  bezogene  Gleichun 
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mit  der  auf  die  Hauptebenen  bezogenen  identificirt  wird.  Ein- 
fache Ausdrücke  werden  gleichzeitig  für  die  Elemente  der  Leit- 
fläche zweiter  Ordnung  und  die  Jacobi^sche  Kugel  erhalten. 

Glr.  (Lp.) 

St.  Jollks.     Die  Theorie  der  Oscnlanten  und  des  Seh- 
nensystems  der    Raunicurve  IV.  Ordnung   IL  Species. 

Aachen.  Mayer'eche  HofbucbhaodlaDg.     IV  u.  24  S. 

Sind  Oq  =  0,  ö,  =  0,   ...,  a„  =  0  Gleichungen    beliebiger 

Ebenen,  ist  »p  der  Binomialcoefficient   -^^ z-^r^ —         \  und 

'^  1  .  2  . . .  p  ' 

sind  X  und  l  Parameter,  so  stellt 

f(x,  A)  =  2;  wp  Gp  x'^'P  IP  =  0 

einen  Ebenenbüschel  E„  n^''  Ordnung  dar.  Setzt  man  nun  den 
Coefficienten  w^^  (x  yl' \x,  k)  von  rtpK^'^^p  in  der  Entwickelung 
von  f(xK^  x'A,  XK  +  r y1)  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung der  p^°  Osculante  der  Ebene  f(x\  V)  =  0  hinsichtlich 
des  gegebenen  Ebeneubüschels.  Dieselbe  ist  also  ein  zu  dem 
gegebenen  projectivischer  Ebenenbüschel  («— p)*®'  Ordnung;  sie 
hat  mit  demselben  nicht  nur  die  Ebene  f(x\  A')  =  0  selbst, 
sondern  auch  ihre  Tangente  und  ihren  Schmiegungspunkt 
gemeinsam.  Dies  ist  eine  einfache  Folgerung  daraus,  dass 
u}^p^(x\X'\x^X)  aus  den  verschiedenen  partiellen  p*«"  Ableitungen 
von  /"(x,  A)  linear  und  homogen  zusammengesetzt  ist. 

Für  alle  Punkte  der  abwickelbaren  Fläche,  die  E„  umhüllt, 
verschwindet  die  Discriminante  von  /"(x,  A),  die  Resultante  der 
beiden  ersten  gleich  Null  gesetzten  Ableitungen  von  /*(x,  A). 
Für  diese  Gleichungen  kann  man  zwei  lineare  Verbindungen, 
also  die  Gleichungen  irgend  zweier  ersten  Osculanten,  eintreten 
lassen.  Jede  erste  Osculante  ist  also  zu  der  Regelschar  der 
von  E„  umhüllten  abwickelbaren  Fläche  perspectivisch. 

Für  jeden  Punkt  der  Schmiegungscurve  von  E«  verschwinden 
die  drei  zweiten  Ableitungen  von  /*(x,  A)  und  allgemeiner  alle 
linearen  Verbindungen  dieser  Ausdrücke  gleichzeitig.  Jede  zweite 
OsQulante,  deren  Gleichung  w^^>  =  0  ja  auf  diese  Art  i>«*-*-^* 

49* 
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ist  daher  zu  der  Schoiiegungscurve  von  E«  perspectivisch.  Fer- 
ner ist  jede  zweite  Osculante  zu  der  Regelschar  der  abwickel- 
baren Fläche  perspectivisch ,  welche  die  zugehörige  erste  Oscu- 
lante umhüllt.  Sie  tritt  aber  nur  als  einzelnes  Glied  in  einem 
ganzen  System  unter  sich  projectivischer  EbenenbUschel  (n— 2)'*' 
Ordnung  auf,  von  denen  je  zwei  die  bezeichnete  Regelschar  er- 
zeugen. Dies  fuhrt  auf  eine  sehr  brauchbare  Gleichungsform 
desjenigen  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  von  einem  ihrer  Punkte  aus 
die  Schmiegungscurve  eines  Ebenenbtlschels  dritter  Ordnung  pro- 
jicirt;  denn  solche  Kegel  umhflllen  offenbar  die  ersten  Osculanten 
dieses  Büschels. 

Nimmt  man  hinsichtlich  der  p^°  Osculante  einer  Ebene 
f(x\X')  =  0  ihre  r*®  Osculante,  so  kommt  man  auf  die  (p+ry* 
Osculante  der  Ebene  hinsichtlich  E«.  Hiernach  ist  jede  p^  Oscu- 
lante perspectivisch  einmal  zu  der  Schmiegungscurve  der  zuge- 
hörigen (p— 2)'®**  Osculante,  andererseits  zu  der  Regelschar  der 
abwickelbaren  Fläche,  welche  die  (p — 1)**  Osculante  umhüllt. 

Mit  Hülfe  dieser  Lehrsätze  lässt  sich  nun  die  Theorie  der 
Raunicurve  vierter  Ordnung  und  zweiter  Species  mit  der  Theorie 
des  Reye'schen  Complexes  in  Verbindung  bringen.  Ein  Ebenen- 
büschel E2,4  vierter  Ordnung: 

umhüllt   eine    abwickelbare  Fläche    sechsten  Grades,    zu   deren 
Regelscbar  die  Osculanten 
/i(a,x'  +  3a,xU  +  ;^a,xA*+a,A») 

+  v(a^x^+Sa^xn  +  3a,xV  +  a^X^  =  0 
perspectivisch  sind.  Jede  einzelne  dieser  Osculanten  umhüllt 
eine  abwickelbare  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einer  Schmiegungs- 
curve von  der  dritten  Ordnung.  Durch  paarweise  Verknüpfung 
der  drei  Gleichungen  für  diese  Schmiegungscurve  erhält  man 
drei  von  x,  l  freie  Gleichungen  zweiten  Grades  in  /i,  v,  von 
denen  die  beiden  ersten  Kegel  zweiten  Grades  darstellen,  welche 
die  Schmiegungscurven  C  und  K^  der  Ebenenbüschel 

a,x^  +  3a^xn+3a,xV+a^X^  =  0, 

ay  +  3a^K^)i  +  3a,xV  +  a,V  =  0 

projiciren,   während    die    dritte  Gleichung   eine    andere    Fläche 
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zweiten  Grades  darstellt,  welche  die  Curve  enthält.  Aus  der 
Form  der  beiden  ersteren  Gleichungen  geht  hervor,  dass  C*  und 

n        n      ' 

üf*  beide  dem  Kegel       *       '     =  o  angehören  und  also  ausser- 

halb  seiner  Spitze  noch  vier  Punkte,  mit  einander  gemein  haben, 
die  den  Schmiegungscurven  aller  ersten  Osculanten  gemeinschaft- 
lich sind.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  der  drei  Flächen 
zweiten  Grades  die  Grössen  /i',  fiy,  y',  so  erhält  man  als  Elimi- 
nationsresultat die  Gleichung 

öo        ^1        ^t 

a,     a,     a,     =  0, 
a,     a,     a, 

so  dass  alle  Schmiegungscurven  auf  einer  Fläche  dritter  Ord- 
nung liegen,  welche  zu  Doppelpunkten  die  vier  Punkte  hat,  die 
allen  diesen  Curven  gemeinsam  sind.  Jeder  andere  Punkt  ist 
in  zwei  der  betrachteten  Schmiegungscurven  enthalten,  die  in 
einem  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  ihm  als  Spitze  liegen. 
Offenbar  sind  dies  Strahlenkegel  eines  und  desselben  Reye'- 
schen  Complexes,  dem  auch  alle  Tangenten  der  Schmiegungs- 
curven der  ersten  Osculanten  und,  wegen  ihrer  Beziehung  zu  E^,4, 
die  Regelschar  der  von  diesem  Büschel  umhüllten  abwickelbaren 
Fläche  angehört  Offenbar  liegt  die  Schmiegungscurve  dieses 
Büschels  auf  J^,;  und  zwar  ist  sie  der  Ort  der  Spitzen  der  Com- 
plexkegel,  die  J^,  längs  Raumcurven  des  Systems  berühren.  Die 
vier  Doppelpunkte  von  F,  sind  Rückkehrpunkte  der  Schmiegungs- 
curve. Die  abwickelbare  Eläche,  die  Es.i  umhüllt,  enthält  eine 
Doppelcurve  C  vierter  Ordnung  und  zweiter  Species,  zu  deren 
Sehnen  die  Tangenten  der  Schmiegungscurve  gehören.  Von  jedem 
Punkte  von  F,  geht  eine  besondere  Sehne  derselbep  aus,  die 
die  Polargerade  des  von  dem  betreffenden  Punkte  ausgehenden 
Gomplexkegels  hinsichtlich  der  Tangentialebene  der  Fläche  ist 
Hiernach  können  auch  die  reellen  Sehnen  unter  alleiniger  Be- 
nutzung reeller  Hülfsgebilde  construirt  werden,  die  in  reellen 
Punkten  die  Curve  C  nicht  treffen.  E.  K. 
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L.  Gkgenbaukr.      lieber   Raumciirven    vierter   Ordnung 
erster  Species.      Wien.  Ber.  XCIII.  790-797. 

Der  Verfasser  knüpft  an  einen  von  Rudolf  Sturm  (Journal 
fttr  Math.  XC.)  auf  rein  geometrischem  Wege  bewiesenen  Satz 
über  ebene  Curven  dritter  Ordnung  an  und  findet  das  Analogon 
desselben  für  die  Raumeurven  vierter  Ordnung  erster  Species 
in  zwei  Sätzen,  die  er  mit  Hülfe  der  Darstellung  der  Punkte 
dieser  Curven  durch  elliptische  Functionen  beweist.  Die  drei 
stets  reellen  Wendeberührungspunkte  bestimmen  auf  der  Curve 
vier  Intervalle ;  in  jedem  derselben  liegen  je  zwei  Berührungs- 
punkte der  von  diesen  Wendepunkten  an  die  Curve  gehenden 
reellen  Schmiegungsebenen.  Diese  acht  Berührungspunkte  teilen 
die  Curve,  beziehungsweise  den  Curvengang,  in  acht  Abschnitte, 
welche  abwechselnd  einen  oder  keinen  Wendeberührungspunkt 
enthalten.  Nennt  man  erstere  Abschnitte  Intervalle  erster  Art, 
letztere  Intervalle  zweiter  Art,  so  hat  man  zwei  Sätze,  von  denen 
der  erste  lautet: 

„Legt  man  durch  einen  in  einem  Intervalle  erster  Art  befind- 
lichen Punkt  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species 
eine  Schmiegungsebene,  deren  Berührungspunkt  in  demselben 
Intervalle  liegt,  zieht  sodann  von  diesem  aus  abermals  die  die 
Curve  in  einem  Punkte  des  gleichen  Intervalles  berührende 
Schmiegungsebene  u.  s.  f ,  so  erhält  man  innerhalb  des  Intervalles 
eine  Reihe  von  Punkten,  welche  abwechselnd  auf  der  einen  und 
andern  Seite  des  in  demselben  befindlichen  Wendeberührungs- 
punktes liegen  und  nach  demselben  hin  convergiren.*'  Ein  ähn- 
licher Satz  ergiebt  sich  für  Punkte  eines  Intervalles  zweiter  Art. 

Bm. 

• 
W.  WiRTiNGER.     Ueber   rationale  Raumeurven  4'®'  Ord- 
nung.     Wien.  Ber.  XCIII.  28-45. 

Es  wird  hier  auf  analytischem  Wege  eine  Reihe  einfacher 
meist  bekannter  Eigenschaften  der  rationalen  Raumeurven  vierter 
Ordnung  abgeleitet.  W.  St, 
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A.   Brambilla.      Intorno   alla   quartica  gobba   dotata    di 
due  tangeuti  stazionarie.    Genova  G.  ix.  223-229. 

La. 

J.  Bergstedt.     Oni  Regelytor  af  sjette  Graden.   I.  Uni- 

kursala    Ytor.       Luud.  Akadem.  Afhaodling.  1886. 

Die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades  sind  bekanntlich 
von  Schwarz  (Journ.  für  Math.  LXVII.)  behandelt  und  nach  der 
Natur  der  Doppelcurve  in  lo  Arten  eingeteilt.  In  der  Hauptsache 
dieser  Methode  folgend,  sucht  der  Verfasser  der  vorliegenden 
Abhandlung  die  Regelflächen  sechsten  Grades  (vom  Geschlechte 
Null)  zu  klassificiren ,  freilieh  jedoch  ohne  auf  Vollständigkeit 
Anspruch  zu  machen.  Es  genüge  daher  hier  zu  erwähnen,  dass 
er  im  ganzen  neun  Arten  unterscheidet  und  behandelt. 

Bg. 

K.  ScHULZB.      Ueber   die   Parallelfläebe    des    elliptischen 

Paraboloids.      Dias.  Halle,    bo.     38  S. 


E.  Lampe.      Ueber    ein  Analogen    im    Räume   zu   einer 
speciellen  Hypocykloiden  -  Bewegung.       Kronecker  J.    c. 

359-363. 

Der  Herr  Verfasser  geht  von  dem  bekannten  Satze  aus, 
dass,  wenn  eine  gerade  Linie  mit  ihren  Endpunkten  auf  den 
Schenkeln  eines  fest  liegenden  rechten  Winkels  gleitet,  jeder 
ihrer  Punkte  eine  Ellipse  beschreibt,  und  die  Gerade  eine  Hypo- 
cykloide  —  die  man  Astroide  nennt  —  einhüllt.  Etwas  ver- 
ändert, lässt  sich  dies  auch  so  angeben:    Wenn  ein  fester  Kreis 

vom  Radius  a  durch  einen  beweglichen  vom  Radius  -^  von  in- 
nen berührt  wird,  so  schneidet  die  Peripherie  des  beweglichen 
Kreises  zwei  zu  einander  senkrechte,  fest  angenommene  Durch- 
messer des  ersteren  Kreises  in  zwei  Punkten  A  und  Ä,  deren 
Verbindungslinie  AB  die  Länge  a  hat.     Giebt  man  diesen  Punkten 
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bezw.  die  Massen  a  und  /$,  so  beschreibt  der  Sebwerpunkt  S 
beider  Punkte  für  jedes  gegebene  Verhältnis  a\  ß  die  oben  er- 
wähnten Ellipsen.  Dies  wird  nun  auf  die  Kugel  übertragen, 
wie  folgt:     Wenn    eine   feste  Kugel   vom  Radius  a   durch  eine 

bewegliche  vom  Radius  —  von  innen  berührt  wird,  so  schneidet 

die  Oberfläche  der  beweglichen  Kugel  drei  zu  einander  senk- 
rechte, fest  angenommene  Durchmesser  der  ersteren  Kugel  in 
drei  Punkten  i4,  £,  C,  den  Eckpunkten  eines  Dreiecks,  für  wel- 
ches die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Seiten  gleich  2a^  ist, 
Giebt  man  diesen  Punkten  bezw.  die  Massen  a,  /?,  /,  so  be- 
schreibt ihr  Schwerpunkt  S  für  jedes  gegebene  Verhältnis  a\ß\y 

ein  Ellipsoid,  dessen  Halbaxen  die  Längen  — ,  — ,  haben, 

wo  a  =  cr+/J4-y.  Die  Ebene  des  beweglichen  Dreiecks  ABC 
umhüllt  die  Fläche: 

«^  +  y^  +  *^  =  ö^i 

wobei  die  drei  festen  Durchmesser  zu  Coordinatenazen  gewählt 
sind.  Diese  Fläche  kann  als  räumliches  Analogen  der  Astroide 
gelten.  Sie  wird  nun  weiter  untersucht,  und  dann  wird  noch 
ein  anderes  Anälogon,  wobei  schiefwinklige  Coordinatenaxen 
vorkommen,  besprochen.  Mz. 


J.  S.  Fleischer.  En  Flade,  fra  hvilken  Straaler,  ud- 
gaaende  fra  et  fast  Punkt,  tiibagekastes  parallelt  med 
en  given   Plan    og  gjennem  en  given   Linie    vinkelret 

paa    Planen.       Zeothen  Tidekr.  (5)  IV:  164  168. 

Discussion  einer  Fläche,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  Licht- 
strahlen, die  von  einem  festen  Punkte  ausgehen,  von  derselben  zu- 
rückgeworfen werden  parallel  mit  einer  festen  Ebene,  und  alle 
durch  eine  auf  derselben  senkrechten  Gerade  hindurchgehen. 

Gm. 

W  Ruchhöft.  Zur  Kubatur  der  Malus'Hchen  Wellen- 
flächen.       Hoppe  Arcb.  (2)  III.  225-27o. 
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Malus'sche  FlScben  werden  diejenigen  genannt,  welche  die 
von  einem  Pnnkte  aasgehenden  und  an  beliebig  vielen  Flächen 
reflectirten  and  gebrochenen  Lichtstrahlen  normal  schneiden. 
Findet  blosse  Reflexion  statt,  so  ist  offenbar  die  Gesamtlänge 
des  Strahles  constant.  Das  Vorliegende  beschränkt  sich  auf  den 
Fall  der  Reflexion  an  einer  Fläche  und  überdies  auf  Betrachtung 
derjenigen  unter  der  Schar  paralleler  Flächen,  fllr  welche  jene 
Länge  =  0  ist  Nimmt  man  dann  den  leuchtenden  Punkt  zum 
Anfangspunkt,  so  sind  die  Coordinaten  der  Malus'schen  Fläche 
das  Doppelte  der  entsprechenden  Coordinaten  der  Fusspunkten- 
fläche,  deren  Kubatur  bereits  von  Tortolini,  Magener  u.  a.  ftir 
das  Ellipsoid  und  die  Hyperboloide  behandelt  ist.  Das  Gegen- 
wärtige nimmt  zur  Aufgabe,  die  Kubatur  für  Flächen  zweiten 
Grades  als  Basen,  mit  Ausschluss  der  abwickelbaren,  nach  der 
Methode  von  Gauss,  Theoria  attract.  corp.  ellipt.,  Werke  V., 
dorchzuftthren.  Als  Begrenzung,  wo  die  Fläche  nicht  geschlossen 
ist,  dient  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im  Anfangspunkt  liegt.  Fflr 
das  Ellipsoid  ist  die  Fläche  geschlossen.  Sind  a,  b,  c  die  Halb- 
axen,  und  man  setzt 

X  =  acosti;    y  =  6sinucosv;    z  =  csinr/sint?, 

so  zerfällt  das  Volum  -  Integral   in    vier  Integrale,    welche  sich 
durch  das  eine 

^    siuududo 


=/'/ 


wo 


ü        ü 


cos't«         sin*«  co8*p    .    sin'ii  sin*© 


0  =       ^1       + Äi + 

O  0  c 

gesetzt  ist,  und  dessen  Derivationen  nach  a,  6,  c  darstellen 
lassen.  Beim  zweischaligen  Hyperboloid  wird  die  entsprechende 
Darstellung  von  x^  y,  z  m  u^  v  gemacht,  beim  einschaligen  da- 
gegen 

X  =  — u  cosv-foBint);    y  =  — MSin©  — o  cosc;    ä  =  ti. 
c  c 

Statt  des  elliptischen  Paraboloides  wird  das  Rotationpparaboloid 

behandelt,  das  hyperbolische  in  den  erzeugenden  Geraden  dar. 


778  ^^*  Abschoitt      Analytische  Guoroetrie. 

gestellt.     An  die  Berechnung  der  Volumina  schliessen   sieb  die 
Untersuchung  von  deren  Minimis  und  einige  Lehrsätze.        H. 


G.  Darboux.     Sur  la  throne  des  surfaces  minima. 

CR.  CIL  1513-1.510. 

In  der  Theorie  der  Minimalflächcn  würde  die  vollständige 
Lösung  zweier  Probleme  von  grossem  Interesse  sein,  nämlich: 

Ä.  Die  Bestimmung  aller  algebraischen  Minimalflächen, 
welche  durch  eine  gegebene  algebraische  Curve  gehen. 

B.  Die  Bestimmung  aller  algebraischen  Minimalflächen, 
welche  einer  gegebenen  algebraischen  Fläche  eingeschrieben 
sind  (also  dieselbe  längs  einer  Curve  berühren). 

Allgemein  ist  noch  keins  dieser  Probleme  gelöst.  Das 
zweite  ist  von  Herrn  Lie  für  gegebene  abwickelbare  Flächen  in 
Angriff  genommen  und  gelöst,  erstens  wenn  diese  Fläche  ein 
Kegel  ist,  und  zweitens,  wenn  die  Fläche  eine  beliebige  abwickel- 
bare, falls  aber  bereits  eine  eingeschriebene  Minimalfläche  bekannt 
ist.  Herr  Darboux  löst  nun  das  Problem  des  Herrn  Lie  voll- 
ständig und  zwar  zunächst  analytisch  mit  Benutzung  der  Weier- 
strass'schen  Darstellung  der  Minimalflächen,  sodann  geometrisch, 
indem  er  eine  Vorschrift  für  die  Construction  der  Berllhrungs- 
curve  giebt.  In  einer  späteren  Mitteilung  soll  die  dritte  Lösung 
im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  des  Herrn  Ribaucour  be- 
sprochen werden.  A. 


Capitel  4. 
Liniengeometrie,  (Complexe,  Strahlensysteme.) 

A.  Weiler.    Eine  elementare  Betrachtung  über  Strahlen- 
conorruenzeii.     Scblömilch  z.  xxxi.  i«-24. 
Einfache   Sätze    über    Regelschareu    liefern    die    bekannten 
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EigenschafteD  der  BreDDpnnkte,   BreoDebenen  und  Brennfiftcben 

algebraischer    Strablencoograeozen     und     hiermit  die    Mittel, 

]  1  Hauptgattungen  der  letzteren  zu  unterscheiden.  Js. 


R.  V.  Lilienthal.  üntersnchungen  zur  allgemeinen 
Tlieorie  der  krummen  Oberflächen  und  geradlinigen 
Strablensysteme.     Bonn. 

Referat  in   Abschnitt  IX,   Cap.  3A,  S.  736;    vgl.    Darboux 
Bull.  (2)  XI.  73-78. 


T.  A.  HiRST.    On  the  Cremonian  congruences  which  are 
contained   in  a  linear   complex     London  M.  S.  Proc.  XV IL 

287-2r6- 

In  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  (F.  d.  M.  X. 
1878.  545)  hatte  Kummer  auf  die  Existenz  zweier  verschiedenen, 
gleich  allgemeinen  Congruenzen  dritter  Ordnung  dritter  Klasse 
aufmerksam  gemacht,  aber  nur  diejenige  von  ihnen  ausf&hrlich 
behandelt,  deren  drei  von  einem  Punkt  ausgehende  Strahlen 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Hier  entwickelt  nun  Herr  Hirst 
die  Eigenschaften  der  andern  dieser  beiden  Congruenzen,  nach- 
dem er  schon  ein  Jahr  früher  einen  Specialfall  derselben  behandelt 
hatte  (Lond.  M.  S.  Proc.  XVI,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  791).  Es  gehört 
diese  Congruenz  zu  den  Cremona'schen,  d.  h.  zu  denen,  deren 
Strahlen  eine  Cremona'sche  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
zweier  Ebenen  bestimmen.  Zuerst  werden  die  Bedingungen 
untersucht,  unter  denen  eine  in  einem  linearen  Complex  ent- 
haltene Congruenz  eine  Cremona'sche  ist.  Dann  werden  die  Er- 
zeugungsweisen und  die  Varietäten  solcher  Congruenzen  aufge- 
sucht; und  endlich  wird  festgestellt,  welche  besonderen  Eigen- 
schaften denjenigen  Congruenzen  zukommen,  die  die  eben  er- 
wähnten Eigenschaften  besitzen,  und  dabei  BQndelgrad  und 
Feldgrad  beide  gleich  drei  haben.  Seht. 


780  I^-  Abschoitt.     Analytiscbe  Geometrie. 

T.  A.  First.     Sur  la  congruence  Roccella,  du  troisifeme 
ordre  et  de  la  troisifeme  classe.     Palermo  Rend.  i.  63-65. 

Hr.  Roccella  hat  in  einer  Arbeit:  „Sugli  enti  geometrici 
dello  spazio  di  rette  generati  dalle  intersezioni  de*  complessi 
corrispondenti  in  due  e  piü  fasci  projettivi  di  complessi  lineari*' 
(Piazza  Armerina,  1882)  die  Existenz  einer  Congruenz  dritter 
Ordnung  und  dritter  Klasse  ermittelt;  dieselbe  ist  der  Ort  einer 
Geraden,  welche  sich  auf  drei  entsprechende  Strahlen  aus  drei 
vorgegebenen  projectivischen  Strahlenbflndeln  im  Räume  stOtzt. 
(Man  vergl.  auch  Sturm,  Eronecker  J.  CI.  162  ff.).  Hr.  Hirst 
zeigt,  dass  diese  Congruenz  ein  besonderer  Fall  derjenigen  ist, 
welche  er  in  der  Abhandlung  untersucht  hat:  „On  congruences 
of  the  third  Order  and  class"  (Lond.  M.  S.  Proc.  XVI.,  F.  d,  M. 
XVII.  1885.  791),  und  er  entwickelt  die  charakteristischen  Eigen- 
tümlichkeiten dieser  Congruenz  unter  den  Cremona*sohen. 

La.  (Lp.) 


F.  Machovbc.  Beiträge  zu  den  Eigenschaften  des  Axen- 
complexes  der  Flächen  zweiten  Gratles  und  des  all- 
gemeinen tetraedralen  Complexes.    Prag. Ber.  501-641. 

Anschliessend  an  die  Arbeiten  von  Reye  in  seiner  n^^^o- 
metrie  der  Lage"  über  den  Axencomplex  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  dem  Normalenproblem 
der  Flächen  zweiten  Grades.  Nach  Reye  wird  eine  Gerade, 
welche  senkrecht  ist  zu  ihrer  reciproken  Polare  bezllglich  einer 
F,,  Axe  dieser  F^  genannt.  Der  Verfasser  vorliegender  Arbeit 
ftlhrt  nun  zunächst  folgende  Begriffe  ein. 

Sind  Pj  und  p'  zwei  reciproke  Axen,  tt,  und  ti'  die  durch 
p,  resp.  p'  gelegten  zu  einander  senkrechten  Ebenen,  Pj  und  P' 

die   Pole   dieser   Ebenen    bezüglich   F,,   so  wird  die  Axe  -^, 

P  n 

der  Pol  -jjf-  und  die  Ebene  — 7-  die  „reciproke  Axe"  resp.  „re- 

ciproker    Pol"    und    „reciproke    Polarebene"    sowohl   der    Axe 
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■i--   als  auch  des  Poles  -=—   und  seiner  Polarebene  in  Be- 

Pi  ^1  ^. 

zng  auf  F^  genannt. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  reciproken  Polen  und  Polar- 
ebenen werden  nun  teils  auf  analytischem,  teils  auf  synthetischem 
Wege  näher  untersucht.  Je  zwei  reciproke  Pole  sind  conjugirt 
bezüglich  eines  Flächenbüudels,  zu  welchem  F,  selbst  und  ausser- 
dem drei  Ebenenpaare  gehören.  Es  ist  somit  durch  die  reci- 
proken Pole  eine  specielle  kubische  Verwandtschaft  bestimmt, 
für  welche  die  sich  selbst  entsprechenden  Ebenen,  Geraden  und 
Punkte  aufgesucht  werden.  Unter  den  durch  diese  Transforma- 
tion in  sich  selbst  übergehenden  Flächen  befindet  sich  die  Fläche 
vierter  Ordnung  F^,  auf  welcher  die  Pole  aller  Axen  liegen, 
welche  jF,  berühren.  Die  Gleichung  von  F^  wird  aufgestellt. 
Die  bezüglich  F,  zu  F^  polare  Fläche  ist  der  Ort  der  Krüm- 
mungscentra  von  F,. 

Der  Begriff  der  reciproken  Pole  und  Polarebenen  wird  dann 
erweitert  und  eingeführt  bei  dem  allgemeinen  tetraedralen  Com- 
plex.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Verbindungslinien  je  zweier 
reciproken  Pole  einen  Strahlencomplex  dritten  Grades  bilden, 
welcher  mit  dem  tetraedralen  Complexe  ein  Strahlensystem 
zweiter  Ordnung  sechster  Klasse  gemein  hat.  Das  zu  letzterem 
bezüglich  F,  reciproke  System  bildet  das  Normalensystera  von 
Fj,  wenn  wieder  der  tetraedrale  Complex  und  die  Definition  der 
reciproken  Pole  specialisirt  werden.  W.  St. 


D.  MoNTKSANO.    Sil  alcuni  coniplessi  di  rette-  Battaglini. 

Nap.  Read.  XXV.  192-203. 

Jeder  Strahl  des  „BattagliniComplexes"  schneidet  unendlich 
viele  Paare  von  Flächen  zweiter  Ordnung  in  Punktepaaren,  die 
sich  harmonisch  trennen,  und  sendet  an  unendlich  viele  Paare 
von  Flächen  zweiter  Klasse  Paare  von  Tangentialebenen,  von 
denen  dasselbe  gilt.  Die  beiden  unendlichen  Reihen  von  Flächen- 
paaren erzeugen  ein  Gebilde  von  der  vierten  Ordnung  und  von 
der  vierten  Klasse. 


782  ^^-  Abschnitt.     Analytische  G»»ome(ri*». 

Diese  Complexfläcbe  ist  in  dem  allgemeinsten  der  von  Herrn 
Montesano  behandelten  Fälle  eine  Rc^elfläcbe  vierter  Ordnung 
mit  zwei  Doppelgeraden  q^  und  7,.  Die  Geraden  liegen  in  un- 
endlich vielen  Vierseiten  angeordnet,  deren  Diagonalen  mit  g, 
und  q^  zusammenfallen.  Paare  gegenüberliegender  Ecken  ge- 
hören zwei  bestimmten  Involutionen  an.  Unter  den  verschiedenen 
Vierseiten  befinden  sich  zwei  besondere  a6fl,  6,  und  crfr,  rf,, 
die  nur  solche  Hyperboloide  J  bez.  ./'  bestimmen,  deren  beide 
Regelscharen  aus  Coraplexstrahlen  bestehen.  Die  Paare  gegen- 
überliegender Ecken  dieser  Vierseite,  die  auf  q  und  7,  liegen, 
trennen  einander  harmonisch.  Von  den  beiden  genannten  Vier- 
seiten gehen  die  Paare  von  Flächen  zweiter  Ordnung  aus,  welche 
in  harmonischen  Gruppen  von  den  Complexstrablen  getroffen 
werden.  Der  Durchschnitt  solcher  Hyperboloide  liegt  also  auf 
der  Complexfläcbe.  Aber  auch  die  Paare  von  Flächen  zweiter 
Klasse,  an  welche  die  Strahlen  des  Complexes  harmonisch  sich 
trennende  Paare  von  Tangentialebenen  senden,  bestehen  aus 
Hyperboloiden  der  bezeichneten  Art. 

Man  kann  nun  annehmen,  dass  mit  jeder  von  zwei  an- 
stossenden  Seiten  des  ersten  Vierseits  sich  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  des  zweiten  Vierseits  vereinigen.  Alsdann  löst  sich  von 
der  Complexfläcbe  einmal  die  Ebene  a  dieser  Seiten,  zweitens 
ihr  gemeinsamer  Punkt  A  ab.  Die  eigentliche  Complexfläche 
ist  von  der  dritten  Ordnung  und  Klasse.  Bei  dem  Grenzüber- 
gang spalten  sich  die  Hyperboloide  der  zweiten  Büschel -Schar. 
Als  Punktflächen  gehen  sie  in  Kegel  über,  welche  die  in  a  He- 
genden Seiten  des  ersten  Vierseits  enthalten.  Die  von  A  aus- 
gehende Diagonale  des  Vierseits  ist  Polstrahl  aller  hinsichtlich  a. 
Als  Hüllflächen  hingegen  gehen  sie  in  Kegelschnitte  über,  die 
in  a  liegen,  die  beiden  in  a  liegenden  Seiten  berühren  und  zur 
Polare  von  A  die  nicht  von  diesem  Punkte  ausgehende  Diagonale 
des  Vierseits  haben. 

Durchschneiden  sich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  in  einem 
unebenen  Vierseit,  so  besteht  die  Singularitäten-Fläche  des  Com- 
plexes aus  zwei  Flächen  J,  J'  ihres  Büschels,  jede  dieser  Flächen 
trennt  mit  einem  der  Ebenen  -  Paare  des  Büschels  zusamme^i  F 
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und  F'  harmonisch.  Fällt  F'  mit  einem  der  Ebenen-Paare  selbst 
zusauiraen,  bo  besteht  die  Singularitätenflriehe  aus  F*  und  aus 
der  Fläche  J  des  Büschels,  die  mit  dem  anderen  Ebenen  -  Paar 
F  und  ¥'  harmonisch  trennt.  E.  K. 

G.  A.  BoRDiGA.  Complessi  e  sisteini  liiie<iri  <\\  laggi 
lU'gli  spazi  siiperioii  Curve  nonnali  che  essi  gene- 
rano.      Ven.  Ut.  Atti.  Oi)  IV.  16;M9X 

Für  das  n-dimensionale  Xullsystem,  welches  der  Herr  Ver- 
fasser '/unächst  betrachtet,  ^^ilt  eine  Keihe  von  Sätzen,  die  zu 
denen  über  das  räumliche  Nullsystem  analog  sind  und  nach  ent- 
sprechenden Methoden  erwiesen  werden.  Ein  XuUsystem  er- 
halten wir,  wenn  die  recijnoke  Bezielmng  zwischen  zwei  inein- 
ander liegenden  iJäunien  so  ausartet,  dass  jeder  Punktpol  in 
seinem  zugehörigen  /?,_i  liegt.  Alsdann  ist  die  Beziehung  zwi- 
schen je  zwei  homologen  Gebilden  von  selbst  eine  wechselseitige. 
Eine  Gerade  H^  hat  entweder  iiberliaupt  keinen  Punkt  mit  dem 
homologen  //„_i  geraein,  oder  sie  liegt  gänzlich  in  demselben 
und  ist  dann  eine  Directrix  des  Systems.  Alle  Geraden  eines 
//„_!,  die  seinen  Pol  R^  enthalten,  sind,  da  sie  ihren  homologen 
Hn^2  begegnen,  Directrices,  eben  so  die  Strahlen,  welche  sich  auf 
irgend  zwei  homologe  Gebilde  H^  und  Un-2  stützen.  Eben  so  kann 
man  schliessen,  dass  eine  El>eiie  H^  mit  dem  homologen  i/««3  sicher 
keine  Gerade  gemein  haben  kann,  also  entweder  ganz  innerhalb 
desselben  liegt,  oder  einen  Punkt  mit  ihm  gemein  hat,  oder  endlich 
ausserhalb  seiner  liegt,  u.  s.  w.  Der  zu  einem  gegebenen  Pol  Q^ 
gehörige  Kaum  /?„-i  ist  leicht  zu  finden,  wenn  man  n— 1  Paare 

homologer  Gebilde  H'i\  Hi%',  H\'\  U^^l.]  ...;  H["~'\  Hi^LV^ 
kennt,  er  entliält  die  von  Q^  ausgehenden  Strahlen,  von  denen 
jeder  ein  Paar  homologer  Gebilde  triflft. 

In  Erweiterung  eines  bekannten  Satzes  über  räumliche  Null- 
systeme spricht  Herr  Bordiga  (No.  r>)  folgendes  Theorem  aus: 
Sind  keine  im  der  h  +  2  gegebenen  Punkte  fl;>,  Ü^p,  n[^\  ...,  flf;+'^ 
in  einem  Räume  (m-  *^)**'  Dimension  gelegen,  so  wird  ein  Null- 
system   durch    die    reeiprokc  Beziehung  dargestellt,    die  jedem 


784  ^^   Abflcboilt     Aoalytisclie  Geometrii?. 

Punkte  S2['\  einen  Raum  zuweist,  der  alle  gegebenen  Punkte 
bis  auf  fl(;~^>  und  ß<j"^^  enthält.  Referent  glaubt  dies  bezweifeln 
zu  sollen.  Die  Gerade  ß^*)  0^+*^  ist  in  ihrem  entsprechenden 
Raum  ß„-2  enthalten,  der  nur  die  Elemente  Q\;'^\  Ü[''^\  fl^o"^^ 
nicht  enthält.  Wenden  wir  dies  auf  den  Fall  «  =  4,  n  +  2  =  6 
an,  so  entsprechen  den  Geraden  ii^^^Q^^^  und  ß$f)fl{f^>  die  Ebenen 
ßC2)  QO)  Qi*)  und  ßf,i^  £2f  ß^K  Der  Schnittpunkt  dieser  Ebenen, 
der  dem  Räume  fli^>  ß^/^  ß^/^  ß^®^  durch  die  reciproke  Beziehung 
zugewiesen  wird,  muss;  da  ß(f^  ß^*^  und  ßj^^  ß-p^  windschiefe 
Gerade  sind,  sicherlich  ausserhalb  des  befrachteten  Baumes 
liegen.  Für  den  Fall  n  =  4  wird  also  kein  Nullsystem  in  der 
bezeichneten  .Art  bestimmt. 

Die  Durchmesser  und  die  Axe  des  Nullsystems  werden  auf  ganz 
analoge  Art,  wie  es  bei  räuiiilichen  Nullsystemen  geschieht,  definirt. 

Wenn  man  w— 1  Nullsysteme  zu  gleicher  Zeit  ins  Auge 
fasst,  so  wird  man  auf  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  im 
Räume  «*•'  Dimension  geführt.  Da  nämlich  n— I  von  irgend 
einem  Punkte  ß^  ausgehende  Räume  (n—  1)^«'  Dimension  die 
Directrices  der  einzelnen  Systeme  enthalten,  so  geht  von  ß^  im 
allgemeinen  ein  einziger  allen  Systemen  als  Directrix  angehören 
der  Strahl  aus.  Schneiden  sich  nun  zunächst  die  beiden  ersten 
Strahlenräume  in  On-2,  der  in  zwei  Räumen  2n-\  und  X-i  ent- 
halten ist,  so  schneidet  nach  Herrn  B.  auf  den  letzteren  das 
Strahlensystem  zwei  zu  einander  collineare  Punktgebilde  aus.  Wie 
Herr  B.  zeigt,  werden  die  den  zwei  ersten  Systemen  gemeinsamen 
DirectricesbQndel,  die  von  einer  in  2n^i  oder  X-i  liegenden 
Geraden  ausgehen,  durch  die  Rn^i  eines  Büschels  von  ß^  aus 
projicirt  und  umgekehrt.  2n-\  und  2i-i  sind  dann  freilich 
einzeln  collinear  zu  den  Bündeln  der  erwähnten  A«.].  Der 
Uebergang  aber  zu  der  obigen  Behauptung  ist  dem  Referenten 
nicht  ersichtlich  (No.  0).  Auch  durch  zwei  collineare  Strahlen- 
bOndel  kann  man  nach  Herrn  B.  das  Strahlensystem  erzeugen, 
und  zwar  schneiden  sich  dann  in  jedem  Strahle  zwei  homologe 
Ebenen  derselben.  Ist  ß^  das  Centrum  des  einen  Bündels, 
so  kann  man  das  andere  ß^^  aber  gewiss  nicht  ohne  weiteres 
willkürlich    wählen.     Ist  On^2    der  Bündel    der   von  ß(^*>    aus- 
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gehenden  und  den  beiden  eraten  Systemen  gemeinsamen  Direc- 
trices,  so  ist  doch  schon  nach  der  Analogie  mit  Raumverhält- 
nissen mindestens  vorauszusetzen,  dass  Qn-2  und  Qnli  sich  in 
demselben  Räume  ^„.i  befinden.    . 

Herr  Bordiga  untersucht  nun  (zunächst  für  n  ==  4  und 
n  =  5)  die  Mannigfaltigkeiten  von  Strahlen,  in  denen  homologe 
Ebenen  collinear  bezogener  BQndel  £2^  und  ü^p  einander  be- 
gegnen. Diese  Mannigfaltigkeiten  können  stets  als  Bestandteile 
von  Strahlensystemen  erster  Ordnung  aufgefasst  werden,  insofern 
durch  einen  Punkt  entweder  überhaupt  keine  oder  nur  eine 
Gerade  geht.  Wird  vorausgesetzt,  dass  nur  in  Punkten  einer 
Ordnungscurve  homologe  Strahlen  sich  begegnen)  so  ist  zu  unter- 
scheiden, ob  wir  es  mit  einer  Normalcurve  i»**'  Ordnung  oder 
mit  einer  Normalcurve  («—•)'•'  Ordnung  und  t  dieselbe  treflfen- 
den  windschiefen  Geraden    zu    thun    haben.     Im  ersten  Fall  ist 

die  Mannigfaltigkeit  von  der  Klasse     -—- — --   und  besteht  aus 

dem  Sehnensystem  der  ßaumcurve.  Im  zweiten  Falle  t  =  l  wird 
das  System  der  Geraden  betrachtet,  die  einmal  die  Gerade  und 
einmal  die  Normalcurve  (n— 1)*"  Ordnung  treffen.  Das  System 
ist  daher  von  der  Klasse  n— 1.  Sind  t  Gerade  und  eine  Nor- 
malcurve (w— t)*«'  Ordnung  vorhanden,  so  liegen  alle  Geraden 
in  einzelnen  Räumen  von  niedrigerer  als  der  n^"  Dimension  ver- 
teilt. Herr  B.  rechnet  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  zwei 
der  t  Geraden  oder  eine,  von  ihnen  und  die  Normalcurve' 
(n—t)*«'    Ordnung    treffen,    zu    einem    Stfahlensystem    von    der 

i  t(t— 1)  1'*" 

Jt(n— f)-| ^       "^  I      Klasse.      Dem   Referenten    scheint   kein 

Grund  vorzuliegen,  das  Sehnensystem  der  Normalcurve  nicht  zum 
Strahlensystem  zu  rechnen,  wenn  man  überhaupt  in  diesem  Falle 
von  einem  Strahlensystem  im  Räume  An  reden  will.      E.  K. 

G.   LoRiA.      Rappresentazione    su  un  piano    delle   con- 
gruenze  [2,6],  e  [2,7],      ToHdo  Atii.  xxi.  621-634. 

Aus  dem  Mittelpunkte  C  des  im  Strahlensysteme  [2, 6],  ent- 

Foruchr.  d.  Math.  XVlll.  2.  50 
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haltenen  Bingulären  Kegels  fttnfter  Ordnung  wird  im  allgemeinen 
ein  beliebiger  Strahl  des  Sjsteroes  durch  eine  bestimmte  Ebene 
projicirt,  somit  entspricht  jedem  Elemente  eines  zum  Ebenen- 
bOndel  C  perspectiven  Strahlenfeldes  ein  Element  von  [2, 6J,. 
Mit  dieser  Abbildung  untersucht  der  Verfasser  das  Strahlen- 
system [2, 6],,  mit  einer  analogen  das  Strahlensystem  [2,  7]. 

Js. 

A.  Cayley.  On  tbe  cotnplex  of  lines,  wbich  meet  a 
UDicursal  quartic  curve.    Lood.  M.  s.  Proe.  XVII.  282-238. 

Die  Gleichung  dieses  Gomplexes  wird  berechnet,  wenn  die 
Curve  gegeben  ist  durch  x:y:a:w=  1 :  0 :  9* :  0*. 

.  W.  St. 

R.  Schumacher.  Untersuchungen  über  das  Strahlen- 
system dritter  Ordnung  und  zweiter  Klasse,  ausgehend 
von  den  in  ihm  enthaltenen  Regelflächen.  Erzeugung 
mittels  linearer  Complexe.     Dies.  MäocbeD.  %^.  44  s. 


Capitel  5. 

Verwandtschaft,   eindeutige  Transformationen, 

Abbildungen, 

A.      Verwandtschaft,    eindeutige    Transformation    und 

Abbil(lung. 

J.  RosANES.     Zur  Theorie   gewisser   abhängiger  Pnnkt- 
gruppen  im  Räume.     Krooeoker  J.  c.  311-816. 

Diese  Arbeit  ist  die  Fortsetzung  von  drei  früheren  Arbeiten 
über  denselben  Gegenstand.    (Cf.  F.  d.  M.  XV.  1883.  748.) 

Ordnet  man  die  zehn  Ecken  eines  vollständigen  Pentaeders 
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und  eines  ebenen  Fünfseits  einander  entsprechend  zu,  so  erhält 
man  zehn  Paare  ^complementärer"  Ecken,  von  denen  sieben 
unabhängig  sind,  die  drei  übrigen  aber  eine  ^»lineare  Folge" 
bilden.  In  derselben  Weise  bilden  die  zwanzig  Paare  comple- 
mentärer  Ecken  zweier  vollständigen  Hexaeder  ein  abhängiges 
System  mit  zehn  unabhängigen  Paaren.  Diese  zwanzig  Paare 
sind  dann  und  nur  dann  ein  und  derselben  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  conjugirt,  wenn  die  sechs  Geraden,  in  denen  die  gleich- 
namigen Ebenen  der  beiden  Hexaeder  sich  treffen,  ein  und  dem- 
selben linearen  Complex  angehören.  My» 


G.  B.  GüCCiA.     Teoremi  sulle  trasformazioni  Cremoniane 

nel   piano.      Palermo  Beod.  I.*  56-59,  119-132. 

Ueber  die  allgemeinste  Cremona'sche  Transformation  beliebi- 
gen Grades  einer  Ebene  auf  sich  selbst  hat  der  Verfasser  bereits 
im  vorigen  Jahre  eine  kurze  Mitteilung  gemacht  (vgl.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  794).  Nunmehr  erhalten  wir  in  30  zum  Teil  recht  um- 
fangreichen Lehrsätzen  die  Hauptresultate  seiner  diesbeztlglichen 
Untersuchungen.  Es  zeigt  sich,  dass  in  der  transformirten  Ebene 
ausser  dem  schon  besprochenen  Netze  der  isologen  Curven  noch 
eine  Zahl  anderer  charakteristischer  Curven  existirt,  welche 
sich  in  mehrfacher  Weise  als  Ort  von  Punkten  oder  als  Enveloppe 
von  Curven  resp.  Gerade^  definiren  lassen,  und  die  der  Verfasser 
in  Ermangelung  geeigneter  Namen  durch  bestimmte  Buchstaben 
unterscheidet.  Die  Beziehungen  dieser  Curven  zu  einander  und 
zu  den  Fundamentalpunkten  der  Transformation  bilden  den  In- 
halt  der  hier  mitgeteilten  Sätze.  R.  M. 

6.  B.  GücciA.     Formole  analitiche  di   alcune  trasforma- 
zioui  Cremoniane  delle  figure  piani.    Palermo  Beod.  1. 18 s. 

Das  Problem  der  allgemeinsten  Creroona 'sehen  Transfor- 
mation zweier  Ebenen  auf  einander  kann  algebraisch  so  formu- 
lirt  werden:  „Es  sollen  drei  ganze  rationale  homogene  Functionen 
9^1?  Vv  Vi  '**'"  Grades  der  drei  Variablen  a?,,  ajj,  «,  so  bestimmt 

50* 


7gg  IX.  Abschnitt.     Aoalytische  Geometrie. 

werden,  dass  aus  den  Gleichungen: 

die  umgekehrten  Gleichungen: 

«, :  ^j :  ^3  =  Vi  •  V', :  Va 
geschlossen  werden  können,  in  denen  die  xp  analoge  Functionen 
der  y  sind."  Die  Curven  qp  =  0  sind  bekanntlich  gewissen 
Schnittpunktsbedingungen  unterworfen,  sodass,  wenn  mit  a. 
(•  =  1,2,  ...«—!)  die  Zahl  der  ihnen  gemeinsamen  t-fachen 
Punkte  bezeichnet  wird,  die  Gleichungen  zu  erfüllen  sind: 

Zi\ai  =  «'-1,     Ziai  =  3(n-l). 

Es  giebt  soviel  verschiedene  Transformationen  «^'  Ordnung  als 

Lösungen  dieser  Gleichungen  durch  ganze  positive  Werte  der  a,. 

Vorliegende   Note   beschäftigt   sich    mit   10  speciellen,  von 

Cremona,  de  Jonqui^res  u.  a.  gegebenen  Lösungen  (vergl.  auch 

F.  d.  M.  XVII.  1885.  795)  und  bestimmt  für  jede  derselben  die 
Formen  der  zugehörigen  Functionen  q>.  R.  M. 

G.  Jung.      Sulle   trasforniazioni  birazionali    di  tre  forme 
geometriche  di  seconda  epecie.      Lomb.  ist.  Rend.  (-2)  XIX. 

161-166. 

Es  seien  drei  Grundgebilde  zweiter  Stufe,  *z.  B.  drei  Punkt- 
felder n^  n\  n'\  gegeben.  Besteht  zwischen  n  und  n*  eine 
Cremona'sche  Verwandtschaft  und  ebenso  zwischen  n  und  n", 
so  besteht  auch  zwischen  n'  und  n"  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft, und  darum  (vgl.  Glebsch-Lindemann ,  „Vorlesungen  über 
Geometrie",  8.  479)  kann  man  vermittelst  einer  Gremona'sohen 
Transformation  von  der  einen  derselben  zur  andern  Qbergehen. 
Im  ersten  Paragraphen  seiner  Note  gelangt  Herr  Jung  in  anderer 
Weise  zu  dieser  Folgerung  und  legt  die  Beziehungen  dar,  welche 
zwischen  den  Ordnungen  der  drei  Transformationen  und  den 
Graden  ihrer  Grundelemente  bestehen.  Im  zweiten  leitet  er 
hieraus  einen  von  den  Eigenschaften  der  Jacobi 'sehen  Curve 
eines  Netzes  unabhängigen  Beweis  für  die  beiden  folgenden 
Relationen  her  (die  wir  der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  mit 
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den  im  oben  citirten  Buche  angewandten  Bezeichnungen  schreiben 
wollen): 

3r<-  1  =r  2j,aikj  r}  +  \  =  Skoh. 
Endlich  im  dritten  Paragraphen  bemerkt  der  Verfasser,  dass 
der  Inhalt  des  ersten  als  ein  Beitrag  zu  denjenigen  Untersuchungen 
angesehen  werden  kann,  welche  die  Bestimmung  aller  ein- 
dentigen  Transformationen  bezwecken:  denn  er  führt  zu  allen 
denjenigen,  zu  denen  man  durch  die  Zusammensetzung  zweier 
gegebenen  Transformationen  gelangen  kann.  Ausserdem  ergänzt 
er  das  Theorem  IV  von  Herrn  Autonne  „Recherches  sur  les 
gronpes  d 'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  Cremona^  (Jor- 
dan J.  (4)  I,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  792).  La.  (Lp.) 


G.  Jung.    SuUe  superßcie  generate  da  tre  sistemi  deduci- 
bili  l'una  dall'  altra  mediante  trasformazioni  birazionali. 

Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  IIi.  85-89. 

Bekanntlich  erzeugen  zwei  Punktfelder  er,  und  er,  oder 
zwei  EbenenbUndel  S,  und  S,,  zwischen  denen  eine  eindeutige 
Verwandtschaft  besteht,  vermöge  der  Geraden  r,  welche  die 
Paare  entsprechender  Punkte  verbinden,  oder  durch  welche  die 
Paare  entsprechender  Ebenen  gehen,  eine  Gongruenz,  welche 
Herr  Hirst  in  seiner  Abhandlung  „On  Gremonian  congruences^ 
(Lond.  M.  S.  Proc.  XIV,  XVI,  XVII,  P.  d.  M.  1883.  XV.  742, 
1885.  XVII.  792  u.  dieser  Band  779)  durchforscht  hat.  Betrachtet 
man  ferner  einen  Ebenenbündel  S,  dessen  Elemente  mit  denen 
von  <r,  und  or,  (oder  auch  mit  denen  von  S^  und  S,)  durch  eine 
Gremona'sche  Transformation  verbunden  sind,  so  entspricht  jeder 
Ebene  von  S  eine  Gerade  r  der  von  den  beiden  anderen  Formen 
erzeugten  Gremona'schen  Congruenz,  und  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte ist  eine  Oberfläche,  von  welcher  Herr  Jung  in  der  zu 
besprechenden  Note  die  Ordnung  und  die  vornehmlichsten  unter 
ihren  Beziehungen  mit  den  Trägem  der  erzeugenden  Gebilde  und 
den  Grundelementen  der  Verwandtschaften  bestimmt.  Hierbei 
sttttzt  er  sich  auf  die  Ueberlegungen  im  §  1  seiner  Arbeit:  „Sülle 
trasformazioni  birazionali  di  tre  forme  geometriche  di  seconda 
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specie"  (Lomb.  Ist  Rend.  (2)  XIX,  161-166,  vgl  das  voran- 
gehende Referat).  Die  von  Herra  Jung  angegebene  Erzeugungs- 
methode ergiebt  eine  grosse  Zahl  von  Oberflfichen.  Der  Verfasser 
erforscht  einige  von  ihnen;  man  kann  sie  alle  eindeutig  auf  dem 
BQndel  S  und  deshalb  auf  einer  Ebene  abbilden. 

Selbätverstftndlich  kann  man  andere  analoge  Oberfl&chen 
(HQllflächen)  durch  duale  Verwandlung  der  vor'anstehenden  Ueber- 
legungen  erhalten.  La.  (Lp.) 


6.  Jdno.     Sülle  trasformazioni  piane  multiple.     Bom.Acc. 

L.  Reod.  (4)  11,.  302-306. 

Im  vorigen  Bande  des  Jahrbuches  S.  800-804  haben  wir  Ober 
zwei  Aufsätze  des  Hrn.  Visalli  berichtet,  deren  Ziel,  wie  wir  sagten, 
eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  ebenen  zweideutigen 
Transformationen  ist,  sowie  Hr.  De  Paolis  dieselbe  aufgestellt 
hat.  Ein  ähnliches  Ziel  erstrebt  Hr.  Jung  in  der  Kote  mit  dem 
obigen  Titel;  obschon  später  als  die  Arbeiten  des  Hm.  Visalli 
erschienen,  ist  letztere  doch  unabhängig  von  Ihnen. 

Offenbar  kann  man  eine  mehrdeutige  Transformation  zwi- 
schen zwei  beliebigen  Grundgebilden  zweiter  Stufe  aufstellen 
und  daher  die  Eigenschaften  einer  solchen  Tran9formation  ver- 
schiedenartig fassen.  Während  Hr.  Visalli  sie  ftlr  zwei  Punkt- 
felder ausgesprochen  hatte,  ermittelt  Et.  Jung  sie,  wegen  der 
von  ihm  beabsichtigten  Anwendungen,  fOr  ein  Punkt-  und  ein 
Strahlen  -  Feld ;  wir  können  dieselben  in  dieser  Anzeige  über- 
gehen; denn  wir  mttssten  vieles  aus  dem  am  Eingänge  er- 
wähnten Berichte  wiederholen.  Die  eine  Bemerkung  möge  ge- 
nügen, dass  die  Untersuchungen  des  Hrn.  Jung  im  allgemeinen 
viel  weniger  weit  gehen  als  die  des  Hrn.  Visalli,  aber  im  Unter- 
schiede von  den  letzteren  die  wichtige  Frage  der  Erniedrigung 
der  Ordnung  einer  mehrdeutigen  Transformation  durch  ein- 
deutige Transformationen  (ohne  Aenderung  des  Grades  und 
Geschlechtes)  berflhren.  Endlich  wollen  wir  auf  die  vom  Ver- 
fasser in  zwei  seiner  jOngsten  Arbeiten  mitgeteilten  Berichti- 
gungen fttr  die  Theoreme  VI  und  VII  der  von  una  eben  ange- 
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leigten  Note  aufmerksam  machen.  (Vgl.  ,Di  due  trasformazioni 
multiple  assoeiate  a  ogoi  trasformazione  birazionale'',  siebe  das 
nächste  Beferat;  »Sui  sistemi  lineari  di  cuire  algebriche  di  genere 
qualunque",  Lomb.  bt.  Rend.  (2)  XX.)  La.  (Lp.) 


G.  Jung.      Di   due   trasformiizioni   multiple  associate   a 
ogni  trasformazione  birazionale.     Rom.  Acc.  L.  Read.  (4) 

II,.  389-844. 

Zwischen  zwei  conjectiven  Punktfeldern  a,,  a,  bestehe 
eine  eindeutige  Verwandtschaft  n^'  Ordnung.  Dann  entspricht 
jedem  zu  a^  gerechneten  Punkte  z.  B.  L  ein  Punkt  M  in  a,; 
mithin  kann  man  jedem  Punkte  L  der  gegebenen  Ebene 
eine  bestimmte  Gerade  LM  entsprechen  lassen,  die  durch  jenen 
Punkt  geht  und  ^Hauptgerade**  dieses  Punktes  heisst.  Man 
siebt  sehr  leicht  ein,  dass,  während  jeder  Punkt  eine  einzige 
Hauptgerade  besitzt,  jede  Gerade  für  n  ihrer  Punkte  Hauptgerade 
ist;  es  besteht  daher  zwischen  den  Punkten  und  den  Geraden 
der  gegebenen  Ebene  eine  n  •  deutige  Transformation.  Durch 
Vertauschung  von  a^  und  u,  gelangt  man  zu  einer  anderen  der- 
artigen Transformation. 

Auf  diese  -beiden  Verwandtschaften  (besonderer  Art,  weil 
zwei  beliebige  entsprechende  Elemente  incident  sind)  wendet 
der  Verfasser  die  von  ihm  in  der  Abhandlung  „SuUe  trasforma- 
zioni  piane  multiple''  gewonnenen  Ergebnisse  an  (Kom.  Acc  L. 
(4)  II,.  302-306;  s.  das  vorangehende  Referat).  Er  ermittelt, 
dass  die  Ordnung  einer  dieser  Transformationen  gleich  n  + 1 
und  ihr  Geschlecht  gleich  n  —  1 ,  während  die  Ordnung  der 
conjugirten  Transformation  ii(n-f  2)  ist  Bedeutet  f  die  Anzahl 
der  Grundpunkte  der  eindeutigen  gegebenen  Transformation,  so 
ist  8it  — 10— ^das  Geschlecht  der  Doppelcurve  und  der  Uebergangs- 
curve  einer  der  obigen  Transformationen.  Die  Doppelcurve  ist 
von  der  Ordnung  3n,  die  Uebergangscurve  von  der  Klasse 
4(«-l)  und  der  Ordnung  3(n-2)  +  f]  letztere  besitzt  24(ii-l) 
Spitzen    und     nCJSn'\-6f—b9)  +  if(f—l)  +  44   Doppelpunkte, 
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18n  — 3f— 27  Wendetangenten  und  4[2n(ii— 6)+ f+ 13]  Doppel- 
tangenten, u.  8.  w.  (Man  vergl.  diese  Resultate  mit  denen  voo 
Hrn.  Guccia  in  C.  R.  CL  866-869,  F.  d,  M.  XVII.  1885.  794  und  Pa- 
lermo Rend.  I.  65  u.  119;  man  beachte  ferner  eine  Berichtigung  zu 
der  Arbeit  im  Aufsatze  des  Verfassers:  Sülle  trasformazioni  piane 
multiple  d'ordine  minimo,  Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XX.).  Den  Sehloss 
der  Arbeit  bilden  Anwendungen  der  gefundenen  Theoreme  auf 
einige  besondere  Transformationen  der  ersten  fttnf  Ordnungen. 

La.  (Lp.) 

6.  Jung.     Di  una  terza   trasformazione  di  genere  p   e 
di  grado  p+l   associata  a  ogni  trasformazione  piana 

birazionale.     Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XIX.  812-818. 

Sind  zwei  conjective  Punktfelder  er,,  a,  gegeben,  zwischen 
denen  eine  Cremona'sche  Transformation  n^'  Ordnung  besteht,  so 
kann  man  zwischen  den  Punkten  und  Geraden  ihres  Trägers  nicht 
nur  die  n-deutigen  Transformationen  aufstellen,  mit  welchen  der 
Verf.  sich  in  einer  frflheren  Arbeit  beschäftigt  hat  (vgl.  das  vor. 
Ref.),  sondern  auch  noch  eine  dritte,  indem  man  jedem  Punkte 
diejenige  Gerade  entsprechen  lässt,  welche  die  beiden  ihm  ent- 
sprechenden Punkte  verbindet,  wenn  man  ihn  einmal  zu  a,,  ein 
anderes  Mal  zu  a,  rechnet.  Die  Erforschung  dieser  Transforma- 
tion macht  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Abhandlung  aus. 

Teils  auf  directem  Wege,  teils  auf  Grund  der  Ergebnisse 
der  Note  „Sülle  trasformazioni  multiple^  (siehe  S.  790)  findet 
der  Verfasser,  dass  diese  Transformation  vom  Grade  n',  von 
der  Ordnung  2it,  vom  Geschlechte  n' —  1  ist,  dass  ihre  Dop- 
pelcurve  die  Ordnung  3(2it— I),  die  Uebergangscurve  die 
Klasse  4(n'— 1)  hat,  während  das  Geschlecht  beider  8«'—*^^— IG 
ist  (f  =  Anzahl  der  Grundpunkte  der  gegebenen  VerwandtschaO). 
Die  conjugirte  Transformation  ist  von  der  Ordnung  Q2n — l)(2fi+l). 
Der  Ort  der  Punkte,  welche  auf  ihren  entnprechenden  Geraden 
liegen,  ist  von  der  Ordnung  2it-f  1,  die  Hüllcurve  der  durch  die 
entsprechenden  Punkte  gehenden  Geraden  wird  durch  eine  Curve 
von  der  Klasse  ri(n4-l) — 2  und  durch  die  ia4-2  StrahlenbQschel 
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gebildet,  welche  die  zusammeDfallenden  Punkte  der  gegebenen 
eindeutigen  Verwandtschaft  als  Gentren  haben,  u,  8.  w. 

Mehrere  von  diesen  Sätzen  stimmen  überein  mit  den  „Teoremi 
sulle  trasformazioni  Gremoniane  nel  piano^  von  Hm.  Guccia 
(siehe  S.  787),  andere  vervollständigen  dieselben.  Hr.  Jung 
wendet  sie  im  letzten  Teile  seiner  Arbeit  auf  einige  besondere 
Cremona'sche  Transformationen  von  einer  unterhalb  sechs  liegen- 
den Ordnung  an.  La.  (Lp.) 

G.  Lazzbbi.     Sulle  reciprocitä  birazionali  nel  piano. 

Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  II,.  61-67. 

Der  Verfasser  nennt  „ebene  birationale  Reciprocität"  eine 
eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  den  Elementen  eines  Pookt- 
feldes  and  denen  eines  Strahlenfeldes.  Ist  n  der  Grad  der  Ver- 
wandtschaft und  sind  die  beiden  Felder  conjectiv,  so  ist  eine 
Curve  von  der  Ordnung  fi-|-l  vorhanden,  die  der  Ort  eines 
Punktes  des  Punktfeldes  ist,  welcher  auf  der  ihm  im  Strahlen- 
feld entsprechenden  Geraden  liegt,  und  eine  Gurve  von  der 
Klasse  n-fl,  welche  die  Hüll^urve  einer  Geraden  des  Strahlen- 
feldes ist,  die  durch  den  ihr  im  Punktfelde  entsprechenden  Punkt 
geht;  die  erstere  dieser  Gurven  ist  gleichzeitig  der  Ort  eines 
Punktes  des  Strahlenfeldes,  durch  welchen  die  entsprechende 
Curve  geht,  während  die  zweite  die  Hflllcurve  einer  Geraden 
des  Punktfeldes  ist,  welche  die  entsprechende  Gurve  bertthrt. 
Diese  beiden  Gurven  werden  vom  Verfasser  im  ersten  Teile  seiner 
Arbeit  untersucht^  er  bestimmt  ihre  hauptsächlichsten  Singulari- 
täten und  ihr  Verhalten  zu  den  Grundelementen  der  Verwandt- 
schaft sowie   zu   den  bezüglichen  homaloidischen  Gurvennetzen. 

Im  zweiten  Teile  stellt  er  sich  die  Frage:  Giebt  es  Ver^ 
wandtschaften  (polare  Reciprocitäten)  zwischen  den  Punkten  und 
den  Geraden  einer  Ebene,  bei  denen  jedem  Punkte  seine  Polar- 
gerade in  Bezug  auf  eine  Gurve  von  der  Ordnung  n+l  ent- 
spricht? Die  Antwort  fällt  dahin  aus,  dass  derartige  Verwandt- 
schaften nur  fttr  n  ==  1  und  n  =  2  bestehen. 

Im  ersten  Falle  hat  man  die  Polarität  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt,  im  zweiten  die  in  Bezug  auf  ein  Dreieck. 
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Im  dritten  Teile  endlich  fragt  der  Verfasser,  ob  es  Ver- 
wandtschaften giebt,  bei  denen  jede  Gerade  durch  den  ihr  ent- 
sprechenden Punkt  geht,  und  er  findet  (was  schon  Herr  R.  Sturm 
bemerkt  hatte  in  Klein  Ann.  XIX.  474,  vgl.  F.  d.  M.  XIV.  1882. 
512),  dass  es  nur  eine  einzige  giebt.  Sind  t«',,  ti'„  «',  die  Goor- 
dinaten  der  Gleraden,  welche  dem  Punkte  x,,  o;,,  x^  entspricht, 
so  wird  diese  Verwandtschaft  durch  die  folgenden  Relationen 
bestimmt: 

La.  (Lp.) 

6.  Lazzbri.     SuUe  reciprocitä  birazionali   nello  spazio. 

Rom.  Aec.  L.  ReDd.  (4)  II,.   78-79. 

Der  Verfasser  nennt  „birationale  Reciprooitftt  (/u,  y)  im  Räume** 
eine  eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  den  Elementen  eines 
Punktraumes  und  denjenigen  eines  Ebeuenraumes,  sobald  dieselbe 
so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Ebene  des  ersten  Raunies  eine 
Oberfläche  von  der  Klasse  v  im  zweiten,  jedem  Punkte  dieses 
letzteren  eine  Oberfläche  von  der  Ordnung  ^  in  dem  ersteren 
entspricht.  Wenn  die  beiden  Räume  conjectiv  sind,  so  ist  eine 
Oberfläche  von  der  Ordnung  n  +  1  vorhanden ,  welche  der  Ort 
der  auf  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegenden  Punkte  ist,  und 
eine  Oberfläche  von  der  Klasse  v+  1)  welche  die  HQllfläche  der 
durch  ihre  entsprechenden  Punkte  gehenden  Ebenen  ist  Die 
erste  Fläche  ist  gleichzeitig  der  Ort  der  Punkte  des  Ebenen- 
raumes, welche  auf  den  entsprechenden  Oberflächen  liegen,  oder 
welche  einer  Geraden  des  Ebenenraumes  und  der  entsprechenden 
Curve  angehören;  die  zweite  ist  gleichzeitig  die  HQllfläche  der 
Ebenen  des  Punktraumes,  welche  die  entsprechenden  Oberflächen 
berühren,  oder  welche  durch  eine  Gerade  des  Punktraumes  gehen 
und  ausserdem  der  entsprechenden  abwickelbaren  Fläche  ange- 
hören. Die  zwischen  diet^en  Oberflächen  und  den  Grundelementen 
bestehenden  Beziehungen  werden  vom  Verfasser  im  ersten  Teile 
der  Arbeit  erforscht. 

Im  zweiten  stellt  er  sich  die  Frage:  Giebt  es  Verwandt- 
schaften   (polare    Reciprocitäten)    zwischen    den    Punkten    und 
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Ebenen  des  Raumes,  in  welchen  jedem  Punkte  seine  Polarebene 
in  Bezug;  auf  eine  Oberfläche  entspricht?  Die  Antwort  fällt  dahin 
aus,  dass  es  ausser  der  Polarität  in  Bezug  auf  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  nur  zwei  Verwandtschaften  dieser  Art  giebt, 
nämlich  die  Polarität  in  Bezug  auf  ein  Tetraeder  und  die  durch 
folgende  Relationen  definirte: 

wo  d?p  x^y  d?„  x^  die  Coordinaten  eines  Punktes,  t«'„  u'^y  »',,  u\ 
die  der  entsprechenden  Ebene  sind. 

Im  dritten  Teile  endlich  fragt  der  Verfasser,  ob  es  bira- 
tionale Reciprooitäten  des  Raumes  giebt,  bei  welchen  jede  Ebene 
durch  den  entsprechenden  Punkt  geht.  Durch  die  Analogie  mit 
den  Vorkommnissen  in  der  Ebene  verleitet,  glaubt  der  Verfasser 
schliessen  zu  dttrfen,  dass  es  nur  zwei  giebt,  nämlich  das  gewöhn- 
liche Nullsystem  und  die  durch  die  folgenden  Gleichungen 
definirte  Verwandtschaft: 

£auXi   JSfhiXi   JS(hiXi  ^a^Xi 
£buXi   JSlhiXi    JS^iiXi    JSKiXi 

JS^U^i     JSCü^i     £CliXi      ^CiiXi 

Dieser  Schluss  ist  jedoch  nicht  richtig,  wie  Herr  Montesano  jüngst 
bemerkt  hat  (Rom.  Acc.  L.  (4)  IV.    1888.   583-590). 

La.  (Lp.) 


n\  :  u\  :  u\  :  u\  == 


(t=  1,2,3,4). 


G.  Segrb.     Remarques  sur  les  transformations  ynifortnes 
des  courbes  elliptiques  en  elles-mimes.     Kieio  Ado.  xxvil 

295314. 

Man  bezeichne  mit  C"  eine  elliptische  Normalcurve;  dieselbe 
gehört  einem  (ii—l)dimen8ionalen  Räume  A«.i  an,  aber  keinem 
weniger  ausgedehnten.  Es  giebt  oo^  eindeutige  Transformationen 
der  Curve  in  sich  selbst;  jede  von  ihnen  giebt  Anlass  zu  einer 
geradlinigen  rationalen  Normalfläche  J^^  von  der  Ordnung  ii-^2, 
dem  Orte  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Puoktepaare 
der  Curve  verbinden;  deshalb  können  die  Ergebnisse,  zu  denen 
der  Verfasser  in  seiner  Note  gelangt  ist:  „Sülle  rigate  razionali^ 
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(Torino  AUi  XIX,  F.  d.  M.  XVI.  1884  604),  einen  Beitrag  zur 
Ermittelang  der  eindeutigen  Transformationen  der  elliptiBohen 
Gurven  in  sich  selbst  liefern. 

Diese  Transformationen  sind  von  zweierlei  Art  Sind 
die  Goordinaten  der  Punkte  der  Gurye  elliptische  Func- 
tionen des  Parameters  ti,  dessen  Perioden  w^  und  cv,  sein 
mögen,  so  werden  diese  Transformationen  durch  die  Kela- 
tionen  t«'  =  +t«-fC  (mod.  co,,  oi,)  gegeben,  worin  C  eine 
Gonstante  ist  und  itaan  das  Zeichen  —  nehmen  muss,  wenn  die 
Transformation  erster  Art,  dagegen  -f-,  wenn  sie  yoü  der  zweiten 

ist.     Hat   man  insbesondere  C  =  — - — ^—^  {X  und  fi  ganze 

Zahlen),  so  gelangt  man  zu  den  2fi'  projectiven  Transfor- 
mationen der  Gurre  C"*  in  sich  selbst,  von  denen  n'  der  ersten 
und  n'  der  zweiten  Art  angehören. 

Man  construirt  eine  Transformation  erster  Art,  indem  man 
it— 2  willkürliche  Punkte  auf  C"*  fest  annimmt;  jeder  Rn^^, 
welcher  durch  diese  Punkte  geht,  schneidet  die  Gurve  ausserdem 
in  einem  Punktepaar,  die  sich  bei  einer  Transformation  der  ersten 
Art  entsprechen.  Folglich  ist  jede  Transformation  dieser  Art 
involutorisch  und  hat  vier  Doppelpunkte.  Ist  n  ungerade,  so  hat 
eine  projective  Transformation  erster  Art  einen  B^n-^)  und 
einen  H|(»-.i)  zu  Axen.  Ist  n  gerade,  so  haben  (in)*  von  ihnen 
einen  A|«.2  und  einen  B^  zu  Axen  (singulare  Transformationen), 
während  die  übrigen  3(^ft)'  zwei  B^^i  zu  Axen  haben.  Wenn 
n  eine  Primzahl  ist,  so  bilden  die  n'  Axen  Aicn-s)  der  proje&f 
tiven  Transformationen  erster  Art  eine  sehr  merkwürdige 
Gonfiguration,  Jeder  Bn^2  nämlich,  welcher  zwei  von  diesen 
Axen  enthält,  begreift  n  von  ihnen  in  sich;  somit  erhält  man 
hiernach  n(n+  ])An.2,  von  denen  jeder  ir  Axen  enthält,  während 
durch  jede  Axe  n  +  l  dieser  Bäume  gehen;  endlich  sondern  sich 
diese  Räume  in  n  4- 1  Oruppen  zu  Je  n,  sodass  die  n  Räume 
einer  und  derselben  Gruppe  alle  n'  Axen  enthalten. 

Eine  Transformation  zweiter  Art  ist  immer  das  Product 
zweier' von  der  ersten;  sie  ist  im  allgemeinen  nicht  involutorisch, 
sondern  bloss  dann,  wenn  die  Gonstante  einen  der  Werte  ^oi,, 
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i^9>  i(^i  +  ^i)  ^^^'  Di^  ^^®i  diesen  Werten  von  C  entsprechenden 
Transformationen  sind  äusserst  wichtig  und  heissen  deshalb 
„principale*".  Ist  n  gerade,  so  ist  jede  von  ihnen  projectir  und 
'hat  zwei  R^n-i  zu  Axen.  Ist  n  von  der  Form  4^  +  2,  so  ver- 
tauscht jede  principale  Transformation  die  Axen  jeder  der 
anderen  unter  einander;  ist  dagegen  n  von  der  Form  4 Ar,  so  sind 
die  drei  Axenpaare  der  prineipalen  Transformationen  die  R^^iy 
welche  paarweise  vier  R^n-i  verbinden;  in  diesem  Falle  ordnen 
sich  die  singulftren  Transformationen  paarweise  an  in  Bezug  auf 
jede  principale  Transformation,  indem  jedes  Paar  mit  dieser 
prineipalen  Transformation  eine  Gruppe  bildet. 

Die  geradlinige  Fläche  JF^^',  welche  einer  Transformation 
erster  Art  entspricht,  hat,  wenn  n  ungerade  ist,  eine  Minimal- 
curve  von  der  Ordnung  i(w  — 3),  welche  C»  in  einem  Punkte 
schneidet.  Wenn  jedoch  n  gerade  und  die  Transformation  nicht 
projectiv  ist,  so  hat  F*;-^  00'  Miniraalcurven  von  der  Ord- 
nung ^«—1. 

'  Diese  Sätze  sind  die  hervorstechendsten  unter  den  vom 
Verfasser  bewiesenen.  Im  letzten  Teile  seiner  Arbeit  macht  er 
bemerkenswerte  Anwendungen  von  ihnen  auf  die  elliptischen 
Curven  unseres  Raumes;  diese  Anwendungen  beweisen  von  neuem 
die  Vorteile  der  projectiven  Geometrie  der  Räume  höherer 
Dimensionen  fttr  die  Erforschung  der  Erscheinungen  unseres 
Raumes.  Zum  Schlüsse  zeigt  Herr  Segre:  „Wenn  zwischen  zwei 
elliptischen  Curven  C'»  und  C"",  die  in  zwei  Räumen  Äi_i  und 
Rll^i  liegen,  eine  eindeutige  Beziehung  besteht,  sodass  den  Durch- 
schnitten von  C**  mit  einem  gewissen  Bn~2  aus  A4-i  die  Durch- 
schnitte von  C"**  mit  einem  Rn^2  aus  f?n-i  entsprechen,  so  ist  die 
Correspondenz  zwischen  den  beiden  Curven  durch  eine  Homo- 
graphie  zwischen  den  Räumen  An-i  und  An~i  bestimmt".  Daraus 
fliesst  der  wichtige  Zusatz:  „Esgiebt  keine  anderen  geradlinigen 
elliptischen  Flächen,  welche  einem  Rn  angehören,  als  die  Kegel, 
welche  die  elliptischen  Normalcurven  projiciren**.       La.  (Lp.) 


0.  Sbgre.     Sugli   spazi   fondamentali   di  un'  omografia. 

Born.  Acc.  L.  Rend.  (4)  11,.  325-827. 
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Die  Note  ergänzt  die  Abhandlang  desselben  Verfassers: 
„Sulla  teoria  e  sulla  olassifieazione  delle  omografie  in  uno  spa- 
zio  lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensioni.*"  (Rom.  Acc. 
L.  Mem.  (b)  XIX,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  693).  Sie  enthält  einen 
sehr  einfachen  analytischen  Beweis  des  folgenden  wichtigen 
Satzes:  „In  einer  projectiyen,  nicht  singulären  Verwandt- 
schaft des  ff-dimensionalen  Raomes  ist,  wenn  Sr  und  Sr  zwei 
conjagirte  Grandräume  von  Punkten  und  Ebenen  bedeuten, 
der  Ort  der  Homologie- Gentren  der  Paare  von  entsprechenden 
Sr+i,  welche  durch  8r  gehen,  der  Sn^^i  Träger  von  JSr\  die 
Verwandtschaft,  welche  man  auf  diese  Weise  zwischen  den  durch 
Sr  gehenden  Sr^i  und  den  Gentren  der  Homologien  herstellt, 
welche  zwischen  ihnen  und  den  ihnen  entsprechenden  Sr+i  be- 
stehen, ist  eine  projective.''  La.  (Lp.) 


Fr.  Hofmann.  Ein  einfacher  Beweis  für  die  Erbaltting 
des  Doppel  Verhältnisses  von  vier  Punkten  der  Ebene 
bei  linearer  Abbildung.     Hoppe  Arch.  (2)  m.  446-447. 

W.  St. 


B.    Gonforme  Abbildung. 

K.  Bbinbbck.      Ueber    diejenigen  Flächen,    auf   welche 
die  Flächen  zweiten  Grades   durch  parallele  Normalen 

COnform  abgebildet  werden,    DIsb.  GöUingeo.  Vandenhoek  A  B. 

Notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingung  dafür,  dasa 
zwei  Flächen  durch  parallele  Kormalen  conform  aufeinander 
abgebildet  werden  können  ^  ist  nach  Herrn  Ghristoffel,  dass  sie 
beide  durch  ihre  Erflmmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate 
zerlegt  werden  können.  Kann  man  also  zu  einer  Fläche,  welche 
die  genannte  Eigenschaft  besitzt,  eine  zweite  finden,  die  mit  ihr 
conform  ist,    und  bei   der  die  entsprechenden  Punkte  parallele 


i 
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Nonnalen  haben,  so  hat  auch  die  zweite  Fläche  die  Eigenschaft, 
durch  ihre  KrOmmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  zer- 
legt werden  zu  können.  Der  Herr  Verfasser  zeigt  nun,  dass 
die  bezeichnete  Aufgabe  stets  löslich  ist  und  zwar  so,  dass  einer 
Fläche  mit  positivem.  Krttramungsmass  immer  eine  solche  mit 
negativem  Krttmmungsmass  entspricht,  und  wendet  die  allge- 
meinere  Lösung  speciell  auf  die  Flächen  zweiten  Grades  an. 
Wir  führen  hier  das  Resultat  ffir  das  EUipsoid  an:  Die  recht- 
winkligen Coordinafen  eines  Punktes  des  Ellipsoids  mit  den  Halb- 
axen  a,  6,  c  lassen  sich,  wie  folgt,  in  Krümmungsparametem 
darstellen 

°    (o»-6»)(o'-c») 
und  die  analogen,  wo  o*  ^  <,  >  6*  ^  /,  >  c*  >  0  ist. 

Die  verwandte  Fläche  ist  dann  folgendermassen  dargestellt: 
^'  -  1/  '»^  ~  loc  nat  ^^^  +  ^^^ 


J             c*^           .            V'.— c'+V',— c 
»    =  i  V-n ,,\  .     ^.^  log  nat  VJ ^  V--^ 

Für  die  Hyperboloide  ergeben  sich  ähnliche  Formeln ;  durch 
Grenzbetrachtungen  werden  auch  die  für  die  Paraboloide  ge- 
wonnen. Die  Gestalt  der  dem  EUipsoid  entsprechenden  Fläche 
wird  genauer  untersucht  und  durch  die  Ansicht  eines  Modelles 
erläutert.  A. 


R.    Hoppe.       Conforme    perspectivische    Projection    der 
Flächen  auf  einander.    Hoppe  Arch.  (2)  iv.  328-329. 

Die  einzig  mögliche  conforme  perspectivische  Abbildung 
einer  Fläche  •  geschieht  (wenn  man  die  Aehnlichkeit  als  selbst- 
verständlich ausser  Acht  lässt)  durch  reciproke  Radien. 

Mithin    ist   eine   perspectivisch  -  conforme   Abbildung    eines 
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nicht  sphärischen  Rotationsellipsoides   auf  eine  B^elflftche   un- 
möglich. 

An  diese  beiden  Bemerkungen  knüpft  der  Herr  Verfasser 
noch  die  analytische  Transformation  einer  Begelfläche  durch 
reciproke  Badien.  A. 

A.  Capblli.     Sulla  limitata  possibilitk  di  trasformazioni 

conformi  nello  spazio.  Brioschl  Ann.  (2)  XIV.  227-237. 
Bekanntlich  hat  Liouville  (Application  de  I'Analyse  a  la 
G6om6trie.  Paris  1860  Note  IV)  bewiesen,  dass  eine  conforme 
Abbildung  eines  Körpers  in  eine  andere  (also  eine  solche,  bei  der 
entsprechende  Körperelemente  ähnlich  sind)  stets  zurückgeführt 
werden  kann  auf  eine  Abbildung  durch  reciproke  Badien  und 
auf  eine  solche  nach  Aehnlichkeit  endlicher  entsprechender 
Figuren.  Der  Herr  Verfasser  führt  in  dieser  Abhandlung  den 
Beweis  dieses  Satzes  in  einer  mehr  synthetischen  Weise,  nämlich 
durch  den  Nachweis,  dass  jeder  Kugel  des  einen  Systems  im 
allgemeinen  eine  Kugel  des  andern  Systems  entspricht,  was  nach 
einem  Beweise  von  Bianchi  nur  bei  den  oben  charakterisirten 
Abbildungsarten  der  Fall  ist.  Der  sehr  einfache  Beweis  des 
Herrn  Verfassers  gründet  sich  darauf,  dass  wegen  der  Aehnlich- 
keit der  kleinsten  Teile  einem  dreifachen  Orthogonalsystem  wieder 
ein  solches  entsprich?,  und  da  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Dupin  die  Flächen  eines  solchen  Systems  sich  gegenseitig  in 
Krflmmungslinien  schneiden,  auch  die  Krflmmungslinien  entspre- 
chender Flächen  bei  der  Abbildung  einander  entsprechen.  Da 
nun  jede  Gurve  auf  der  Kugel  eine  Krümmungslinie  ist,  so  muss 
ihr  in  der  Abbildung  eine  Fläche  entsprechen,  die  auch  jede  Gurve 
zur  Krümmungslinie  hat,  also  wieder  eine  Kugel.  An  diesen  ein- 
fachen Beweis  werden  noch  einige  geometrische  Betrachtungen 
und  einige  analytische  Entwickelungen  geknüpft.  A. 

M.  DV  CuATfiNBT.   Sar  la  repr^sentation  des  Bgores  trac^ 
snr  une  surface.    Applications  aux  cartes  de  gäographie. 

Nouv.  Ann.  (8)  V.  142*155. 
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M.  DD  Chatenet.  Döterminations  des  systfemes  de  cartes 
de  g^ograpbie  dans  lesquels  tous  les  ceicles  de  la 
sphfere  aont  repr^seiitds  par  dea  cercles.  Nonv.  Ann  (3) 
V.  163-176. 
Es  werden  durch  eine  etwas  umständliche  Analyse  gewisse 
Gesetze  der  Abbildung  der  Fl&cben  auf  einander  entwickelt, 
welche  übrigens  bekannt  und  zum  Teil  in  sehr  viel  einfacherer 
Weise  abzuleiten  sind.  Dies  gilt  namentlich  von  dem  Problem,  f 
und  i/<  so  als  Functionen  von  u  und  c  zu  bestimmen,  dass  einer 
linearen  Relation  zwischen  u  und  v  eine  lineare  Relation  zwischen 
tp  and  1^  entspricht,  was  ja  nichts  anderes  ist  als  die  bekannte 
Verwandtschaft  der  Collineatiou.  Die  Folgerungen,  die  hieraus 
gezogen  werden,  sind  ebenfalls  bereits  bekannt,  so  z.  B.  der  Satz, 
dass  die  perspectiTieche  Central piojection  die  einzige  Abbildung 
der  Kugel  auf  die  Ebene  ist,  bei  welcher  die  grössteo  Kreise 
sich  als  Gerade  proj iciieii,  dass  die  Mercator'scbe  Projection  die 
eiuzige  ist,  bei  welcher  die  Loxodromien  als  Gerade  abgebildet 
werden,  und  (in  der  zweiten  Abhandlung)  dass  die  stereographische 
Projection  der  Kugel  die  einzige  Abbildung  ist,  bei  welcher  alle 
Kreise  sich  als  Kreise  abbilden.  In  der  ersteu  Abhan*""""  "■'"• 
zuDi  Scbluss  DOch  die  Abbildung  dea  Torus  (Rotationi 
Kreises)  auf  die  Ebene  besprochen,  bei  welcher  sich  d 
schnitte  als  gerade  Linien  abbilden. 

J.  M-  BrOckmer.  Ueber  eine  besondere  Art 
formen  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine 
DiM.  Leiptig  8«.  47  S. 

K.   ROcKHOLDT.       Ueber    das    logaritli mische 
einer  halbkreisförmigen   Platte    und    Über  ei 
in     Zu  sam  inen  bang     stehende     conforme    A 
Jena.  hO.  36  S. 
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Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Capitel  L 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.), 
L.  Henneberg.      Statik   der  starren  Systeme.      Darmatadt. 

A.  Bergmann.  X  +  374  S.  gr.  8«.     Mit  131  Fig.  u.  12  Taf. 

Das  vorliegende  Buch  bildet  den  ersten  Teil  eines  auf  vier 
Bände  berechneten  Werks:  „Lehrbuch  der  technischen  Mechanik" 
von  L.  Henueberg  und  0.  Smreker. 

Die  folgenden  Teile  sollen  enthalten:  2)  Grundztlge  der  Dy- 
namik, 3)  Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit,  4)  Hydraulik. 
Die  drei  ersten  Teile  sind  aus  den  Vorlesungen  hervorgegangen, 
welche  Hr.  Henneberg  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darm- 
stadt tlber  technische  Mechanik,  graphische  Statik  und  analyti- 
sche Mechanik  gehalten  hat;  den  vierten  Teil  hat  Hr.  Smreker 
übernommen,  der  auch  für  den  dritten  Beiträge  zugesichert  hat. 

Wesentlich  für  technische  Hochschulen  bestimmt,  soll  das 
Lehrbuch  die  Mechanik  in  dem  fttr  dieselben  empfehlenswerten 
Umfange  vortragen,  weitergehende  theoretische  Betrachtungen 
vermeiden,  technische  Beispiele  nur  zur  Erläuterung  der  Theorie 
bringen.  Die  Methoden  der  graphischen  Statik  sind  aufgenommen 
worden. 

Der  erste  Abschnitt  der  Statik  handelt  von  der  Zusammen- 
setzung von  Kräften,  zunächst  mit  demselben  Angriffspunkt,  so- 
dann mit  verschiedenen  Angriffspunkten  an  einem  starren  Systeme, 
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wenn  die  Erftfte  a)  in  dereelben  Ebene,  b)  im  Baume  liegen. 
Die  Lebre  vom  Schwerpunkte  und  vom  Gleicfaf^ewichle  der 
Kräfte  an  einem  nieht  freien  Körper,  endlich  das  Prinoip  der 
virtuellen  VerrQckungen  bilden  den  Scbluas  deB  ersteu  Ab- 
BcIiDittes. 

Im  zweiten  wird  die  Zerlegung  der  Kräfte  und  das  einfache 
Facbwerk  abgehandelt;  die  graphische  Zerlegung  des  ebenen 
und  rftumlichen  KrAftesystemes,  das  ebene  und  rSumliche  Fach- 
werk kommen  der  Reibe  nach  zur  Erledigung.  Sowohl  die  ana- 
lytische Methode  als  auch  die  syntlietische  mit  graphischer  Dar- 
stellung werden  gelehrt,  und  es  ist  dem  Vortrage  anzumerken, 
dasfl  der  Hr.  Verfasser  auf  dem  Gebiete  der  hierher  gehörigen 
Aufgaben  productiv  tlifttig  gewesen  ist 

Der  letzte  Abschnitt  endlich  bringt  die  Theorie  der  Reibung 
in  zwei  Teilen,  von  denen  der  erste  die  theoretiechen  Grundlagen 
entwickelt,  der  zweite  die  ReibungswiderstAnde  an  speciellen 
Getrieben  unlersucbt  0er  bedeutende  Umfang  dieses  Abschnittes 
{ lOl  Seiten)  zeigt  Bchou ,  dass  der  Gegenstand  gitlndlicber  be- 
handelt ist,  als  es  gewöhnlich  in  den  Lehrbttchern  der  Mechanik 
zu  geschehen  pflegt. 

Die  Vortragsweise  ist  durch  wohlthuende  Klarheit  der 
Sprache  und  vortreflTliche  Gliederung  des  Inhaltes  ausgezeichnet: 
daher  erscheint  dem  Ref.  die  „Statik  der  starren  Systeme"  als 
ein  empfehlenswertes  Buch  fttr  den  Kreis  von  Tjcsern,  fDr 
welchen  es  verfasst  ist.  Die  Ausstattung  ist  eine  sehr  gute; 
besonders  die  Figuren,  sowohl  die  im  Teste  als  auch  dje  auf 
den  Tafeln,  erfreuen  das  Auge  durch  Sauberkeit  und  Genauigkeit. 
___  Lp- 

G.  M.  MiMCUtN.  A  treatise  on  »tatics  with 
to  physics.  Vol.  II.  Third  edition ,  ( 
enlat'ged.      Oxford.  ClueDdon  Preia.  T[I  u.  613  ä 

Die  „Statik"  des  Hrn.  Minchin  hat  sich  ei 
ragende  Stelle  in  der  Achtung  der  Mathematiker 
man,  um  auf  diese  dritte  Auflage  aufmerksam  zu 
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nichts  zu  sagen  braacht,  als  dass  sie  zu  einem  solchen  Umfange 
ausgedehnt  worden  ist,  um  ihre  Ausgabe  in  zwei  Bänden  nötig 
zu  machen.  Unter  den  wichtigsten  Zusätzen  befinden  sich  eine 
Darstellung  der  Ball'schen  Theorie  der  Schrauben  in  ihrer  Be- 
ziehung zur  Statik,  ein  Gapitel  über  astatisches  Gleichgewicht, 
bei  dessen  Behandlung  die  Methoden  der  Quatemionen  gebraucht 
werden^  und  ein  neues  Gapitel  Ober  das  Gleichgewicht  von  Saiten 
und  Federn.  Die  Gapitel  über  den  Zwang  und  über  Deformationen 
(strains  and  stresses)  sind  bedeutend  vergrössert  worden,  und  es 
ist  beachtenswert,  dass  in  dem  ersteren  Gapitel  das  Cff 5- System 
der  Einheiten  ausdrücklich  eingeführt  ist,  sodass  z.  B.  Poisson's 
Gleichung  immer  in  der  Form  erscheint:  y'K=  — 4nyß,  wo  y 
die  C^S-Gonstante  der  Gravitation  ist.  Wir  neigen  für  uns  der 
Meinung  zu,  diese  Neuerung  im  Vergleich  zu  hergebrachten  Me- 
thoden für  vorteilhaft  zu  erachten,  wenigstens  für  Anfänger.  In 
dem  Gapitel  über  Anziehung  befindet  sich  ein  kurzer  Abriss  der 
Kugelfunctionen,  und  es  mag  bemerkt  werden,  dass  Hr.  Minchin 
den  Ausdruck  „Laplacian*'  gebraucht,  um  einen  Laplace'schen 
Goefficienten  zu  bezeichnen,  obschon  er  als  wohlbegründet  die 
„Kugelfunction""  (spherical  harmonic)  beibehält.  Dem  Drucke 
ist  grosse  Sorgfalt  gewidmet  und  das  allgemeine  Aussehen  des 
Bandes  entspricht  allen  Wünschen.  Druckfehler  scheinen  äusserst 
selten  vorzukommen.  Gbs.  (Lp.) 


J.  Greaves.      A    treatise   on   elementary  statics.    London. 

Macmillan  aod  Co.  VIII.  u.  272  S. 

Dieses  Buch  ist  für  solche  berechnet,  deren  mathematische 
Ausbildung  die  Differential-  und  Integral  -  Rechnung  nicht  ein- 
schliesst,  und  ist,  so  weit  die  theoretische  Statik  ohne  diese 
Hülfsmittel  belLandelt  werden  kann,  recht  vollständig.  Newton's 
Bewegungsgesetze  werden  als  die  Grundlage  der  Wissenschaft 
angenommen.  Aus  der  Newton'schen  Definition  der  Kraft  und 
aus  dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  wird  dasjenige 
der  Kräfte  abgeleitet;  dann  werden  aus  dem  dritten  Gesetze 
Newton's  die  notwendigen  Gleichgewichtsbedingungen  für  jedes 
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Massensystem  gefunden,  und  aus  diesen  Betrachtungen  sowie 
aus  gewissen  geometrischen  folgen  die  hinreichenden  Gleich- 
gewichtsbedingungen  eines  starren  Körpers.  Gapitel  III  über 
die  „Statik  unfreier  Körper^  führt  graphische  Metboden  ein, 
welche  vielleicht  zweckmässig  in  grösserem  Umfange  hätten  be- 
nutzt werden  können.  Das  Gapitel  Aber  virtuelle  Arbeit  ist  klar 
abgefasst,  dürfte  jedoch  wahrscheinlich  für  Anfänger  schwierig 
gefunden  werden,  selbst  mit  Hülfe  des  Anhanges  über  unendlich 
kleine  Grössen.  Zahlreiche  gelöste  und  ungelöste  Beispiele 
sollen  für  den  Studirenden  eine  wirksame  Unterstützung  sein. 
Die  Ausstattung  des  Buches  ist  vortreflflich.  Gbs.  (Lp.) 

T.  M.  GooDEVE.    A  manual  of  mechanics;  an  elementary 
text-book,  designed  for  students  of  applied  mechanics. 

London.  Loogmans. 

„Ein  für  solche  Leser  verfasstes  Werkchen,  deren  Wissen 
in  der  Mathematik  nur  klein  ist.  Der  praktische  Teil  des  Buches 
ist  sehr  gut.  Die  von  den  Mechanismen  handelnden  Abschnitte 
sind  wohl  geeignet,  die  wissenschaftlichen  Principien  zu  be- 
leuchten." (Aus  dem  Referat  in  Nature  XXXIV.  358-359  von 
Herrn  G.  M.  Minchin.)  Lp. 

J.  Blaikie.     Elementary  dynainics  (mechanics).     11  edit. 

enlarged.      Edinburgh 


J.  P.  CfiüRCH.     Statics  and  dynaraics.     New- York. 

E.  CoLLiGNON.     Trait^  de  m6canique.     5™®  Edition  revue 
et  augment^e.     Partie  V.    Paris. 


B.  ScHNiTLKR.     Laerebog  i  Mathematik  og  Mekanik  for 

Teknikere.      Heft   1.      Christiania.    8^    272  ö. 


gOg  X.  Abschnitt.    MechaDik. 

D.  H.  Marshall.   Introduction  totbe  science  of  dynamics, 

London.    VII  +  120  Ö.  8». 


J.  A.  BocQüET.  Coiirs  ^l^mentaire  de  m^canique.  2  par- 
ties.  (Priucipes  et  appHcations.  Travail  des  machines 
et  r^sistance  des  mat^riaux.) 


W.  K.  Clifford.     Lectures   and  essays.     (Applied  ma- 

thematies   and   mechanics.)     Bdit.  by  L.  Stephen  and  P.  Pol- 
lock.   2  ed.    London. 


H.  DiESBKER.  Praktische  UntenichtsbOcher  fUr  Bau- 
techniker. Halle  a.  S.  L.  Hoffstetter.  1887:  Bd.  I.  Darstel- 
lende Geometrie,  Bd.  IL  Die  technische  Naturlebre 
und  Mechanik,  Bd.  IIL   Die  Festigkeitslehre  und  Statik. 


F.  RuDio.      üeber  einige   GrundbegriflFe   der  Mechanik. 

Wolf  Z    XX XL  59-76. 

Der  Verfasser  steht  in  Bezug  aaf  die  Grandbegriffe  der 
Mechanik  ganz  auf  dem  durch  Kirchhoff  geschaffenen  Boden; 
in  der  Erkenntnis,  dass  eine  einfache  und  einfUhrende  Dar- 
stellung der  in  Frage  kommenden  Begriffe  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung,  Kraft,  Masse  und  Gewicht  noch  fehlen,  unter- 
nimmt Herr  Rudio  von  dem  angegebenen  Standpunkt  aus  die- 
selben zu  präcisiren;  und  man  muss  gestehen,  dass  ihm  dies 
Unternehmen  gelungen  ist  Die  Begriffe  von  Raum  und  Zeit 
werden  als  gegeben  vorausgesetzt,  und  dann  zunächst  die  gleich- 
förmige Bewegung  auf  gerader  Linie  betrachtet,  bei  welcher 
der  in  einer  Secunde  zurOckgelegte  Weg  als  Geschwindigkeit 
bezeichnet  wird.     Es  wird  dann  gezeigt,  dass  dieser  Ausdruck 

identisch    ist  mit     '        ,   welchen  Wert    die   beiden  Zeiten  I, 

und  t  auch  haben  mögen.     Bei  allgemeinerer  Bewegung  wird  $ 
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eine  Function  f(i)  von  t  sein,  und  in  diesem  Falle  ist  der  Quo- 

5  —'S 

tient     '         von  den  Zeiten  nicht  mehr  unabhängig.    Da  aber 

ein    Körper,    der    sich    gleichförmig    mit    der    Geschwindigkeit 

-j — -    bewegt,  in  dem  Zeitintervall «,— /  dieselbe  Strecke  zurück- 

legt,  so  kann  man  diesen  Ausdruck  mit  einigem  Recht  als  „die 
mittlere  Geschwindigkeit^  in  dem  Zeitintervall  t  bis  t^  bezeichnen. 
Indem  t,  sich  mehr  und  mehr  der  Grenze  t  nähert,  wird  die 
mittlere  Geschwindigkeit  sich  ebenfalls  einer  von  t  allein  ab- 
hängigen Grösse  nähern,  nämlich  der  Grenze  f(Oj  und  diese 
Grenze  wird  als  „Geschwindigkeit"  definirt,  wie  der  Herr  Ver- 
fasser im  Gegensatz  zu  denjenigen  bemerkt,  welche  da  glauben, 
die  Richtigkeit  der  Formel  d  =  ^'(0  beweisen  zu  mtlssen  oder 
zu  können.  Ausgehend  von  der  sogenannten  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung  construirt  der  Herr  Verfasser  in  ähnlicher 
Weise  den  BegrijQf  der  Beschleunigung. 

Unter  einem  Körper  versteht  der  Herr  Verfasser  alles  das, 
was  wir  durch  unsere  Sinne  wahrnehmen.  Jeder  Körper  nimmt 
einen  gewissen  Raum  ein;  dasjenige,  womit  dieser  Raum  ausge- 
füllt wird  und  was  eben  auf  unsere  Sinne  einwirkt,  nennen 
wir  die  Masse  des  Körpers.  Durch  den  Ausdruck  Gewicht  geben 
¥rir  der  subjectiven  Empfindung  Ausdruck,  dass  ein  Körper  auf 
seine  Unterlage  einen  gewissen  Druck  ausUbt;  so  dass  wir  auch 
ohne  genauen  Massstab  fttr  das  Gewicht  nach  dem  im  allge- 
meinen übereinstimmenden  Grad  der  Empfindung  von  grösseren 
und  kleineren  Gewichten  reden  können.  Eine  Masse  wird  wesent- 
lich nach  ihrem  Gewichte  beurteilt,  so  dass  gleiche  Massen  auch 
gleiche  Gewichte  haben.  Als  ein  wesentliches  Merkmal  der 
Masse  wird  hervorgehoben,  dass  sie  unabhängig  vom  Raum  und  von 
der  Zeit  ist,  dass  also  zwei  Massen  die  an  einem  Orte  und  zu  einer 
Zeit  übereinstimmen,  dies  zu  allen  Zeiten  thun;  sind  zwei 
Massen  einer  dritten  gleich,  so  sind  sie  unter  einander  gleich. 
Es  ergiebt  sich  als  Definition  der  Gleichheit  zweier  Massen  und 
ihrer  Gewichte,  dass  sie,  auf  eine  Wage  gebracht,  einander 
das  Gleichgewicht  halten   müssen.     Die  Masse  ist  eine  von  der 
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Raum-  und  Zeiteinheit  unabhängige  Zahl;  sie  giebt  an,  wieviel 
von  einer  gewählten  Masseneinheit  auf  einer  Wage  ebensoviel 
wiegen  wie  der  Körper,  dessen  Masse  zu  bestimmen  ist;  dabei  ist  die 
Thatsache  zu  beachten,  dass  Gleichheit  des  Gewichtes  unabhängig 
von  der  Art  der  Wage  (Hebel-  und  Federwage)  ist.  Mit  der  Feder- 
wage erkennt  man  dann,  dass  die  Gewichte  derselben  Masse 
an  verschiedenen  Orten  der  Erde  sich  verhalten  wie  die  Beschleu« 
nigungen  an  diesen  Stellen,  so  dass  das  Gewicht  durch  das 
Product  mg  dargestellt  wird.  Zum  Schluss  wird  auseinander- 
gesetzt, dass  durch  die  Einführung  des  Kraftbegriffs  keine  Er- 
klärung der  Bewegungserscheinungen,  sondern  unter  Umständen 
eine  Vereinfachung  in  der  Beschreibung  erzielt  werde. 

F.  K. 


Th.  Beck.      Ueber  einige  Grundbegriffe  der   Mechanik. 

Oiviling.  (2)  XXXII.  191-215. 

Die  vorliegende  Abhandlung  steht  im  Zusammenhang  mit 
der  älteren,  dem  Referenten  leider  unzugänglichen  Schrift  des- 
selben Verfassers:  „Bemerkungen  zu  F.  Reuleaux*s  Kinematik 
tiber  die  Frage:  Ist  Reibung  eine  Kraft  oder  ein  Widerstand"  1876. 
Sie  ist  die  Wiedergabe  eines  Gespräches,  welches  der  Verfasser 
im  Anschlüsse  an  die  eben  citirte  Schrift  mit  einem  „angesehenen, 
leider  verstorbenen  Lehrer  der  Maschinentheorie^  geföhrt  hat. 
Referent  war  bisher  der  Ansicht,  dass  auch  jeder  Widerstand  eine 
Kraft  sei,  und  tritt  daher,  durch  den  eben  angefahrten  Titel  irre 
gemacht,  nicht  ohne  Voreingenommenheit  an  die  Besprechung 
dieser  Schrift.  Es  sei  ihm  daher  gestattet,  das  Referat  möglichst 
an  die  wortgetreue  Wiedergabe  einiger  Stellen  der  vorliegenden 
Abhandlung  anzuschliessen.  Die  Ausführungen  des  Verfassers 
beruhen  auf  seiner  Anschauung  vom  Wesen  des  Druckes  und 
der  Kraft,  welche  auf  Seite  195  zu  Tage  tritt: 

„Wo  es  gerade  passt  and  wo  der  Widerspruch  nicht  zu 
augenfällig  ist,  nimmt  man  doch  selten  Anstand,  Druck  und 
Kraft  als  ein  und  dasselbe  zu  behandeln,  während  .doch  in  jeder 
Mechanik  zu  Anfang  auseinander  gesetzt  wird,  dass  Druck  die 
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erste  Wirkung  einer  Kraft  sei,  also  nicht  die  Kraft  selbst". 
Der  Verfasser  scheint  den  Ausdruck  „Druck"  für  die  durch 
gewisse  Kräfte  hervorgerufene  Empfindung  aufbewahren  zu 
wollen,  wenigstens  lässt  darauf  der  Anfang  eines  Satzes  auf 
S.  199  schliessen,  welcher  lautet:  „Wenn  man,  Druck  und  Kraft 
als  gleichbedeutend  und  als  etwas  durch  einen  Sinn  wahrnehm- 
bares definirt  u.  s.  w.^  Ganz  richtig  hebt  dem  gegenüber  der 
Partner  des  Gespräches  hervor,  dass  wir  keine  Kraft  direct 
bemerken,  dass,  wenn  von  einer  Druckempfindung  die  Rede  ist, 
stets  die  Deformationen  gemeint  sind,  welche  durch  einen  Druck, 
d.  h.  durch  eine  Kraft  an  unserem  Körper  hervorgebracht  werden. 

Man  konnte  ja  annehmen,  Herr  Beck  wolle  nur  gegen  den 
Doppelgebrauch  des  Wortes  Druck,  zur  Bezeichnung  einer  Empfin- 
dung und  zur  Kennzeichnung  dessen  polemisiren,  was  man  in 
der  Hydrodynamik,  Elasticitätstheorie  und  anderen  Zweigen  der 
Mechanik  darunter  versteht.  Dem  ist  aber  nicht  so;  spricht  er 
doch  auf  Seite  200  unumwunden  aus : 

,,dass  er  (d.  h.  der  Druck)  niemals  als  eigentliche  Ursache 
der  Bewegung  gelten  kann  (und  das  ist  auch  nach  Herrn  Beck 
das  Wesen  der  Kraft),  weil  die  Molecularkräfte  selbst  immer 
erst  durch  eine  bewegende  Kraft  aus  dem  Gleichgewicht  gebracht 
werden  müssen,  ehe  sie  eine  solche  Wechselwirkung  erzeugen 
können.  Ich  betrachte  daher  die  Molecularkräfte  (Widerstände) 
und  den  aus  denselben  hervorgehenden  Druck  nicht  als  Ursachen 
einer  Bewegung,  sondern  nur  als  Bedingungen  der  Uebertragung 
der  Wirkung  einer  bewegenden  Kraft". 

Zur  Erläuterung  dieser  Ansichten  dient  dem  Verfasser  der 
folgende  Vergleich: 

„Wenn  Ihnen  ein  Stein  durch  eine  Fensterscheibe  fliegt,  so 
werden  Sie  nicht  als  genügende  Antwort  gelten  lassen,  wenn 
man  Ihnen  sagt,  die  lebendige  Kraft  des  Steines  habe  Ihre  Scheibe 
zertrümmert,  vielmehr  werden  Sie  diese  Ursache  wo  anders 
suchen''.  OiOfenbar  ist  hier  die  mechanische  Seite  der  Frage  mit 
der  juristischen  nach  etwaiger  Entschädigung  verwechselt 

Man  meine  nicht,  dass  wir  etwa  ein  unglücklich  ge- 
wähltes Beispiel  herausgegriffen  hätten.    Immer  von  neuem,  wenn 
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es  sich  um  Bewegungen  handelt,  die  durch  Druckkräfte  ver- 
anlasst werden,  sucht  Herr  Beck  nach  einem  tieferen  Grunde, 
nach  der  eigentlichen  Ursache  der  Bewegung.  Sein  Partner  h&lt 
ihm  entgegen,  dass  die  Bewegung,  welche  die  gespannte  Sehne 
dem  Pfeile  mitteilt,  doch  offenbar  in  den  Molecularkräften  ihren 
Grund  habe.    Darauf  erwidert  Herr  Beck  (S.  208): 

„der  Schütze  ist  es,  der  den  Pfeil  vermöge  seiner  Muskel- 
kraft abschiesst  und  nicht  der  Bogen,  dessen  sich  jener  nur 
bedient,  und  dessen  Elasticität  nur  eine  Bedingung  fQr  die  Um- 
wandlung und  Uebertragung  der  Arbeit  des  Schützen  ist^.  Aber 
ist  nicht  das,  was  hiisr  Muskelkraft  genannt  wird,  auch  wieder 
eine  Summe  von  Molecularkräften?  Warum  forscht  Herr  Beck 
nicht  gleich  weiter,  welches  ist  die  Ursache  der  Kraft  des 
Schützen  u.  s.  f.? 

Bei  der  Kanone  soll  die  Sache  ganz  anders  liegen,  „weil 
da  keine  mechanische  Arbeit  notwendig  ist,  dem  Palvergas 
seine  Spannung  zu  geben^.  Ist  diese  Spannung  nicht  auch  wieder 
der  Ausdruck,  von  gewissen  zwischen  den  Molecülen  des  Gases 
thätigen  Kräften?  Um  sich  vor  diesem  Einwand  zu  schützen, 
macht  Herr  Beck  fast  zum  Schluss  der  Abhandlung  die  Bemerkung: 

„Wenn  ich  sagte,  Molecularkräfte  könnten  nicht  als  Ursachen 
der  Bewegung  angesehen  werden,  so  war  dies  allerdings  ungenau, 
und  ich  meinte  damit  nur  solche  Molecularkräfte,  welche  die 
Form  eines  Körpers  bedingen,  welche  nur  zum  Vorschein  kommen, 
wenn  eine  äussere  Kraft  formändernd  auf  den  Körper  einwirkt 
(daher  latente  Kräfte),  und  welche  der  Formänderung  Wider- 
stand leisten''. 

Referent  glaubt  nicht,  dass  eine  solche  Unterscheidung  der 
Molecularkräfte  berechtigt  ist. 

Ob  den  Ausführungen  des  Herrn  Beck  gegenüber  die  War- 
nung vor  einer  „zu  philosophischen  Auffassung*',  welche  der 
Partner  des  Gespräches  ertönen  lässt,  am  Platze  ist,  überlasse 
ich  der  Beurteilung  des  Lesers.  F.  K. 

E.  NovARESE.     Di  una  analogia  fra  la  teorica  delle  ve- 
lücitk  e  la  teorica  delle  forze.    Torino  AUi  xxi.  900-Dii. 
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Der  Aufsatz  ist  durch  eine  Stelle  in  dem  Cours  de  M6ca- 
Bique  et  Maehroes  von  Bresse  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  812)  ver- 
anlasst, woselbst  auf  die  vollständige  Analogie  zwischen  den 
Sätzen  über  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  und  Eräftepaare 
einerseits  und  denen  über  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen 
eines  starren  Körpers  in  der  Kinematik  andererseits  hingewiesen 
ist.  Die  Stelle  schliesst  mit  den  Worten:  „Uebrigens  kann  man 
dem  Anscheine  nach  diese  Analogie  nicht  direct  durch  irgend 
welche  philosophische  Ueberlegung  erweisen,  durch  welche  die 
Aufstellung  der  einen  der  beiden  Theorien  überflüssig  würde, 
nachdem  man  die  andere  ergründet  hat.*'  Hr.  Novarese  zeigt, 
dass  die  gemeinsame  Quelle  beider  Theorien  in  der  Geometrie 
der  Streckensysteme  zu  finden  ist,  specieller  in  der  Aequivalenz 
der  Streckensysteme,  wie  das  in  Deutschland  u.  a.  in  dem  Lehr- 
bache von  Schell  dargelegt  ist,  aus  welchem  das  Motto  der  Ar- 
beit entlehnt  ist.  Während  die  beiden  ersten  Paragraphen  nur 
dem  bezeichneten  Zwecke  dienen,  enthält  der  dritte  und  letzte 
eine  mit  dem  Vorangehenden  eng  zusammenhängende  kinemati- 
sche Untersuchung.  Lp. 


Peschbck.     Der  KraftbegriflF  und  andere  in  der  Mechanik 

Übliche    Ausdrücke.     Oentrftlbl.  d.  Bauverw.  VI.  495-496. 

Für  Herrn  Pescheck  wird  der  Eraftbegriff  hinreichend  da- 
durch erklärt,  dass  eine  Kraft  sich  durch  Gewichte  messen  lasse. 
Babe  man  das  einmal  erkannt,  so  sei  jede  weitere  philosophische 
Erörterung  über  das  Wesen  der  Kraft  überflüssig;  denn  was  sich 
nicht  durch  Gewichte  messen  lasse,  das  sei  eben  keine  Kraft, 
wie  z.  B.  eine  Pferdekraft  oder  die  Energie  eines  Hammerschlages. 
Warum  sich  aber  diese  Dinge  nicht  durch  Gewichte  messen 
lassen,  das  erfahren  wir  nicht  Vielleicht  hätte  Herr  Pescheck 
das  Unzureichende  seiner  Erklärung  vom  Wesen  der  Kraft  beim 
Uebergang  zu  den  Bewegungsgleichungen  erkannt,  wenn  ihm 
nicht  das  „Grundgesetz  der  Dynamik^  zu  Gebote  stände  „Kraft 
gleich  Masse  mal  Beschleunigung*'.  Eine  Notwendigkeit,  dieses 
Gesetz  zu  erläutern,  scheint  für  Herrn  Pescheck  nicht  vorzuliegen. 
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Die  Behauptung,  Lagrange  habe  durch  seine  Auseinander- 
setzungen tlber  das  Wesen  der  Kräfte  die  Verbreitung  der  An- 
schauung aufgehalten,  dass  die  Kräfte  durch  Gewichte  wessbar 
seien,  richtet  sich  selber. 

An  diese  Ausführungen  ttber  die  Kraft  schliessen  sich  ähn- 
liche Auseinandersetzungen  über  die  Masse,  lebendige  Kraft  and 
das  Trägheitsmoment.  F.  K. 


M.   KoENKN.     Ueber  den  Ausdruck  ^Trägheitsmoment". 

Gentralbl.  d.  Baaverw.  VI.  517. 

Im  Gegensatz  zu  üerrn  Pescheck  wird  auseinandergesetzt, 
dass  der  Name  Trägheitsmoment  wohl  geeignet  sei,  eine  richtige 
Vorstellung  von  dem  Wesen  der  Sache  zu  erwecken,  welche  da- 
mit bezeichnet  werden  soll,  denn  man  könne  den  Namen  ansehen 
als  die  Abkürzung  der  Begriffserklärung  „das  widerstehende 
Moment  der  Trägheitskräfte  gegen  Umdrehungskräfte". 

F.  K. 

F.  A.  Müller.     Das  Problem  der  Continuität  in  Mathe- 
matik  und  Mechanik.     Marburg.  N.  G.  El  wert.  IV  +  123  S.  Ö«. 


L.  Lange.  Die  geschichtliche  Entwicklung  des  Be- 
wegungsbegriffes und  ihr  voraussichtliches  Endergeb- 
nis. Ein  Beitrag  zur  historischen  Kritik  der  mecha- 
nischen   Principien.     Leipzig.  W.  Eogelmann.  X  +  141  8.  ö«. 

Selbstanzeige    des    Verfassers    in    Wiedemann    Beibl.  XI. 
186-188.  Lp. 

C.  Neumann.  Ueber  eine  einfache  Methode  zur  Begrün- 
dung    des     Princips     der     virtuellen    Verrtickungen, 

Leipz.  Ber.  70-74,  Klein  Aon.  XXVI.  502-505. 

Sollen  n  der  Bedingung 

/"(^i?  yn  ^j»   ^j»  y%i  ^2»  •  •  •)  ^«j  y»i »»)  =  o 
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unterworfene  materielle  Punkte  (x^^  y^^  sa)  unter  dem  Einfluss 
irgend  welcher  Kräfte  (X^,  Fa,  ^ä)  im  Gleichgewicht  sein,  so 
werden  bekanntlich  die  Formeln  stattfinden: 

A*    —    ^A~5 5        'A  —   ^A  ""3 »       ^A  ^   ^/ 


Der  Verfasser  giebt  nun  ein  überaus  einfaches  Verfahren  an, 
mittels  dessen  man  zu  zeigen  im  Stande  ist,  dass  die  hier  auf- 
tretenden Factoren  X,,  A^,  .  . .,  An  sämtlich  einander  gleich  sind. 

N. 

Th.  Beck.     Historische  Notizen.     Ci?iling.  (2)  xxxii.  401-426, 

619-634. 

Diese  Notizen  beziehen  sich  auf  die  älteste  Periode  der  Me- 
chanik und  des  Maschinenbaues.  In  der  ersten  Abhandlung 
gelangen  Heron  der  Aeltere  von  Alexandria  und  dessen  Vor- 
gänger, namentlich  sein  Lehrer  Ktesibios,  zur  Besprechung.  Es 
werden  die  Nachrichten  wiedergegeben,  welche  uns  Vitruv  über 
letzteren  hinterlassen  hat.  Das  Folgende  ist  eine  Besprechung 
der  Ansichten  über  Feuer,  Wasser,  Luft  und  Erde,  welche  Heron 
in  seinem  Werke  „Pneumatica"  entwickelt,  sowie  derjenigen 
Apparate  und  Maschinen,  welche  in  demselben  Werke  beschrieben 
sind.  Die  zweite  Notiz  betrifft  den  schon  oben  erwähnten  Marcus 
Vitruvius  Pollio  oder  vielmehr  dessen  Werk  „De  architectura". 

F.  K. 

R.  Lehmann  -  FiLHÄs.      Bemerkung    über    Jacobi's  Vor- 
lesungen flber  Dynamik.    Astr.  Nachr.  cxiv.  13-14. 
Berichtigung  eines  Zeichenfehlers   auf  S.  188   der  Lottner'- 
schen   Ausgabe.      Aus   cosiy  =  cos(90°  — 0»    f^'g*   ebensowohl 
ij  =  90° — ^,  wie  auch  r^  =  £— 90°;  dies  letztere  ist  richtig. 

Lp. 

L.  Lange.  Der  Bewegiingsbegriff  während  der  Refor- 
mation der  Himmelskunde  von  Copernikus  bis  zu 
Newton  (1543-1687).     (Aus  Wundt's   Philos.  Studien 

III,    352-419.)       Diss.  Leipzig.  8^. 
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Kinematik. 
L.  BuRMESTER.      Lebrbuch    der    Kinematik.      I,,  I^. 

Leipzig.  A.  Felix. 

Die  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  Kinematik,  der  sich 
das  Interesse  der  Geometer  in  den  letzten  Jahrzehnten  in  er- 
höhtem Masse  zugewendet  hat,  haben  so  reiche  Ergebnisse  ge- 
liefert, dass  es  einem  Bedürfnis  entspricht,  die  wissenschaftliche 
Entwickelung  der  Bewegungslehre  mit  der  Praxis  der  Maschinen- 
technik in  engere  Verbindung  zu  bringen  und  so  ihre  praktische 
Verwendung:  in  helleres  Licht  zu  setzen.  Aus  diesem  Bedürfnis 
ist  das  vorliegende  Lehrbuch  erwachsen,  von  dem  der  erste 
Band  in  zwei  Lieferungen,  560  Seiten  umfassend,  vorliegt. 

Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  grundlegenden  Beziehungen 
der  Bewegung  eines  ebenen  starren  Systems.  Es  werden  darin 
die  elementaren  Begriffe,  welche  die  Bewegung  eines  Punktes 
und  einer  starren  Geraden  darbieten,  erörtert,  und  die  Entwicke- 
lung der  Kinematik  eines  ebenen  Systems  zunächst  soweit  geführt, 
dass  erkennbar  wird,  wie  jede  Bewegung  desselben  sich  auf  ein 
Rollen  der  Polcurve  auf  der  Polbahn  zurückführen  lässt.  Specielie 
Bewegungsformen  schliessen  sich  an,  und  ihre  Behandlung  zeigt 
die  Fruchtbarkeit  der  allgemeinen  Theorie  für  die  Erkenntnis 
der  besonderen  Bewegungen  starrer  Systeme.  Beigefügte  An- 
merkungen enthalten  die  Angabe  der  Schriften,  in  denen  die 
betreffenden  Probleme  zuerst  eine  Behandlung  erfahren  haben, 
so  wie  derer,  denen  wir  ein  tieferes  Eindringen  in  dieselben  und 
lichtvolle  Constructionen  einzelner  Elemente  verdanken.  Diese 
Literaturnachweisungen,  welche  sich  durch  das  ganze  Werk  fort- 
setzen, sind  eine  wertvolle  Beigabe.  Des  weiteren  werden  die 
gegenseitigen  Bewegungen  dreier  ebenen  Systeme  behandelt, 
Geschwindigkeiten  von  Systempunkten,  Tangenten  und  Normalen 
an  den  Bahncurven  construirt  und  ein  reiches  Material  für  die 
Erzeugung   von  Curven  und  Constructionen  wichtiger  Elemente 
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derselben  vermittelst  Geschwindigkeiten  gegeben.  Mit  der  Unter- 
suchung der  Beziehungen  der  ErQmmungsmittelpunkte  der  Gurveu 
im  bewegten  ebenen  System  und  der  erzeugten  Curven  im  festen 
System  scbliesst  der  erste  Abschnitt  ab.  Die  ganze  Behandlungs- 
art ist  rein  geometrisch  gehalten,  und  es  ist  für  dieselbe  charak- 
teristisch, dass  viele  Ergebnisse  der  neueren  Forschung  sich 
systematisch  in  den  Entwickelungsgang  einfügen. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  der  eingehenden  Untersuchung  der 
cyklischen  Curven  gewidmet,  und  an  ihn  schliesst  sich  die  Be- 
handlung der  verschiedenen  Formen  der  Verzahnung  der  Stirn- 
räder, sowie  die  der  Kapselräderwerke  und  der  damit  in  Ver- 
bindung stehenden  Motoren,  welche  in  der  Praxis  mannigfache 
Verwendung  finden.  Es  folgt  die  Lehre  von  der  Stützung  und 
zwangläufigen  Bewegung  der  Gebilde  in  der  Ebene,  die  Betrach- 
tung der  Bewegungsvorgänge  und  Geschwindigkeitsverhältnisse 
der  einfachen  ebenen  Maschinen  und  endlich  die  eingehende 
Behandlung  der  zusammengesetzten  ebenen  Mechanismen.  Auf 
den  reichen  Stoff  dieser  letzten  Abschnitte,  die  wesentlich  der 
Technik  angehören,  näher  einzugehen,  liegt  ausserhalb  der  Auf- 
gabe dieser  Zeitschrift;  es  mag  genügen,  darauf  hinzuweisen, 
dass  tlber  alle  die  Bewegungsvorgänge,  welche  die  verschiedenen 
Formen  der  Mechanismen  darbieten,  sowie  über  alle  die  Construc- 
tionen,  welche  durch  praktische  Anforderungen  bedingt  sind,  die 
in  dem  Werke  entwickelte  Wissenschaft  der  Kinematik  klares 
Licht  verbreitet.  Sehn. 


J.  Tannery.     Deux  le9on8  de  Cinömatique.     Ann.  de  i'fic. 

Norm.  (3)  III.   43-80,  aach  sep.  Paris.  Gaathier-Villars. 

In  der  ersten  Vorlesung  wird  die  Theorie  der  Strecken  und 
ihrer  Momente  in  Bezug  auf  einen  Punkt  und  auf  eine  Gerade 
streng  systematisch  entwickelt  und  im  Anschluss  daran  der 
Begriff  der  geometrischen  Derivirten  einer  Strecke  festgestellt. 
Nach  Einführung  dieses  Begriffs  ist  die  Geschwindigkeit  eines 
beweglichen  Punktes  die  nach  der  Zeit  genommene  geometrische 
Derivirte  der  Strecke,  welche  von  irgend  einem  festen  Punkt  zu 
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dem  beweglichen  führt;  die  Beachleunigang  aber  ist  die  geome- 
trische Derivirte  der  Geschwindigkeit  Im  zweiten  Teile  wird 
die  Darstellung  der  Beschleunigung  eines  Punktes  eines  starren 
Systems  gegeben,  welches  entweder  mit  einer  seiner  Ebenen  auf 
einer  festen  Ebene  gleitet  oder  um  einen  festen  Punkt  drehbar 
ist,  und  diese  analytisch  wie  rein  geometrisch  entwickelten  Aus- 
drucksformen für  die  Beschleunigung  eines  Systempunktes,  welehe 
für  beide  Arten  der  Bewegung  manche  Analogien  darbieten, 
werden  benutzt,  um  die  Krümmung  der  Trajectorien  der  System- 
punkte zu  beurteilen  und  die  darauf  sich  beziehenden  geome- 
trischen Elemente  constructiv  zu  bestimmen..  Sehn. 


Ph.  Gilbert.      Sur   raccöl^ration   angulaire.      C.  R.   cm. 

1248-1250. 

Ein  starrer  Körper  sei  um  einen  festen  Punkt  Ö  beweglich, 
w  sei  seine  Winkelgeschwindigkeit,  OJ  =  ta  die  augenblickliche 
DrehuDgsaxe  und  p,  g,  r  seien  die  Gomponenten  derselben  gegen 
ein  rechtwinkliges  Axensystem  Ox^  Oy^  Oz,  Dieses  Axensystem 
wird  gleichfalls  um  den  Punkt  0  beweglich  gedacht,  und  seine 
augenblickliche  Drehungsaxe  OS  =  0  hat  zu  Gomponenten  a,  /?,  ^. 
Sind  nun  A^,  ly,  l,  die  Gomponenten  der  Winkelbeschleunigung 
X  des  starren  Körpers,  so  lässt  sich  k  als  die  Geschwindigkeit 
des  Pols  J  auffassen,  und  dadurch  gewinnt  man  unmittelbar  die 
Gleichungen : 

+  yp  —  är, 

,_       ^^    +«?-/?/>. 

Ist  das  Axensystem  Ox^t»  iu  Ruhe,  so  ist  a  =  /?  =  )^  =  0,  und 
ist  es  starr  mit  dem  Körper  verknüpft,  so  ist  a=p,  /?  =  ^,  y  =  r. 
In  beiden  Fällen  erhält  man  die  bekannten  Formen 

3    _   rfp        .   _    dq        ,    _    dr 
^'"""dT'     ^"^"dT'     ^^"""dT* 
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Nach  demselben  Princip  werden   die  Darstellungen  für  die 
Winkelbeschleunigungen  höherer  Ordnung  gegeben.        Sehn. 


A.  Schönflies.     Beweis  eines  Satzes   über  Beweguiigs- 

gruppen.      Gott.  Nachr.  497-503. 

Eine  Gruppe  von  Bewegungen  heisst  eine  endliche  öder 
unendliche  Reihe  von  Ortsveränderungen  eines  starren  Körpers, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1)  zu  jeder  derselben  soll  auch  die  entgegengesetzte  in  der 
Reihe  vorhanden  sein; 

2)  jede  Bewegung,  welche  durch  Zusammensetzung  zweier 
von  ihnen  entsteht,  soll  ebenfalls  der  Reihe  angehören. 

Unter  den  Bewegungs^gruppen  richtet  sich  das  Interesse  auf 
diejenigen,  bei  welchen  aus  den  Bewegungen,  welche  die  Gruppe 
erzeugen,  nicht  beliebig  kleine  Ortsveränderungen  abgeleitet 
werden  können.  Von  ihnen  gilt  der  Satz :  Von  einem  speciellen 
Fall  abgesehen,  können  solche  Gruppen  nur  dann  existiren,  wenn 
bei  jeder  zur  Gruppe  gehörenden  Bewegung  der  bezügliche  Dre- 
hungswinkel in  einem  rationalen  Verhältnis  zu  2n  steht.  Von 
diesem  Satz  wird  eine  elementare  Herleitung  aus  dem  Begriff 
der  Bewegungsgruppe  gegeben.  Sehn. 


A.  ScHöNFLiBS.     Geometrie  der  Bewegung  in   syntheti- 
scher  Darstellung.     Leipaig.  Tenbner.  VI  +  336  S.  gr.  8«. 


Walker.     On  a  theorem  in  Kinematics.    Lond.  m.  s.  Proc. 

XVII.  123-226.  * 

Wenn  ein  Körper  zwei  auf  einander  folgende  Drehungen 
20  und  2(Z>'  um  die  Axen  OÄ  und  OB^  welche  von  einem  Punkt 
auslaufen,  erleidet,  so  können  diese  ersetzt  werden  durch  eine 
Drehung  2(p  um  eine  Axe  OC.  Werden  i,  JJ,  C  als  Punkte  einer 
Kugel  aufgefasst,  so  bilden  diese  drei  Punkte  ein  sphärisches 
Dreieck,   in   welchem  die  Winkel  BAC  und  ABC  bezüglich   0 

Foruchr.  d.  Matb.  XVUI.  3.  Ö2 
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und  <Z>'  sind,  g>  aber  das  Supplement  dea  dritten  Winkels  ACB 
vorstellt.  Dieser  Ton  Hamilton  mit  Hülfe  der  Quaternionen 
bewiesene  Satz  wird  hier  auf  rein  geometrischem  Wege  ge- 
wonnen, und  zwar  schliesst  sich  der  Beweis  an  folgendes  Theo- 
rem an:  Wenn  ein  Körper  zwei  aufeinander  folgende  Drehungen 
um  zwei  Axen  erleidet,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
so  beschreibt  jede  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  Teile  Ton 
zwei  Kegelflächen.  Diese  Kegelflächen  schneiden  sich  zum  zwei- 
ten Mal  in  einer  Geraden,  und  diese  Gerade  gehört  auch  der 
Kegelfläehe  an,  die  durch  die  einfache  gleichwertige  Drehung 
erzeugt  wird.  Sehn. 


Ed.  Dewülp.      Memoire  sur  une  transformation  göom^- 
trique  g^n^rale,  dont  un  cas  particulier  est  applicable 

k  la   cinömatique.      Ann.  de  l*£c.  Norm.  (3)  III.  405-431. 

Zwei  Ebenen  P  und  P'  mögen  auf  einander  liegend  gedacht 
werden,  und  0  sei  ein  beiden  Ebenen  gemeinsamer  Punkt.  Ein 
Punkt  M  der  Ebene  P  entspricht  einem  Punkt  M'  der  Ebene  P', 
wenn  beide  auf  einer  Geraden,  welche  durch  0  f&hrt,  gelegen 
und  auf  dieser  entsprechende  Elemente  zweier  projectivischen 
Punktreihen  sind,  für  welche  die  beiden  Doppelpunkte  in  0  zu- 
sammenfallen. Die  Correspondenz  der  Punkte  ist  vollkommen 
bestimmt,  sobald  auf  jeder  Geraden  durch  0  noch  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  angegeben  wird.  Um  dieses  Paar  zu  fixiren, 
denkt  der  Verfasser  sich  eine  Curve  <p'  vom  «••"  Grade  in  der 
Ebene  P',  welche  in  0  einen  (w—1)- fachen  Punkt  hat,  und  lässt 
jedem  Punkt  n\  in  welchem  eine  Gerade  durch  0  diese  Curve 
noch  schneidet,  den  Punkt  in  P  entsprechen,  \7elcher  auf  der 
Geraden  im  Unendlichen  gelegen  ist.  Es  entsprechen  also  den 
Punkten  von  q)n  in  P'  die  Punkte  auf  der  unendlich  entfernten 
Geraden  in  P.  Die  in  dieser  Weise  gekennzeichnete  Verwandt- 
schaft von  P  und  P'  wird  nunmehr  analysirt.  Es  ergiebt  sich: 
Jeder  Geraden  /  der  Ebene  P  entspricht  in  der  Ebene  P*  eine 
Curve  Fn  vom  Grade  it,  welche  in  0  einen  (n—l)- fachen  Punkt 
hat,  und  zwar  osculirt  jeder  Zweig   von  Fn  in  0    einen  Zweig 
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von  q>n.  Von  der  Curve  Fi  sind  unabhängig  von  der  beson- 
deren Lage  der  Geraden  /  1)  der  (n— l)-fache  Punkt  0"-*  und 
2)  2(fi--l)  einfache  Punkte,  welche  zu  je  zwei  auf  den  (w— I) 
Zweigen  von  (pl  unendlich  nahe  an  0   liegen;,  es  hat  also  F'n 

^j       —  ^  feste  Grundpunkte.     Bestimmt   man   demnach   zu 

zwei  Punkten  von  /  die  entsprechenden  in  der  Ebene  P',  so  ist 
Fn  vollkommen  bestimmt.  Der  unendlich  entfernten  Geraden  in 
P'  entspricht  in  der  Ebene  P  eine  Curve  qon,  welche  mit  yi  in 
Bezug  auf  0  symmetrisch  gelegen  ist.  Zieht  man  von  0  aus 
Parallele  zu  den  n  Asymptoten  von  q^'n^  so  bilden  diese  n  Geraden 
den  Ort  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte.  Denkt  man  die 
Ebene  P  und  P'  horizontal  und  nimmt  auf  der  Verticalen  durch 
0  einen  Punkt  2  an,  so  giebt  folgendes  Theorem  die  Construc- 
tion  entsprechender  Punkte:  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  M\ 
welche  den  Punkten  M  der  Curve  Fm  entsprechen,  ist  die  hori- 
zontale Projection  des  Schnitts  zweier  Kegel;  der  eine  der  Kegel 
hat  2  zur  Spitze  und  qi  zur  Leitcurve,  der  andere  hat  0  zur 
Spitze  und  zur  Leitcurve  die  Projection  der  Curve  Fm  auf  eine 
horizontale  Ebene,  welche  durch  2  gelegt  ist. 

Ist  11  =  2  und  tp'^  ein  Kreis,  so  entsteht  eine  besondere 
Form  der  Verwandtschaft,  welche  für  Fragen  der  Kinematik  be- 
sondere Bedeutung  gewinnt  Bewegt  sich  nämlich  eine  Ebene  P 
in  sich  selbst,  so  beschreibt  jeder  Punkt  M  derselben  eine  Tra- 
jectorie;  ihr  KrQmmungsmittelpunkt  M'  steht  mit  M  in  der  oben 
gekennzeichneten  Verwandtschaft.  Denn  je  zwei  entsprechende 
Punkte  liegen  mit  dem  augenblicklichen  Drehungscentrum  0  in 
einer  Geraden  und  bestimmen  auf  dieser  projectivische  Punkt- 
reihen, für  welche  die  beiden  Doppelpunkte  in  0  zusammenfallen; 
den  Punkten  der  unendlich  entfernten  Geraden  entspricht  aber 
ein  Kreis  rf\.  Der  symmetrisch  in  Bezug  auf  0  liegende  Kreis 
ist  alsdann  der  Wendekreis  g>„  und  den  Ort  der  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  bilden  die  beiden  imaginären  Geraden, 
welche  vom  augenblicklichen  Drehpunkt  nach  den  beiden  Kreis- 
punkten im  Unendlichen  laufen.  Vergleicht  man  die  Krünimungs 
radien  der  Trajectorien,  welche  die  Punkte  einer  durch  0  führeu- 
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den  Geraden  besehreiben,  so  findet  man  zwei  Maxima  und  zwei 
Minima;  die  Maxima  entsprechen  dem  Punkte  M  im  Unendlichen 
und   dem    Punkte   auf  dem  Wendekreise  9^,,   die   Minima    ent- 
sprechen dem  Drehungscentrum  0  und  dem  Punkte  M  auf  einem 
Kreise,  welcher  den  Durchmesser  des  Wendekreises  zum  Radius 
und    den   dem    Punkte  0   diametral    gegenüberliegenden   Punkt 
desselben    zum    Mittelpunkt  hat.      Dieser  Kreis   ist   unter   dem 
Namen    Rollkreis   (cercle  de  roulement)   bekannt.     Die   Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  P  beschreiben  Trajectorien, 
für  welche  die  KrUmmungsmittelpunkte  auf  einem  Kegelschnitt 
gelegen  sind.     Dieser  osculirt  den  Kreis  q>\  im  Drehungscentrum 
0.     Diesen  Kegelschnitt  nennt  der  Verfasser  den  Kegelschnitt 
von  Rival,  der  1853  seine  Beziehung  zu  einer  Geraden  der  be- 
weglichen Ebene  zuerst  erkannt  hat.     Der  Verfasser  giebt  ent- 
sprechend den  allgemeinen  Betrachtungen  für  ihn  die  Gonstruction. 
Die   Beziehungen   der   Geraden   der   Ebene  P  zu  ihren  Kegel- 
schnitten von  Rival  bilden  den  Gegenstand  der  weiteren  Unter- 
suchung.   Einem  System  paralleler  Geraden  entspricht  ein  System 
von  derartigen  Kegelschnitten,  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel,  und  ihre  Axen  sind  alle  den  Asymptoten 
dieser  Hyperbel  parallel.    Mit  der  Richtung  der  Geraden  ändert 
sich  die  Lage  der  gleichseitigen  Hyperbel,  Gesetze  daftlr  werden 
aufgestellt,  und  Beziehungen  zwischen  den  Geraden  der  Ebene 
und  ihren  Polen  in  Bezug  auf  die  zugehörigen  Rivarschen  Kegel- 
schnitte entwickelt.  Sehn. 


J.  B.  PoMEY.  Enveloppes  des*  cötös  d'un  carr4  inva- 
riable dont  deux  sommets  d^crivent  deux  droites 
rectangnlaires.     Noav.  Ann.  (3)  V.  520-530. 

Das  Quadrat  ABCD  gleite  mit  dem  Punkte  A  in  der  :p-Ax6, 
mit  dem  Punkt  B  in  der  darauf  senkrechten  y-Axe.  Errichtet 
man  in  A  und  B  Lote  zu  den  Axen,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  £ 
der  augenblickliche  Drehpunkt  für  das  Quadrat,  die  Fusspunkte 
der  Lote  von  E  aus  auf  die  Seiten  des  Quadrats  sind  also  die 
Punkte,  in  denen  die  Quadratseiten  ihre  Enyeloppen  berQhren. 
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Von  diesen  Gesichtspunkten  ausgehend  entwickelt  der  Verfasser 
die  Gleichungen  der  Bnyeloppen  der  Quadratseiten  und  studirt 
ibre  Formen,  auch  eine  Bestimmung  der  von  den  Enveloppen 
begrenzten  Flächen  wird  hinzugefügt  Sehn. 


R.  GoDBFROY.  CoDstruction  des  tangentes  aux  courbes 
planes  et  d^termination  du  point  oh  une  droite  mobile 
touche  son  enveloppe.     c.  R.  cii.  604-606. 

Ein  veränderliches  Segment  einer  Geraden  bewege  sich  in 
der  Ebene  so,  dass  seine  Endpunkte  A  und  B  zwei  feste  Curven 
beschreiben.  Zieht  man  von  einem  Punkt  aus  Richtstrahlen, 
welche  in  Grösse  und  Richtung  mit  dem  veränderlichen  Segment 
übereinstimmen,  so  bestimmen  die  Endpunkte  eine  Curve  /{,  und 
diese  kann  zur  Kennzeichnung  der  Bewegung  benutzt  werden. 
Jeder  Lage  der  Geraden  entspricht  ein  Richtstrahl  und  eine 
Tangente  von  R  in  seinem  Endpunkte.  Parallel  derselben  führt 
durch  den  Punkt  0,  in  welchem  sich  die  Tangenten  in  A  und  B 
schneiden,  eine  Gerade;  diese  schneidet  die  bewegliche  Gerade 
in  einem  Punkt,  der  dieselbe  Entfernung  von  dem  Mittelpunkt 
des  Segments  hat,  wie  der  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  ihre 
Enveloppe  berührt.  Diese  Beziehung  erweist  sich  nach  manchen 
Richtungen  fruchtbar  fttr  die  Construction  von  Tangenten  an 
ebene  Curven  und  für  die  Bestimmung  des  Punktes,  in  welchem 
eine  bewegliche  Gerade  ihre  Umhüllungscurve  berührt.  So  wird 
unter  anderem  auf  die  Lösung  des  folgenden  Problems  hinge- 
wiesen: Es  ist  der  Punkt  der  Enveloppe  einer  beweglichen 
Geraden  zu  finden,  welche  durch  drei  Curven  in  proportionale 
Abschnitte  geteilt  wird.  Folgendes  Theorem  giebt  die  Lösung: 
Jeder  Abschnitt  der  beweglichen  Geraden,  welcher  zwischen 
zwei  Curven  enthalten  ist,  wird  durch  den  Berührungspunkt  der 
Enveloppe  nach  demselben  Verhältnis  geteilt,  in  welchem  das 
Segment  der  Tangente  an  der  dritten  Curve  durch  ihren  eigenen 
Berührungspunkt  geteilt  wird.  Sehn. 
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F.  Roth.      Ueber    die  Bahn   eines    freien  Teilchens    auf 
einer  sich  gleichmässig  drehenden  Scheibe.     BxoerRep. 

XXII.  354-ä66. 

Die  behandelte  Aufgabe  lautet:  „Eine  Ebene  drehe  sich  mit 
gleichmässiger  Geschwindigkeit  um  eine  zu  ihr  senkrechte, 
ruhende  Axe,  während  ein  freies  Teilchen,  durch  einen  ein- 
maligen Anstoss  fortgetrieben,  ohne  Widerstand  nur  seiner  Träg- 
heit folgend  über  sie  hingleitet.  Welche  Bahn  beschreibt  es 
in  Beziehung  zu  der  Ebene?"  Der  Verfasser  hat  dieses  Problem 
schon  mehrfach  behandelt  (cf.  F.  d.  M.  XV.  I88.{.  817).  In  dem 
vorliegenden  Aufsatz  beschreibt  er  hauptsächlich  einen  Mecha- 
nismus, mit  dessen  Hülfe  die  Curve  bequem  gezeichnet  werden 
kann,  und  bespricht  die  verschiedenen  Gestalten  der  Trajectorien, 
einer  Art  verallgemeinerter  Kreisevolventen,  wie  dieselben  durch 
die  Constanten  der  Aufgabe  bedingt  sind.  Lp. 


Kr.  BiRKKLAND.      Antallet  af  fri    Bevogelser  i  et   leidet 

Stang.sy stein.      Zeuthen  Tidsskr.  (5)  IV.  174-176. 

Bezeichnet  man  für  ein  Stangensystem  die  Anzahl  der 
Winkelpunkte  durch  h,  die  Anzahl  der  geschlossenen  Polygone 
durch  p,  und  wird  eine  der  Stangen  festgehalten,  so  kann  das 
System  A  — p  — 2  von  einander  unabhängige  freie  Bewegungen 
gestatten.  Es  ist  dies  die  Verallgemeinerung  einer  von  Syl- 
vester gefundenen  Formel.  6m. 


A.  Mannheim.     Theorie  gdomötrique   de   l'hyperboloide 

artieulö.      C.  R.  CIL  253-Sf56. 

A.  Mannheim.  Sur  le  th^orfeme  d'Ivory  et  sur  quelques 
th^or^mes  relatifs  aux  surfaces  homofocales  du  second 
ordre,     o.  R.  cil.  310-313. 

A.  Mannheim.    Sur  la  polhodie  et  l'herpolhodie.   c.  R.  cii. 

353-356. 

Ein  gerades  Prisma  mit  rechteckiger  Basis  habe  zu  Diago- 
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Daten  in  den  Seitenflächen  die  Längen  Pj  Q,  ß,  5,  welche  ein 
windschiefes  Vierseit  bilden.  Ein  einschaliges  Hyperboloid,  wel- 
ches zum  Mittelpunkt  den  Mittelpunkt  des  Prismas,  zu  Scheiteln 
die  Mittelpunkte  der  vier  Seitenflächen  und  zur  dritten  Axe  die 
Höhe  des  Prismas  bat,  enthält  jenes  windschiefe  aus  Py  Qy  /2,  S 
gebildete  Vierseit,  und  umgekehrt  bestimmt  dieses  jenes.  Das 
gerade  Prisma  lässt  sich  in  andere  gerade  Prismen  mit  recht- 
eckiger Basis  umgestalten,  so  dass  die  Diagonalen  P,  Q,  R,  S 
ihre  Längen  bewahren,  und  bei  dieser  Umgestaltung  wandelt 
das  dem  Prisma  zugeordnete  Hyperboloid  (ff)  seine  Form.  Denkt 
man  die  Strecken  P,  Q,  R^  S  in  ihren  Endpunkten  durch  beweg- 
liche Glieder  verknOpft,  so  lässt  sich  in  obigem  Sinne  die  Um- 
formung mechanisch  ausführen.  Die  Erzeugenden  G  des  Hyper- 
boloids (ff)  gehen  in  Erzeugende  der  Hyperboloide  über,  welche 
aus  der  Umformung  hervorgehen,  und  alle  diese  Hyperboloide 
sind  homofocal.  Die  Punkte  von  ff  beschreiben  dabei  Trajec- 
torien,  welche  normal  gegen  jene  Hyperboloide  verlaufen.  Diese 
Ergebnisse,  welche  Herr  Greenhill  (1878)  über  das  Hyperboloid 
(H)  veröffentlicht  hat,  werden  hier  durch  einfache  kinematische 
Betrachtungen  gewonnen,  und  im  Anschluss  an  diese  gelangt 
Herr  Mannheim  noch  zu  dem  Resultat,  welches  bemerkt  werden 
mag:  Wenn  man  eine  Gerade  G  so  verschiebt,  dass  drei  ihrer 
Punkte  a,  /?,  y  auf  drei  in  o  senkrecht  auf  einander  stehenden 
Ebenen  bleiben  und  die  Ebene,  welche  durch  o  senkrecht  zu  G 
läuft  und  mit  dieser  fest  verknüpft  gedacht  wird,  bei  der  Ver- 
schiebung stets  durch  o  geht,  so  vollzieht  sich  die  Yerrückung 
von  G  gerade  so  wie  bei  dem  durch  bewegliche  Glieder  gebil- 
deten Hyperboloid  (ff). 

Geht  ein  Punkt  n  bei  der  Deformation  von  (ff)  in  den 
Punkt  n^  von  (ff,)  über,  so  sind  n  und  n^  correspondirende 
Punkte  der  beiden  homofocalen  Hyperboloide.  Sind  /  und  /^ 
ein  anderes  Paar  correspondirender  Punkte,  so  folgert  Herr 
Mannheim,  dass  das  Segment /n,  gleich  dem  Segment /,n  ist,  und 
gewinnt  damit  das  Theorem  von  Ivory.  Zugleich  erfolgt  der 
Nachweis,  dass,  wenn  auf  den  beiden  homofocalen  Hyperboloiden 
(ff)  und  (ffj)  zwei  Punkte  angenommen  werden,  die  Summe  der 
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Quadrate  ihrer  Abstände  vom  Mittelpankt  o  mit  der  Samme  der 
Quadrate  der  Abstände  der  correspoodirenden  Punkte  flberein- 
stimmt.  Es  werden  also  hier  diese  Relationen,  unabhängig  von 
analytischen  Formeln,  auf  rein  geometrischem  Wege  gewonnen. 
E^  sei  m  ein  Punkt  des  Hyperboloids  (ff),  und  die  durch 
ihn  bestimmten  Erzeugenden  seien  G  und  L.  Jede  dieser  Ge- 
raden bewegt  sich  bei  der  Deformation  von  (ff)  so,  dass  drei 
ihrer  Punkte  in  den  Hauptebenen  verbleiben.  Wenn  aber  eine 
Gerade  derart  geleitet  wird,  so  bleibt  m  auf  einem  Ellipsoid, 
welches  concentrisch  und  coaxial  mit  (ff)  ist.  Es  muss  also  die 
Trajectorie  (m)  zwei  concentrischen  coaxialen  Ellipsoiden  ange* 
hören,  von  denen  das  eine  durch  6,  das  andere  durch  L  bedingt 
ist.  Durch  die  Trajectorie  (m)  geht  also  eine  Schar  von  solchen 
Ellipsoiden.  Wählt  man  unter  diesen  das  Ellipsoid  (E)  aus, 
welches  die  in  m  senkrecht  zu  G  gerichtete  Ebene  (n)  berQhrt, 
und  denkt  sich  diese  Ebene  (n)  starr  mit  G  verbunden  an  der  Be- 
wegung teilnehmend,  die  G  bei  der  Deformation  von  (ff)  erleidet, 
so  bleibt  diese  Ebene  Tangentialebene  von  (£).  Aus  der  obigen 
Gharakterisirung  der  Bewegung  von  G  aber  folgt,  dass  jene 
Ebene  (ti)  stets  eine  mit  o  concentrische  Kugel  umhflilt,  also 
ist  die  Trajectorie  (m)  als  eine  Polodie  aufzufassen.  Wird  (n) 
fest  gedacht  und  lässt  man  auf  dieser  Ebene  das  Ellipsoid  (£) 
sich  rollend  bewegen,  während  sein  Centrum  fest  bleibt,  so  be- 
schreibt der  Bertihrungspnnkt  von  (£)  und  (n)  die  Herpolodie 
(a);  ihre  Erzeugung  aus  anderen  Gesichtspunkten  bildet  den 
Schluss  der  Betrachtung.  Sehn. 


J.  Tbsar.     Die  Contourevolute  axialer  Schraubenflächen. 

Wien.  Ber.  XOIV.  18M96. 

Durch  die  Axe  einer  windschiefen  Schraubenfläche  wird 
eine  Ebene  gelegt,  und  auf  diese  die  Schraubenfiäche  orthogonal 
projicirt.  Die  constructive  Bestimmung  der  Evolute  der  Contour- 
curve  der  Schraubenfläche  bildet  den  Gegenstand  vorliegender 
Arbeit.  Die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  wird  durch  kine- 
matische Betrachtungen  gewonnen.     Im  Zusammenbange  damit 
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wird  die  KrOmiDang  der  betreffeuden  Car?e  beurteilt  und  ihre 
analytisehe  Darstellang  gegeben.  Sehn*. 


F.  SiACCi.      Sulla  rotazione  di   nn   corpo  intorno  a  un 

puntO.     Torino  Atti  XXI.  261-265. 

D.  Padbllbtti.       Solle    superficie     che    rotolano     uno 
sall'altra  nel  moto  di  rotazione    di  un  corpo  intorno 

a   nn   puntO.      Nap.  Beod.  XXY.  242-244. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  von  welchem  ein  Punkt  fest 
ist,  kann  dadurch  beschrieben  werden,  dass  man  eine  erste  mit 
dem  Körper  fest  verbundene  Oberfläche  und  eine  zweite  im 
Räume  feste  Oberfläche  angiebt,  welche  beide  Flächen  während 
der  Drehung  des  Körpers  sich  stets  in  einem  Punkte  berühren, 
so  dass  also  die  erste  Fläche  sich  auf  der  zweiten  wälzt  Ausser 
den  beiden  Kegelfiächen,  welche  die  momentane  Botationsaxe 
im  Körper  und  im  Räume  beschreibt,  hat  Poinsot  entdeckt,  dass 
das  Trägheitsellipsoid  auf  einer  festen,  zur  invariablen  Ebene 
parallelen  Ebene  rollt  Hr.  Siacci  bat  1.881  in  dem  Bande  „Col- 
lectanea  Mathematica  in  memoriam  D.  Ghelini**  die  Abhandlung 
veröffentlicht:  LMperboloide  centrale  nella  rotazione  dei  corpi, 
in  welcher  er  zeigte,  dass  ein  Hyperboloid  sich  auf  einem  Um- 
drehungscylinder  wälzt  Später  hat  Hr.  Gebbia  in  Rom.  Acc.  L. 
Mem.  (4)  I.  324  in  der  Arbeit  „Su  due  proprietä  della  rotazione 
dei  corpi"  bewiesen,  dass  jede  zum  Trägheitsellipsoide  homo- 
cyklische  Fläche  zweiter  Ordnung  sich  auf  einer  festen  Umdre- 
hungsfiäcbe  zweiter  Ordnung  wälzt,  welche  ihren  Mittelpunkt  im 
festen  Punkte  hat  und  zur  Axe  die  des  resultirenden  Kräfte- 
paares der  Bewegungsgrösse  besitzt 

In  der  ersten  der  hier  zu  besprechenden  Arbeiten  giebt  Hr. 
Siacci  zwei  Sätze,  durch  welche  man  zwei  neue  zu  einander 
gehörige  Flächen  aus  zwei  schon  bekannten  finden  kann.  Ein 
starrer  Körper  drehe  sich  also  irgendwie  um  einen  festen  Punkt, 
und  eine  mit  ihm  fest  verbundene  Oberfläche  werde  mit  einer 
anderen  fest  gegebenen  in  Berührung  gehalten.     1)  Transformirt 
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man  die  beiden  Oberflächen,  indem  man  jeden  Radiusvector 
durch  eine  Fqnction  desselben  ersetzt  (welche  jedoch  nicht  gleiche 
Längen  ftlr  ungleiche  Werte  der  Variabein  gebe,  auch  nicht  un- 
gleiche Längen  für  gleiche  Werte  der  Variabein),  so  bleibt  die 
neue  bewegliche  Fläche  beständig  mit  der  neuen  festen  Fläche 
in  Berührung,  und  wenn  zwischen  den  ersten  Flächen  kein 
Gleiten  stattfand,  so  tritt  es  auch  nicht  zwischen  den  letzten  ein. 
2)  Transformirt  man  die  beiden  Oberflächen,  indem  man  jedes 
vom  festen  Punkte  auf  eine  beliebige  Berührungsebene  gefällte 
Lot  durch  einen  Radiusvector  ersetzt,  dessen  Länge  dem  Lote 
umgekehrt  proportional  ist,  so  bleibt  die  neue  bewegliche  Fläche 
beständig  mit  der  neuen  festen  in  Berührung,  und  wenn  zwischen 
den  ersten  Flächen  kein  Rollen  oder  Gleiten  stattfand,  so  besteht 
zwischen  den  letzteren  kein  Gleiten  oder  Bollen.  Nach  kurzer 
Erläuterung  des  zweiten  Satzes  macht  der  Verfasser  von  beiden 
Anwendung  auf  die  Transformation  des  Poinsot*8chen  Central- 
ellipsoids  und  der  zugehörigen  festen  Ebene;  dadurch  gelangt  er 
unter  anderem  zu  den  Sätzen,  welche  von  Glebsch  (Journ.  f. 
Math.  LVIL  75)  und  von  Hrn.  Gebbia  1.  c.  aufgestellt  sind. 

Hr.  Padelletti  entwickelt  durch  sehr  einfache  geometrische 
Ueberlegungen  folgende  Sätze:  „Wenn  eine  mit  dem  bewegten 
Systeme  starr  verbundene  Fläche  F  gegeben  ist,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  feste  Oberflächen,  auf  denen  F  rollt  Alle  diese 
Oberflächen  gehen  durch  eine  und  dieselbe  Curve  und  sind  längs 
dieser  Curve  derselben  abwickelbaren  Fläche  einbeschrieben.*' 
Es  giebt  also  immer  eine  feste  abwickelbare  Fläche,  auf  welcher 
F  rollt.  Ist  F  selbst  abwickelbar,  so  schliesst  man:  „Bei  der 
Bewegung  eines  starren  Systems  um  einen  Punkt  giebt  es  un- 
endlich viele  Paare  abwickelbarer  Oberflächen,  sodass  die  eine 
auf  der  anderen  rollt. ^'  Einige  Anwendungen  schliessen  die 
Note.  Lp. 


W.  Hkss.     Ueber  die  Herpolodie.    Klein  Aon.  xxvii.  465-470 
W.  Hess.     Nachtrag  zu  der  Note  über  die  Herpolodie. 

Klein  Ann.  XXVII.  5G8. 
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W.    HkSS.      Sui    rherpollioilie,      CR   CIL  1304-1307.  13tJ6-l369. 

Seitdem  Herr  de  Sparre  1HH4  in  deu  C  R.  den  Satz  ver- 
öffentlicht hat,  dass  die  beim  Rollen  des  Centralellipsoides  auf 
der  zugehörigen  festen  Ebene  entstehende  Herpolodie  keine 
Wendepunkte  besitzt,  haben  ausser  diesem  Geometer  die  Herren 
Mannheim,  de  St.  Germain,  Franke,  Darboux,  Resal  sich  mit 
dieser  Aufi^abe  und  mit  den  ihr  verwandten  beschäftigt  und  den 
betreffenden  Satz  als  Satz  von  de  Sparre  bezeichnet. 

Herr  Hess  hatte  aber  schon  IhhO  alle  diese  Untersuchungen 
vorweg  erledigt  in  seiner  Schrift:  „Das  Rollen  einer  Fläche 
zweiten  Grades  auf  einer  invariablen  Ebene"  (F.  d.  M.  XII. 
1H8().  649),  wie  das  vom  Referenten  sofort  in  dem  Bericht  über 
die  Arbeit^  des  Hrn.  de  Sparre  {V.  d.  M.  XVI.  ISH4.  7(58),  sowie 
in  den  Berichten  über  die  folgenden  Arbeiten  vom  Jahre  1885 
hervorgehoben  ist;  die  bezüglichen  Sätze  sind  in  den  F.  d.  M. 
daher  ,,He88*sche  Sätze"  genannt  worden.  In  den  obigen  Noten, 
von  denen  die  französischen  im  wesentlichen  Uebersetzungen  der 
deutschen  sind,  wahrt  Hr.  Hess  seine  Priorität  unter  wörtlicher 
Anführung  der  Stellen  aus  seiner  Dissertation  vom  Jahre  1880. 

Lp. 

J.  N.  Pranke.     Ueber  die  Drehung  eines  starren  Kör- 
pers  um  einen   festen    Punkt.    Krak.  Denkscb.  XII.  (Polnisch.) 

Der  Verfasser  untersucht  hier  die  die  Drehung  eines  starren 
Körpers  um  einen  Punkt  (bei  Momentankrftflen)  cbarakteri- 
sirenden  Gurven,  die  Herpolodie  und  Polodie  (nach  Poinsot), 
giebt  einen  Beweis  der  Formel  für  den  Krümmungsradius  der 
Herpolodie,  zeigt  dass  diese  Gurve  weder  Bückkehr*  noch  In- 
flexionspunkte  hat,  bestimmt  die  Krümmung  der  ersten  und  die 
geodätische  Krümmung  auf  den  Trägheitsellipsoiden  der  Polodie 
und  beweist  den  folgenden  Satz:  „Der  Pol  der  Osculationsebene 
der  Polodie  in  Bezug  auf  das  Trägheitsellipsoid  liegt  auf  dem 
Vector  der  Herpolodie''. 


k 
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A.  Thävenbt.     fitude  analytique  du  d^placement  infini- 
ment  petit  d*un  Corps  solide.    Paris.  IX  +  165  8.  4». 


J.  Neuberg.     Systfemes  de  tiges  articul^es.     Trace  m6- 
canique  des  lignes.    Paris. 


W.  Harvey,     Kinematical  theorems.    Bdiob.  m.  s.  Proc.  iv. 

3845. 

Einige  neue  Beweise  bekannter  Theoreme.  Obs. 


B.  ßiEL.  üeber  Rollbewegungen  unter  der  Voraas- 
setzung,  dass  der  erzeugende  Punkt  noch  einer  be- 
sonderen Eigenbewegung  unterliegt.   Diss.Marburg.28S.  8<>. 


Capitel  3. 
Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

M.  La  VT.  La  statique  graphique  et  ses  applications 
aux  coustructions.  2^^  6d.  Partie  1 :  Principes  et 
applications  de  statique  graphique  pure.    Paris.  XX vii  + 

549  8. 

Anzeige  in  Darboux  Bull.  X.  146*148.  Die  neue  Auflage 
des  1874  zuerst  erschienenen  Werkes  nmfasst  vier  Bände.  Der 
erste  Band  ist  in  vier  Abschnitte  geteilt:  I.  Vorbegriffe  hin- 
sichtlich des  graphischen  Rechnens,  der  Statik  und  der  Elasti- 
cität  der  Körper.  II.  Principien  der  graphischen  Statik.  III.  An- 
wendung der  graphischen  Statik  auf  die  Kunst  der  Constructionen. 
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IV.  ZusammensetzuDg  der  Kräfte  im  Räume  und  daraus  fliessende 
reciproke  Figuren.  —  Hieran  schliessen  sich  vier  Noten. 

Lp. 

L.    Lkcornü.      Sur    le    probl^me    de    raiiainorphoHe. 

0.  R.  CIL  813-816. 

Anknöpfend  an  eine  Bemerkung  in  Culniann's  ^Graphischer 
Statik",  wonach  es  keine  allgemeine  Regel  gebe  für  die  Umwand- 
lung einer  Beziehung  g>(x^  y,  js)  =  0  zwischen  drei  Veränderlichen 
in  die  Form  a, .  a/  -f  6, .  y'  +  c,  =  0,  wo  a„  5„  c,  von  a,  x*  von 
X  und  y'  von  y  allein  abhängen,  —  eine  Umwandlung,  die  nach 
Lalanne*8  Arbeiten  Ober  graphische  Tafeln  und  anamorphische 
Geometrie  ein  besonderes  Interesse  hat,  —  ermittelt  der  Verfasser 
zunächst  das  Kriterium  dafQr,  ob  die  Umwandlung  möglich  ist, 
und  zeigt  dann,  wie  dieselbe  in  solchem  Falle  durch  einfache 
Quadraturen  auszuführen  ist.  Sbt 


J.  Tbsak.    Zur  graphischen  Zusammensetzung  der  Kräfte 
und  Drehungen  im  Räume.     Prag.  Ber.  259-272. 

Der  Aufsatz  schliesst  sich  an  die  Abhandlung  von  Herrn 
Mohr  im  Civiling.  von  1876  an:  „Ueber  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  im  Raume^;  in  derselben  wurde  die  Culmann'sche 
Bestimmung  der  Richtung  und  Grösse  der  die  Paare  oder  Momente 
darstellenden  Axenstrecken  verworfen,  und  die  Construction 
wurde  mit.HQlfe  von  drei  zu  einander  senkrechten  Projections- 
ebenen  durch  ein  Verfahren  geleistet,  welches  von  dem  Culmann'- 
schen  im  Princip  und  in  der  Durchführung  verschieden  ist.  In- 
dem Herr  Tesar  auf  einen  Teil  der  Kontrole  verzichtet,  lässt 
er  eine  Projectionsebene  wegfallen,  behält  aber  die  drei  Coordi- 
natenaxen  bei,  in  denen  sich  jene  Ebenen  schneiden  und  trägt 
den  Einwendungen  Mohr's  gegen  das  Culmann*sche  Verfahren 
Rechnung.  Von  den  beiden  Aufgaben  in  Bezug  auf  die  Kräfte 
und  die  Drehungen  genügt  es,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte 
im  Räume  eingehend  zu  behandeln,  also  die  Aufgabe:  Ein  System 
von  beliebigen  Kräften  soll  reducirt  werden  auf  eine  Einzelkraft, 
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welche  mit  einer  Geraden,  der  Centralaxe  des  Systems,  zusammen- 
fällt, und  ein  Moment,  dessen  Ebene  zur  Centralaxe  senkrecht 
steht.  (Der  Inbegriff  dieser  Einzelkraft  und  dieses  Moments 
fQhrt  nach  R.  St.  Ball  den  Namen  „Winder**.).  Zu  diesem 
Zwecke  werden  die  Lösungen  zweier  Aufgaben  vorangestellt: 
1)  Gegeben  ist  ein  Paar  conjugirter  Kräfte  P^  und  P,,  dasselbe 
ist  zu  ersetzen  durch  ein  anderes  gleichwertiges  Paar  anderer 
conjugirter  Kräfte  P,  und  P^,  von  denen  die  eine,  z.  B.  P,  io 
einer  gegebenen  Richtungslinie  c  wirkt.  2)  Zwei  Kräfte  P,  uod 
P,  sind  zu  einem  Winder  zusammenzusetzen.  Hiemach  folgt  die 
Lösung  der  eigentlich  gestellten  Aufgabe:  3)  Ein  System  von 
Kräften  im  Räume  soll  zu  einem  Winder  zusammengesetzt  werden. 
Die  Behandlung  des  Problems  wird  an  einem  System  von  vier 
Kräften  gezeigt,  und  ein  Blick  auf  die  Figur  zur  graphischen 
Lösung  des  Schlussproblems  genOgt,  um  die  Methode  des  Ver- 
fassers in  einem  günstigen  Lichte  erscheinen  zu  lassen. 

Lp. 

Mohr.     Eine  Aufgabe   der  graphischen  Statik.       Civiiiog. 

(2)  XXXII.  535-538. 

Die  Aufgabe,  um  welche  es  sich  handelt,  lautet  folgender- 
massen: 

„Für  eine  bestimmte  Reihenfolge  von  Kräften  P,,  P„  P,,  ... 
ist  ein  Seilpolygon  T,,  T,,  T,, . . .  so  zu  construiren,  dass  be- 
stimmte Seiten  desselben  durch  drei  gegebene  Punkte  A^  B,  C 
gehen«.  F.  K. 


F.  P.  Rüffini.  Del  1a  costruzione  geometriea  delF  asse 
centrale  di  un  dato  sisteraa  di  forze  e  di  alcune 
proprietk  delle  rette  che  nel  sistema  dato  sono  caratte- 

ristiche  di   piani.       Bologna  Mem.  (4)  VI.  83-94. 

Zwei  zu  einander  rechtwinklige  Projectionsebenen  werden 
in  üblicher  Weise  zur  graphischen  Darstellung  eines  Kräfte- 
systems angenommen.  Die  Angriflfspunkte  aller  Kräfte  werden 
in    der  Richtung    ihrer  Wirkungslinien    nach    der   Verticalebene 
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verschoben,  und  jede  Kraft  P  wird  in  eine  Componente  p,  welche 
in  der  Verticalebene  liegt,  und  in  eine  zweite  c  zur  Verticalebene 
senkrechte  Componente  zerlegt.  Demnach  werden  die  Kräfte  des 
Systems  durch  zwei  andere  Systeme  in  der  zur  Zeichenebene 
gewählten  Verticalebene  dargestellt:  a)  die  „Projectionskräfte'' 
Pn  Pv  Pi^'-'tPn  durch  ihre  Wirkungslinien  1,  2,  3,  ...,w  und 
ihr  zugehöriges  Polygon  1  2  3  ...  w;  b)  die  „Perpendicularkräfte" 
durch  ihre  Projectionen  i4,,  i4„  i4,,  ...,  /!„,  nämlich  die  Punkte, 
in  welchen  sie  die  Zeichenebene  treffen,  und  durch  ihr  Polygon 
1  2  3  ...  it,  das  sämtliche  Ecken  in  einer  und  derselben  Geraden 
hat.  Mit  Hülfe  dieser  Mittel  erreicht  der  Verfasser  sein  Ziel, 
nämlich  eine  Methode  zur  Auffindung  der  Centralaxe  eines 
gegebenen  Kräftesystems  durch  Zeichnungen,  die  alle  in  einer 
Ebene  ausgeführt  werden  (in  dem  S.  80<)  besprochenen  Lehr- 
buche von  Henneberg  werden  vier  verschiedene  Methoden  für 
diese  Aufgabe  gelehrt).  Aus  der  gewählten  Darstellung  des 
Kräftesystems  werden  dann  mit  Leichtigkeit  die  Haupteigen- 
sehaften der  Centralaxe,  der  Brennpunkte  und  Charakteristiken 
ffir  die  verschiedenen  Ebenen  des  Raumes,  endlich  auch  die  der 
conjugirten  Geraden  erschlossen.  Lp. 


H.  G.  Zeüthkn.      Om   Momentsätningen:    Statiken. 

Zeathen   Tidsskr.  (5)  IV.  145-154. 

Wenn  ein  System  von  Kräften  in  irgend  ein  anderes  umge- 
wandelt werden  kann,  so  bleiben  bekanntlich  sowohl  die  Summe 
der  Projectionen  desselben  auf  eine  beliebige  Gerade  als  die 
Momentensumme  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade  unverändert. 
Auf  diese  beiden  Sätze  baut  der  Verfasser  eine  sehr  hübsche 
Darstellung  der  Lehre  von  dem  Gleichgewicht  und  der  Ver- 
wandlung von  Kräftesystemen  im  Räume  mittels  rein  geome- 
trischer Betrachtungen.  Gm. 


E.  Cesaro.     Les  lignes  barycentriques.      Nouv.  Ana.  (3)  v. 

511-520. 

Rechnet  man  die  Bogen  s  einer  Curve  (M)  von  einem  be- 


^ 
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Stimmten  Anfangspunkt  aus,  so  bildet  der  Ort  der  Schwerpunkte 
dieser  Curvenbogen  die  barycentrische  Linie  ((?).  Ist  (M)  eine 
ebene  Curve,  und  bedeuten  x  und  y  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts G^  bezogen  auf  Tangente  und  Kormale  eines  Punktes  M 
von  (M),  so  sind  x  und  y  in  ihrer  Beziehung  zum  Bogen  s  und 
dem  davon  abhängigen  Krümmungsradius  q  durch  die  Gleichungen 
dargestellt 

d(sx)    sy  rf(*y)    __       ** 

ds       "    Q  '  ds       '^        Q 

Eine  zweifache  Unendlichkeit  von  Punkten  (^,  y)  genügt  diesen 
Relationen;  sie  setzen  das  barycentrische  System  zusammen,  ftlr 
welches  (If)  die  Grundcurve  ist.  Der  Natur  dieses  Systems  ist 
ein  Teil  der  Betrachtungen  zugewendet. 

Für  den  Ort  der  Schwerpunkte  sind  die  Gleichungen  unter 
der  Bedingung  zu  integriren,  dass  x  =  0,  y  =  0  für  «  =  0  ist. 
Die  Frage  führt  auf  die  Integration  der  Gleichung 

Q  — ^  +  «»  4-  ^  .  «  =  0, 

wo  »  =  a;4-«y  und  t*-}-!  =0  zu  setzen  ist.  Mit  ihrer  Hülfe 
wird  folgende  Darstellung  der  Grössen  x  und  y  als  Functionen 
von  s  gegeben.  Bestimmt  man  die  Hülfsgrössen  @,  $,  ij  durch 
die  Gleichungen: 

0=    /     ;     —  *$  =   /  scosQdi]     ^  srj  =^    /    ssinGds^ 

ü  ^  'ü  0 

so  ist 

X  =  ^cosö  +  iysinö;    y  =  —  Ssinö  +  ijcos©. 

Denkt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  s  eliminirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  barycentrischen  Linie  in  Bezug  auf  das 
beweglich  zu  denkende  Axensystem.  Sind  s^  und  q^  Bogen  and 
Krümmungsradius  der  absoluten  Trajectorie  des  Schwerpunkts, 
so  stellen  sich  diese  beiden  Grössen  als  Function  von  s  in  der 
Form  dar 
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An  der  Klothoide  g .s  =  a^  findet  die  allgemeine  Theorie  ihre 
besondere  Erläuterung.  Curven  doppelter  KrQmmung  werden 
zum  Schluss  in  denselben  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen. 

_  Sehn. 

W.  S.  McCay,  T.  C.  Simmons,  A.  H.  Cürtis.     Solution 
of  questions  8131  and  7865.    Ed.  Times  XLiv.  4647. 

Construirt  man  über  allen  Seiten  eines  geschlossenen  gerad- 
linigen Vielecks  Polygone,  die  unter  sich  ähnlich  sind  und  in 
gleicher  Weise  angeordnet  liegen,  so  fällt  der  Schwerpunkt  ihrer 
Ecken  mit  dem  Schwerpunkte  der  Ecken  des  gegebenen  Viel- 
ecks zusammen.  Lp. 

H.  Rainy.     Bifilar  Suspension  treated  by  the  method  ot 
contour  lines.       Edinb.  M.  S.  Proc.  IV.  47-51. 

Eine  neue  Methode  zur  Theorie  der  bifilaren  Aufhängung 
auf  Grund  der  Eigenschaften  von  Contour- Linien.  Die  Lösung 
des  vorliegenden  Problems  ist  einfacher  als  bei  Wiedemann, 
Galvanismus  Bd.  II,  Teil  I,  S.  289.  Gbs.  (Lp.) 


H.  Resal.     Note  sur  la  balance  de  Roberval.  Nouv.  add. 

(3)  V.  161-163. 

Kurze  Theorie  der  Wage  von  Roberval  mit  Hülfe  des  Prin- 
cips  von  der  virtuellen  Arbeit  (Auszug  aus  dem  Cours  de  M6- 
canique  de  TEcole  Polytechnique.)  Lp. 

N.  Th.  Michaelis.     De  invloed  van  trekstangen  op  het 
opzetten  van  draaibruggen.     Amst.  Versi.  en  Med.    ii.    (3 

217-228. 

Mathematisch  -  technische  Untersuchung  des  Einflusses  der 
Zugstangen  auf  das  Aufziehen  von  Drehbrücken.  Die  Berechnung 
bezieht  sich  auf  die  Spannungen  in  den  Brttckenbalken  bei  der 
Anwendung   von  Zugstangen,    welche   eine   verminderte  Durch- 

Foruchr.  d.  Math.   XVIII.  3.  53 
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biegung  der  Brücke  bewirken.  Das  Ergebnis  der  Untersuchung 
lautet  folgendermassen:  Durch  die  Anwendung  von  Zugstangen 
kann  bei  grossen  Brücken  ein  beträchtlicher  Teil  der  Arbeit 
gespart  werden;  aber  die  Kraft,  welche  fUr  das  Aufziehen  not- 
wendig ist,  wird  deshalb  nicht  kleiner.  Bei  Brücken  von  kleinen 
Abmessungen  gewährt  die  Anwendung  von  Zugstaugen  nicht 
den  Nutzen,  dass  Verminderung  der  Durchbiegung  eintritt     Bei 

• 

Brücken  von  grossen  Dimensionen  werden  sie  lang  und  schwer, 
so  dass  die  durch  ihr  eigenes  Gewicht  verursachte  Durchbiegung 
ein  sehr  ernstliches  Hindernis  für  ihre  Anwendung  wird.  Bei 
jedem  einzelnen  vorkommenden  Fall  dürfen  die  Zugstangen  nicht 
angebracht  werden,  bevor  ihr  Nutzen  und  Nachteil  genau  gegen 
einander  abgewogen  sind.  6. 


FoRCHHEiMKR.     Zur  f3eurteilung  einer  Construction  nach 

ihrer    Einsenkung.       Centralbl    d.  Bauverw.  VI.  3ß2-3G3. 

H.  ZiMMKRMANN.      Beurteilung    einer  Construction   nach 

ihrer   Einsenkung.       Centralbl.  d.  Baaverw.  VI.  373. 

FoRCHHEiMER.     Zur  Beurteilung  einer  Construction  nach 

ihrer   Einsenkungr.       Centralbl.  d.  Baaverw.  VI.  446. 

Herr  Forchheimcr  beweist  für  Fachwerke  folgende  elegante 
Sätze. 

Die  Einsenkung  eines  Fachwerkes  unter  einer  gegebenen 
Belastung  ist  dann  am  geringsten,  wenn  die  Materialverteilung 
so  geschieht,  dass  die  Beanspruchung  aller  Stäbe  dieselbe  ist, 
vorausgesetzt  dass  eine  solche  Verteilung  möglich.  Ferner  er- 
giebt  sich,  dass  bei  jeder  anderen  Verteilung  der  Materialmenge 
die  Beanspruchung  mindestens  eines  Teiles  der  Construction  grösser 
ist,  so  dass  also  bei  gleichmässiger  Beanspruchung  aller  Teile 
die  Meistbeanspruchung  in  dem  Fachwerk  ein  Minimum  ist 

Hat  man  endlich  zwei  verschiedene  Fachwerke  gleicher  Ma- 
terialmenge, bei  welchen  das  Material  so  verteilt  ist,  dass  alle 
Teile  dieselbe  Beanspruchung  erfahren,  so  verhalten  sich  bei 
gleicher  Last  die  Quadrate  der  Beanspruchungen  wie  die  Einsen- 
kungen. 


.  I 
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Die  Folgerungen,  welche  sich  aus  jenen  Sätzen  für  die  Beur- 
teilung einer  Construction  ziehen  lassen,  liegen  zu  sehr  auf  der 
Hand,  als  dass  hier  näher  auf  dieselben  eingegangen  werden 
müsste.  Herr  Zimmermann  äussert  jedoch  Bedenken  gegen  die 
praktische  Brauchbarkeit  jener  Sätze,  indem  er  darauf  hinweist, 
dass  fhr  die  Dehnung  eines  Stabes  der  volle  Querschnitt,  flir  die 
Spannung  nur  der  Nutzquerschnitt  in  Betracht  kommt  Die  Be- 
denken gegen  den  Satz  selbst  erscheinen  uns  ungerechtfertigt. 

F.  K. 

FoRCHHEiMKR.     Die  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen. 

Z.  Oestr.  log.  o.  Arch.  XXXVII.  109. 

Eine  in  einem  Knotenpunkt  A  eines  Fachwerks  angreifende 
Kraft  ?a  bewirkt  eine  Verschiebung  sämtlicher  Knotenpunkte, 
welche  abhängig  yon  Grösse  und  Richtung  der  Kraft  Pa  ist.  Bei 
festgehaltener  Kraftrichtung  ist  auch  die  Verschiebungsrichtung 
constant,  und  die  Grösse  der  Verschiebung  ist  proportional  mit 
P^  Bei  festgehaltener  Kraftrichtung  und  variabler  Kraftgrösse 
beschreibt  der  Endpunkt  der  durch  die  Kraft  hervorge- 
rufenen Verschiebung  also  eine  gerade  Linie.  Da  das  von 
jeder  Kraftrichtung  gilt,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  bei 
festgehaltener  Grösse  und  veränderlicher  Richtung  der  Kraft  Pa 
der  Endpunkt  der  Verschiebung  eines  Knotenpunktes  B  eine 
Ellipse  beschreibt,  welche  hier  die  Verschiebungsellipse  des 
Knotenpunktes  B  für  Kräfte  in  A  genannt  wird.  Es  sei  nun 
Ba  die  Projection  der  durch  Pa  bewirkten  Verschiebung  von  B 
auf  irgend  eine  in  B  angreifende  Kraft  P^,  und  A^  habe  dieselbe 
Bedeutung  für  Pa  bezüglich  der  Kraft  Pt^  so  ist  nach  einem 
bekannten,  hier  noch  einmal  bewiesenen  Satze 

PaAh  '=^   Pb"a' 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  auch  noch  för  zwei  verschiedene 
in  demselben  Knotenpunkt  angreifende  Kräfte  gilt,  werden 
mehrere  interessante  Beziehungen  fÖr  die  Verschicbungsellipsen 
abgeleitet. 

Zum  Schluss  werden  die  zunächst  für  ebene  Fachwerke 
abgeleiteten  Beziehungen  auf  den  Fall  nicht  ebener  Fachwerke 
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übertragen.    An  die  Stelle  der  Verschiebungsellipsen  treten  hier 
natürlich  Ellipsoide.  F.  K. 


A.  ScHNiRCH.      Bestimmung    der   Verschiebungsmaxiraa 
und     Minima     im     Fachwerk     und     starren     Träger. 

Z.  Oeetr.  Ing.  u.  Arch.  XXXVII.   161-165. 

Die  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  an  die  soeben 
besprochene  Abhandlung  des  Herrn  Forchheimer  an.  Für  die  dort 
untersuchten  Verschiebungsellipsen  werden  auf  dem  Wege  der 
Rechnung  die  Hauptaxen  der  Richtung  und  Grösse  nach  be- 
stimmt. F.  K. 

Th.  Landsberg.      Beitrag    zur    Theorie    des   Facbwerks. 

Haonov.  Zeitschr.  XXXII.  195-202. 

In  einem  früheren  Aufsatze  (Hannöv.  Zeitschr.  XXXI.  301, 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  973)  hatte  der  Herr  Verfasser  eine  graphische 
Bestimmung  der  in  den  Stabenden  durch  feste  Knotenpunkts- 
verbindungen hervorgerufenen  Biegungsmomente  durchgeführt. 
Dieselbe  ist  jedoch,  wie  jetzt  ausgeführt  wird,  mit  zwei  Mängeln 
behaftet.  Einmal  war  angenommen,  dass  die  Auflager-Knoten- 
punkte mittels  reibungsloser  Gelenke  gebildet  seien^  und  zweitens 
wurde  nur  der  Einfluss  der  verticalen  Verschiebung  der  Knoten- 
punkte berücksichtigt,  dagegen  der  in  der  That  geringere  Ein- 
fluss der  horizontalen  Verschiebung  vernachlässigt.  In  der  vor- 
liegenden Abhandlung  wird  gezeigt,  wie  das  in  der  citirten 
Schrift  angegebene  Verfahren  zu  modificiren  ist,  wenn  am  Auf- 
lager sich  feste  Knotenpunktsverbindungen  finden,  und  wenn  der 
Horizontalverschiebung  der  Knotenpunkte  Rechnung  getragen  wird. 

F.  K. 


Fleck.    Die  Beanspruchung  von  Facbwerksträgern  durch 
wagerechte    Kräfte    in   der    Trägerebene.       centralbl.  d. 

Bauverw.  VI.  502-504. 

Die  Aufgabe  ist  durch  den  Titel  hinreichend  gekennzeichnet. 
Bei  der  Lösung  derselben  kommen  die  gebräuchlichen  Methoden 
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zur  Ad  Wendung;   wesentliche  neue  Resultate  in  Bezug  auf  die 
Theorie  des  Fachwerks  werden  nicht  gewonnen.  F.  K. 


O.  Staude.     Ueber    Verallgemeinerungen    des    Graves'- 
schen     Theorems     in     der     analytischen     Mechanik. 

Leipz.  Ber.  199-206. 

Das  Graves'sche  Theorem  bezüglich  des  um  eine  erste  innere 
Ellipse  geschlungenen  Fadens  ohne  Ende  kann  man  mechanisch 
so  deuten,  dass  der  im  Punkte  P  der  äusseren  confocalen  Ellipse 
gespannte  Faden  eine  Gleichgewichtsfigur  desselben  f&r  den  Fall 
darstellt,  dass  er  homogen  ist  und  sonst  von  keinerlei  Kräften 
beeinflusst  wird.  Indem  der  Verfasser  nun  die  von  Möbius  zuerst 
ausgeführten  Analogien  zwischen  der  Gleichgewichtsfigur  eines 
Fadens  und  der  Bahn  eines  bewegten  Punktes  benutzt,  bezieht 
er  das  in  Rede  stehende  Theorem  auf  die  Bewegung  eines 
luateriellen  Punktes  und  erhält  den  Satz,  dass  die  Umlaufszeit 
für  einen  gleichförmig  bewegten  Punkt  auf  dem  durch  den  Faden 
angezeigten  Weg  constant  ist.  Bekanntlich  beschreibt  aber  ein 
beweglicher  Punkt  unter  Einwirkung  einer  Centralkraft  —g^r 
eine  Ellipse  mit  dem  anziehenden  Punkt  als  Centrum.  Dadurch 
dass  der  Verfasser  zwei  confocale  Ellipsen  mit  zwei  Bahnellipsen, 
welche  in  dem  Ringe  zwischen  beiden  verlaufen,  zur  Berührung 
bringt,  erhält  er  einen  ähnlichen  Satz  über  Constanz  der  Umlaufs- 
zeit für  eine  aus  Ellipsenbogen  zusammengesetzte  geschlossene 
Bahn.  Dieser  Satz  wird  auf  die  Gleichgewichtsfigur  eines  die 
vorige  Bahn  umspannenden  Fadens  umgedeutet,  welcher  in  jedem 
Punkte  eine  passende  Dichte  hat  und  von  demselben  Centrum 
nach  dem  nämlichen  Gesetze  angezogen  wird.  Die  vom  Verfasser 
gelehrte  Fadenconstruction  des  EUipsoides  (Klein  Ann.  XX. 
147-185,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  686)  gestattet  endlich  eine  Aus- 
dehnung dieser  Sätze  auf  den  Raum.  Uebrigens  teilt  Herr  Staude 
nur  die  Sätze,  nicht  aber  ihre  Beweise  mit,  über  deren  Gang 
einige  Andeutungen  gemacht  werden;  die  ausführlichere  Dar- 
stellung der  Resultate  wird  ausdrücklich  für  eine  andere  Gelegen- 
heit aufgespart.  Lp, 
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F.  August.  Ueber  Körperketten.  SchiBmiicb  z.  xxxi.  348-361. 
Eine  ^Körperkette"  besteht  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
schwerer  starrer  Körper,  von  denen  jeder  folgende  um  einen 
Punkt  des  vorhergehenden  drehbar  ist  Diese  Verallgemeinerung 
der  Ketten-  und  Seil-Polygone  fUhrt  zu  interessanten  Ergebnissen. 
Zunächst  werden  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  fQr  einen 
einzigen  Körper  untersucht,  der  in  zwei  Punkten  A^  und  B^ 
seiner.  Oberfläche  an  gewichtslosen  Fäden  aufgehängt  wird. 
Danach  bietet  es  keine  Schwierigkeit,  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  von  n  schweren  starren  Körpern  mit  den  Gewichten 
P,,  Pj,  .  .  .,  Pn  zu  untersuchen,  welche  dadurch  zusammenhängen, 
dass  von  einem  Punkte  B*  der  Oberfläche  des  fc**"  Körpers  nach 
einem  Punkte  Ak^i  des  (Ä+l)'"  Körpers  ein  gewichtsloser  Faden 
führt.  Specieller  wird  dann  eine  Körperkette  betrachtet,  welche 
aus  n  in  mechanischem  Sinne  congruenten  Gliedern  besteht,  d.  h. 
Gliedern,  welche  gleiche  Massen  und  gleiche  relative  Lage  des 
Schwerpunktes  und  der  Aufhängepunkte  zu  einander  haben.  Ffir 
n  =  oo  erhält  man  hier  die  gewöhnliche  Kettenlinie,  und  der 
llr.  Verfasser  giebt  einfache  Modelle  an,  welche  dieses  Ergebnis 
auf  hübsche  Weise  veranschaulichen.  Theoretisch  interessant  ist 
dieser  Fall  deshalb,  weil  sich  zeigt,  dass  das  allgemeine  Problem 
der  Körperketten  wesentlich  mit  dem  speciellen  Kettenproblem 
übereinstimmt.  Ein  weiterer  Abschnitt  ist  der  Construction  eines, 
einem  beliebigen  System  vf)n  Körpern  entsprechenden  Ketten- 
polygons gewidmet,  einer  Aufgabe,  die  eine  übersichtliche  gra- 
phische Darstellung  der  Lösung  zulässt.  Für  eine  aus  vier  Glie- 
dern bestehende  Kette  und  für  den  Fall  einer  körperlichen  Kette 
aus  acht  im  mechanischen  Sinne  congruenten  Gliedern  sind  die 
Constructionen  durchgeführt.  Im  letzten  Abschnitte  wird  die 
stabile  Gleichgewichtslage  einer  Körperkette  noch  dadurch  be- 
stimmt, dass  untersucht  wird,  für  welche  Anordnung  der  in  einem 
oder  in  beiden  Endpunkten  festen  Kette  der  Schwerpunkt  die 
tiefste  Lage  hat.  Lp. 

H.  Rksal.     Sur  la  vrille  et  le  pieu  ä  vis.     CR.  Cll.  233237. 
H.  Läautä.     Sür  le  pieu  a  vis.    c.  R.  Cll.  746-749. 


Capitel  3.     Statik.  839 

H.  Resal.     Remarque.     Ibid. 

Der  zum  Eindringen  in  loses  Erdreich,  wie  Sand  und  Thon, 
dienende  Bohrer  besitzt  eine  konische  Spitze;  die  Form  der  Leisten 
auf  der  letzteren  ist  die  eines  geraden  Konoids,  dessen  gerade 
Leitlinie  die  Axe  des  Stieles  ist  und  dessen  krumme  Leitlinie  auf 
einem  Umdrehungskegel  um  dieselbe  Axe  liegt.  Um  die  Theorie 
des  Gleichgewichts  des  Bohrers  zu  entwickeln,  macht  Hr.  Resal 
inci  Hinblick  auf  die  Schraubenlinie,  welche  sowohl  eine  geodäti- 
sche Linie  als  auch  eine  Loxodromie  vorstelle,  die  Annahmen: 
1)  Die  konische  Leitlinie  ist  eine  geodätische  Linie.  "2)  Die 
Linie  ist  eine  Loxodromie.  Für  die  erste  Hypothese  werden 
nach  des  Verfassers  Angabe  die  Rechnungen  sehr  complicirt, 
ausserdem  weicht  die  Form  von  der  in  der  Praxi«  üblichen  be- 
deutend ab.  Die  der  zweiten  Hypothese  entsprechenden  Bedin- 
gungen für  das  Gleichgewicht  werden  dagegen  nach  Entwickelung 
der  allgemeinen  Formeln  mitgeteilt  und  auf  die  Gestalt  des 
(1865  für  Hindostan  construirten)  Bohrers  von  Gouin  angewandt. 

Hr.  L6aut^  findet,  dass  die  beiden  von  Hrn.  Resal  ange- 
nommenen Formen  praktisch  einen  Nachteil  mit  sich  bringen. 
Da  die  Abstände  der  Punkte,  in  denen  die  betreffenden  Curven 
dieselbe  Erzeugende  des  Kegels  schneiden,  nicht  cpnstant  sind, 
so  hat  die  Schraube  eine  veränderliche  Ganghöhe;  beim  Ein- 
dringen in  den  Boden  kann  nicht  jede  Windung  in  die  voran- 
gehende eingreifen,  das  Einführen  wird  also  eine  Zerbröckelung 
des  Bodens  hervorrufen.  Daher  schlägt  Hr.  L6autä  als  dritte 
Form  ein  gerades  Konoid  von  constanter  Gänghöhe  vor,  d.  h. 
eine  Schraubenfläche,  und  giebt  in  genauem  Anschluss  an  die 
Arbeit  des  Hrn.  Resal  die  bezüglichen  Rechnungen.  Lp. 

H.  G.  Zeüthkn.  Om  den  mathenaatiske  Bebandling  af 
Gnidrimgsmodstanden.  Zeuth«n  Tidskr.  (5)  IV.  1G8-174. 
Wenn  ein  Körper  oder  ein  System  von  Körpern  sich  nicht 
bewegen  kann,  ohne  dass  Gleitung  stattfindet  in  allen  Punkten, 
wo  Rücksicht  auf  die  Reibung  genommen  Werden  muss,  wird 
man  die  Grenzstellungen  des  Gleichgewichts  bestimmen  können, 
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indem  man  den  faetischen  Reibungswiderständen  ihre  grössten 
Werte  beilegt.  Der  Beweis  dieses  allgemeinen  Satzes  und  dessen 
Anwendung  auf  specielle  Beispiele  bildet  den  Gegenstand  dieses 
Aufsatzes.  Gm. 


A.  LoDGB.  New  geometrical  representation  of  moments 
and  produets  of  inertia  in  a  plane  section;  and  also 
of  tbe   relations   between   Stresses  and  strains  in  two 

dimensions.      Phil.  Mag.  (5)  XXII.  453-458. 

A.  LoDGE.  Diagraramatic  representation  of  moments  of 
inertia  in  a  plane  area.    ßrit.  Ass.  Rep.  543-544. 

Zwei  Methoden  zur  Darstellung  des  Zusammenhanges  zwi- 
chen  den  Trägheitsmomenten  und  Produeten  um  Paare  von 
rechtwinkligen  Axen  durch  einen  Punkt  vermittelst  eines  Kreises 
werden  angegeben  ohne  die  Notwendigkeit,  die  Trägheitsellipse 
zu  zeichnen.  Die  Gonstructionen  werden  auf  die  graphische  Dar- 
stellung von  Deformationen  (stresses  and  strains)  ausgedehnt. 

Gbs.  (Lp.) 

E.  Pascal.     Relazioni   fra   le    ellissi    centrali    d'inerzia 
delle  aree,  ed  i  baricentri  dei  volumi  generati  da  queste. 

Nap.  Rend.  XXV.  239-242. 

E.  Pascal.     Teoremi  baricentrici.      Nap.  Rend.  xxv.  259-263. 

Beide  Noten  schliessen  sich  an  Arbeiten  von  Herrn  Jung 
an,  nämlich:  „Alcuni  teoremi  baricentrici",  „Osservazioni  ed 
aggiunte  alla  nota  AIcuni  t.  b."  (Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XV. 
499-506,  646-653,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  737),  endlich  „Nuovi 
teoremi  a  complemento  della  regola  di  Guldin  e  proprieta  della 
Spirale  rd  =  asenö"  (Rom.  Acc.  L.  (3)  VII.  97-100,  F.  d.  M. 
XV.  1883.  228).  Die  Sätze  des  Herrn  Jung  betrafen  eine  Be- 
ziehung zwischen  dem  Schwerpunkte  eines  schief  abgeschnittenen 
Cylinders  und  den  Gentren  zweiten  Grades  seiner  Schnitte,  sowie 
eine  Beziehung  zwischen  den  Schwerpunkten  der  Umdrehungs- 
körper  und  den  Centren  zweiten  Grades  der  erzeugenden  Flächen 
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in  Bezug  auf  die  Botationsaxe.  Herr  Pascal  gelangt  auf  einem 
anderen  Wege  dazu,  jene  Relationen  auf  beliebige  Körper  in 
Bezug  auf  gewisse  ihrer  ebenen  Schnitte  auszudehnen,  und  zieht 
aus  einem  Theoreme,  welches  derartige  Beziehungen  ausdrückt, 
verschiedene  Folgerungen.  Dieses  Theorem  lautet:  „Wenn  ein 
Körper  durch  Ebenen  geschnitten  wird,  welche  einen  Cylinder 
umhüllen,  so  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers  der  Schwerpunkt 
der  Curve,  welche  vom  Centrum  zweiten  Grades  der  Fläche  des 
Schnittes  in  Bezug  auf  die  Erzeugenden  des  Cylinders  beschrieben 
wird,  wenn  dieser  Curve  eine  Dichtigkeit  gegeben  wird,  die  dem 
Producte  aus  der  Fläche  des  Schnittes  in  die  Entfernung  seines 
Schwerpunktes  von  den  Erzeugenden  des  Cylinders  proportional 
ist."  Danach  stellt  der  Verfasser  die  Formeln  auf,  welche  die 
von  dem  Centrum  zweiten  Grades  des  erwähnten  Schnittes  des 
Körpers  beschriebene  Curve  auffinden  lassen  (in  welche  Formeln 
die  Elemente  der  Centralellipse  der  Trägheit  eingehen),  und  zieht 
aus  ihnen  verschiedene  Schlüsse  betreffs  des  Schwerpunktes  des 
Körpers.  Zuletzt  betrachtet  der  Verfasser  in  der  ersten  Note 
einige  specielle  Körper,  unter  denen  die  Umdrehungskörper  einen 
besonderen  Fall  bilden. 

In  der  zweiten  Note  werden  einige  Gedanken  weiter  ent- 
wickelt, welche  in  der  ersten  nur  angedeutet  werden  konnten. 
Insbesondere  wird  der  Schwerpunkt  eines  von  einer  gewissen 
Fläche  erzeugten  Körpers  gesucht  unter  der  Voraussetzung,  dass 
man  den  Schwerpunkt  eines  Körpers  mit  einer  anderen  erzeugenden 
Fläche  oder  mit  einer  erzeugenden  Fläche  kennt,  welche  sich  in 
eiper  von  derjenigen  der  ersten  Fläche  verschiedenen  Art  deformirt. 
Die  Anwendung  der  in  dieser  Note  entwickelten  Principien  führt 
zur  Lösung  einer  neuen  Aufgabe,  zur  Verallgemeinerung  einiger 
Formeln  und  insbesondere  zu  einem  Theoreme  des  Herrn  Jung 
über  die  Anwendung  der  schon  vielfach  benutzten  Spirale 
rd  =  asinÖ  bei  der  Bestimmung  von  Schwerpunkten.       Lp. 


R.  Hoppe.     Analytisch  specifische  Grössen  des  Vierecks. 

Hoppe  Arch.  (2)  IV.  224. 
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Für  den  Schwerpunkt  der  g^leich  belasteten  Ecken  als  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  wird  die  Bedingung  dafür  gegeben, 
dass  alle  Trägheitsmomente  für  Axen,  die  durch  den  Schwer- 
punkt gehen,  gleich  sind.  Lp. 


V.  FiEBiCH.     Der  graphische  Calcul  angewendet  auf  Erd- 
transporte.    Milt.  üb.  Art.  u.  Genie    XVII.  Not  209-222. 

Der  Aufsatz  ist  die  Bearbeitung  einer  Abhandlung  Ober  das- 
selbe Thema  von  Herrn  A.  Chiarle  in  der  Rivista  d'artiglieria  e 
genio  vom  Jahre  1885.  Die  Methode ,  welche  auf  Culmann's 
„Graphische  Statik"  zurückgeht,  ist  zuerst  für  Erdbewegungen 
vom  baierischen  Sections-Ingenieur  Brückner  bei  Bauarbeiten 
angewandt  worden.  Lp. 


Chr.  Nehls.  Ueber  graphische  Rectificationen  von  Kreis- 
bögen und  verwandte  Aufgaben.  Haoabarg.  PaulJenicheo. 
(37  S.  Roy.  8,  2  Tafeln  4). 

Besprechung  von  Herrn  L.  Kiepert  ist  in  Hannöv.  Zeitschrift. 
XXXII,  171-172  zu  finden.  F.  K. 


E.  A.  Brauer.      Berechnung   veijüngter  Förderseile   und 
deren  Spiralkörbe,     z.  dtscb.  ing.  xxx.  iiol>.iio7. 

Wenn  eine  Last  aus  einer  grossen  Tiefe  durch  ein  Seil 
emporgewunden  wird,  was  z.  B.  im  Bergbau  häufig  der  Fall  ist, 
so  gewinnt  namentlich  in  den  oberen  Schichten  das  Eigengewicht 
au  Einfluss.  Man  bedient  sich  daher  zu  dem  bezeichneten  Zwecke 
mit  Vorteil  solcher  Seile,  deren  Querschnitt  sich  stufenweise 
ändert,  und  zwar  derart,  dass  das  Gewicht  pro  Längeneinheit 
und  damit  die  Tragfähigkeit  von  oben  nach  unten  abnimmt. 
Die  Aenderung  muss  derart  geschehen,  dass  an  den  Aenderungs- 
stellen  die  Beanspruchung  denselben  zulässigen  Wert  hat.  Hieraus 
leitet  der  Verfasser  eine  Formel  für  die  Länge  der  einzelnen 
Stufen  ab.    Es  folgt  dann  die  Berechnung  der  Spiralkorbe,  d.  b. 
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demjenigen  Rotationskörpers,  auf  welchen  das  Seil  bei  der  Auf- 
wärtsbeförderung der  Lasten  gewunden  wird,  während  ein 
anderes  Seil  sieh  von  demselben  abwickelt.  Derselbe  besteht 
aus  leicht  einzusehenden  Gründen  aus  zwei  Teilen,  die  in  Bezug 
auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  symmetrisch  sind.  Die  Be- 
stimmung des  kleinsten  Radius  erfolgt  auf  Grund  der  Forderung, 
dass  die  durch  die  Biegung  über  die  Welle  entstandene  Span- 
nung der  einzelnen  Drähte,  aus  welchen  das  Seil  zusammen- 
gewunden ist,  einen  zulässigen  Wert  nicht  überschreitet.  Ftlr 
die  weitere  Berechnung  wird  von  der  Forderung  ausgegangen, 
dass  die  Summe  der  Drehungsmomente  der  Belastung  für  jede 
Stellung  der  beiden  Seile  constant  sei.  Ein  Zahlenbeispiel  macht 
den  Schluss.  F.  K. 


VON  PüSTAü.     BestiraiDUiig  von   Futteiniauerslärken. 

Dttche  Banztg.  445-448,  461-462. 

Auf  Grund  bekannter  Forderungen  und  gewisser  Annahmen 
über  Grösse  und  Richtung  des  Erddrucks  wird  die  erforderliche 
Breite  für  verschiedene  Formen  des  Futtermauerprofiles  bestimmt. 
Die  Arbeit  ist  also  im  wesentlichen  eine  Anwendung  allgemeiner 
Regeln  auf  concreto  Fälle.  Die  Werte,  welche  sich  aus  den 
gewonnenen  Resultaten  für  bestimmte  Zahlen  ergeben,  sind  in 
Tabellen  zusammengestellt.  F.  K. 


L.     üeber  Querschuittsbestimnning  bei  Futtermauern. 

WocbeDbl.  f.  Bauk.  VIII.  331-332. 

Es  wird  eine  einfache  geometrische  Gonstruction  angegeben, 
vermittels  deren  man  Profile  von  Futtermauern  erhält,  welche 
nur  wenig  von  den  durch  die  Herren  Schwedler  und  Müller- 
Breslau  abgeleiteten  Profilen  abweichen.  F.  K. 
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B.     Hydrostatik. 
L.  Matthiesskn.     Sur  IMquilibi-e  d'uiie  masse  fluide  eii 

rotation.      C.  R.  ClI.  857-858. 

H.  PoiNCARE.  Sur  r^qailibie  d'uue  masse  fluide  en 
rotation.  C.  B.  CIT.  970-972. 
Herr  Matthieaseu  nimmt  durch  Hinweis  auf  frühere  Schriften 
ttber  Oleicligewiehtsfiguren  rotirender  FlDssigkeiten  in  Bezug  auf 
die  EotdeckuDg  ringförmiger  Gleicbgewiehtafiguren,  welche  Herr 
Poincarä  den  tCngläadern  Thomson  und  Tait  zugeschrieben,  die 
Priorität  für  flieh  in  Anspruch.  Gleichzeitig  weist  Herr  Matthiessen 
darauf  hin,  dass  er  auch  die  von  Herrn  PoiDcarß  angegebenen 
Deformationen  ringförmiger  und  ellipsoidischer  Figuren  in 
seinen  Schriften  behandelt  habe.  Herr  Poincarä  giebt  den 
ersten  Punkt  zu,  bemerkt  jedoch  zu  dem  zweiten,  dass  die 
von  Herrn  Matthiessen  angewendeten  Methoden  nur  eine  be- 
sclii'änkte  Näherung  erlaubten  und  nicht  in  allen  Punkten  zu 
richtigen  Resultaten  führten.  Uebrigens  seien  Herrn  Matthiessen 
nicht  alle  Gleichgewtchtsfiguren  bekannt,  welche  Herr  Poincarä 
in  seiner  Abhandlung  in  den  Acta  Math.  VH.  (F.  d.  M.  XVII. 
1^85.  864-871)  entwickelt  habe;  eben  so  fehlten  Stabilitätsunter- 
suchungen,  auf  welche  in  der  eben  genannten  Abhandlung  ein 
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a/a,  6/a,  c/a,  die  Excentricitäten  der  Hauptschnitte,  die  Winkel- 
geschwindigkeit, das  Momenten -Moment,  endlich  die  kinetische, 
innere  und  gesamte  Energie.  Figuren  zeigen  die  drei  Haupt- 
schnitte für  die  Werte  y  =  60"  und  y  =  7b\         Cly.  (Lp.) 


Capitel  4. 

Dynamik. 

A.     Dynamik  fester  Körper. 

G.  KoENiGS.    Sur  las  integrales  algöbriques  des  problfernes 
de  la  dynamique.     c.  R  cm.  460-463. 

Existirt  das  Integral  /"(g,,  g,,  .  ..,  q»]  p,,  Pa,  .  . .,  Pn)  der 
lebendigen  Kraft,  so  drückt  die  Gleichung  (f,  ö>)  =  0  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  dafür  aus,  dass  0(9,  p) 
ein  Integral  ist.  Existirt  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  nicht, 
so   giebt  es  eine  Function  f  (/,  g,  p),    welche   die  Zeit  /  enthält, 

SO  dass  -^ h  (/",  (p)  =  0  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür  darstellt,  dass  Ö>(/,  5,  p)  ein  Integral  ist  Nun 
nehme  man  an,  dass  die  Function  f  in  dem  einen  oder  anderen 
Falle  rational  von  einer  der  Grössen  9,,  ...,  g«,  P,i  ^  >i  Pn  ab- 
hänge; dieselbe  sei  w.  Dann  besteht  der  Satz:  „Wenn  ein  in 
Bezug  auf  w  algebraisches  und  irrationales  Integral  0  existirt, 
so  kann  man  CD  immer  mit  Hülfe  einer  endlichen  Anzahl  nicht 
nur  algebraischer,  sondern  auch  rationaler  Integrale  in  Bezug 
auf  w  ausdrücken."  Lp. 

G.  Sabinine.     Sur  le  minimum  d'une  integrale.    Bnoschi 

Ann.  (2)  XIV.  13-20. 

Die  Arbeit   schliesst  sich   an   zwei   andere   desselben  Ver- 
fassers an:     „Döveloppements  analytiques,    pour  servir  i\  com- 
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pl^r  la  discussioD  de  la  Variation  seconde  des  int^rales  diu- 
nies  multiples«  (Darboux  Bull.  (2)  IL  100-123,  F.  d.  M.  X.  1878. 
270),  und:  ^Sur  le  principe  de  la  moindre  action''  (Brioschi  Ann. 
(2)  XII.  237-261,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  796). 

Es  sei  77  die  Kräftefunetion  für  ein  System  materieller  Punkte, 
oder  (wofür  die  Untersuchung  bloss  durchgeführt  ist)  für  den 
Fall  eines  freien  Körpers  von  der  Masse  Eins.  Die  Kräftefune- 
tion enthält  als  solche  nur  die  Coordinaten  des  Körpers  (Punktes) 
Xy  ifj  2,  nicht  aber  die  Zeit  t  explicit.  Das  betrachtete  Inte- 
gral ist 

V  =  y^ '  ndt, 

worin  t^  und  /,  die  Werte  von  /  sind,  welche  zwei  gegebenen 
Lagen  des  Körpers  entsprechen.  Ist  nun  T  die  halbe  lebendige 
Kraft,  also: 

^=t!(^)'+(l)"+(4)l. 

SO  ist  n—T  =  h  (h  constant)  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft,  welche  als  Bedingungsgleichung  angesehen  werden  kann. 
Somit  lautet  das  behandelte  Problem:  Unter  allen  Functionen 
Xy  y,  3  von  I,  welche  der  Bedingungsgleichung  77—  T  =  ä  genügen, 
worin  die  Constante  h  denselben  Wert  behält,  diejenigen  zu 
finden,  welche  für  alle  Werte  von  (,  welche  zwischen  t^  und  /, 
liegen,  das  Integral  V  zu  einem  Minimum  machen. '^  Die  Unter- 
suchung der  unbekannten  Functionen  x,  y,  s,  welche  den  Be- 
dingungen der  gestellten  Aufgabe  genügen,  führt  zu  den  Bewe- 
gungsgleichungen. Die  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen 
mit  Hülfe  der  Lösung  der  Aufgabe  bildet  den  Gegenstand  des 
ersten  Paragraphen. 

Im  zweiten  Paragraphen  wird  der  folgende  Satz  bewiesen: 
„Unter  der  Einwirkung  der  gegebenen  Kräfte,  deren  mit  77  be- 
zeichnete Kräftefunetion  von  x^  y^  z,  die  Zeit  l  nicht  explicit 
enthält,  bewege  sich  ein  Körper  von  dem  Zeitpunkte  t^,  wo  er 
vom  gegebenen  Punkte  A  aufbricht,  bis  zum  Zeitpunkte  /,,  wo  er 
an  einem  anderen  Punkte  B  anlangt,  derart  dass  die  Gleichungen 
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dieser  Bewegung  sind: 

dn^_d^     dn__££     dn  _  d'z 

dx  ""  dt'  '       dy   ""  dt'  '       dz  ~  dt'  ' 

dann  geschehen  innerhalb  desselben  Zeitintervalles  die  anderen 
neuen  Bewegungen,  deren  jede  eintritt,  wenn  man  durch  Ein- 
führung neuer  Verbindungen  die  erste  Bewegung  unmöglich 
macht  und  den  Körper  unter  Einwirkung  derselben  Kräfte  einer 
Bahocurve  zu  folgen  nötigt,  deren  Coor(i\nsi,ienx  +  Jx^y-\'Jy^z-\-/fz 
sind,  wo  J  das  Zeichen  der  Variationen  im  allgemeinen  ist,  um 
von  A  nach  B  überzugehen;  dabei  lässt  man  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  bestehen  und  hält  den  Wert  der  Constanten 
fest,  welche  die  Differenz  /I  —  T  ausdrückt,  wo  T  die  halbe 
lebendige  Kraft  des  Körpers  ist."  Mit  Hülfe  dieses  Satzes  wer- 
den die  folgenden  beiden  Theoreme  bewiesen:  1)  „Die  Bedin- 
gungen, welche  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  bestimmen, 
sind  derartig,  dass  daraus  die  Gleichheit  der  auf  seine  Grenzen 
bezüglichen  Variationen  der  Zeit  folgt."  2)  „Bei  der  Bewegung 
eines  Körpers,  der  von  Kräften  beeinflusst  ist,  deren  mit  77  be- 
zeichnete  Kräftefunction    von   a?,  y,  »   die  Zeit  /    nicht    explicit 

enthält,  hat  das  Integral  /     Udt    ein    Minimum,    vorausgesetzt 

dass  man  die  beiden  Lagen  des  Körpers,  denen  die  Grenzen  t^ 
und  /,  der  Zeit  entsprechen,  als  gegeben  betrachtet,  und  dass 
die  Gleichung  ^Jfl  =  JT  stattfindet,  wo  T  die  halbe  lebendige 
Kraft  des  Körpers  und  J  das  Zeichen  der  Variationen  im  all- 
gemeinen ist." 

Im  dritten  Paragraphen  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  zweite 
Variation  des  Integrals,  welches  ein  Minimum  haben  soll,  immer 
positiv  ist,    wenigstens  so   lange  das  Zeitintervall,    auf  welches 

sich  das  Integral  bezieht,  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleibt. 

« 

Die  Beweismethode  ist  im  wesentlichen  diejenige,  welche 
der  Verfasser  in  den  beiden  eingangs  citirten  Aufsätzen  ent- 
wickelt hat;  doch  meint  er  einen  Beweis  (S.  119  der  ersten, 
S.  247-249  der  zweiten  Arbeit)  jetzt  auf  einfachere  und  directere 
Weise  geführt  zu  haben.     Wie  Lagrange  in  der  Mecanique  ana- 
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lytique  für  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  den  Namen  ^Prin- 
cip  der  kleinsten  lebendigen  Kraft"  vorschlägt,  so  möchte  der 
Verfasser  das  zweite  oben  angeführte  Theorem  das  „Princip  der 
kleinsten  Intensität  der  Kräfte'^  nennen.  Lp. 


G.  FoüRET.      Sur    une    g^n^ralisation    du    tb^orfeme    de 
Koenig,  coDcernant  la  force  vive  d'un  systfeme  matdriel. 

S.  M.  F.  Bull.   XIV.    142-146. 

Durch  die  Sätze  angeregt,  welche  Herr  Gilbert  C.  R.  CI. 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  884)  veröflfentlicht  hatte,  teilt  Herr  Fouret 
im  Anschluss  an  eine  frühere  Note  in  S.  M.  F.  Bull.  XI.  53 
(F.  d.  M.  XV.  1883.  788)  folgenden  allgemeinen  Satz  nebst  dem 
zugehörigen  Beweise  mit:  „Wenn  ein  aus  beliebig  vielen  Punkten 
von  beliebigen  zugehörigen  Massen  bestehendes  System  eine 
Verrückung  erfahrt,  indem  es  dabei  eine  beliebige  Deformation 
erleidet  oder  auch  nicht,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  der 
Masse  jedes  Punktes  in  das  Quadrat  seiner  Verrückung  gleich 
dem  Producte  der  gesamten  Masse  des  Systems  in  das  Quadrat 
der  Projection  der  Verrückung  des  Schwerpunktes  auf  eine 
beliebig  gewählte  Richtung  plus  der  Summe  der  Producte  der 
Massen  der  verschiedenen  Punkte  in  die  Quadrate  der  Ver- 
rückuDgen,  denen  man  sie  unterwerfen  muss,  um  sie  in  ihre 
Endlage  zu  bringen,  nachdem  man  an  ihnen  in  der  schon  ge- 
wählten Richtung  eine  gemeinsame  Translation  vollzogen  hat, 
welche  gleich  der  Projection  der  Verrückung  des  Schwerpunktes 
auf  diese  Richtung  ist".  Lp. 


A.  Voss,    üeber  ein  Theorem  der  analytischen  Mechanik. 

Klein  Ann.   XXVII.   569-574. 

Das  betreffende  Theorem  lautet:  Die  sechs  Euler 'sehen 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
bleiben  in  unveränderter  Form  auch  für  ein  beliebiges  System 
materieller  Punkte  bestehen.  Ohne  in  dieser  bestimmten  Form 
ausgesprochen  und  ohne  daher  beachtet  zu  sein,  findet  sich  der 
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Satz  in  den  Lagrange 'sehen  Fragmenten  zur  ßertrand 'sehen 
Ausgabe  der  M^eanique  analytique,  in  einer  Arbeit  von  Liouville 
(Liouville  J.  (2)  III.  1858)  und  in  einer  Abhandlung  von  Frahm 
in  den  Math.  Ann.  VIII:  ^Ueber  gewisse  Differentialgleichungen*'. 
(1875).  Wegen  des  analytischen  Interesses,  das  sich  an  ihn 
knüpft,  legt  der  Verfasser  ihn  in  der  Form'dar,  dass  die  Glei- 
chungen, welche  Kirchhoff  in  seinen  Vorlesungen  über  Mathe- 
matische Physik  (S.  57-62)  mit  Hülfe  des  Hamilton'schen  Principes 
entwickelt,  als  allgemein  gültige  vermöge  einer  ganz  directen 
Transformation  der  Lagrange'schen  Gleichungen  in  ihrer  ersten 
Form  nachgewiesen  werden.  Dabei  wird  ein  Punktsystem  vor- 
ausgesetzt, das  sich  in  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  von  n 
Dimensionen  befindet,  welche  auf  ein  System  rechtwinkliger 
Coordinatenaxen  X,,  X,,  X„...,X„  bezogen  ist,  um  die  allge- 
meine Form  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik  unabhängig 
von  der  Anzahl  der  Dimensionen  zu  kennen.  Lp. 

• 

C.  FoRMENTi.     Dinaiiiica  flei  sistemi  che  si  miiovono  con- 

servandosi  affini  a  sh  stessi.     Lomb.  Reod.  (2)  xi\.  455-445 

In  der  Determinante  |<,a:,y.  »<|  (•=:  1, 2,  .^,  4)  bezeichne  man  den 

Coefficienten  von  /,  mit  T,,  so  bestehen  bekanntlich  die  Identitäten: 

(1)         \T,y.'+T,y,+T,y^  +  T,y,  =0, 

Sind  Xij  yi^  »<  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  (i), 
so  ist  Ti  das  sechsfache  Volumen  desjenigen  Tetraeders,  dessen 
Ecken  der  Coordinaten  -  Anfang  und  die  drei  Punkte  ^us 
(1),  (2),  (3),  (4)  sind,  unter  denen  (t)  nicht  vorkommt.  Da  nun 
bei  affiner  Veränderung  eines  Systems  entsprechende  Tetraeder 
proportionale  Volumina  behalten,  so  sagen  jene  drei  Gleichungen 
a4is,  dasp  die  vier  Punkte  (i),  (2),  (5),  (4)  mit  dem  festen  Coordi- 
natenanfange  ein  affin-veränderliches  System  bilden,  ferner  dass 
die  Bewegung  dreier  Punkte,  welche  mit  dem  festen  Punkte 
nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  die  Bewegungen  aller  anderen 
bestimmen. 

Aus    den    Gleichungen    (1)   und    den    Anfangs-Coordinaten 

PortMbr.  d.  Math.  XVIU.  3.  54 
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^01  tfoi  ^0  ^^°^^  Systempunktes  folgert  der  Verfasser  sofort  die 
Coordinaten  x,  y,  z  desselben  Systempunktes  zur  Zeit  t  in  der  Form : 

C^)      { y  =  «n^o  +  «ityo  +  ö«»o» 

worin  die  a^«  Functionen  der  Zeit  sind,  und  zwaf  die  nämlichen 
für  alle  Systempunkte. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2)  ergeben  sich  sodann  die 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems,  wenn  man  mit 
Xij  Yi,  Zi  die  zu  den  Axen  parallelen  Componenten  der  den 
Punkt  (t)  angreifenden  Kraft  bezeichnet: 

[ZXx,  =  0,   zxy,  =  0,   i;x%,  =  0, 
(4)     IsYx.^o,  2:yyo  =  o,  2:r»,  =  0, 

\i:Zx^  =  0,     £Zy^  =  0,    £Zz,  =  0, 
und  hieraus  nach  dem  d'Alemberfschen  Principe  die  Bewegungs- 

gleichungen,  indem  man  in  (4)  X  durch  m-rri — 2  etc.  ersetzt. 

Das  System  (4)  wird  dann  noch  in  ein  anderes  auf  die  Haupt- 
träghöit8axen  bezogenes  umgewandelt. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  wird  dasjenige  System  einer 
genaueren  Betrachtung  unterzogen,  in  welchem  ein  durch  vier 
Systempunkte  als  Ecken  eines  Tetraeders  bestimmtes  Tetraeder 
während  der  Bewegung  ein  constantes  Volumen  behält  Für  ein 
solches  sind  die  Functionen  a^  in  (2)  an  die  Bedingung  ge- 
bunden: |art|  =^  1. 

Als  einzige  Vorarbeit  ähnlicher  Tendenz  citirt  der  Verfasser: 
Durrande,  „Sur  les  applications  des  thöories  gto^rales  de  la 
dynamique  au  mouvement  d*un  corps  de  forme  variable^.  (C.  R. 
LXXX.  877,  F.  d.  M.  VII.  1875.  578).  Lp. 


G.   Lbspiault.      Demonstration   öl^mentaire  des   lois   de 
Newton  an    partant  des  lois  de  Kepler.    FUmmartou  R«v. 

d'ABtr.  V.  412.415. 

Ableitung  ohne  Hülfe  der  Differentialrechnung  unter  blosser 
Benutzung  der  einfachsten  geometrischen  Sätze  ttber  die  Ellipse. 

Lp. 
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H.  Thürein.  Elementare  Darstellung  der  Planetenbahnen 
durch  Construetion  und  Rechnung.  Berlio.  B.  Gärtoer.  34  S. 
Der  Verfasser  geht  darauf  aus,  mit  elementaren  Mitteln  die 
Vorausbestimmung  der  Planetenstellungen  zu  lehren.  Es  ist  dies 
schon  öfter  versucht  worden,  in  besonders  ausgedehnter  Weise 
von  Neil,  dessen  Arbeit  Herrn  Thurein  entgangen  zu  sein  scheint, 
doch  zeichnet  sich  der  vorliegende  V^ersuch  durch  seine  Einfach- 
heit und  compendiöse  Form  entschieden  aus.  Die  mitgeteilten 
Diagramme  und  Tafeln  ermöglichen  eine  rein  graphische  Lösung 
der  Aufgabe,  doch  wird  auch  gezeigt,  wie  man  mit  den  nächst- 
liegenden trigonometrischen  Hüifsmitteln  die  geocentrischen  Coor- 
dinaten  des  Wandelsternes  und  mittels  dieser  die  Auf-  und  Unter- 
gangszeit desselben  zu  ermitteln  vermag.  Die  "Rechnungsbeispiele 
lassen  an  übersichtlicher  Anordnung  nichts  zu  wünschen  übrig. 
Von  Interesse  ist  darunter  eine  Rückwärtsrechnung,  durch  welche 
der  Termin  einer  von  dem  englischen  Dichter  Chaucer  erwähnten 
Conjunction  der  Planeten  Venus  und  Mars  im  Zeichen  des  Stieres 
auf  das  Jahr  1379  verlegt  wird.  Gr. 

A.  MüKHOPÄDHYAY,  T.  Galliers,  G.  G.  Storr.     Solution 

of  question  7916.      Ed.  Times  XLV.  3637. 

Ein  Komet  bewege  sich  in  einer  Hyperbel,  deren  Halbaxe  a, 
Excentricität  e  sei;  dann  ist  sein  Ort  t  Secunden  nach  dem  Durch- 
gange durch  das  Perihel  aus  den  Gleichungen  bestimmt: 

<  =  ^  a*  [e  tgÖ-log  tg(i/r  +  iÖ)],    tgi  V  =  (i±|)*  tg^Ö, 

wo  V  die  vom  Perihel  gerechnete  wahre  Anomalie,  P  gleich 
der  Periode  einer  Erdumwälzung  ist,  während  ihr  mittlerer  Ab- 
stand zur  Einheit  genommen  ist.  Lp. 


D.  J.  K ORTEWEG.     Sur  la  stabilitd  des  trajectoires  planes 

p^riodiques.     N6erl.  Arch.  XXI.  201-250. 

Fortsetzung  der  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die 
centrale  Bewegung  eines  Punktes  (Siehe  F.  d.  M.  XVI.  1884. 
802).  Jetzt  wird  mehr  im  einzelnen  Ober  die  Stabilität  der  pe- 
riodischen Bahnen  gehandelt.   Der  Zusammenhang  zwischen  dieser 
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Stabilität  in  kreisförmigen  Bahnen  und  der  Eigenschaft  spiral- 
förmiger, einen  asymptotischen  Kreis  zu  besitzen,  wird  nachge- 
wiesen. Jede  nicht  stabile  periodische  Bahn  hat  eine  unendliche 
Anzahl  solcher  Spiralformen,  welche  „parasitische  Trajectorien^ 
genannt  werden.     Hauptpunkt   der  Untersuchung   ist   der  Sats, 

dass  das  Verhältnis  — =  k    (worin   ii«,  ««+1,   tin+a   die 

Abweichung  der  n*®",  («  + !)**",  (n  +  2)**"  Periode  in  überein- 
stimmenden Punkten  für  jede  gestörte  Bahn  bedeuten)  für  jede 
Bahn  einen  bestimmten  constanten  Wert  besitzt 

Je  nachdem  diese  Zahl  k  sich  innerhalb  oder  ausserhalb 
der  Grenzen  -\-2  und  —2  befindet,  ist  die  Bahn  stabil  oder  in- 
stabil. Wenn  k  gerade  auf  eine  der  beiden  Grenzen  ßlllt,  ent- 
stehen drei  andere  Bahntypen  von  verschiedenem  Grade  .von 
Allgemeinheit.  Nachdem  die  allgemeine  Differentialgleichung  der 
gestörten  Bewegung  aufgestellt  worden  ist,  werden  die  Eigen- 
schaften der  Bahnen  mit  conservativen  Störungen  untersucht. 
Darauf  wird  die  Bestimmung  einer  periodischen  Bahn  gegeben, 
und  die  Anzahl  der  Brennpunkte  der  gestörten  Bahnen  festgelegt 
Die  Gleichung  mit  endlichen  Differenzen  wird  aufgestellt  und 
integrirt  und  der  Typus  der  geometrisch  instabilen  Bahnen,  der 
oben  erwähnten  „parasitischen  Tr^jectorien"  untersucht  Darauf 
folgt  die  Besprechung  des  Typus  stabiler  Bahnen  und  des  Ein- 
flusses störender  periodischer  Kräfte  auf  ihre  Stabilität;  der 
Typus  der  arithmetischen  instabilen  Bahnen  und  derer,  welche 
stabil  sind  hinsichtlich  conservativer  Störungen,  aber  instabil 
hinsichtlich  nicht  conservativer  Störungen;  der  centralen  Trajec- 
torien,  darunter  der  kreisförmigen.  Schliesslich  wird  nachgewiesen, 
wann  die  Bahn  selbst  stabil  ist,  der  Ort  des  Punktes  in  der 
Bahn  aber  nicht  stabil.  G. 

« 
D.  J.  KoRTEWEG.     Ueber   Stabilität  periodischer   ebener 

Bahnen.      Wieo  Ber.  XCIII.  y95-1040. 

Es  wird  angenommen,  dass  die  Kräfte,  unter  deren  Ein- 
wirkung der  bewegliche  Massenpunkt  seine  Bahn  beschreibt,  ein 
Potential   besitzen.     Periodische  Bahnen  werden  vom  Verfasser 


Gapitel  4.     Dynamik.  g53 

stabil  geuannt,  wenn  das  Veriältnis  — ^,  wo  u^  die  sehr  kleine 

malimale  Abweichung  während  der  ersten,  Un  diese  Abweichung 
während  der  n**"  Periode  bezeichnet,  nicht  unbestimmt  mit  n 
wächst,  sondern  zwischen  Grenzen  eingeschlossen  bleibt.  Den 
Schlüssel  zu  den  erhaltenen  Resultaten  bildet  das  merkwürdige 

Theorem,  dass  der  Quotient  -  —  ^      -  =  x  (u^,  ti„^i,  Unri  die  Ab- 

weichungen  einer  willkürlich  gewählten  conservativ  gestörten 
Bahn  in  übereinstimmenden  Stellen  der  betreffenden  Perioden) 
für  jede  Bahn  einen  bestimmten  constanten  Wert  besitzt.  Je 
nachdem  diese  Zahl  x  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Grenzen 
+2  und  —2  liegt,  ist  die  Bahn  stabil  oder  instabil.  Gerade 
wie .  der  Verfasser  in  einer  früheren  Arbeit  über  Bahnen  bei 
centralen  Kräften  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  802-4)  Kreisspiralbahnen 
gefunden  hatte,  die  nach  innen  und  aussen  jede  instabile  Kreis- 
bahn  begleiten,  aber  erst  nach  unendlicher  Zeit  mit  ihr  zusammen- 
fallen, so  zeigt  es  sich  hier,  dass  jede  instabile. periodische  Bahn 
eine  unendliche  Anzahl  sich  ihr  asymptotisch  anschmiegender 
Bahnen  besitzt,  denen  der  Namen  ^parasitische  Bahnen"  beige- 
legt wird,  und  die  sich  zu  zwei  Bündeln  vereinigen  lassen.  Im 
Ausnahmefalle,  wo  keine  parasitischen  Hahnen  bestehen  und 
doch  Instabilität  vorhanden  ist,  zeigt  diese  einen  eigentümlichen 
abweichenden  Charakter,  und  dann  giebt  es  einen  einzigen  Bahn- 
bündel, der  in  gewissem  Sinne  an  die  StelLe  der  beiden  para- 
sitischen Bahnbündel  tritt. 

Je  nach  der  Grösse  von  x  unterscheidet  der  Verfasser  ver- 
schiedene Typen  der  Bahnen,  welche  dann  einzeln  untersucht 
werden,  nämlich: 

1)  Der  geometrisch  instabile  Haupttypus  (A)^  wenn  x>2 
oder  X  <  —  2,  besitzt  zwei  parasitische  Bahnbündel. 

2)  Der  stabile  Haupttypus  (Ä),  wenn  2  >  x  >  —  2,  ist  auch 
für  nichtconservative  Störungen  stabil. 

3)  Der  arithmetisch  instabile  Bahntypus  (C),  einer  der  drei 
Uebergangstypen  für  x  =  2  oder  x  =  —  2.  Die  Reihe  der  Ab- 
weichungen im  Typus  (A)  ist  eine  geometrische,  hier  ist  sie  eine 
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arithmetische.  Die  zu  diesem  Typus  gehörigen  Bahnen  sind  f&r 
conservative  Störungen  einer  einzigen  bestimmten  Art  stabil,  für 
alle  übrigen  arithmetisch  instabil.  Zum  Bahntypus  (C)  gehören 
im  allgemeinen  die  centralen  Bahnen. 

4)  Der  für  conservative  Störungen  stabile,  fBr  nichtconser- 
vative  instabile  Bahntypus  (D). 

5)  Der  für  Störungen  beider  Arten  stabile  Uebergangs- 
typus  (E). 

Nach  Erörterung  der  Eigenschaften  dieser  fünf  Typen  wer- 
den die  centralen  Bahnen  einer  besonderen  Prüfung  unterzogen. 
Während  diese  Bahnen  im  allgemeinen  zum  Typus  (C)  gehören, 
können  dieselben,  falls  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sind,  zum 
Typus  (£)  übertreten.  Diese  Bedingungen  sind  aber  gerade  für 
die  beiden  wichtigsten  Gesetze  erfüllt,  nämlich  für  die  Kraft- 
gesetze  f.r-^  und  f.r,  an  denen  daher  die  gefundenen  Bedin- 
gungen geprüft  werden.  Ganz  zuletzt  werden  noch  die  centralen 
Kreisbahnen  untersucht,  deren  parasitische  Bahnen  vom  Ver- 
fasser früher  Kreisspiralbahnen  .genannt  worden  sind.  (Vgl.  den 
voranstehenden  Bericht.)  Lp. 

O.  Staude.     Ueber  periodische  und  bedingt  periodische 

Bewegungen.        Dorpat.    Natarforacher-Ges.  Her.  155'lö7. 

Einige  Bemerkungen,  deren  weitere  Ausführung  in  einer 
folgenden  Publication  in  Aussicht  gestellt  wird,  über  die  Gruppi- 
rung  der  Bewegungen,  welche  der  Einteilung  der  Functionen  in 
periodische  und  nicht  periodische  entspricht.  Lp. 

O.  LiMAN.  Die  Bewegung  zweier  materiellen  Punkte 
unter  Zugrundelegung  des  Riemann  sehen  elektro- 
dynamischen  Gesetzes.      Diss.  Halle,  42  S.  4^ 


F.  FoLiK  et  E.  Catalan.  Rapports  snr  le  Memoire  de 
M.  Ch.  Lagrange  intitul^:  ^Th^or^mes  de  Mdoanique 
Celeste,  ind^pendants  de  la  loi  de  Tattraotion.**       Beig. 

Bull.  (8)  Xir.  231-238. 
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J.  DB  TiLLY  et  F.  Folie.      Rapports    sur    une    r^poiiße 
de  M.  Lagrange  aux  critiques  d'an  rapport  de  M.  Ca- 

talan.      Belg.  Bull.  (3)  XII.  489-493. 

Ch.  Lagrange.      R^ponse   aux  critiques  du  Rapport  de 

M.    Catalan.     Belg.  Bull.  (3)  XII.  527-539. 

E.  Catalan.       Extrait     d'une    lettre    ä    M.    de    Tilly. 

Belg.  Ball.  (3)  XIIL  4. 

Es  sei  MT  die  Tangente  an  einer  Bahnlinie  doppelter  Krüm- 
mung, P  ein  fester  Punkt  in  der  bewegliehen  Ebene  PMT^  so 
beschreibt  M  eine  ebene  Carve.  Die  Stellung  der  beweglichen 
Ebene  wird  in  jedem  Augenblicke  durch  den  Winkel  o  bestimmt, 
den  sie  mit  einer  festen  Ebene  bildet,  und  durch  den  Winkel  ß 
ihrer  Schuittgeraden  mit  dieser  festen  Ebene  gegen  eine  feste 
Gerade  innerhalb  dieser  letzteren.  Der  Verfasser  wendet  diese 
Art  der  Darstellung  der  Bewegung  eines  Punktes  M  auf  das 
Problem  der  drei  Körper  an,  indem  er  die  Anziehung  beliebig 
lässt.  P  fällt  der  Reihe  nach  mit  jedem  der  drei  Körper  zu- 
sammen. Dadurch  kommt  er  zu  zahlreichen  besonderen  Ergeb- 
nissen,   unter    welchen    Herr   de  Tilly    die    folgenden   anführt: 

I.  Die  Bewegung  der  Schnittgeraden  sowohl  in  der  festen  als 
auch  in  der  beweglichen  Ebene  erfolgt  immer  in  demselben  Sinne 
(anders  ausgedrückt,  ß  wächst  immer,  oder  nimmt  immer  ab); 
o  dagegen -erleidet  abwechselnd  Ab-  und  Zunahmen.  Unter  der 
Annahme  des  Newton'schen  Anziehungsgesetzes  findet  der  Ver- 
fasser bei  Anwendung  seiner  Formeln  auf  die  Aufgabe  der  Be- 
wegung der  Knoten  des  Mondes  bekannte  Resultate  wieder  auf. 

II.  Unter  allen  Anziehungsgesetzen  im  umgekehrten  Verhältnisse 
einer  ganzen  Potenz  der  Entfernung  ist  das  Newton'sche  das 
einzige,  welches  für  uns  die  Umwälzung  der  Knoten  unseres 
Trabanten  merkbar  machen  kann.  (Vgl.  Schemmel,  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  820).  Mn.  (Lp.) 

G.  ScHOUTEN.    No.  5  der  prysvragen  voor  het  jaar  1885 

beantWOOrd.    Nieow  Archief  XIII.  11-57,  117-183. 

Die  Preisfrage,  welche  gelöst  wird,  lautet  folgendermassen : 
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Auf  einen  Massenpunkt  M^  welcher  sich  mit  einer  Anfangs- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  der  Geraden  bewegt,  die  diesen 
Punkt  mit  einem  festen  Centrum  0  verbindet,  wirken  von  0  zwei 
Kräfte  von  der  Form  ar-"'  und  br^"".  Es  wird  eine  vollständige 
Untersuchung  der  Bewegung  verlangt,  wenn  m  und  n  ganze 
positive  Zahlen  sind. 

Die  sehr  ausführliche  Auflösung  ist  in  verschiedene  Ab- 
schnitte geteilt,  deren  Inhalt  wir  hier  in  gedrängter  Uebersicht 
folgen  lassen. 

Abschnitt  I.  Aufsuchung  der  verschiedenen  Fälle,  in  denen 
die  Lösung  möglich  ist.  17  Fälle  werden  nachgewiesen,  in  denen 
die  vollständige  Auflösung  mittels  elliptischer  Functionen  ausge- 
führt werden  kann. 

Abschnitt  IL  Die  Kraft  wird  durch  die  Function  a-j-fer-* 
dargestellt.  Das  Ergebnis  der  Untersuchung  lehrt,  dass,  wenn 
a  positiv  ist,  der  bewegende  Punkt  sich  fortwährend  vom  Mittel- 
punkt mit  stets  zunehmender  Geschwindigkeit  in  einer  Bahn 
mit  einer  Asymptote  entfernt,  welche  durch  das  Centrum  geht, 
so  lange  im  Anfang  der  Bewegung  die  Centripetalkraft  grösser 
ist  als  die  ganze  bewegende  Kraft;  dass  die  Bewegung  einfach 
kreisförmig  wird,  wenn  beide  Kräfte  einander  gleich  sind.  Ist 
aber  die  zweite  grösser  als  die  erste,  dann  wird  der  Punkt  in 
einer  spiralförmigen  Bahn  mit  unendlich  vielen  Windungen  nach 
dem  Ceutrum  gehen  und  dort  nach  endlicher  Zeit  mit  unend- 
licher Geschwindigkeit  ankommen. 

Ist  a  negativ,  so  wird  das  letzte  stattfinden,  so  lange  die 
Centripetalkraft  im  Anfange  der  Bewegung  nicht  grösser  ist  als 
der  veränderliche  Teil  der  Kraft;  im  entgegengesetzten  Falle 
wird  die  Bahn  eine  regelmässige  Wellencurve  sein^  welche  in 
einen  Kreis  übergehen  kann.  Ist  die  Kraft  constant,  so  wird 
der  Punkt  sich  in  einer  Bahn  mit  Asymptote  vom  Centrum  ent- 
fernen, wenn  sie  abstossend  wirkt;  in  einer  regelmässigen  Wellen- 
curve aber,  wenn  sie  anziehend  ist. 

Abschnitt  III.  Die  Kraftfunction  ist  a-f6r-^  Hier  ent- 
stehen acht  verschiedene  Fälle,  welche  entwickelt  werden.  In 
keinem  derselben  kann  der  Punkt  zum  Centrum  gelangen  und 
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die  Bahn  kann  in  eine  Spirale  mit  asymptotischem  Aussenkreis 
übergehen. 

Abschnitt  IV.  Die  Kraftfunction  ist  a-\-br.  Hier  giebt  es 
neun  verschiedene  Fälle.  Die  Bewegung  richtet  sich  nach  dem 
veränderlichen  Teile  der  Function.  Neue  Bahnformen  treten 
nicht  auf. 

Abschnitt  V.  Die  Kraftfunction  ist  ar-^-^br^^.  Hier  ent- 
stehen 17  besondere  Fälle.  Das  Ergebnis  der  Rechnung  kann 
folgendermassen  zusararaengefasst  werden:  Für  fr<0  wird  die 
Bahn  entweder  eine  Spirale,  welche  mit  einer  endlichen  Zahl  von 
Windungen  nach  dem  Centrum  geht  und  in  einem  Fall  einen 
asymptotischen  inneren  Kreis  hat  mit  unendlich  vielen  Windungen, 
oder  eine  regelmässig  wellenförmige  Bahn  mit  dem  Kreis  als 
besonderem  Falle,  oder  eine  Bahn,  die  sich  bis  ins  Unendliche 
erstreckt  und  von  hyperbolischem  Charakter  ist,  weil  sie  eine 
Asymptote  besitzt,  welche  nicht  durch  das  Centrum  geht,  aber 
auch  parabolischen  Charakter  zeigen  kann,  da  sie  nicht  immer 
eine  Asymptote  bat.  Ist  aber  6  >  0,  so  ist  die  Bahn  entweder 
eine  regelmässige  Wellencurve  mit  einem  Kreis  als  besonderem 
Fall,  oder  sie  ist  von  hyperbolischem  Charakter,  im  besonderen 
Falle  von  parabolischer  Art.  Der  Punkt  wird  niemals  in  das 
Centrum  gelangen. 

Abschnitt  VI.  Die  Kraftfunction  ist  ar-^-^-br-^  Hier  ent- 
stehen 1 1  Fälle.  Die  Bewegung  stimmt  hinsichtlich  der  Form 
der  Bahnen  mit  der  durch  die  Wirkung  der  Kraft  ar'^-tbr"^ 
erhaltenen  überein.  Die  dort  erhaltenen  Ergebnisse  finden  auch 
hier  ihre  Anwendung. 

Abschnitt  VII.  Die  Kraftfunction  ist  ar-^  +  6r-^;  sie  giebt 
12  Fälle."^  Die  Bahn  ist  entweder  eine  logarithmisch-spiralförmige 
Curve  oder  sie  erstreckt  sich  bis  ins  Unendliche  mit  oder  ohne 
Asymptote;  in  einigen  Fällen  kann  sie  betrachtet  werden  als  eine 
gestörte  Bewegung  derjenigen,  welche  unter  der  Wirkung  von 
ar"^  allein  zu  Stande  kommt. 

Abschnitt  VIII.  Die  Kraftfunction  ist  ar-^-f-6r;  sie  giebt 
neun  Fälle.  Die  Bahnen  stimmen  mit  denen  überein,  welche  in 
den  vorigen  Abschnitten  behandelt  wurden. 
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Die   Abhandlung   wird   in   einem    folgenden  Jahrgang    der 
Zeitschrift  fortgesetzt.  6. 


C.  Neümann.  Ausdehnung  der  Keppler'schen  Gesetze 
auf  den  Fall,  dass  die  Bewegung  auf  einer  Kugel- 
fläche  stattfindet.      Leipzig  Ber.  1-2. 

Der  Verfasser  stellt  z.  B.  folgenden  Satz  auf:  Ist  die  Kräfte- 
function  umgekehrt  proportional  mit  tang^,  wo  &  den  sphärischen 
Abstand  des  Planeten  von  der  Sonne  bezeichnet,  so  wird  der 
Planet  eine  sphärische  Ellipse  beschreiben,  deren  einer  Brenn- 
punkt in  der  Sonne  liegt  N. 

U.  Dainelli.  Sul  niovimento  d*un  punto  pesante  sopra 
rette  inclinate  nel  vuoto  e  senza  attrito.     Bologna  Read. 

1885-86.  50-57. 

Angabe  der  Anfangsgeschwindigkeit,  unter  welcher  die 
tautochrone  Bewegung  eines  schweren  Punktes  längs  der  Vector- 
radien  einer  PascaFschen  Schneckenlinie  (lima(on)  mit  yerticaler 
Axe  stattfindet.     Es  sei: 

Q  =^  d  cosd-^a 
die  Gleichung   der  Schneckenlinie,    k   eine  beliebige  Constante. 
Geht   ein   schwerer   Punkt    von    dem    Pole    mit    der    Anfangs- 
geschwindigkeit: 

yk'd'  +  2dg-kd 
aus,  und  bewegt  er  sich  längs  eines  abwärts  gerichteten,  nach 
dem  Curvenpunkte  (^,  6)  gehenden  Strahles,   so   gelangt  er  zu 
diesem  Punkte  nach  der  Zeit: 


9 
deren  Ausdruck,  wie  ersichtlich,  von  den  Coordinaten  ^,  0  unab- 
hängig  ist.     Analoge  Formeln   gelten    für   aufwärts   gerichtete 
Strahlen. 

Als   ein    besonderer   Fall    der   vorstehenden    Untersuchung 
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kann  der  bekannte  Tantochronismus  längs  der  Yom  höchsten 
Punkte  ausgehenden  Sehnen  eines  verticalen  Kreises  angesehen 
werden. 

Sind  zwei  vertikale  Kreise  vorhanden,  deren  einer  den  an- 
deren in  dessen  höchstem  Punkte  von  aussen  berührt,  so  wird 
jede  durch  den  Berflhrungspunkt  gehende  Secante  von  einem 
schweren  Punkte  in  der  constanten  Zeit: 


9 
durchlaufen,    wenn    die    Anfangsgeschwindigkeit    V^  =^  KR   ist. 

Hier  bedeutet  R  die  Länge  der  Secante,  D  die  Summe  der  Durch- 
messer der  beiden  Kreise,  K  eine  beliebige  constaute  Grösse. 
Die  vom  Verfasser  für  diesen  Fall  angegebenen  Ausdrücke  haben 
wir  etwas  modificirt,  um  ihnen  eine  in  Bezug  auf  die  beiden 
Kreise  symmetrische  Form  zu  geben.  Vi. 


IT.  Dainelli.     Due  casi   di    movimento  tautocrono  d'un 
punto  nel  vuoto  sopra  una  curva  levigata  qualunque. 

Batt.  G.  XXIV.  364-370. 

Damit  ein  im  Punkte  0  endigender  reibungsloser  Bogen 
von  beliebiger  Länge  a  in  einer  constanten  Zeit  T  von  einem 
beweglichen  Punkte  durchlaufen  werde,  setze  man  den  am  Ende 
der  Zeit  t  zurückgelegten  Bogen  s: 

(1)        s  =  f(a,  t) .  g,(t). 

Hierin  sind  f  und  q>  beliebige  Functionen  von  t,  welche  (für 
jeden  reellen,  endlichen  und  positiven  Wert  von  a)  mit  ihren 
ersten  und  zweiten  Ableitungen  innerhalb  des  Intervalles  0  . . .  T 
von  t  reell,  endlich  und  continuirlich  bleiben;  T  ist  unabhängig 
von  o  und  die  kleinste  positive  Wurzel  von  qpCO  =  0,  a  ist 
identisch  gleich  f(o^0).  g>(0),  und  endlich  dürfen  f  und  tp  in 
dem  genannten  Intervalle  nicht  verschwinden.  Die  Geschwindig- 
keit V  und  die  tangentiale  beschleunigende  Kraft  p  ergeben  sich 

•  ij 

aus   (l):     K  =  — r-1     P  = -j-t'     Die  beiden  näher  untersuchten 

di  ^     '^        dr 
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Fälle  sind  diejenigen,  bei  denen  gesetzt  ist: 

(I)    A(«,o=-f  +  ^%tl°^^  ^(o=T-^ 

(II)        f(a,  0  =  0  —  ö/,     9(0  =  C08*<.  Lp. 


G.  FoüRET.  Sur  ceitains  problfemes  dans  lesquels  on 
considfere,  sur  une  courbe  plane,  des  arcs  demßme 
origine  parcourus  dans  le  m^tne  temps  qua  las  cordes 
correspondantes.     c  R.  CHI.  iiu-iiie. 

G.  FouRET.      Sur   certains    probl^mes  d'isochronisme. 

C.  R.  cm.  1174-1176. 

G.  FouRET.  Memoire  sur  certains  mouveraents  dans 
lesquels  des  arcs  d'une  mßme  courbe  plana  compt^s 
k  partir  d'une  origine  6xe  sont  parcourus  dans  le 
m^nje  temps  qua  las  cordes  correspondantes.    J.  de  ißc. 

Pol.  Gab.  LVI.  171-211. 

Die  beiden  vom  Verfasser  behandelten  Aufgaben  lauten: 

I.  „Ein  Massenpunkt,  welcher  in  einer  Ebene  unter  der 
Einwirkung  einer  Kraft  steht,  die  von  einem  bestimmten  Potential 
herrührt,  bewegt  sich  mit  gegebener  Geschwindigkeit  von  einem 
festen  Anfangspunkte  0  aus.  Ein  System  ähnlicher  und  ähnlich 
liegender,  durch  0  gehender  Curven  (C)  zu  finden,  so  dass  der 
bewegliche  Punkt  vom  Punkte  0  aus  einen  beliebigen  Punkt  der 
Ebene  in  derselben  Zeit  erreicht,  wenn  er  eine  der  Curven  oder 
wenn  er  die  entsprechende  Sehne  durchläuft''. 

II.  „Wenn  in  einer  Ebene  ein  System  von  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Curven  (C)  gegeben  ist,  die  durch  einen  und 
denselben  Punkt  0,  den  gemeinschaftlichen  Aehnlichkeitspunkt, 
gehen,  eine  von  einem  Potential  herrührende  Kraft  su  finden, 
unter  deren  Einwirkung  ein  mit  gegebener  Geschwindigkeit  vom 
Punkte  0  ausgehender.  Punkt  einen  beliebigen  Bogen  einer  be- 
liebigen von  den  Curven  (C)  von  0  aus  in  derselben  Zeit  durch-  • 
läuft,  die  er  zur  Beschreibung  der  entsprechenden  Sehne  brauchen 
würde". 
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Die  erste  Aufgabe  besitzt  nur  dann  eine  Lösung,  wenn  die 
Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist  und  der  Ausdruck  für  das 
Potential  die  Form  hat: 


(')    '^[^l'^'w- 


wo  r  and  d  Polarcoordinaten    für  0  als  Pol  bezeichnen.     Die 
Gleichung  der  gesuchten  Gurve  (C)  ist  dann: 

(2)         r'  =  k'(f(d)e    '^  rio)     ^ 
worin   k   einen    willkürlichen    Parameter  bedeutet.     Die  zweite 
Aufgabe  ist  ebenfalls  nur  lösbar,  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 
keit  Null    ist.     Ist   unter   dieser  Annahme   die  Gleichung   der 
Curve  (C) 

(3)        r  =  *c3(ö), 

80  erhält  man  das  gesuchte  Potential,  indem  man  im  Ausdruck  (1) 

setzt,  während  i//(ö)  willkürlich  bleibt. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  (C)  voi\  der  Form 

r^^'p  r=  2/c2^''»sinmÖco8"»V|uö, 
worin  m  und  p  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,   so  findet  man 
als  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  den  Ausdruck 


xf>{ 


jcos^'^mö. 


cos^m^/ 

Dieser  Fall  begreift  insbesondere  die  Curven  r"  =  &"sinnd  in 
sich,  deren  Eigenschaften  von  vielen  Geometern  untersucht  sind, 
80  z.  B.  für  «  =  2  die  Lemniskate,  deren  hierh^rgehörige  Eigen- 
schaften 1804  durch  Saladini  für  eine  Kraft  von  constanter 
Grösse  und  Richtung,  1844  durch  0.  Bonnet  für  eine  der  Ent- 
fei*nung  proportionale  Centralkraft  entdeckt  sind.  Merkwürdiger 
Weise  ist  mit  Ausnahme  dieser  beiden  Fälle,  welche  die  bezüg:- 
lichen  Untersuchungen  veranlasst  haben,  die  Lösung  der  Auf- 
gabe I  unmöglich  für  zwei  Kategorien  von  Kräften,  nämlich  für 
die  Centralkräfte  und  für  diejenigen,  welche  bei  constanter 
Richtung  Functionen  der  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von 
einer  festen  Geraden  sind. 


3g2  ^>  Abschnitt.     MetfaaDik. 

In  der  aasftthrlichen  Abhandlung  des  J.  de  VtiC.  Pol.  werden 
die  eben  mitgeteilten  Resultate  begründet,  nachdem  dieselben  in 
der  ersten  Note  der  C.  R.  schon  veröffentlicht  waren;  in  der 
zweiten  Note  der  C.  R.  dagegen  kündigt  der  Verfasser  die 
Ergebnisse  allgemeinerer  Untersuchungen  über  folgende  Aufgaben 
an:  Es  sei  ein  System  (A)  von  Curven  r  =  c3(ö,  a)  gegeben,  die 
durch  den  Pol  0  gehen  und  von  einem  variablen  Parameter  a 
abhängen.  I.  „Ein  neues  System  (Ä)  von  Curven,  welche  alle 
durch  0  gehen,  so  zu  bestimmen,  dass  ein  Massenpunkt,  der  von 
0  mit  der  Geschwindigkeit  v^  ausgeht,  in  derselben  Zeit  unter 
der  Einwirkung  des  betrachteten  Potentials  in  einem  beliebigen 
Punkte  M  der  Ebene  eintrifft,  möge  er  ununterschiedlich  die 
Curve  aus  dem  Systeme  (A)  oder  die  aus  dem  Systeme  (B)  be- 
schreiben, welche  beide  durch  M  gehen*'.  II.  „Das  Potential 
aufzusuchen,  unter  dessen  Einwirkung  die  bezw.  zu  den  beiden 
Systemen  (^)  und  (B)  gehörigen  Curven  in  Bezug  auf  einander 
die  oben  definirte  Eigenschaft  des  Isochronismus  besitzen^. 

Sind  beide  Systeme  (A)  und  (0)  ähnlich  und  ähnlich  liegend, 
so  ist  es  auch  das  Sfstem  (S)  der  synchronen  Curven,  d.  h. 
derjenigen  Curven  r  =  >l(jp(ö),  welche  den  Ort  des  Punktes  auf 
den  verschiedenen  Curven  (^)  oder  (B)  nach  Verlauf  der  Zeit  l 
angeben.  In  diesem  Falle  wird  der  Ausdruck  des  Potentials 
nach  der  ohne  Beweis  abgedruckten  Angabe  des  Verfassers: 

|-_r_-|       »'(e)[o'(g)+c"(6>)] 

mit  der  Bedingung,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist 
Die  Curven  {A)  und  (£)  berühren  sich  in  0.  Lp. 


A.  DB  Saint-G  ERMAIN.    Suv  la  d^termination  g^om^trique 
des  brachistochrones.     Nouv.  add.  (3)  v.  177-185.  ' 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  durch 
den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Kraft  bestimmt  werden  kann 
(also  passive  Widerstände  nicht  vorhanden  sind),  so  lässt  sich 
die  Braehistochrone  bestimmen,  ohne  dass  man  die  Variations» 
rechnung  zu  Hülfe  zu  nehmen  braucht.    Hierzu  benutzt  der  Ver- 
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fasser,  wie  schon  andere  vor  ihm,  die  Lösung  der  bekannten 
Aufgabe:  Wenn  zwei  Punkte  A  und  B  in  zwei  Gegenden  des 
Raumes  gegeben  sind,  welche  durch  eine  Fläche  S  getrennt 
werden,  auf  dieser  Fläche  einen  Punkt  M  zu  finden,  sodass  ein 
beweglicher  Punkt,  weicher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a  in 
der  A  enthaltenden  Gegend,  mit  der  Geschwindigkeit  6  in  der 
B  enthaltenden  Gegend  bewegt,  die  gebrochene  Linie  AMB  be- 
schreiben muss,  um  von  A  nach  B  in  der  kürzesten  Zeit  zu 
gelangen.  Indem  nun  die  Anzahl  solcher  Flächen  S  zwischen 
A  und  B  unendlich  gross  genommen,  jede  derselben  durch  eine 
Niveaufläche  ersetzt  wird,  gelangt  der  Verfasser  zu  solchen  geo- 
metrischen Eigenschaften  der  Brach istochrone,  welche  letztere 
Yöllig  definiren.  Im  Falle  von  parallelen  Ebenen  als  Niveau- 
flächen  hat  man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu 
integriren;  fQr  den  Fall  allgemeiner  Niveauflächen  werden  die 
erhaltenen  Bedingungen  geometrisch  und  mechanisch  gedeutet. 
Besonders  wird  die  Brachistochrone  in  der  Umgebung  des  An- 
fangspunktes genauer  untersucht.  Endlich  wird  eine  nicht  ebene 
Brachistochrone  unter  der  Annahme  bestimmt,  dass  der  beweg- 
liche Punkt  m  von  der  Masse  1  nach  einer  festen  Geraden  Ojs 
durch  eine  Kraft  F  angezogen  wird,  die  nach  dem  von  m  auf 
0%  gefällten  Lote  mP  gerichtet  ist  und  die  Grösse  F  =  q>\r) 
bat,  wenn  r  =  mP  ist.  ^  Lp. 

Wbknbr.  Beiträge  zur  Theorie  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  auf  Rotationsflächen  mit  specieller 
Anwendung  auf  das  Rotationsparaboloid,     Pr.  Gymn.  Ra- 

tibor  (No.  189).  40  S.  u.  1  Taf.  4». 

Die  Aufgabe  der  Integration  der  Differentialgleichungen  für 
die  reibungslose  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer 
Rotationsfläche,  wenn  von  einem  Punkte  der  Rotationsaxe  eine 
als  Function  der  Entfernung  wirkende  Centralkraft  ausgeht,  wird 
in  den  ersten  beiden  Paragraphen  nach  zwei  verschiedenen  Me- 
thoden auf  Quadraturen  zurückgeführt  Im  dritten  Paragraphen 
werden  diese  Betrachtungen  auf  die  besondere  Aufgabe  ange- 
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wandt,  bei  weicher  die  Fläche  ein  Bofationsparaboloid  ist^  der  an- 
ziehende Punkt  im  Scheitel  desselben  sitzt,  die  Kraft  direct 
proportional  der  Entfernung  wirkt,  die  Anfangsgeschwindigkeit 
in  einer  zur  Rotationsaxe  senkrechten  Ebene  liegt  Sowohl  die 
Zeit  t  als  auch  der  Winkel  t^,  welchen  die  durch  die  Rotations* 
axe  und  den  Fahrstrahl  nach  dem  Punkte  gelegte  Ebene  mit 
einer  festen  Ebene  durch  die  Axe  bildet,  werden  in  diesem  Falle 
elliptische  Integrale  dritter  Gattung.  Die  genaue  Discnssion 
derselben  bildet  den  Hauptgegenstiind  der  Arbeit  (§§^  4-12, 
S.  10-40). 

Die  umfassenden  allgemeinen  Untersuchungen  aus  der  Disser- 
tation des  Herrn  Stäckel  „Ueber  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  Fläche"  (F.  d.  M.  1885.  XVII.  881  flF.)  scheinen  dem 
Verfasser  nicht  bekannt  geworden  zu  sein.  Manche  der  von 
ihm  gefundenen  Eigenschaften  der  Bewegung  gelten  eben  unter 
allgemeineren  Voraussetzungen,  so  der  Satz,  dass  die  Bewegung 
des  Punktes  in  einer  Zone  vor  sich  geht,  welche  von  zwei  durch 
den  Punkt  abwechselnd  erreichten  Parallelkreisen  begrenzt  wird. 
Ebenso  wenig  ist  auch  auf  die  Abhandlung  des  Herrn  ZQge 
Bezug  genommen:  „Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 
Rotationsparaboloid"  (Hoppe  Arch.  (1)  LXX.  58-74,  F.  d.  M. 
1883.  XV.  816),  wo  mannichfaltige  Analogien  zu  der  hier  behan- 
delten Bewegung  vorkommen. 

Nachdem  in  §  5  die  Reaction  der  Fläche  bereqhnet  ist,  wer- 
den in  §  6  nach  Schellbach  (Lehre  von  den  elliptischen  Integralen 
und  den  Thetafunctionen)  die  elliptischen  Functionen  in  der  Ja- 
cobi'schen  Normalform  eingeführt,  die  Integrale  fQr  t  und  y/  als 
einfache  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  dargestallt  Hieraus 
wird  (§  7)  die  Periodicität  der  Bewegung  erschlossen;  die  Form 
der  Bahncurve  besteht  (§  8)  aus  lauter  sich  wiederholenden  con- 
gruenten  Zweigen*,  von  denen  jeder  wieder  aus  zwei  congruenten 
Halbzweigen  gebildet  ist,  die  jedoch  eine  entgegengesetzte  Lage 
zu  einander  haben.  Dass  der  höchste  Punkt  der  Bahn  auf  seinem 
Parallelkreise  im  Sinne  der  Bewegung  vorwärts  schreitet,  wird 
in  §  9  mit  Hülfe  der  zur  Irrationalität  der  Integrale  zugehörigen 
Riemann'schen  Fläche  gezeigt.     Aus   den  allgemeinen  Formeln 
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ergeben  sich  die  Resultate  für  die  besonderen  Fälle,  dass  (§  10) 
die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist,  und  dass  (§  11)  die  Bewe- 
gung in  einem  Parallelkreise  vor  sich  geht.  Der  letzte  kurze 
Paragraph  bespricht  die  durch  eine  Aenderung  in  der  Annahme 
der  Constanten  bedingte  Modification  der  Formeln  und  den  Fall 
der  Abstossung  statt  der  Anziehung.  Die  ganze  Arbeit  zeigt 
an  einem  hübschen  Beispiele  die  von  Herrn  Stäckel  unter  allge- 
meineren Voraussetzungen  aufgefundenen  Eigenschaften  der  Be- 
wegung auf  einer  Fläche.  Lp. 

K.  Weihrauch.  Ueber  Pendelbewegung  bei  ablenkenden 
Kräften,    nebst    Anwendung    auf    das    Foucault'sche 

Pendel.       Exoer  Rep.  XXII.  480-491. 

K.  Weihrauch.  Einfluss  des  Widerstandes  auf  die 
Pendelbewegung  bei  ablenkenden  Kräften,  mit  An- 
wendung auf  das  Foucault'sche  Pendel.    Exoer  Rep.  XXII. 

043-675. 

Beschränkt  man  sich  bei  der  Behandlung  des  mathematischen 
Pendels  auf  Schwingungen  von  unendlich  kleinem  Ausschlage, 
so  kann  man,  wie  bekannt^  die  Beschleunigung  des  Massen- 
punktes des  Pendels  nach  der  Ruhelage  hin  direct  proportional 
der  Entfernung  desselben  von  der  Ruhelage  setzen,  und  die  auf 
rechtwinklige  Axen  bezogenen  Differentialgleichungen  für  die 
Centralbewegung  innerhalb  der  Tangentialebene  der  Kugel  sind 
die  bekannten  der  harmonischen  Bewegung: 

Statt  der  Corioli 'sehen  zusammengesetzten  Centrifugalbe- 
schleunigung  nimmt  der  Verfasser  allgemein  eine  Kraft  hinzu, 
deren  Grösse  der  Geschwindigkeit  v  proportional  und  deren 
Richtung  normal  zur  beschriebenen  Trajectorie  ist.  Setzt  man 
endlich  noch  den  Sinn  der  Kraft  als  nach  einer  bestimmten 
Rotationsrichtung  wirkend  fest,  so  lauten  die  nunmehrigen 
Differentialgleichungen  des  somit  charakterisirten  abstracten 
mechanischen  Problems  der  Ebene: 

Fortschr.  d.  Math.  XVIII.  3.  55 
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wo  h  eine  Constante  bezeichnet.  Aus  beiden  Gleichungen  erhält 
man  durch  zweimalige  Differentiation,  resp.  Elimination: 

(3)        4F  +  2(f'  +  2A*)-^+r*  =  0, 

eine  lineare  Dififerentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten. 
Durch  die  Integration  derselben  folgt  x  und  sofort  auch  y  als 
Functionen  der  Zeit  t.  Die  Discussion  der  erhaltenen  Formeln 
lehrt  danach  die  näheren  Eigenschaften  der  Bewegung  kennen, 
so  die  Gestalt  der  Bahncurve  und  die  Schwingungsdauer,  deren 

Wert  T  =  n  ]/      .  ^»   gefunden  wird,  also  kleiner  als  unter  dem 

alleinigen  Einflüsse  der  Schwere. 

Die  Anwendung  auf  das  Foucault'sche  Pendel,  wobei 
h  =  cosing)  zu  setzen  ist  (&>  =  Winkelgeschwindigkeit  der  Erd- 
rotation, q>  =  geographische  Breite),  folgt,  ohne  dass  die  6e- 
setzmässigkeit  dieser  Anwendung  begründet  wird.  Der  Verfasser 
sagt  hierüber  (S.  489-490):  »Wäre,  was  ich  hier  nicht  weiter 
untersuchen  kann,  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  eine 
Zunahme  der  Anomalien  für  die  Maximalelongationen  von  genau 
derselben  Grösse  und  in  demselben  Zeitintervalle,  wie  oben, 
durch  eine  andere,  als  die  von  mir  bezüglich  iV  (der  Normal- 
kraft) „gemachte  Annahme  ebenfalls  geliefert  werden  könnte, 
dann  müsste  in  der  obigen  Deduction  ein  neuer  Beweis  für  die 
Art  und  Grösse  der  Ablenkung  horizontaler  Bewegungen  infolge 
der  Erdrotation  gegeben  sein.*"  Trotzdem  meint  der  Verfasser 
die  fragliche  Anwendung  machen  zu  dürfen  und  spricht  als 
Ergebnis  den  Satz  aus:  Die  Formel  T  =  T:smq>  gilt  mit  dem- 
selben Grade  von  Genauigkeit,  mit  dem  man  die  Schwingungs- 
dauer des  mathematischen  Pendels  gleich  nV —  rechnet.     Für 

die  Figur  der  Bahncurve  des  beweglichen  Punktes,  also  die 
Horizontalprojection  der  Triyectorie  eines  Foucault'schen  Pendels 
nach  Auffassung  des  Verfassers,   folgt  ein  Stern polygon,  dessen 
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Seiten  Curvenbogen  von  schwacher  KrQmmuog,  mit  der  convexen 
Seite  nach  der  Ruhelage  sind. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  das  mechanische  Problem 
des  ersten  Artikels  dahin  erweitert,  dass  ein  der  Geschwindigkeit 
proportionaler  Widerstand  hinzugenommen  wird.  Dadurch  ver- 
wandeln sich  die  Differentialgleichungen  (2)  in 


(4) 


dt*  A  ar  +  Jft  ^^        Jq   ^^ 

^=-r«-n  —  -2a-^ 

dt'  '  *      ^'*   dt       ^^  dt 


Durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  in  der  ersten  Arbeit  folgt  die 
lineare  Differentialgleichung: 

(5)      -^  +  4?-^+2(f'+2Ä'4-2g')-^+49r-^+r^=0. 

Damit  ist  die  Lösung  der  neuen  mechanischen  Aufgabe  auf  die 
bekannte  Integration  dieser  Gleichung  reducirt.  Nach  Aufstellung 
der  Integralformeln  für  x  und  y  im  ersten  Abschnitte  werden 
im  zweiten  die  erhaltenen  Formeln  discutirt  Von  den  Resultaten 
heben  wir  einige  heraus;  alle  diese  Ergebnisse  gelten  fQr 
denjenigen  Anfangszustand,  welcher  der  Art  entspricht,  wie  das 
Experiment  mit  dem  Foucault'scben  Pendel  angestellt  zu  werden 
pflegt:  nach  einer  anfänglichen  Ablenkung  aus  der  Ruhelage 
beginnt  der  Punkt  seine  Bahn  mit  der  Anfangsgeschwindig- 
keit Null. 

Von  einer  Schwingungsdauer  als  dem  Unterschied  je  zweier 
Zeiten,  in  denen  das  Pendel  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt, 
kann  nicht  die  Rede  sein,  weil  die  Geschwindigkeit  nur  für 
/  =  0  und  t  =  oo  Null  ist;  man  kann  dagegen  die  Schwingungs- 
dauer als  den  Unterschied  je  zweier  Zeiten  definiren,  in  welchen 
das  Pendel  zwei  aufeinanderfolgende  Maxima  oder  Minima  der 
Geschwindigkeit  besitzt.  Ein  Isochronismus  der  unendlich  kleinen 
Schwingungen  ist  dann  nicht  vorhanden.  Das  Pendel  passirt 
(wie  in  dem  Falle  ohne  widerstehendes  Mittel)  nie  die  ursprüng- 
liche Ruhelage.  Von  einer  gewissen  Zeit  an  geht  die  Bahn  des 
beweglichen  Punktes  in  eine  Spiralbewegung  um  den  Ursprung 
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über,   indem  Geschwindigkeit  und  Fahrstrahl   fortwährend    ab- 
nehmen. 

Specialfälle  und  numerische  Beispiele  bilden  den  Gegenstand 
des  dritten  Abschnittes  der  Arbeit.  Zunächst  werden  die  be- 
kannten Lösungen  der  beiden  Fälle,  in  denen  1)  keine  Normal- 
kraft, 2)  kein  Widerstand  vorhanden  ist,  aus  den  erhaltenen 
Formeln  hergeleitet.  Das  Zahlenbeispiel,  welches  hiernach  folgt, 
behandelt  einen  Fall,  der  zwar  zur  Erläuterung  der  Bewegung 
sehr  geeignet  ist,  in  Wirklichkeit  jedoch  nicht  vorkommen  kann, 
da  die  Erde  sich  (wenn  die  ganze  Theorie  überhaupt  auf  sie 
anwendbar  ist)  in  12,6  Sekunden  mittlerer  Zeit  einmal  um  ihre 
Axe  drehen  müsste.  Eigentümlich  ist  die  in  diesem  Beispiel  sich 
ergebende  Folgerung  über  die  Schwingungsdauer:  Bezieht  man 
diesen  Begriff  auf  die  Minima  der  Geschwindigkeit,  so  nimmt 
die  Schwingungsdauer  mit  wachsender  Zeit  zu;  bezieht  man  ihn 
jedoch  auf  die  Maxima,  so  nimmt  die  Schwingungsdauer  fort- 
während ab. 

Der  vierte  Abschnitt  enthält  die  Anwendung  der  gegebenen 
Entwickelungen  auf  das  Foucault'sche  Pendel  und  kommt  nach 
eingehender  Berücksichtigung  der  praktisch  möglichen  Fälle  zu 
dem  schon  von  Resal  abgeleiteten  Schlüsse:  „Der  Widerstand 
ändert  an  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  „Drehung  der 
Schwingungsebene"  beim  Foucault*schen  Pendel  vor  sich  geht, 
gar  nichts.  Bei  dem  Versuche  braucht  daher  auf  den  Widerstand 
keine  Rücksicht  genommen  zu  werden'^.  Lp. 

NoüVEL.       Ueber    die    Bewegung    eines    Fadenpendels, 
welches  in  einer  Ebene  schwingt.    Pr.GyinD.Cothen.208.4» 

Giebt  man  einem  an  einem  Faden  von  der  Länge  /  hängenden 
materiellen  Punkt  einen  Stoss,  so  dass  er  zunächst  eine  horizontale 
Geschwindigkeit  t>  erhält,  so  wird  er  sich,  anfangs  bekannten 
Gesetzen  folgend,  auf  der  Peripherie  eines  verticalen  Kreises 
bewegen.     Das  weitere  Verhalten  wird  wesentlich  von  der  Ge- 

schwindigkeitshöhe,  d.  h.  von  der  Grösse  a  =  -—    abhängen. 
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Int  a  >  1^/,  80  steigt  das  Gewicht  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
bis  zum  höchsten  Punkte  desselben  und  schwingt  auf  der  anderen 
Seite  desselben  abwärts,  ohne  dass  jemals  die  Spannung  des 
Fadens  gleich  Null  oder  gar  negativ  wird.  Ist  a  <  /,  so  penr 
delt  der  Körper  auf  der  unteren  Hälfte  des  verticalen  Kreises; 
auch  hier  wird  die  Spannung  niemals  Null.  Liegt  aber  a  in  den 
Grenzen  /  und  |/,  so  steigt  der  Körper  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  so  lange  empor,  bis  er  um  die  Strecke  h  =  f  (a  — /)  ober- 
halb des  Aufbängungspunktes  liegt.  Au  dieser  Stelle  ist  die 
Spannung  gleich  Null,  und  hier  verlässt  der  Körper  die  Peri- 
pherie, um  sich  auf  der  durch  die  erlangte  Geschwindigkeit  be- 
dingten Parabel  ins  Innere  des  Kreises  zu  bewegen.  In  dem 
einzigen  weiteren  Schnittpunkt,  welche  diese  Parabel  mit  dem 
Kreise  nur  noch  hat,  da  der  erste  gemeinschaftliche  Punkt  drei- 
fach zu  zählen  ist,  wird  plötzlich  die  zur  Peripherie  des  Kreises 
senkrechte  Componente  der  Geschwindigkeit  vernichtet,  und  der 
Körper  bewegt  sich  nun  zunächst  wieder  auf  der  Peripherie  des 
Kreises.  Ist  die  Richtung,  in  welcher  er  dies  thut,  derjenigen 
entgegengesetzt,  in  welcher  er  sich  vor  dem  Verlassen  der  Bahn 
bewegte,  so  bezeichnet  der  Verfasser  den  Vorgang  dadurch,  dass 
er  sagt,  der  Körper  kippt  um.  Ist  jedoch  die  Bewegungsrichtung 
nach  dem  Aufprallen  dieselbe,  wie  vor  dem  Verlassen  der  Bahn, 
80  soll  gesagt  werden,  der  Körper  sei  herumgeschleudert.  Um 
nun  das  weitere  Verhalten  des  Körpers  zu  erkennen,  hat  man 
zu  untersuchen,  welche  Geschwindigkeitshöhe  a, 'ihm  im  unter- 
sten Punkte  der  Bahn  zukommen  würde,  und  daraus  den  ent- 
sprechenden Wert  h^  =|(a,  — /)  zu  berechnen.  Da  bei  dem 
Aufprallen  lebendige  Kraft  verloren  gegangen  ist,  so  ist  h^  offen- 
bar kleiner  als  h  und  damit  kleiner  als  ^C^l—l)  =  i  Es  pen- 
delt also  entweder  der  Körper  auf  der  unteren  Kreishälfte,  wenn 
A,  negativ,  oder  es  wiederholt  sich  das  vorige  Spiel  mit  dem 
Verlassen  der  Kreisbahn  und  Wiederaufprallen.  Eine  genauere 
Einsicht  in  das  Wesen  der  Bewegung  erlangt  der  Verfasser  nun 
dadurch,  dass  er  das  Gebiet  der  Grösse  h  von  0  bis  /  in  ab- 
wechselnd auf  einander  folgende  Zonen  und  Nebenzonen  teilt. 
Sind  hn  und  A^  die  untere  und  die  obere  Grenze  der  n^°  Zone, 
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80  ist  An+i  bestimmt  durch  die  Gleichung 

dieselbe  Beziehung  besteht  zwischen  hn  und  hn^u  h\  ist  gleich 
0,  Ä,  die  kleinere  und  A',  die  grössere  der  beiden  reellen  Wur- 
zeln der  Gleichung 

Die  Grössen  hn  und  h'n  convergiren  mit  wachsendem  n  mehr  und 
mehr  gegen  einander  und  gegen  die  Grenze  /,  ohne  jedoch  diese 
Grenze  für  endliche  Werte  zu  erreichen.  Die  unteren  und  oberen 
Grenzen  der  ersten  Zonen  sind 

0  und  0,23593, 

0,75064    und  0,79077, 

0,88895    und  0,89930, 

0,93048    und  0,93459, 

0,94869    und  0,95080, 

0,95867  und  0,95992. 
Das  Intervall  0,23593  bis  0,75064  wird  nicht  als  erste  sondern 
als  zweite  Kebenzone  bezeichnet,  weil  das  Intervall  —1  bis  0 
aus  praktischen  Gründen  als  erste  Nebenzone  mit  aufgeführt 
wird.  Nunmehr  kann  der  Verfasser  folgende  Lösung  seiner  Auf- 
gabe bringen:  „Wenn  der  Punkt  geschleudert  ist,  haben  wir  zu- 
nächst sein  h  zu  bestimmen.     Es  sind  vier  Fälle  möglich: 

1)  h^l.  Dann  schwingt  der  Punkt  fortwährend  ganz 
herum  und  durcheilt  irgend  eine  bestimmte  Stelle  mit  jedesmal 
derselben  Geschwindigkeit. 

2)  h  liegt  in  der  jc*«"  Zone.  Dann  gelangt  der  Punkt  durch 
(x — l)maliges  Herumschleudern  durch  die  (x— 1)Z,  (x— 2)Z  etc. 
in  die  erste  Zone,  in  welcher  er  bleibt  und  unendlich  oft  umkippt. 

3)  h  liegt  in  der  x^"  Nebenzone.  Dann  gelangt  der  Punkt 
durch  (x— 2)malige8  Herumschleudern  und  dann  durch  ein  noch- 
maliges Herumschleudern  oder  durch  ein  Umkippen  in  die  erste 
Nebenzone  (0  >  A  >  — /),  in  welcher  er  bleibt  und  hin-  und  her- 
schwingt ohne  ferneres  Herumschleudern  und  Umkippen. 

4)  A  ist  der  Grenzwert  zwischen  der  x'*"  Zone  und  der  x**" 
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resp.  (x+  l)**"  Nebeozone.  Dann  durchläuft  der  Punkt  durch  (x—  1) 
resp.  xmaliges  Herumschleudern  der  Reibe  nach  sämtliche  niedri- 
geren Grenzwerte  und  kommt  schliesslich  an  die  durch  den  Aufhän- 
gungspunkt gelegte  Horizontale,  welche  er  bei  jedem  folgenden 
Hin-  und  Herschwingen  berührt.  F.  K. 


G.  KoBB.  Om  Integrationen  af  difiFerentialeqvationerna 
för  en  tung  partikels  rörelse  pa  en  rotationsyta  med 
vertikal  axel.    Stockh.  öfv.  367373. 

Eine  mehr  ausführliche  Darstellung  seiner  Untersuchungen 
hat  Herr  Kobb  in  ^Acta  Mathematica^  X.  89-108  in  einer  Ab- 
handlung: ^Sur  le  mouyement  d'un  point  mat^riel  sur  une  sur- 
face  de  r^volution"  gegeben.  M.  L. 


N.  WüiCH.     Lehrbuch  der  äusseren  Ballistik.    Wien. 


F.  SiACCi.      ün   proc^d^    d'int^gration   des  formules  ba- 

Hstiques        Rev.  d»Art.  XXVII.  315-322. 

Der  Verfasser  bringt  erhebliche  Abkürzungen  an  derjenigen 
Methode  an,  welche  er  in  der  Rev.  d'Art.  XVII.  45  (1880)  ver- 
öffentlicht hatte.  Die  ältere  Arbeit  ging  von  der  Didion'schen 
Substitution  aus,  bedurfte  aber  eines  unbewiesenen  Lemmas. 
Dieses  letztere  kann  nur  bewiesen  werden,  wenn,  wie  dies  jetzt 
geschehen  ist,  die  Didion'sche  Methode  aufgegeben  wird.  Die 
Integration  wird  übrigens  auch  nach  der  neuen  Art  nur  dadurch 
ermöglicht,  dass  für  eine  variable  Grösse  ein  constanter  Mittel- 
wert eingeführt  wird.  Lp. 

A.  Indra.     Synthetische  Entwickelang   eines   allgemein 
giltigen  Luftwiderstands-Gesetzes.    Mitt  üb.  Art.  o.  Genie. 

XVII.  1-34,  55-80. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Gleichung  der  Wurfparabel  im 
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luftleeren  Räume  aus: 

in  welcher  ^  den  Abgaugswinkel,  ti  die  Anfangsgeschwindigkeit, 
g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeuten.  Um  auszudrücken, 
dass  die  ballistische  Curve  im  endlichen  Abstände  Xa  eine  yerti- 
cale  Asymptote  hat,  fügt  er  dem  in  x  quadratischen  Gliede  den 

X 

Factor —  hinzu,  ebenso  der  aus  der  Gleichung  x  =  r,<  cosy 

Xfi      X 

berechneten  Zeit,  so  dass  also 

X  X/i 


t  = 


9iC08^        Xa — X 

wird.  Ferner  wird  erwogen,  dass  die  Voraussetzung  des  gleich- 
massigen  Widerstandes  nach  allen  Richtungen  der  Bewegung 
für  rotirende  Langgeschosse  nicht  zulässig  sei,  und  dadurch  die 
Notwendigkeit  eines  neuen  Factors  von  x^  begründet,  der  in  der 
einfachsten  Form  1  4-  <>^  gewählt  wird.  Damit  erhält  also  die 
Gleichung  der  ballistischen  Curve  die  Gestalt. 

(1)  y  =  X  igw --f — 5 -^^ — ■ ^—^. 

^   "^  ^  ^^  2t3?COS>  Xa—X 

Endlich  wird  zwischen  der  letzten  Geschwindigkeit  Va  (für 
X  =  Xa)  und  der  Schussweite  X  noch  die  Relation  angenommen: 

f)a=  C.  10«^, 

wo  q   und  C  zu   bestimmende  Constanten    bedeuten.     Aus  den 

Schusstafeln  werden  für  einzelne  Geschosse  die  Werte  der  Con- 

2C 
stantcn  a^  q^  k  = berechnet.     Die  „synthetische  Entwicke- 

lung''  besteht  demnach  in  der  glücklichen  Wahl  einer  Interpola- 
tionsformel, welche  in  der  That  die  Ergebnisse  der  Schiessver- 
suche gut  darstellt  und  über  welche  die  Redaction  der  Mittei- 
lungen bemerkt:  „Durch  eine  ganz  eigenartige  Auffassung  der 
Parameter  ist  es  dem  Verfasser  gelungen,  für  dieselben  innerhalb 
weiter  Geschwindigkeitsgebiete  ziemlich  constante  Grundwerte 
(auf  Basis  vieler  Schiessresultate)  zu  finden,  wodurch  die  Arbeit 
für  Näherungsrechnungen  einen  praktischen  Wert  bat." 
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Aus  Gl.  (1)  und  den  allgemeinen  Formeln  der  Bewegung 
wird  nun  die  Horizontal-Componente  ^^  des  Luftwiderstandes  in 
der  Gestalt  hergeleitet: 


d^x  2 


(2)        -^-rfT^^^^-^V'"'"'' 

worin  m  die  Masse  des  Geschosses,  c^  und  u  die  Horizontal- 
Componenten  bezw.  der  Anfangs-  und  der  Endgeschwindigkeit 
(d.  h.  die  letztere  für  x  =  JQ  bedeuten.  Als  wesentlich  betont 
der  Verfasser,  dass  q^^  also  überhaupt  der  Widerstand,  von  dem 
Anfangszustande  der  Bewegung  abhängig  gedacht  ist.  Auch  die 
experimentell  gefundene,  bekannte  Discontinuität  des  Widerstands- 
gesetzes bei  einer  Geschwindigkeit,  welche  gleich  der  Schall- 
geschwindigkeit ist,    ist   in  der  Formel  (2)  berücksichtigt;   der 

Factor    ist  nämlich  vom  Verfasser  in  eine  Gestalt  gebracht, 

aus  der  diese  Discontinuität  erhellt. 

Als  ein  allgemeines  Widerstandsgesetz,  welches  „mit  grösserer 
Annäherung  in  allgemeiner  Weise  gelten  könnte",  wird  zuletzt 
noch  das  folgende  plausibel  gemacht: 


G.  Recknagel.    Ueber  Luftwiderstand,    z.  dtsch.  ing.  xxx. 

489-493,  514-519. 

Die  vorliegende  Abhandlung  schliesst  sich  an  eine  in  Wiede- 
mann's  Ann.  der  Phys.  und  Chem.  ((2)  X.  677.  1880)  er- 
schienene Arbeit  an,  in  welcher  eine  Methode  der  manometrischen 
Bestimmung  des  Luftwiderstandes  für  einzelne  Punkte  der  be- 
wegten Platte  auseinandergesetzt  ist.  Die  neue  Arbeit  bezieht 
sich  auf  kreisförmige  Platten,  deren  Mittelpunkte  sich  selbst 
wieder  in  Kreisen  bewegen,  so  dass  also  die  Platten  ringförmige 
Räume  durchlaufen.  Bezeichnet  s  das  specifische  Gewicht  der 
Luft  in  Bezug  auf  Wasser,  v  die  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  Platte,  D  den  Durchmesser  der  Platte  und  L  den 
Abstand  des   Plattenmittelpunktes   von  der   Drehungsaxe,  wird 
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sv' 


ferner  zur  Abkürzung  F  =  iO'^,  BT  = -^—  gesetzt,  so  lassen 

sich  die  vom  Verfasser  experimeDtell  ermittelten  Luftwiderst&nde 
W(0fl\^D^0,5m,  l^L^bm)  durch  die  Formel 

W  =  FJirjl,12  +  3,21  ^-0,632-^1 

in  befriedigender  Weise  darstellen.  Auch  mit  den  Versuchen  von 
Borda  und  Hutton  befindet  sich  die  gegebene  Formel  in  ver- 
hältnismässig guter  Uebereinstimmung.  Um  völlige  üeberein- 
Stimmung  mit  den  Versuchsergebnissen  von  Hagen  zu  erzielen, 
hat  man  in  dem  Goefficienten  von  FH  an  Stelle  von  1,12  nur  1,06 
zu  setzen.  Ferner  werden  Versuchsergebnisse  fiber  die  Drackver- 
teilung  mitgeteilt,  und  zwar  des  Ueberdrucks  auf  der  Vorderseite 
und  des  Minderdrucks  auf  der  hinteren  Seite  der  Platte,  sowie 
Beobachtungen  über  die  längs  der  Platte  stattfindende  Luft- 
bewegung. F.  K. 


F.  Ritter  von  Rziha.       Die    mechanische    Arbeit    der 

Sprengstoffe.        Z.  Oeetr.  Ing.  u.  Arch.  XXXVHI.  19-22. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  eine  Zusammenstellung  der 
experimentellen  Untersuchungen  von  Bunsen  und  Scbischkoff, 
Stadler,  Berthelot  endlich  von  Koux  und  Sarrau  Über  die  mecha- 
nische Arbeit,  welche  die  gebräuchlichsten  Sprengstoffe  zu  ent- 
wickeln im  Stande  sind.  Indem  der  Verfasser  diesen  wissen- 
schaftlichen Ergebnissen  die  bei  praktischen  Sprengungsarbeiten 
beobachteten  Verhältnisse  des  mechanischen  Arbeitsvermögens 
verschiedener  Sprengstoffe  gegen ttberst eilt,  erzielt  er  eine  ver- 
hältnismässig gute  Uebereinstimmung  von  Theorie  und  Praxis, 
so  dass  die  nützliche  Arbeit  beim  Sprengen  für  die  vier  Sub- 
stanzen Schiesspulver,  Dynamit,  Gelatine,  Nitroglycerin  ziemlich 
derselbe  Bruchteil  der  überhaupt  geleisteten  Arbeit  ist.  Der 
Schluss  der  Abhandlung  weist  auf  die  bekannte  Aufgabe  des 
Ingenieurs  hin,  bei  Sprengarbeiten  durch  geeignete  Ladegrössen, 
ßohrlocbs-Dimensionen  und  Stellungen  der  Bohrschttsse  eine 
möglichste  Ausnutzung  des  Sprengstoffs  zu  erzielen;  der  Verfasser 
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zeigt  an  einem  Beispiel,  dass  es  vor  allem  darauf  ankomme,  die 
Wurfarbeit,  d.  h.  jene  Arbeit,  welche  auf  das  Fortschleudern  des 
Gesteins  verwendet  wird,  möglichst  zu  verringern.       F.  K. 


P.  Alexander.     Formulae  for  the  motion  of  projectiles. 

Glasgow  Phil.  Soc.  Proc.  XVIII.  237-241. 

Formeln  für  den  Gebrauch,  wenn  Tafeln  nicht  zur  Hand 
sind;  auf  der  Voraussetzung  beruhend,  dass  der  Widerstand  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.     Gbs.  (Lp.) 

C.  Cranz.  Theoretische  Studien  zur  Ballistik  der  gezo- 
genen Gewehre.  Eine  Methode  zur  Bestimmung  der 
vorteilhaftesten  Combination  von  Kaliber,  Drallwiukel, 
Geschosslänge,  Geschossgewicht  etc.     Hannover.  Helwing'- 

gcher  Verl.    (Th.  Mierzwinsky.)    1887.  VIII 4-55  8.   gr.  S*»  nebst  1  Taf. 

Nach  einer  populär  gehaltenen  Besprechung  des  Einflusses 
der  in  Betracht  zu  ziehenden  Grössen  wird  (S.  13)  die  zu  lösende 
Aufgabe  dahin  formulirt:  „Es  ist  diejenige  Verbindung  von 
Kaliber,  Geschosshöhe,  Drallwinkel,  Geschossgewicht,  Lauflänge, 
Pulverladung  etc.  in  jedem  einzelnen  Fall,  also  allgemein  durch 
eine  mathematische  Formel  zu  bestimmen,  welche  bei  möglichst 
leichtem  Geschoss  und  Gewehr  die  Durchschlagskraft  des  Ge- 
schosses beim  Aufschlagen  am  Ziel  in  der  durchschnittlich  am 
häufigsten  verwendeten  Schussweite  zu  einem  Maximum  macht. "" 
Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  stellt  der  Verfasser  drei  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  auf;  die  Integration  derselben 
gelingt  unter  Hinzunabme  von  Relationen,  die  zum  Teil  inner- 
halb gewisser  Grenzen  angenähert  gelten,  zum  Teil  aus  der- 
artigen angenäherten  Annahmen  und  praktischen  Versuchen  folgen. 
So  wird  unter  Verweis  auf  Poisson  die  „Pulverkraft"  als  umge- 
kehrt proportional  der  Entfernung  des  Geschosses  vom  Pulver- 
raum angenommen,  ferner  proportional  der  (1,  8)'*"  Wurzel  aus 
dem  Pulvergewicht.  Die  Aufschlagsgeschwindigkeit  des  Ge- 
schosses   wird    nach    einer   Näherungsformel    von    Prehn    (Die 


376  ^'  Abschnitt.     Mechanik. 

Ballistik  der  gezogenen  Geschütze.  Berlin,  1864)  berechnet.  Die 
Berücksichtigung  der  dem  Geschosse  entgegenströmenden  Luft 
geschieht  nach  den  Formeln,  welche  G.  Green  für  die  Gestalt 
eines  Ellipsoids  angegeben  hat  (abgedruckt  in  Quart.  J.  XVI.). 
Nach  diesen  Vorbereitungen  wird  die  Formel  aufgestellt,  welche 
das  Problem  löst,  und  werden  die  Resultate  tibersichtlich  zu- 
sammengestellt. Eine  Reihe  von  durchgerechneten  Beispielen 
dient  zur  Erläuterung  des  Verfahrens.  Zum  Schlüsse  sind  in 
einem  Anhange  einige  bezügliche  Werke  und  Abhandlungen  über 
Ballistik  angeführt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  vorliegende  Studie  den  Anforde- 
rungen an  eine  strenge  Theorie  nicht  genügt;  andererseits  kann 
eine  solche  Theorie  bei  der  Unzulänglichkeit  der  physikalischen 
und  mathematischen  Hülfsmittel  jetzt  eben  auch  nicht  geliefert 
werden.  Da  manche  von  den  berechneten  Beispielen  einer 
Kontrolle  durch  Versuche  sehr  wohl  unterzogen  werden  können, 
so  wäre  es  interessant  zu  erfahren,  innerhalb  welcher  Grenzen 
die  theoretisch  gefundenen  Resultate  zutreffen.  Lp. 

C.  Oranz.  Theoretische  Untersuchungen  über  die  regel- 
mässigen Abweichungen  der  Geschosse  und  die  vor- 
teilhafteste Gestalt  der  Züge.  Tübingen  Diis.  70  S.  Stuttgart 
1883.  Arch.  f.  Art  XC.  478-543. 

Der  erste  Abschnitt  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  in 
erster  Linie  der  theoretischen  Bestimmung  der  Rechtsabweichung 
der  Geschosse  gewidmet,  welche  dieselben  in  Folge  der  durch 
den  Drall  der  Geschütze  hervorgerufenen  Botation  um  ihre  Axe 
zeigen.  Der  Verfasser  stellt  zuerst  die  Differentialgleichungen 
för  die  fortschreitende  Bewegung  des  Geschosssehwerpunktes 
und  für  die  Rotation  des  Geschosses  um  diesen  Punkt  auf,  in- 
dem er  das  Geschoss  als  Cylinder  mit  aufgesetzter  Halbkugel 
betrachtet  und  für  die  Componenten  und  Drehungsmomente  des 
Luftwiderstandes  diejenigen  Ausdrücke  setzt,  welche  sich  aus 
den  bekannten  Kummer' sehen  Untersuchungen  ergeben.  Eine 
erste  Näherung  für  die  fortschreitende  Bewegung  wird  dann  zu- 
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nächst  dadurch  gewonneo,  dass  in  den  drei  betreffenden  Glei- 
chungen diejenigen  Glieder  unterdrückt  werden,  welche  von  der 
als  klein  vorausgesetzten  Abweichung  der  Geschossaxe  von  der 
Bahntangente  herrtihren.  Dadurch  werden  die  betreffenden  Glei- 
chungen Doit  denjenigen  identisch,  welche  fOr  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  im  widerstehenden  Mittel  gelten.  Die  an- 
genäherten Werte  für  die  Geschwindigkeitscomponenten  des 
Schwerpunktes  werden  alsdann  in  die  Rotationsgleichungen  ein- 
gesetzt und  aus  den  letzteren  Ausdrücke  für  die  in  Betracht 
kominenden  Winkelgrössen  abgeleitet.  Setzt  man  diese  Grössen 
in  die  Translationsgleichungen  ein,  so  erhält  man  den  Ausgangs- 
punkt für  eine  zweite  Annäherung  für  die  fortschreitende  Be- 
wegung. Die  letztere  Rechnung  wird  nur  in  Bezug  auf  die 
Abweichung  von  der  durch  die  Geschossaxe  gelegten  Vertical- 
ebene  durchgeführt.  Die  Uebereinstimmung  des  für  nicht  zu 
grosse  Flugzeiten  gültigen  Resultates  mit  der  Erfahrung  wird  an 
einigen  Beispielen  dargethan. 

Um  seine  Axe  dreht  sich  das  Geschoss  mit  constanter 
Geschwindigkeit,  während  die  erstere  selbst  conische  Pendelungen 
mit  dem  Schwerpunkt  als  Scheitel  vollführt,  indem  sie  in  perio- 
dischen Intervallen  ihre  ursprüngliche  Richtung  wiedererlangt. 
Der  zu'  einem  solchen  Intervall  gehörige  Teil  der  Leitlinie  ist 
eine  Rosette  mit  drei  Blättern,  welche  mit  der  Zeit  stetig  wachsen. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der 
günstigsten  Gestalt  der  Züge  in  einem  Geschütze,  gemäss  ver- 
schiedener Bedingungen.  Zunächst  wird  derjenige  gleichförmige 
Drall  bestimmt,  für  welchen  die  Abweichung  der  Geschossaxe 
von  der  Bahntangente  am  Ziele  möglichst  gering  ist.  Die  Lö- 
sung der  Frage  nach  demjenigen  Drall,  bei  welchem  die  Anfangs- 
geschwindigkeit ein  Maximum  ist,  wird  angedeutet,  aber  nicht 
durchgeführt. 

Unter  Voraussetzung  der  Poisson'schen  Hypothese,  dass  die 
Pulverkraft  umgekehrt  proportional  dem  im  Geschützrohre  durch- 
laufenen Wege  ist,  wird  dann  derjenige  ungleichförmige  Drall 
bestimmt,  bei  welchem  die  auf  Ueberwindung  der  Reibung  ver- 
wendete Arbeit  ein  Minimum  ist.     Für  eine  andere  Hypothese 
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in  Bezug  auf  die  Pulverkraft  wird  dann  der  Drall  so  bestimmt, 
dass  die  Züge  constanten  Druck  erleiden. 

Ein  Anhang  behandelt  die  Bewegung  der  Geschosse,  welche 
aus  Geschützen  mit  axenparallelen  Zügen  geworfen  werden,  die 
demgemäss  zu  Anfang  keine  Rotation  um  ihre  Axe  besitzen. 

F.  K. 


VON  Pfister.    Ein  ballistischer  Irrtum.     Arch.  f.  Art.  xcill. 

73-77. 

„Gemäss  einer  vielfach  verbreiteten  Ansicht  soll  die  Ein- 
busse  oder  der  Gewinn  an  Schussweite  auf  verschiedenen  Ent- 
fernungen, als  Folge  höheren  oder  niederen  Luftgewichtes,  letzteren 
proportional  sein".  Der  Verfasser  weist  mit  Hülfe  der  in  einer 
früheren  Arbeit  („Beurteilung  unserer  ballistischen  Rechnen- 
formeln", Arch.  f.  Art.  LXXXVIII)  benutzten  Flugbahngleichung 

qx^  qx^  gx* 

1/  =  xtocc -- - - 

^  ^         2c'cos*a        6/fcco8*a         48Ä'cos'a 

nach,  dass  der  Einfluss  des  Luftgewichtes  (in  der  Constante  k) 
auf  weiteren  Entfernungen  in  stärkerem  Masse  hervortritt,  als 
es  nach  dem  angezogenen  Gesetze  der  Fall  sein  dürfte. 

Lp. 

A.  G.  Greenhill    and    F.  L.  Nathan.      Reduction    of 
ßashforth's    experiments    by    interpolation.      Woolwich. 

Royal  Art.  Inst.  18  S.  8^. 

Die  von  F.  Bashforth  in  den  Jahren  1867-68  und  1878-80 
geleiteten  Schiessversuche  liegen  den  im  Gebrauche  befindlichen 
Schusstafeln  zu  Grunde.  Bei  ihnen  wurden  mittels  des  Bashforth'- 
schen  elektrischen  Chronographen  die  Momente  aufgezeichnet,  in 
denen  ein  Geschoss  eine  Reihe  von  Schirmen  gleichen  Abstandes 
traf.  Aus  ihnen  berechnete  Bashforth  die  Geschwindigkeit  und 
Verzögerung  des  Geschosses,  danach  den  Luftwiderstand,  indem 
er  die  verschiedenen  Differenzeureihen  der  beobachteten  Zeit- 
momente bildete. 

Statt  der  von  Bashforth  gewählten  Differenzenreihen  benutzen 
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die  Verfasser  die  Lagrange 'sehe  Interpolationsformel,  um  sie 
differentiiren  zu  können.  Es  seien  f,,  (,,  . . .,  f„  die  beobachteten 
Zeitmomente;  «,,  s,,  ...,«n  die  Entfernungen,  in  welchen  die  n 
Schirme  von  der  MQndung  des  Geschosses  stehen;  dann  liefert 
die  erwähnte  Formel  die  Zeit  /  als  Function  (n — 1)**"  Grades 
der  variabeln  Entfernung  s  und  der  Constanten  /,  und  Si.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  v  und  die  Verzögerung  f  nach 
den  Formeln: 

An  einer  Reihe  von  Zahlenbeispielen  werden  die  erforderlichen 
Rechnungen  erläutert  und  die  Unterschiede  von  den  Bashforth'- 
sehen  Zahlen  gezeigt.  Referent  hätte  gewünscht,  dass  s  als 
Function  (n— 1)*~  Grades  von  /  nach  der  Lagrange*schen  Inter- 
polationsformel   auch  noch  ausgedrückt  wäre.     Es  wäre  sofort 

I?  = -^,    /"= -r-j-   (in    horizontaler    Richtung)    geworden; 

vermutlich  hätten  die  hieraus  berechneten  Werte  mit  denen  von 
Bashforth  übereingestimmt.  Lp. 


Dbnecke.      Ueber  Tageseinflüsse.     Arch.  f.  Art.  xciii.  1-39. 

Die  Temperatur,  die  Spannung,  der  Wassergehalt  und  die 
Bewegung  der  Luft  können  derart  von  Einfluss  auf  das  Schiessen 
sein,  dass  man  an  verschiedenen  Tagen  und  selbst  Tageszeiten 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  verschiedene  Schussweiten 
erreicht.  Herr  Prehn,  der  die  „Berechnung  von  Schusstafeln"  etc. 
für  die  Krupp'schen  Versuche  verfasst  hat,  fasst  seine  Ergebnisse 
in  drei  Sätze  zusammen,  von  denen  der  erste  lautet:  „Die  Wege 
gleicher  Verluste  an  horizontaler  Geschwindigkeit  von  t?^  bis  Vj^ 
sind  der  Belastung  des  Querschnitts  direct,  der  Luftdichtigkeit 
indirect  proportional."  Der  Herr  Verfasser  erläutert  die  Prehn'- 
schen  Sätze,  macht  dann  aber  darauf  aufmerksam,  dass  noch 
andere  „Tagesfactoren"  auf  die  Leistung  eines  Geschützes  Einfluss 
haben,  die  Beschaffenheit  des  Geschützes  als  Individuum,  die  Art 
der  Bedienung  und  die  Beschaffenheit  der  Munition.    Zv   " 
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örteruDg  dieser  Umstände  auf  Grund  praktischer  flrfabruDgen 
dient  eine  Reibe  von  Schiessversuchen  aus  dem  Jahre  1883;  aas 
ihnen  geht  hervor,  dass  der  Einfluss  des  Luftgewichtes  in  vielen 
Fällen  durch  denjenigen  jener  „Tagesfactoren"  überwogen  wird, 
und  dass  in  diesen  letzteren  eine  Gesetzmässigkeit  nicht  zu 
entdecken  war.  Lp. 


VON  ScHEVE.  Tafeln  für  das  indirecte  und  Wnrffeuer 
bis  zu  41"  Abgangswinkel  und  für  Anfangsgeschwin- 
digkeiten   von   240  m   an   abwärts.     Arcb.  f.  Art.    xcnr. 

97"l42. 

VON  ScHEVE.     Berichtigungen  hierzu.     S.  271-272. 

Ergänzung  des  Aufsatzes  im  Oetoberbeft  des  Arcb.  f.  Art 
1885:  „Zur  Aufstellung  der  Schusstafeln  für  Wurffeuer«.  Bei 
der  Berechnung  der  Tafeln  wurde  von  Otto's  Methode  zur  Be- 
rechnung seiner  Tafeln  für  den  Bombenwurf  ausgegangen,  im 
einzelnen  jedoch  teilweise  ein  anderer  Weg  eingeschlagen,  wes- 
halb die  bezüglichen  Entwickelungen  der  Formeln  auf  S.  97-11.^ 
gegeben  werden.  Lp. 


M.  Pbrrin.      Note  compl^mentaire  sar   le  tir  au-dessus 

de    Thorizon.     Rev.  d'Art.  XXVII.  118124. 

lieber  die  ^neutrale  Curve''  von  Herrn  Percin.  Dieselbe  ist 
der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche  der  zu  benutzende 
Aufsatz  auf  das  Geschütz  derselbe  ist,  wie  wenn  das  Ziel  in 
der  Höhe  der  Mündung  (bei  gleicher  Entfernung)  sich  befände. 
Ihre  Gleichung  in  Polarcoordinaten  ist  für  den  Schuss  im  luft- 
leeren Räume: 

^l    oJ«0       l~tgotg€ 

o  =  — ^  sin  2a — ^~' 

g  cos« 

(o  =  Schusswinkel  für  die  gegebene  Entfernung,  «  =  variabler 
Elevationswinkel  des  Zielpunktes.)  Lp. 
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SiGAUT  et  Maurice.      Etüde    sur   le  tir  k  la   mer  dans 
les  batteries  basses.     Rev.  d'Art.  XXVir.  27-45,  135-145. 

Der  Aufsatz  enthält  neben  den  rein  technischen  Dingen 
auch  einige  theoretische  Erörterungen  mit  mathematischer  Be- 
gründung, so  über  das  Abmessen  von  Entfernungen,  ttber  die 
Curven  gleichen  Schiesswinkels  mit  Berücksichtigung  des  Ein- 
flusses des  Windes.  Lp. 

N.  Mayevski.      Ueber    die    Lösung    der    Probleme    des 
directen  und  indirecten  Schiessens.    Berlin.  Mittler  n.  Sohn. 

Ausführliches  Referat  über  diese  von  Herrn  Klussmann  über- 
setzte russische  Arbeit  im  Arch.  f.  Art.  XCIIL  481-492. 

Lp. 

Braccialini.     Sulla  pratica   soluzione  dei    problemi    di 

tiro   CUrvO.       Riv.  di  Artigl.  e  Oenio.  1885. 

Aus  dieser  Arbeit  veröffentlicht  die  Rev.  d'Art.  XXVIL 
237-247  einen  Auszug  unter  dem  Titel:  „Tables  et  formules  pour 
les  problÄmes  du  tir  courbe."  Lp. 


Cours  des  ^coles  de  tir.     T.  IL     Armement   et   feux  de 

Tinfanterie.      Paris.  1885.  Baodouin  et  Cie.  359  S.  8<>. 

Ref.  in  Rev.  d*Art.  XXVIL  96-98.  Lp. 


E.  Padova.     Sul  moto  di  rotazione  di  un  corpo  rigido. 

Torino  Atti  XXL  38-47. 

Die  Anzahl  der  Beispiele,  in  welchen  die  Integration  der 
Differentialgleichungen  für  die  Drehung  eines  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt  ausführbar  ist,  wird  durch  den  Verfasser 
in  der  Arbeit  um  zwei  vermehrt.  1)  Der  Körper  erleidet  einen 
Widerstand,  welcher,  nach  dem  festen  Punkte  als  Reductions- 
punkte  verlegt,  ein  Kräftepaar  erzeugt,   welches  dem  jeweiligen 

Fortschr.  d.  Math.  XVIU.  ».  5G 
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Paare  der  Bewegungsgrösse  proportional  und  ihm  gerade  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist.  Zu  den  drei  Euler'schen  Bewegungs- 
gleichungen in  der  bekannten  Form  der  Bezeichnungen  (wenn 
keine  äusseren  Kräfte  einwirken)  treten  daher  die  Terme  bezw. 
hinzu:  —lAp^  —  ^^^y  ^XCr^  worin  X  eine  Constante  bezeichnet. 
2)  Ein  homogener  schwerer  UmdrehungskOrper  dreht  sich  um 
einen  Punkt  seiner  Umdrehungsaxe;  während  der  Bewegung 
erleidet  er  einen  Widerstand,  welcher  dem  im  ersten  Falle  be- 
trachteten analog  ist,  und  der  Aufhängepunkt  wandert  auf  der 
Symmetrieaxe  derart,  dass  sein  Abstand  s  vom  Schwerpunkte 
der  Bedingung  genügt: 

se^^^  =  5j  =  const. 
Für  beide  Fälle  werden  die  Rechnungen  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  und  der  Thetareihen  durchgeführt  und  einige  Eigen- 
schaften der  bezüglichen  Bewegungen,  insbesondere  Analogien 
mit  dem  bekannten  Falle  der  Drehung  eines  schweren  Körpers  am 
seineu  Schwerpunkt  als  festen  Punkt,  aus  den  Formeln  erschlossen. 

Lp. 

E.  Padova.  Proprietä  del  moto  di  iin  corpo  di  rivolu- 
zione  soggetto  a  forze  che  hanno  la  funzione  Poten- 
ziale  Hco»^&.       Rom.  Acc.  L.  Rend.  (2)  II.  135-140,  168-174. 

Die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  homogenen  Umdrehungs- 
körpers, der  sich  um  einen  festen  Punkt  seiner  Symmetrieaxe 
dreht,  kann  auf  Quadraturen  gebracht  werden,  sobald  die  an  ihm 
augebrachten  Kräfte  eine  Potentialfunction  zulassen,  welche  nur 
von  dem  Winkel  ^  abhängt,  den  die  Symmetrieaxe  des  Körpers 
mit  einer  festen  Richtung  einschliesst.  Nun  hat  Herr  Tisserand 
(C.  R.  CI.  193-199,  F.  d.M.  XVII.  1885.  1132)  darauf  aufmerk- 
sam gemacht,  dass  die  Rotationsgleichungen  der  Erde  sich  unter 
Benutzung  der  elliptischen  Functionen  strenge  integriren  lassen, 
wenn  man  die  Störungsfunction  auf  das  Glied  redueirt,  welches 
vom  Sinusquadrat  der  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Funda- 
mentalebene abhängt.  Daher  nimmt  Herr  Padova  die  Behand- 
lung der  Aufgabe  auf,   die  Drehung  eines  Umdrehungskörpers 
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um  einen  festen  Punkt  0  zu  untersuchen,  wenn  die  Kräfte- 
funetion  von  der  Form  JJcos'^  ist,  wo  B  eine  Constante,  ^  den 
Winkel  der  im  Räume  festen  Axe  0^  mit  der  Körperaxe  0,  be- 
deutet. (Beiläufig  erwähnt  der  Verfasser,  dass,  wenn  die  Rräfte- 
function  dem  Quadrate  von  tang^  umgekehrt  proportional  ist, 
die  Lösung  der  Aufgabe  sich  schon  durch  die  elementaren 
Transcendenten  bewerkstelligen  lässt,  dass  dieser  Fall  also  als 
Vorlesungsbeispiel  dienen  könne).  Der  Verfasser  vollzieht  die 
Reduction  der  Formeln  auf  elliptische  Functionen  in  der  Jacobi'- 
schen  Form,  sowie  auf  Thetareihen,  wodurch  die  Lösung  Tisse- 
rand's  ergänzt  wird,  und  kommt  dadurch  u.  a.  zu  dem  folgenden 
Satze,  den  wir  wegen  seiner  vielfachen  Behandlung  in  neuerer 
Zeit  hersetzen:  „Wenn  die  Gleichung  F(z)  =  0"  (F(ä)  ist  das 
Polynom  vierten  Grades  unter  der  Quadratwurzel)  „lauter  reelle 
Wurzeln  hat,  so  kann  das  Problem  der  Drehung  eines  Um- 
drehungskörpers um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe,  wenn  der- 
selbe Kräften  unterworfen  ist,  die  eine  dem  Quadrate  des  Cosinus 
desjenigen  Winkels  proportionale  Kräftefunction  haben,  welchen 
die  Symmetrieaxe  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  als  äquivalent 
mit  der  Aufgabe  der  Bewegung  zweier,  äusseren  Kräften  nicht 
unterworfener  Körper  angesehen  werden,  abgesehen  von  gewissen 
gleichförmigen  Rotationsbewegungen  um  die  Symmetrieaxe  und 
um  die  Gerade,  welche  durch  den  festen  Punkt  geht  und  die 
erwähnte  feste  Richtung  haf  Die  Betrachtung  desjenigen  Falles, 
in  welchem  F(»)  =  0  zwei  reelle  und  zwei  complexe  Wurzeln 
besitzt,  bildet  den  letzten  Paragraphen  der  Arbeit,  in  welchem 
ähnliche  Resultate  wie  im  ersten  Teile  erlangt  werden. 

Lp. 

F.  E.  NiPHKR.     The  isodynamic  surfaces  of  the  Compound 

pendulum.     Silliman  Journ.  (3)  XXXI.  22-2G. 

Es  seien  r  und  a  die  Polar -Coordinaten  eines  Punktes  des 
zusammengesetzten  Pendels  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Auf- 
hängaxe  als  Pol  und  in  Bezug  auf  die  Ebene  durch  Schwerpunkt 
und  Aufhängaxe.     Bildet   die  letztere  Ebene  den  Winkel  6  mit 

56* 
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der  Verticalen  und  ist  dF  die  Kraft,  welche  auf  ein  Massen- 
element dm  einwirken  muss,  um  mit  Hinzufügung  seiner  tangen- 
tialen Gewichtscomponente  dem  Elemente  seine  wirkliche  Be- 
schleunigung zu  erteilen,  so  hat  man 

rdF  r* 

— -—  =  r  sin(ö  +  a) j-  sin  d. 

gdm  \     «     /        / 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  einer  constanten  a,  so  reprä- 
sentirt  er  für  ein  variables  a  und  ein  constantes  6  eine  Reihe 
concentrischer  Kreise  (Cylinder),  welche  die  vom  Verfasser  „iso- 
dynamisch genannten  Oberflächen  sind.  Lp. 

G.  LoRENTZEN.       Theorie    des    Gauss'schen     Pendels. 

Di88.  Leipzig.  24  S.  4^  Astr.  Nachr.  CXIV.  241-284. 

Ein  Starres  Pendel,  bestehend  aus  einer  Stange  und  einer 
Linse,  deren  Rotati onsaxe  mit  der  Stangenaxe  zusammenfällt, 
schwingt  in  einer  Gardani'schen  Aufhängung.  Die  Theorie  dieses 
Pendels  wird  gegeben.    Referat  in  Wiedemann  Beibl.  X.  466. 

Lp. 

H.  Samter.     Theorie  des  Gaussischen  Pendels  mit  Rück- 
sicht   auf   die  Rotation    der   Erde.      Disb.  Leipzig,  Berlin. 

Mayer  &  Muller.  99  S.  8o. 

Referat  in  Wiedemann  Beibl.  XL  386.  Lp. 


A.  L AMPEL,     üeber  Drehschwingungen  einer  Kugel  mit 

Luftwiderstand.       Wien.  Ber.  XCIir.  291-313 

Die  Arbeit  ist  zwar  experimenteller  Natur,  soll  aber  hier 
doch  erwähnt  werden,  weil  sie  eine  Stelle  in  G.  EirchhofiTs 
„Vorlesungen  über  mathematische  Physik"  betrifft  Die  dort  für 
das  logarithmische  Deerement  der  Schwingungen  (Vorlesung  26, 
§  ö)  gegebene  Formel  ist  durch  gewisse  Vernachlässigungen  ge- 
wonnen, die  durch  das  Experiment  als  nicht  mehr  unbedingt  zu- 
lässig nachgewiesen  werden.  Ebenso  erweist  sich  eine  von  Hm. 
C.  J.  H.  Lampe  1866  gegebene  Formel  als  unzureichend.    Da- 
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gegen  stioimen  die  Versuche  ziemlich  gut  mit  einer  vou  Um. 
Boltzmann  herrührenden,  durch  Hrn.  Klemencid  1881  in  den  Wien. 
Ber.  LXXXIV  mitgeteilten  Formel ,  in  welcher  die  Vernach- 
lässigungen nach  einem  anderen  Principe  als  bei  Kirchho£f  ge- 
macht sind.  Am  Ende  des  Aufsatzes  wird  auch  die  dämpfende 
Kraft  des  Fadens  der  Rechnung  unterworfen.  Da  nun  in  der 
Boltzmann'schen  Formel  diejenige  Schwingungsdauer  vorkommt, 
welche  das  System  haben  wQrde,  wenn  keine  Dämpfung  vor- 
handen wäre,  die  in  jener  Formel  vernachlässigten  Glieder  aber 
von  derselben  Ordnung  sind  wie  die  bei  Berücksichtigung  der  Däm- 
pfung in  Frage  kommenden,  so  hat  Hr.  Boltzmann,  auf  dessen 
Veranlassung  die  Arbeit  überhaupt  unternommen  ist,  seine  frühere 
Formel  umgerechnet,  und  diese  Rechnung  wird  zuletzt  mit  ab- 
gedruckt. Es  ergiebt  sich,  dass  die  Grösse  des  Gorrections- 
gliedes  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  liegt, 
gerade  wie  dies  für  die  Fadendämpfung  selbst  der  Fall  ist. 

Lp. 

T.  R.  Terry,    D.  Edwardes,    N.  Sarkar.     Solution  of 

question    7910.     Ed.  Times  XLIV.  57-58. 

Zwei  gleiche  Stäbe  OA  und  OB  von  der  Länge  2  a  und  der 
Masse  m  sind  in  0  starr  verbunden;  OA  ist  horizontal,  OB  ver- 
tical  abwärts  gerichtet.  Die  Enden  eines  dritten  Stabes  PQ  von 
der  Länge  2a  und  der  Masse  iif  können  frei  längs  OA  und  OB 
bezw.  gleiten,  und  das  ganze  System  rotirt  um  OB  als  feste 
verticale  Axe.  Wenn  PQ  kleine  Schwingungen  um  eine  Gleich- 
gewichtslage macht,  bei  der  es  den  Winkel  ^n  mit  der  Verticalen 
bildet,  so  ist  die  Länge  des  mathematischen,  synchron  schwin- 

4m  +  3Ä 


genden  Pendels  |a 


4m  +  lM  Lp. 


E.  DE  JoNQUiERES.      Au   suJBt  de  certaines  circonstances 
qui   86  pr^sentent  dans   le  mouvement  de   la  *       '- 

C.  R.  CIL  15191522. 
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E.  DE  JüNQUiERES.  Sur  le  mouveinent  d'un  solide  homo- 
gene, pesant,  fix6  par  un  point  de  son  axe  de  figure. 

U.  R.  cm.  17-21. 

E.  DK  JoNQUiERES.  Note  sur  un  principe  de  M^canique 
vationnelle  et  une  ddmonstration  dont  Daniel  Ber- 
nouUi  s'est  servi  en  1757.     CR.  Ciir.  617620. 

Die  beiden  ersten  Noten  sind  Auszüge  aus  einer  grösseren 
Arbeit  des  Verfassers:  „Explication  äl^mentaire  du  mouvement 
de  la  toupie,  d'apr^s  les  m^thodes  de  Poinsot"  oder  „Etüde 
sur  le  mouvement  de  la  toupie",  einer  Schrift,  die  zwar  ange- 
kündigt wird,  aber  nicht  erschienen  ist.  „Will  man  bloss  von 
der  Art  der  Einwirkung  der  ins  Spiel  kommenden  Kräfte  eine 
genaue  Rechenschaft  ablegen,  ohne  die  Wirkungen  zu  messen, 
so  kann  man,  den  Spuren  Poinsot's  nachgehend,  sich  eine  klare 
und  deutliche  Vorstellung  von  der  Erscheinung  verschaffen. 
Hierzu  braucht  man  nur,  wie  er  es  selber  sagt  und  das  Beispiel 
dazu  giebt,  die  Dinge  an  sich  zu  betrachten,  ohne  sie  im  Ver- 
laufe der  Schlussfolgerung  aus  den  Augen  zu  verlieren."  Nach 
diesem  Gesichtspunkte  sollen  die  Ausführungen  des  Verfassers 
die  Frage  nach  der  Grösse  der  betrachteten  Variablen  nicht  be- 
rühren; die  mitgeteilten  Auszüge  können  die  Beweisführung  nur 
andeuten,  geben  daher  nichts  weiter  als  eine  ungefähre  Vorstellung 
von  der  Wirkungsweise  der  Kräfte  und  vom  Verlauf  der  Bewe- 
gung. In  der  ersten  Note  wird  der  Einfluss  besprochen,  den 
eine  Bewegung  der  Stützfläche  eines  Kreisels  auf  die  Bewegung 
desselben  ausübt,  besonders  wenn  jene  Fläche  periodische  Oscil- 
lationen  macht,  deren  Dauer  im  Verhältnis  zur  Piräcessionsperiode 
der  Axe  klein  ist.  Dieses  Problem  ist  schon  von  Poisson  des- 
halb näher  untersucht  worden,  weil  man  versucht  hatte,  auf  einem 
Schiffe  einen  künstlichen  Horizont  durch  einen  Spiegel  herzu- 
stellen, der  auf  einem  Kreisel  befestigt  war.  Dieser  Gedanke 
soll  jetzt  durch  den  Schiffskapitän  Fleuriais  verwirklicht  sein, 
allerdings  in  anderer  Weise,  als  man  es  zu  Poisson's  Zeit  an 
einem  Kreisel  mit  nahezu  verticaler  Axe  vergeblich  versucht 
hatte;  der  Fleuriais'sche  Kreisel  muss  im  Gegenteil  eine  Drehaxe 
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besitzen,  welche  gegCD  die  Verticale  um  einen  Wiiikel  von  end- 
licher Grösse  geneigt  ist.  Die  zweite  Note  erörtert  die  gegen- 
seitige Stellung  der  UmdreliungBaxe  des  um  einen  festen  Punkt 
derselben  beweglichen  Körpersi,  der  Axe  des  resultirenden  Paares 
und  der  augenblicklichen  Drehaxe  des  Körpers,  welche  alle  drei 
eitets  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Der  Verfasser  geht 
von  derjenigen  Stellung  aus,  bei  welcher  die  drei  genannten  Axen 
KUBammen fallen,  beschreibt  die  darauf  folgende  Periode,  während 
weicher  jene  Axen  fächerförmig  auseinander  gehen  und  sich  zu- 
letzt wieder  vereinigen;  hierauf  beginnt  eine  zweite  gleiche  Phase 
der  Bewegung.  Die  aus  der  Wiederholung  solcher  Phagen  be- 
stehende Drehung  des  Körpers  kann,  wie  schon  Poinsot  bemerkt 
hat,  als  das  Rollen  eines  beweglichen  mit  dem  Körper  fest  ver- 
bundenen Kegels  auf  einem  transcendentcn  festen  Kegel  des 
Raumes  beschrieben  werden;  über  beide  Kegel  werden  einige 
weitere  Angaben  gemacht.  In  der  dritten  Note  zeigt  der  Verf 
durch  mehrere  Stellen  aus  Daniel  Bernoulli's  Schrift:  „Principes 
bydrostaliques  et  mechaniques  ou  Memoire  ^ur  la  meilleure  roa- 
nißre  de  diminuer  le  roulis  et  te  tangage"  etc.,  dass  dieser  Ma- 
thematiker zur  Beurteilung  des  durch  periodische  Schwankungen 
heeioSussten  Ganges  einer  Pendeluhr  auf  einem  Schiffe  ähnliclic 
Schlüsse  angewandt  habe,  wie  er  selber  in  seiner  Note  Über  den 
Kreisel.  Lp. 


G.  Hauck.    Elementare  Behandlung  des  Kreiselprobleins 
durch    Dualisirung    mit  der    Ceittralbewegurig.       Hoff- 
laauD  Z.  XVII.  81-!K>,  4-33-424. 
FßANKE.     Zum  Kreiselproblem,     iioffmaon  z.  : 
Verfasser   giebt  eine   von  ihm  selbst  im  Untei 
elementare  Behandlung  der   Rotation  eines  starrei 
eine  freie  Axe.    „Dieselbe  lässt  Kräftepaare  ausser 
nur  das  Princip   der  Zusammensetzung   rotirendei 
und  sucht  im  übrigen  die   in  Rede  stehenden  Be 
tQmlichkeiten  dadurch  dem  Verständnis  zu  erschlit 
deren  Analogie  mit  der  Centralbewegung  ins  Lieh 
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bei  der  DiscussioD  der  Kreiselbewegung  gefundene  Resultat: 
„Die  in  einem  Punkte  festgehaltene  Drehaxe  eines  Kreisels, 
welcher  der  Schwerkraft  unterliegt,  beschreibt  eine  Rotations- 
kegelfläche  mit  verticaler  Axe",  ist  nur  angenähert  richtig,  wie 
Verfasser  selbst  in  einer  später  hinzugefügten  durch  die  Bemer- 
kung von  Herrn  Franke  veranlassten  Anmerkung  zugiebt 

Lg. 

A.  Schmidt.     Die   elementare    ßehaudlung  des  Kreisel- 

probletns.      Bökleo  Mitt.  I,.  65-79,  auch  separat  Tübiogeo.  Faes. 

Als  Ergänzung  zu  den  elementaren  Retracfatungen,  die  Herr 
Hauck  in  der  Arbeit  angestellt  hat,  über  welche  im  vorangehen- 
den Referate  berichtet  ist,  entwickelt  Herr  Schmidt  eine  Methode, 
„welche  durch  die  Anschaulichkeit,  mit  welcher  sie  das  Wesen 
der  fraglichen  Bewegung  erläutert,  der  sogenannten  Poggen- 
dorfTschen  Erklärung  weit  überlegen  ist,  andererseits  durch  die 
Gründlichkeit,  mit  welcher  sie  bis  zu  einer  ersten  Annäherung 
ins  Detail  der  Sache  einführt,  der  streng  analytischen  Behand- 
lung des  Problems  nicht  viel  nachsteht,  während  die  Entwicke- 
lung  ganz  auf  elementarem  Boden  bleibt''.  Uiese  V.  v.  Langes 
„Einleitung  in  die  theoretische  Physik"  entnommene  Methode 
wird  daselbst  6.  B.  Airy  zugeschrieben.  (Mathematical  tracts. 
Cambridge  1845).  Die  einzelnen  Abschnitte  sind  betitelt:  „Das 
Parallelogramm  der  Rotationen,  die  Präcession  des  Kreisels,  die 
Nutation  der  Kreiselaxe,  der  nutationsfreie  Kreisel".  Im  letzten 
Abschnitte:  „Analog  oder  reciprok?**  stellt  der  Verfasser  die 
Analogien  zwischen  der  Kreiselbewegung  und  der  Centralbewe- 
gung  zusammen,  während  Herr  Hauck  die  beiden  Bewegungen 
als  reciprok  gegenüber  gestellt  hatte.  Herr  Hess  macht  in  der 
Anzeige  dieser  und  der  vorangehenden  Arbeiten  in  Wiedemann's 
Beiblättern  XI.  120-121  ftuf  die  Beschränkungen  aufmerksam, 
denen  diese  Schlussweise  unterliegt.  Lp. 

J.  Bertrand.     Le  mouvement  de  la  Terre.     I.^on  Fou- 

Cault   et   le   gyrOSCOpe.      Flammarion  Rev.  d'Astr.  V.  441-445. 
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A.  Lew.      Explication   sur  le  gyroscope.     Fiammarion  Rev. 

d'Astr.  V.  445-446. 

Die  erste  Note  giebt  eine  historische  Uebersieht  Hber  die 
Entstehung  der  bezüglichen  Gedanken  und  Apparate,  die  zweite 
eine  Erläuterung  des  Foucault'schen  Gyroskops.  Lp. 


D.  Edwardes.      Solution    of   question   7529.      Ed.  Times 

XLIV.  93-94. 

Eine  dünne  homogene  elliptische  Platte  wird  auf  eine  rauhe 
horizontale  Ebene  geworfen;  die  Reibung  eines  Elementes  ist 
seiner  Oberfläche  und  dem  Kubus  seiner  Geschwindigkeit  propor- 
tional. Sind  u^  V  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Mittelpunktes  zur  Zeit  /  parallel  zu  den  Axen,  w  die  Winkel- 
geschwindigkeit, so  finden  (wenn  a  eine  Constante  bezeichnet) 
die  Gleichungen  statt: 

-^  4.a[i*(uHrO  +  itt>'(a'  +  3fe>]  =  0, 


dt 

Ist  die  Scheibe   kreisförmig,  so  ist  der  Weg   des  Mittelpunktes 
eine  Gerade.  Lp. 

G.  A.  Maggi.  Suir  integrazione  delle  equazioni  diflfe- 
renziali,  del  movimento  oscillatorio  di  un  filo  flessibile 
ed  inestendibile,  intorno  ad  una  configurazione  d'equi- 

librio.      Lomb.  Rend.  (2)  XIX.  682-689. 

In  der  Abhandlung:  „Sul  moto  di  un  filo  flessibile  e  inesten- 
dibile che  si  sposta  pochissimo  dalla  sua  posizione  d'equilibrio'' 
(Batt.  G.  XIX,  F.  d.  M.  1881.  706)  hat  der  Verfasser  besonders 
denjenigen  Fall  betrachtet,  bei  welchem  die  Kraft,  welcher  die 
Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  unterworfen  ist,  in  Grösse  und 
Richtung  constant  ist.  Ist  die  Lage  und  Anfangsgeschwindigkeit 
jedes  Punktes  des  Fadens  gegeben,  so  kann,  wie  damals  gezeigt 
wurde,  die  oscillatorische  Bewegung   in  Bezug   auf  die  Gleich- 
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gewichtslage  in  den  beiden  Fällen  bestimmt  werden,  1)  dass 
eins  der  Enden  fest,  das  andere  frei  ist,  und  2)  dass  die  Com- 
ponente  dieser  Bewegung  senkrecht  zur  Ebene  der  Gleichgewichts* 
curve  ist,  wenn  beide  Enden  fest  sind.  Beide  Probleme  hängen 
von  der  Integration  einer  und  derselben  Differentialgleichung  ab. 

Zweck  der  neuen  Note  ist  hauptsächlich  der  Nachweis,  dass 
bei  denselben  Annahmen  die  Componente  der  Bewegung  der 
CurTC  parallel  zur  Ebene  der  Gleichgewichtslage  erhalten  wer- 
den kann. 

Es  möge  bezeichnen  (  die  Zeit,  s  die  Länge  des  Bogens,  k 
die  Dichte,  q  den  Krümmungsradius,  T  die  Spannung,  l  und  fA 
die  Verrlickungen  des  Punktes  bezw.  parallel  zur  Tangente  und 
zur  Normale,  endlich  %  die  entsprechende  Zunahme  von  T,  dann 
finden  folgende  Differentialgleichungen  statt: 


'    dt'  '^  ÖS         Q  \Q   '^  ds  J' 


dl'  "  Q    ^  ds      \  Q    ^   ds  ^'      Q        ds  ' 
wie  Hr.  Maggi  früher  gezeigt  und  neuerdings  Hr.  Padova  auf 
directerem  Wege  bewiesen  hat. 

Führt  man  noch  die  Variable  u  mittels  der  Gleichung  ein 

ds 
Q  = 

setzt  femer 


du 


so  lässt  sich  aus  jenen  Gleichungen  die  folgende  lineare  Diffe- 
rentialgleichung vierter  Ordnung  für  l  herleiten: 

mit  den  Nebenbedingungen: 

I  w,      .       ^  dl        ^^ 

i  II«  da 


<  =  0: 


dl         _ .  .         öfi         d    dl         ^.  . 
dt  ^  ^'        dt         dt    du  ^  ^ 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  bildet  den  Gegenstand  der 
Note.  In  einer  ausführlicheren  Arbeit  will  der  Verfasser  auf 
verschiedene  Einzelheiten  zurflckkommen,  welche  jetzt  der  Kürze 
wegen  haben  unterdrückt  werden  müssen.  Lp. 

P.  Appell.    Snr  le  mouvement  d'un  fil  dans  un  plan  fixe. 

C.  B.  ein.  991-993. 

Die  Bewegungsgleichungen  für  einen  biegsamen  und  unaus- 
dehnbaren Faden,  der  in  einer  Ebene  sich  bewegt,  können  in 
die  Form  gebracht  werden 

ir^^lb'y'^^^  lü^'  ITV  ds  J'^  ^  -^IT' 
Hierin  bedeuten  X  und  Y  die  Componenten  der  äusseren  Kraft; 
für  die  Einheit  der  Masse,  und  die  Spannung  wird  durch  eT 
gemessen,  wenn  e  die  Masse  der  Längeneinheit  bedeutet.  Die 
Integration  dieser  Bewegungsgleichungen  wird  auf  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  Derivirten  vierter  Ord- 
nung zurückgeführt. 

Wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Tangente  des  Fadens 
in  einem  Punkt  zur  Zeit  l  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  so  kann 
die  Gleichung  dieser  Tangente  in  der  Form  dargestellt  werden 
a?sina  — ycosa  =  p',  wo  p'  als  erste  Derivirte  einer  Function  p 
von  a  und  t  aufgefasst  werden  kann.  Die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  gewinnen  die  Form  x  =  p'sina-f  p"cosa; 
y  =  — p'cosa  +  p''sinct,  und  aus  diesen  lässt  sich  herleiten,  dass 
5  =  p-fp'  ist,  wenn  s  die  Bogenlänge,  von  einem  Endpunkt  des 
Fadens  aus  gerechnet,  bedeutet. 

In  den  obigen  Bewegungsgleichungen  sind  x^  y^  T  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Grössen  s  und  /  hergestellt.  In  Folge 
der  Relation  s  =  p'\-p'  kann  man  x^  y,  T  als  Functionen  von 
a  und  t  ausdrücken,  und  man  gewinnt  für  die  Bewegungs- 
gleichungen die  Form 


392  ^-  Absohnitt.    Mechanik. 

Hierin  bedeuten  (D  und  ^  die  Gomponenten  der  äusseren  Kraft  in 
Richtung  der  Tangente  und  Normale,  nämlich  0  =  XcoBa-^  ysina; 
V  =  — -Xsina  +  Ycosa.      Die    Grössen    X,   Y   sind    gegebene 

dx        du 
Grössen  von  x^  y,  a,  -t— >  "Z^^  *  "°^  '  ^"^  können  ausgedrückt 

werden  durch  a  und  /  und  die  partiellen  Derivirten  von  p  in 
Bezug  auf  a  und  /.  Die  letzten  Formen  der  beiden  Bewegungs- 
gleichungen  definiren  also  T  und  p  als  Functionen  von  a  und  l. 
Nach  Elimination  von  T  wird  alsdann  die  Gleichung  gewonnen 

und  diese  Gleichung  definirt  p  als  Function  von  a  und  L  Jedes 
particuläre  Integral  dieser  Gleichung  entspricht  einer  möglichen 
Bewegung  des  Fadens  unter  der  Bedingung,  dass  T  positiv  ist. 

Sehn. 

F.  Grashop.     Theorie    der    Kraftmaschinen.     2.  Lieferong, 

S.  161-320.    Leipzig,  L.  Voss. 

Diese  zweite  Lieferung  des  im  vorigen  Bande  S.  932  be- 
sprochenen Werkes  setzt  die  Betrachtung  der  Wassermotoren 
fort  und  behandelt  sehr  eingehend  und  sorgfältig  die  unter- 
schlächtigen  Wasserräder  und  die  Turbinen.  Sbt. 

G.  Herrmann.    Die  graphische  Untersuchung  der  Centri- 
fugalregulatoren.     z.  dtsch.  ing.  xxx.  253-259,  301-307. 

Der  vorliegende  Artikel  giebt  gemäss  dem  Titel  an,  wie  man 
auf  graphischem  Wege  ein  Urteil  über  die  Eigenschaften  eines 
Regulators  gewinnen  kann ;  namentlich  über  die  Gleichmässigkeit 
des  Ganges,  den  Grad  der  Empfindlichkeit,  sowie  über  die 
sogenannte  Energie.  Der  Kräfteplan  wird  für  eine  grosse  Zahl 
verschiedener  Formen  des  Regulators  entworfen.  Für  jeden 
Regulator  giebt  es  zu  jeder  einzelnen  Stellung  eine  einzige  wohl- 
bestimmte Gleichgewichtsgeschwindigkeit,  oder  anders  ausgedrückt 
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eine  bestimmte  theoretische  Zahl  n  von  Umdrehungen.  Durch 
die  Reibung  und  andere  störende  Widerstände  wird  bewirkt, 
dass  die  Tourenzahl  bis  zu  einer  Zahl  n'^  n  wachsen  und  bis 
zu  einer  Zahl  n"  <:  n  sinken  kann,  ohne  dass  eine  Lageänderung 

n'^n         ,  n—n*' 


des  Regulators  eintritt.     Die  beiden   Zahlen und 

II  n 

werden  nahezu  unter  einander  gleich  sein,  und  für  alle  Lagen 
des  Regulators  fast  denselben  Wert  haben.  Ein  mittlerer  Wert 
derselben  heisst  der  Coefficient  der  Unempfindlichkeit  des  Regu- 
lators. Als  Energie  eines  Regulators  wird  diejenige  Zugkraft 
der  Halse  aufgefasst,  welche  unter  Annahme  einer  Geschwindig- 
keitsänderung um  ein  Prozent  auf  jedes  Kilogramm  der  Regulator- 
masse entßlllt. 

Neben  dem  durch  den  Titel  gekennzeichneten  Zwecke  hat 
den  Verfasser  bei  Veröffentlichung  der  Abhandlung  auch  die 
Absicht  geleitet,  an  einem  guten  Beispiele  die  Vorteile  graphischer 
Methoden  in  der  Maschinentechnik  zu  zeigen.  F.  E. 


J.  Taubbles.  Ueber  die  Beschleunigung  des  Kreuzkopfes 
eines  Kurbelmechanismus.  Civiiiog.  (2)  xxxil.  635-640. 
Ein  Kurbelmechanismus  besteht  aus  drei  in  einer  Ebene 
liegenden  Bestandteilen,  einer  in  ihrer  Richtung  beweglichen 
Geraden,  einer  um  einen  Punkt  0  drehbaren  Scheibe,  und  einer 
zweiten  Stange,  welche  den  Endpunkt  B  der  ersteren  mit  einem 
Punkt  A  der  Scheibe  verbindet.  Der  Punkt  A  heisst  Kurbelkopf, 
der  Punkt  B  Kreuzkopf.  Indem  die  Stange  B  sich  in  ihrer 
Richtung  verschiebt,  dreht  sich  die  Scheibe  um  den  Punkt  0. 
Soll  die  Winkelgeschwindigkeit  der  letzteren  gleich  1  sein,  so  wird 
B  sich  mit  variabler  Geschwindigkeit  bewegen.  In  der  vorliegen- 
den Abhandlung  wird  gezeigt,  wie  man  auf  graphischem  Wege  die 
Beschleunigung  des  Punktes  B  bei  gegebener  Lage  des  Apparates 
bestimmen  kann.  F.  K. 

L.  Brbnneckb.      Versuche    Ober    den    Widerstand    von 
Schraubenpföhlen  gegen  Herausreissen.      z.  f.  Bauwesen. 

XXXVI.  449-452. 


894  ^-  AbBchoitt    Mechanik. 

Es  werden  die  Ergebnisse  von  Versuchen  mitgeteilt,  welche 
der  Herr  Verfasser  in  Bezug  auf  die  Kraft  anstellte,  welche  er- 
forderlich ist,  um  einen  in  einer  Sandmasse  befindlichen  kreis- 
förmigen Teller  aus  der  ersteren  herauszureissen.  Der  Herr 
Verfasser  glaubt  seine  Versuchsresultate  durch  die  Formel 

W  =  rnh  (r'  +  rÄ  tg-|-  +  }h'  tg'  ^) 

darstellen  zu  können,  in  welcher  W  die  gesuchte  Kraft,  r  den 
Radius  des  Tellers,  h  die  Höhe  der  belastenden  Sandschicht,  y 
deren  specif.  Gewicht  und  q>  den  Reibungswinkel  bezeichnet 

F.  K. 

A.Seydler.    Ausdehnung  der  Lagrange'schen  Behandlung 
des  Dreikörper-Problema  auf  das  Vierkörper-Problem. 

Prag  Abh.  (7)  I,  separat  Prag,  Calve. 

Referat  im  nächsten  Jahrgang. 


O.  Backlünd.     Dr.  Harzer's  Untersuchungen  über  einen 
speciellen     Fall     des     Problems     der     drei     Körper. 

St.  Petersburg.    20  S.    8°. 


B.     Hydrodynamik. 
R.  LiPSCHiTz.     Beiträge  zur  Theorie  der  Bewegung  einer 

elastischen   Flüssigkeit.     Kronecker  J.  c.  89-120. 

Der  erste  Versuch  einer  mathematischen  Behandlung  der 
Bewegung  elastischer  Flüssigkeiten  ohne  Vernachlässigung  höherer 
Potenzen  der  gesuchten  Veränderlichen  rührt  bekanntlich  von 
Riemann  her.  In  der  Abhandlung  über  die  Fortpflanzung  ebener 
Luftwellen  von  endlicher  Schwingungsweite  wird  in  der  eben 
bezeichneten  Art  eine  Flüssigkeitsbewegung  behandelt,  bei  wel- 
cher die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  senkrecht  zu  einer 
Schar  paralleler  Ebenen  gerichtet  ist;  in  jedem  Individuum  dieser 
Flächenschar  variirt  der  Druck  und  die  Geschwindigkeit  nur  mit 
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der  Zeit,  nicht  aber  von  Punkt  zu  Punkt  der  Ebene.  In  der 
vorliegenden  Abhandlung  nimmt  Herr  Lipsehitz  die  Untersuchung 
wieder  auf,  indem  er  zunächst  voraussetzt,  dass  an  Stelle  der 
Schar  paralleler  Ebenen  eine  andere  vorläufig  unbestimmt  ge- 
lassene Schar  von  Flächen  tritt.  Es  kommt  sehr  bald  zu  Tage, 
dass  die  Flächenschar  nicht  willkürlich  sein  darf,  sondern  zwei 
Bedingungen  befriedigen  muss.  Es  muss  sich  nämlich  eine 
solche  Form  der  Gleichung 

ö(x,  y^  z)  =  const. 

der  Flächen  dieser  Schar  finden  lassen,  dass  gleichzeitig 

Ferner  müssen  die  äusseren  Kräfte  ein  Potentfal  haben,  dessen 
Niveauflächen  die  Flächen  G  =  const.  sind.  Als  die  einzigen 
Flächenscharen,  welche  die  beiden  Bedingungen  befriedigen,  sind 
zu  nennen  die  Scharen  paralleler  Ebenen,  die  Scharen  coaxialer 
Cylinder  und  die  Scharen  concentrischer  Kugeln.  Bezeichnet 
man  nun  mit  r  den  Abstand  einer  der  Ebenen  von  einer  festen 
Ebene,  resp.  den  Radius  einer  Cylinder-  oder  Kugelfläche,  mit  / 
die  Zeit,  mit  (o  die  Geschwindigkeit  und  mit  q  die  Dichtigkeit, 
so  lauten  die  beiden  Gleichungen  für  die  Flüssigkeitsbewegung 

dg         dgu     .    «—1  ^ 

wo  a(r)  die  Kraft  vorstellt,  welche  senkrecht  zur  Oberfläche 
wirkt,  und  q>{Q)  den  Druck  als  Function  der  Dichtigkeit  darstellt; 
die  Zahl  n  hat  einen  der  Werte  1,  2  oder  3,  jenachdem  es  sich 
um  Ebenen,  Cylinder  oder  Kugeln  handelt.  Aus  den  Gleichungen 
ergiebt  sich,  dass  die  Ausdrücke 

dV  =  iodr  ^(^-^  ^oi^  -\-fa{r)dr  -  f  —q>\Q)dQ)dl, 
dl  —  r'*~^Q(dr—wdi) 
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vollständige  Differentiale  sind,  wie  umgekehrt  aus  diesen  Be- 
dingungen die  obigen  Gleichungen  hervorgehen.  Statt  q  und  €o 
als  Functionen  der  Grössen  r  und  /  zu  betrachten,  kann  man 
auch  r  und  q  ansehen  als  Functionen  der  Zeit  /  und  desjenigen 
Wertes  r^,  welcher  die  Lage  des  Flüssigkeitsteilchens  zu  einer 
bestimmten  Zeit  t^  angiebt.     Die  Gleichungen  lauten  dann 

(^  -  "«)(S^ )+  7  ^  i^)  =  0- 

Es  zeigt  sich  also,  wenn  wieder  auf  die  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen zurückgegriffen  wird,  dass 

und  L  selbst  eine  nur  von  r^  abhängende  Function  ist,  deren  geo- 
metrische Bedeutung  auf  der  Hand  liegt.  Man  kann  auch,  wie 
es  schon  in  der  Abhandlung  Riemann's  geschieht,  die  Grössen 
10  und  Q  als  unabhängige  Veränderliche  einführen.  Dann  em- 
pfiehlt es  sich  aber,  eine  der  Grössen: 

resp. 

als  abhängige  Veränderliche  zu  bestimmen.  Wenn  das  geschehen 
ist,  ergeben  sich  r  und  /  sehr  einfach. 

Die  permanente  Bewegung,  welche  den  aufgestellten  Bewe- 
gungsgleichungen genügt,  ist  leicht  zu  bestimmen.  Man  kann 
aber  auch  die  nicht  so  weit  gehende  Forderung  stellen,  dass 
nur  die  Dichtigkeit  (f  von  (  unabhängig  und  also  gleich  einer 
Function  Q^  von  r  allein  sein  soll.  Dann  folgt  aus  der  zweiten 
der  zuerst  angeführten  Bewegungsgleichungen  unmittelbar 

r--'Q,w  =  f(t). 
Setzt  man  den  hieraus  hervorgehenden  Wert  cn  in  die  erste  Glei- 
chung ein,  so  erhält  man  folgende  Gleichung: 

m      reo  rf(>-v,)     .  s    1  ,,  .  dg,  _ 
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Soll  Don  f(f)  nicht  constant  sein,  so  müsseo  sich  die  drei 
CoefficienteD,  welche  von  r  allein  abhängen,  wie  drei  Conetante 
1  \  A:  —  C  verhalten.     Dann  ergiebt  sich 

and  es  wird 


^/•(O^    e>(.-.)_e->(,-..)>     woi  =  Vi:Ci8t. 
Ferner  ergiebt  sich 

f  -  _L  1      _  ^^+^0 

Da  nun  weiter  L,  als  Function  von  r^  und  /  betrachtet,  lediglich 
von  der  erst  genannten  Grösse  abhängt,  so  muss: 

Ar  +  A^ ^!jl+A___ 

sein;  durch  diese  Gleichung  ist  dann  die  Bewegung  eines  Flüssig- 
keitsteilchens bestimmt.  Uebrigens  mag  bemerkt  werden,  dass 
die  Möglichkeit  einer  Bewegung  der  eben  beschriebenen  Art  an 
eine  Beziehung  zwischen  der  Kraft  o(r)  und  der  Function  qt^q) 
geknüpft  ist,  da  zwischen  den  Veränderlichen  r  und  q^  sich  zwei 
Beziehungen  ergeben  haben.  In  dem  Grenzfalle  A  =■  0  wird 
f(i)  =  C/  +  E,  und  es  wird  ferner: 

In  diesem  Falle  bewegt  sich  also  jedes  FlUssigkeitsteilchen  mit 
constanter  Beschleunigung  in  gerader  Linie.  Der  bisher  ausge- 
schlossene Fall  f(i)  =  const.  ist  leicht  zu  behandeln  und  wird 
daher  hier  übergangen. 

Ist  die  wirkende  Kraft  die  Schwere,  so  müssen  die  Flächen 
G  =  const.  parallele  Ebenen  sein.  In  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen ist  dann  o(r)  =  g  und  n  =  \  zu  setzen. 

Wenn  die  Determinante 

__    (3«     dg         6e     dg 

Forttchr.  d.  Math.  XVIII.  3.  57 
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WO  e  =  (o  —  gi  ist,   nicht  verschwiadet,   so  dürfen  die  Grössen 

R  =  i(u.-9t+/^ätf)  und  S  =  i(o,-9t-/y^d,) 

als  unabhängige  Veränderliche  eingeführt  werden;  dann  ist  zur 
Lösung  des  Problems  die  Erfüllung  der  Bedingung  erforderlich, 
dass  die  Ausdrücke 


rfy=:(r-cD/  +  -^-  yq>XQ)t)  dR 


äe^(r-.i+^-M9y)-j^äR 


vollständige  Differentiale  sind;   also  führt  das  Problem  auf  die- 
selbe Differentialgleichung  wie  das  Riemann'sche,  nämlich 

dS  \^^ff)  dRj^  dR  V]/^^  ÖS  ;~  "• 

Ist  dieselbe  gelöst,  so  lassen  sich  die  Grössen  r,  (,  q  und  ta  als 
Functionen  der  beiden  Parameter  R  und  S  darstellen. 

Die  Determinante  D  kann  auf  die  Form 

„  dR  dS 

gebracht  werden,  und  andererseits  leitet  man  leicht  die  beiden 
OleichuDgen 

ab.    Soll  also  0=^0  sein,  so  muss  entweder   -^—    und    damit 

auch  "^  oder  -^  und  -^  verschwinden,  d.  h.    es   muss  in 

diesem  Falle  R  oder  S  constant  sein.  Nehmen  wir  den  ersteren 
Fall,  dass  R  constant,  so  muss  wegen  der  Bedingung,  dass  dV 
und  d@  vollständige  Differentiale  sind. 
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eine  Function  Ton  S  sein.     Hiermit  ist   dann   die  Aufgabe  für 
den  Fall  gelöst,  dass  D  =  0  ist.  F.  E. 


N.  Marin.     Sur  le  mouvement  d'un  fluide  ind^fini,  par- 
faitement  ^lastique.     C.  R.  cm.  989-990. 

Die  vorliegende  Notiz  ist  eine  äusserst  gedrängte  Inhalts« 
angäbe  einer  grösseren  Abhandlung  desselben  Autors.  Da  sich 
aus  derselben  nicht  ersehen  lässt,  wie  der  Herr  Verfasser  zu 
seinen  Resultaten  gelangt,  verschieben  wir  das  Referat,  bis  die 
Abhandlung  in  extenso  erschienen.  F.  E. 


A.  B.  Basset.      On    the    motion   of   a    liquid    elHpsoid 
under  the  influence  of  its  own  attraction.     Lond.  m.  s. 

Proc.  XVII.  255-262. 

Riemann  hat  (cf.  Riemann's  Werke  p.  168)  die  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  von  denen  die  Bewegung  einer  homogenen 
Flilssigkeitsmasse  abhängt,  deren  Teilchen  sich  nach  dem  Gravi- 
tationsgesetz anziehen,  und  die  so  rotirt,  dass  ihre  Grenzfläche 
stets  ein  Ellipsoid  mit  variabler  Grösse  der  Hauptaxen  bildet. 
Dieselben  Gleichungen  werden  hier  auf  anderem  Wege,  unter 
Zugrundelegung  der  hydrodynamischen  Gleichungen  in  der  Euler'- 
schen  Form,  abgeleitet.  Der  Bedingung  an  der  Oberfläche  des 
Ellipsoids  wird  genügt,  wenn  man  für  die  absoluten  Geschwindig- 
keiten der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  lineare  Functionen  der 
Coordinaten  setzt,  die  im  Mittelpunkte  verschwinden.  Die  Coeffi- 
cienten  dieser  Functionen  lassen  sich  durch  die  veränderlichen 
Axen  und  ihre  Ableitungen  nach  der  Zeit,  sowie  durch  die 
Rotationsgeschwindigkeiten  um  diese  Axen  ausdrücken. 

Die  Rotationen  um  die  Axen  werden  ferner  je  in  zwei  Teile 
zerlegt,  so  dass  der  erste  Teil  eine  Rotation  darstellt,  die  so 
erfolgt,  als  wäre  das  Ellipsoid  in  jedem  Moment  fest.  Die 
Componenten  der  genannten  Teilrotationen  werden  dann  durch 
sechs  neue  Variable  ausgedrückt,  die  Ausdrücke  in  die  auf 
die  variabeln  Axen  transformirten  hydrodynamischen  Gleichungen 

57* 
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eingesetzt  und  diese  in  passender  Weise  mit  den  sonstigen  Be- 
dingungen des  Problems  combinirt  Zum  Schluss  folgt  eine 
Anwendung  auf  den  von  Diriehlet  behandelten  Fall,  in  dem  das 
Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist,  welches  nur  um  die  Axe  der 
Figur  rotirt.  Wn. 


HüGONiOT.    Sur  un  th^orferae  g^n^ral  velatif  k  la  propa- 
gation   du  mouvement.     u.  R.  cii.  858-860. 

Anknüpfend  an  die  F.  d.  M.  XVII.  1885.  912  besprochenen 
Untersuchungen  über  Fortpflanzung  von  Bewegungen  durch 
Flüssigkeiten,  verallgemeinert  der  Herr  Verfasser  dieselben  in 
der  vorliegenden  Note.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  in  dem 
ganzen  Gebiet  die  zweiten  Ableitungen  der  Verrückungen  nach 
der  Zeit  /  lineare  Functionen  der  nach  den  Coordinaten  gebildeten 
zweiten  Ableitungen  sind,  deren  CoefGcienten  als  gegebene  Func- 
tionen der  Coordinaten,  der  Verrückungen  und  der  ersten  Ab- 
leitungen der  letzteren  betrachtet  werden.  Eine  Fläche  S  soll 
das  Gebiet  in  zwei  Teile  zerlegen,  in  denen  die  Bewegung  durch 
je  ein  particuläres  Integral  dieser  Differentialgleichungen  bestimmt 
ist.  Dann  müssen  an  der  Fläche  S  die  Verrückungen  und  ihre 
ersten  Ableitungen  stetig  sein,  während  die  zweiten  Ableitungen 
unstetig  sein  werden;  die  Unterschiede  der  letzteren  an  der 
Fläche  S  werden  jedoch  an  der  Fläche  drei  aus  den  Differential- 
gleichungen für  die  Verrückungen  unmittelbar  hervorgehenden 
linearen  Gleichungen  genügen.  In  dem  Zeitelemente  dt  möge 
nun  die  Trennungsfläche  S  in  eine  benachbarte  Lage  S'  über- 
gehen; und  zwar  soll  dn  das  Stück  der  Normale  in  einem 
Punkte  von  S  sein,  welches  zwischen  beiden  Flächen  liegt;  dann 

heisst  --7T-  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung.    In 

Folge  des  Umstandes,  dass  zur  Zeit  t  die  Verrückungen  und  ihre 
ersten  Ableitungen  an  der  Fläche  S  und  zur  Zeit  t  +  di  9,n  der 
Fläche  S^  stetig  sind,  erhält  man  für  die  Unterschiede  der  zweiten 
Ableitungen  weitere  Beziehungen,  durch  welche  sich  sämtliche  auf 
eine  Componente  bezüglichen  Unterschiede  als  homogene,  lineare 
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Functionen  einer  derselben  darstellen  lassen;   z.  ß.  der  Grösse 
ö^u^         d*tJy  5*1?,  d^v^  5'to,        d*w^       ^. 

dt'  dt'  '   ^^®P'     dt'  dt'  '  '®®P'  "öP  Ö?"* 

Coefficienten  sind  umgekehrt  proportional  zu  (--[r)    und  hängen 

ausserdem  von  den  Bichtungscosinus  der  Normale  ab.    Benutzt 
man  nun  jene  ersterwähnten  Gleichungen,   so   erhält  man  drei 
homogene  lineare  Gleichungen  für  die  drei  Unterschiede 
ö*M,    ^   d'u^        d'v^         d'e,        ö'ir,         ö'io, 

es  muss  also  die  Determinante  verschwinden.    Diese  Bedingung 

stellt  eine  Gleichung  dritten  Grades  för  (-j-)  dar.    Es  existiren 

demnach  sechs  Werte  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  von 
denen  je  zwei  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt  sind.  Jedem  Werte  derselben  entspricht  ein 
Wert  der  relativen  Beschleunigung.  F.  K. 


HüGONiOT.       Sur    un    theorfeme    relatif    au    mouvement 
permaneiit  et  k   r^couleinent   des  fluides,      c.  R.  CHI. 

1178-1181. 

HüGONiOT.      Sur    r^coulement    des    fluides    ^lastiques. 

C.  R.  cm.  1253- 1254. 

Die  erste  Abhandlung  beweist  den  interessanten  Satz: 
^Bei  permanenter  FlQssigkeitsbewegung  ist  an  der  Stelle  der 
grössten  Gontraction  eines  Flüssigkeitsfadens  die  Geschwindigkeit 
gerade  gleich  der  Schallgeschwindigkeit,  welche  den  zu  der 
betreffenden  Stelle  gehörenden  Werten  des  Druckes  und  der 
Dichtigkeit  entspricht.^  Der  Druck  selbst,  welcher  an  der  frag- 
lichen Stelle  herrscht,  ergiebt  sich  aus  einer  von  der  Natur  der 
Flüssigkeit  abhängenden  Gleichung,  und  da  auch  die  Dichtigkeit 
durch  den  Druck  bestimmt  ist,  so  kennt  man  für  die  am  meisten 
eontrahirte  Stelle  des  Strahles  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit. 
Hieran  knüpft  die  zweite  Abhandlung  an,  indem  hervorgehoben 
wird,  dass  sich,  wenn  der  Querschnitt  des  contrahirten  Strahles 
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bekannt  wäre,  demnach  die  Ausflussmenge  berechnen  Hesse.  Auf 
diesen  Quersclinitt  oder,  was  dasselbe  besagt,  sein  Verhältnis 
zur  Grösse  der  Oeffnung  kommt  alles  an.  Es  wird  gezeigt,  dass 
bei^  einer  Oeffnung,  welche  mit  einer  conischen  convergenten 
Mündung  versehen  ist,  dieses  Verhältnis  gleich  1  sein  müsse. 

F.  K. 

A.  G.  Greenhill.      Wave    motion    in    Hydrodynamics, 

Newcomb  Am.  Jonrn.  IX.  62-112. 

Der  Verfasser  giebt  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine, 
wie  dem  Referenten  scheint,  .ziemlich  vollständige  Zusammen- 
stellung dessen,  was  durch  die  Untersuchungen  über  die  Theorie 
der  Wellen  bis  jetzt  zu  Tage  gefördert  ist;  neue  Methoden  werden 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  nicht  abgeleitet,  wohl  aber 
werden  mit  Hülfe  der  bisher  entwickelten  Methoden  einzelne 
neue  Fragen  behandelt.  Besonders  interessant  erschien  dem 
Referenten  die  an  Kirchhoff's  Untersuchungen  sich  anlehnende 
Behandlung  der  Wellenbewegung  in  einem  Kanäle  mit  drei- 
eckigem Querschnitte,  dessen  Wände  mit  dem  Horizont  Winkel 
von  je  dreissig  Grad  einschliessen.  Wie  bei  dem  von  Kirchhoff 
selbst  bebandelten  Falle  eines  Kanales,  dessen  Wände  gegen 
die  Horizontalebene  um  45^  geneigt  sind,  lassen  sich  die  hier 
vorgeführten  Schwingungen  durch  Exponential-  und  trigonome- 
trische Functionen  darstellen.  Während  aber  in  dem  früheren 
Falle  alle  Schwingungen,  sowohl  diejenigen,  bei  welchen  die 
Mitte  ein  Schwingungsbauch,  als  auch  diejenigen,  bei  welchen  die 
Mitte  ein  Schwingungsknoten  ist,  auf  diesem  Wege  behandelt 
werden  konnten,  lassen  sich  bei  einer  Wandneigung  von  30® 
nur  die  Schwingungen  der  erstgenannten  Art  in  dieser  Weise 
behandeln  und  werden  auch  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
allein  untersucht. 

Die  §§  1  bis  15  der  schönen  und  reichhaltigen  Arbeit 
behandeln  die  Wellenbewegung  in  Gewässern  constanter  Tiefe 
mit  Rücksicht  auf  die  verschiedenartigsten  beeinflussenden 
Momente;  z.  B.  die  Oberflächenspannung,  das  Vorhandensein  des 
Windes,  einer  bedeckenden  Eisschicht,  von  Schallwellen,  welche 
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die  Oberfläche  des  Wassers  treffen,  und  andere  Umstände.  In  den 
§§  1 6  bis  23  werden  im  Anschluss  an  Eirchboff  die  stehenden  Wellen 
in  Gewässern  mit  geneigtem  Ufer  und  im  Anschluss  an  Kelland 
die  fortschreitenden  Wellen  in  Kanälen  mit  dreieckigem  Quer- 
schnitt bebandelt.  Der  §  24  behandelt  eine  mögliche  Wellen- 
bewegung für  ein  kegelförmiges  GeAss  und  §  28  die  allgemeine 
Aufgabe  fUr  einen  Cylinder.  F.  K. 


W.  Voigt.     Zur  Theorie  der  FlUssigkeitsstrahlen.      Klein 

Aon.  XXVIIL  14-33. 

Die  Abhandlung  stimmt  im  wesentlichen  mit  der  im  vorher- 
gehenden Jahrgang  besprochenen  Abhandlung  desselben  Ver- 
fassers überein  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  909).  F.  K. 


J.  IsAACKSEN.    Ueber  die  Ablenkung  von  Wasserstrahlen. 

GiviliDg.  (2)  XXXII.  336-351. 

Es  wird  zunächst  eine  Bewegung  des  Wassers  bestimmt, 
bei  welcher  alle  Flüssigkeitsteilchen  sich  in  parallelen  Kreis- 
bahnen bewegen,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen. 
Der  Verfasser  wird  auf  jene  bekannte  Flüssigkeitsbewegung 
dieser  Art  geführt,  welche  ein  Potential  besitzt;  bei  derselben 
ist  bekanntlich  die  Geschwindigkeit  umgekehrt  proportional  dem 
Abstände  von  der  Axe,  der  Druck  bis  auf  eine  additive  Constante 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  dieser  Grösse.  Dann  wird 
der  Uebergang  der  geradlinigen  Flüssigkeitsbewegung  in  die 
soeben  besprochene  Bewegung  behandelt.  Die  Ergebnisse  wer- 
den auf  die  Theorie  der  Turbinen  und  auf  die  Gestalt  des 
Wasserspiegels  in  Flusskrümmungen  angewandt.  F.  K. 


K.  VonderMohll.  Ueber  die  Bewegung  tropfbarer 
Flüssigkeiten  in  Gefässen,  nach  Johann  Rudolf  Merian 
bearbeitet.    Klein  Aoo.  xxvii.  575-600. 

Den  Inhalt  der  vorliegenden  Abhandlung  bildet  eine  Bear- 
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beitang  der  im  Jahre  1828  za  Basel  erschieneneD  Schrift  gleichen 
Titels  von  J.  R.  Merian;  dieselbe  hat  die  Wellenbewegung  in  Ge- 
fassen  constanter  Tiefe  zum  Gegenstande.  Es  ist  ein  dankenswertes 
Unternehmen  des  Herrn  K.  VonderMOhll,  die  Aufmerksamkeit 
der  Mathematiker  wieder  auf  diese  längst  vergriffene  und  in 
neuerer  Zeit  fast  gar  nicht  citirte  Schrift  zu  lenken.  Die  allge- 
meinen Betrachtungen,  welche  der  Behandlung  des  speciellen 
Problems  —  die  Wellenbewegung  auf  der  Oberfläche  cylindri- 
scher  Gefässe  mit  verticaler  Axe  —  vorangehen ,  sowie  die  auf 
dieses  selbst  bezfiglichen  Entwickelungen  sind  im  Lauf  der  seit 
dem  Erscheinen  der  oben  genannten  Schrift  verflossenen  Jahr- 
zehnte in  den  Allgemeinbesitz  der  Mathematiker  übergegangen 
und  sclieinen  daher  eines  speciellen  Berichtes  nicht  zu  bedtlrfen. 

_  F.  K. 

0.  Bazzaboni.      Sopra   alcuni    casi    di    efSussi   laterali. 

Bologna  Mem.  (4)  VI.  341-362. 

In  der  weitverbreiteten  unrichtigen  Art  wird  aus  der  bei 
unendlich  kleinen  Oeffnungen  geltenden  Formel  für  die  Ausfluss- 
menge diejenige  für  eine  Oeffnung  endlicher  Grösse  durch  eine 
doppelte  Quadratur  abgeleitet,  gerade  als  ob  jedes  Element  einer 
solchen  Oeffnung  eine  unendlich  kleine  selbständige  Oeffnnng 
wäre.  Nachdem  die  erforderlichen,  leichten  Quadraturen  für 
eine  bestimmte  Klasse  von  Oeffnungen  ausgeführt  sind,  wird 
die  Zeit  bestimmt,  in  welcher  das  Niveau  im  Gefässe  um  eine 
bestimmte  Höhe  sinkt;  das  erfordert  wiederum  nur  die  Aus- 
führung einer  einfachen  Quadratur.  Besonders  behandelt  wird 
der  Fall,  dass  der  obere  Rand  der  Oeffnung  höher  liegt  als  das 
Niveau  der  Flüssigkeit  im  Gefässe.  F.  E. 


Th.  Vautier.     Sur  la  vitesse  d'dcoulement  des  liquides. 

0.  R.  cur.  372-375. 

Die  Ausflussgeschwindigkeit  aus  einer  kleinen  Oeffnung  in 
dem  dünnen  horizontalen  Boden  eines  Gefässes  wird  auf  folgen- 
dem Wege  experimentell  bestimmt.     In  der  verticalen  Axe  des 


Capitel  4,    Dynamik.  905 

ÄU8flu88gefä88e8  senkrecht  über  dem  Mittelpunkt  der  Oeffnung 
befindet  sieh  eine  mit  einem  Gemisch  von  Nitrobenzin  und 
Terpentinöl  gefüllte  Röhre.  Die  Tropfen  dieser  Emulsion,  welche 
dasselbe  specifisohe  Gewicht  wie  Wasser  hat,  bewegen  sich  in 
der  Axe  des  Strahles  und  zwar  mit  derselben  Geschwindigkeit 
wie  die  Wasserteilchen.  Ein  Spiegel,  welcher  sich  um  eine 
verticale  Axe  dreht,  entwirft  nun  auf  einem  Schirm  ein  Bild  der 
Tropfen,  das  sich  in  schiefer  Richtung  bewegt.  Ist  V  die  hori- 
zontale Componente  der  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  welche 
aus  der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Spiegels  zu  bestimmen  ist, 
und  ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Bewegungsrichtung  mit  der 
Horizontalen  bildet,  so  erhält  man  die  verticale  Componente  und 
damit  die  gesuchte  Ausflussgeschwindigkeit  durch  die  Gleichung 

V  =  Vtga. 
In  Bezug   auf  die  Details  der  Versuche  verweisen  wir  auf  die 
Abhandlung  selbst.  F.  E. 

Pn,  Wassergeschwindigkeit  in  nicht  voll  laufenden  kreis- 
förmigen Kanälen.  Dtache.  Baoztg.  XX. 
Bezeichnet  r  den  Radius  der  Röhre,  q>  das  Gefälle,  Q  die 
sekundliche  Wassermenge  und  k  Eytelwein's  Coefficienten  50,9, 
so  ergiebt  sich  ftir  den  Gentriwinkel,  welcher  zu  dem  benetzten 
Böhrenumfang  gehört,  der  Wert 

8 


'    k^     r'(p 
und  für  die  Geschwindigkeit 


F.  K. 


A.  Frank.  Die  Berechnung  der  Kanäle  und  Rohr- 
leitungen nach  einem  neuen  einheitlichen  Systeni  mit- 
tels logafithmo-graphischer  Tabellen.   MüncbeD  und  Leipzig. 

R.  OideDbarg. 

Empfehlende  Besprechung  Hannoverische  Ztschrift.  XXXII, 
643.  F.  K. 
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Ueber  die  Theorie  der  Äbflusamenge  über  Ueberf all  wehre. 
Wocbbl   für  Baok.  VIII.  189-190. 
Im  Jahrgang  1885   der    Add.  des  Ponte  et  Cbaues^a  hat 
Herr  Kleitz  ein  Verfahren  zur  Ableitung  der  bekannten   Formet 
für  die  AbflusBmenge  bei  Ueberfallwehren 

angegeben.    Dasselbe  wird  hier  reprodncirt  F.  K. 


Job.  Thimb.      Ueber    die    saugende    Wirkung    conisch- 

divergenter    AnsatzrÖbren.       Auszug    ans    „Gornago 

Journala"  (Berg.  Journal)  1884  No.  I.    ciwiing.  (-2)  xxxil. 

463-473. 

Der  Inhalt  der  Abbandlang  gebt  aus  dem  Titel  hervor;  die 

vorher  gebeaden  theoretischen  Betrachtungen   werden   nach  der 

in  der  technischen  Hydraulik  Üblichen  Art  angestellt.     F.  K. 


H.  -i.  Sharpb.  Motion  of  Compound  bodies  thro'  liquids. 
Edinb.  Proc.  XIV.  29-35. 
Die  betrachtete  Aufgabe  ist  eine  von  nur  zwei  Dimensionen; 
nämlich  statt  eines  uuendlicheo  Cylinders  haben  wir  den  znr 
Asc  senkrechten  Schnitt.  Dieser  Schnitt  ist  eine  discontinuirliche 
Linie,  symmetrisch  bezüglich  der  2:-Axe,  und  aus  einem  Halb- 
kreise r  =  o  (ö  =  0  bis  Ü«)  und  zwei  anendlicbcD  Zweigen 

0-IL.JLginO+--^—--^Bia2d--(d  =  -¥in  bis  +  n) 

zusammengesetzt.  Der  Einfachheit  wegen  ist  der  Körper  in 
Ruhe  angenommen,  die  FlQssigkeit  hinter  ihm  in  Bewegung  mit 
einer  Geschwindigkeit  gleich  —  c.    Danach  kann  die  entstehende 
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welche  ein  gleicbmässig  vorwärt»  rückendes  Schiff  in  vorher 
rahigem  Wasser  erzeugt.  Der  vom  Verfasser  für  die  Nature 
gelieferte  Auszug  seiner  der  British  Association  gemachten  Mit- 
teilung beschränkt  sich  auf  die  zweidimensionale  Bewegung. 

Lp. 

L.  DE  BüSSY.  Determination  du  mouvement  angulaire 
que  prend  un  navire  sur  une  houle  de  vitesse  et  de 
grandeur  donn^es.     c.  R.  CIL  35-38. 

A.  Ledieü.  Conßid^rations  sur  le  roulis  k  propos  d'une 
communication    r^cente    de   M.   de    Bussy.       C.  R.  CIL 

5b  1-585. 

L.  DE  BüSSY.  Observations  sur  une  note  de  M.  Ledieu, 
relative  k  des  consid^rations  sur  le  roulis.      C.  R.  Oll. 

1446-1449. 

A.  Ledieu.  Derniferes  objections  aux  formules  de  M.  de 
Bussy  sur  le  roulis.  c.  r.  CHI.  23-27. 
Ein  Schiff  befindet  sich  in  ruhigem  oder  bewegtem  Wasser 
im  Gleichgewicht,  wenn  die  durch  die  Masten  gelegte  Ebene 
senkrecht  zur  Wasseroberfläche  steht.  Im  Falle,  dass  das  Schiff 
sich  nicht  in  diesem  Gleichgewichtszustande  befindet,  wird  die 
Mastenebene  das  Bestreben  zeigen,  in  die  vorbezeichnete  Lage 
zu  gelangen,  und  in  Folge  dessen  Schwingungen  um  dieselbe 
ausfähren.  Im  Anschluss  an  die  Herren  de  Benazö  und  Risbec 
stellt  Herr  de  Bussy  den  Winkel  ö,  welchen  die  Mastenebene 
zur  Zeit  t  mit  der  Normallage  bildet,  durch  die  Gleichung: 

(3)  ö=r  J7(C08(+ySinft/) 

Function  von  t  durch  die  empirische  Formel 

bestimmt,  in  welcher  17,,  o,  a  und  T  Constante  sind,  von  denen 

TT 

die  letztere  -r-  ist.      Wenn    man    aus    Formel   (1)    den   Wert 


dar,  in  welcher  «  = *—  und  k  eine  Constante  ist;  w  ist  als 
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Te 

«'  =  — i — —  ableitet,    so   ereiebt   eich   zwischen    e  und   n   die 

Gleichung 

(„)      .,,  (n-i)i~s(l±;j. 

Bildet   man  andrerseits  aus  Gleichung:  (H)  den  Wert  Si  =  — j— , 

ftlr  welchen  der  Herr  Verfasser  in  der  Voraussetzung,  daes  e 
wie  eine  Constaate  zu  behandeln  sei,  den  Ausdruck 

(4)        Q  =  —t3  *'!''  einfci 

erhält,  so  kann  man  aus  ('S)  und  (4)  t  eliminiren  und  erhält  dana 
die  Gleichung 

(^)      „  = ft-rp-Ä-T^ l*  =  ^^J- 

Ist  UUD  0,  und  J3,  ein  zusamuiengehörendeB  Wertepaar  0  und 
ß,  so  kann  man  aus  Gleichung  (IS)  und  (6)  die  zugehörigen 
Werte  e,  und  17,  bestimuien.  Aus  Gleichung  (4)  erhält  man 
einen  Wert  l,  von  (,  d.  h.  die  Zeit,  welcbe  seit  dem  letzten  grössteo 
Ausschlage  verflossen  ist-,  indem  man  noch  1;,  und  1,  fttr  17  und  t 
in  (1)  einsetzt,  erh&lt  man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  ij,, 
d.  h.  der  einzigen  von  Fall  zu  Fall  für  dasselbe  Schiff  varürenden 
Constanten.     Damit  ist  dann,  da  die  Übrigen  Constanten,  d.  h. 

-^  und  tf  =  —f- 

abhängead  gegeben  sind,  die  Bewegung  des  Schiffes  vollstftndig 
bestimmt.  Sollen  nun  für  eine  Zeit  (,,  nachdem  6  und  Si  die 
Werte  0,   und  S2,   hatten,   die   Werte   von  6   und  G  bestimmt 
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und  (4) 

Herr    Ledieu    erhebt    hiergegen    den    Einwand,    dass    bei 

de 
der  Bildung  des  Ausdrucks  ß  der  Wert  -^  vernachlässigt  sei, 

was  bei  der  Form  des  Zusammenhangs  zwischen  rj  und  /  nicht 
zulässig  sei. 

Aus  Formel  (6)  erhält  man  nämlich: 

d«'         1  l    ,     ,,  ,     N        1  «' 


drj         n  17'      ^^     '    '^         r,  17(1+1?) 

Multiplicirt  man  dieses  mit  /c'i?',  so  ergiebt  sich 

rf/  ri   \  l+j?  >^  V  1+1?  >' 

Aus  dem  correct  gebildeten  Wert 

ergiebt  sich  dann  der  Wert 

(40         ß  =  ^A(i«  +  *»_?_4.Ä'fi)sin*/. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Correctur  ist  dann  die  Gleichung  (5)  zu 

modificiren.     Herr  de  Bussy  hebt  dem  gegenüber  hervor,  dass 

dB 
in    der   Praxis   thatsächlich    —r— gegen  ft'  +  «'  sehr   klein   und 

damit  die  begangene  Vernachlässigung  gerechtfertigt  sei.  Die 
übrigen  Teile  der  Discussion  beziehen  sich  auf  Fragen  mehr 
praktischer  Natur  und  müssen  daher  hier  unberücksichtigt  bleiben. 

F.  K. 

BüüSSiNESQ.    Sur  nn  manuscrit  de  Saint- Venant  intitul^: 
Resistance  des  fluides.      C.  R.  CHI.  179-184. 

Inhaltsangabe  eines  ManuRcriptes,  welches  sich  in  dem  Nach- 
lasse des  berühmten  französischen  Gelehrten  gefunden  hat, 
und  entsprechend  einem  Wunsche  des  Verstorbenen  in  den 
Memoiren  der  Akademie  veröffentlicht  werden  soll,  und  zwar  in 
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VerbinduDg  mit  zwei  anderen  bydranlisclien  Abbandlnng^n  deB- 
selben  Verfassers.  Das  Bauptmanuscript  entbält  nscb  dem  Bericht 
des  Herrn  BouBsineaq  eine  eingebende  XJntersacbung  Ober  den 
Widerstand,  welcbe  ein  fester  KSrper  in  einer  reibenden  Flüssigkeit 
findet.  Von  den  beiden  andern  Abbandlungen  betrifft  die  eine 
den  Energieverlust,  nelcber  beim  plötzlicben  Uebergang  einer 
Flüssigkeit  aus  einem  engeren  in  einen  weiteren  Querschnitt  xu 
finden  ist,  wäbrend  die  zweite  den  Einfluss  der  Centrifagalkrarte 
auf  die  Bewegung  in  WasserlSufen  zum  Gegenstand  bat. 

F.  K. 

A.  ß.  Bassrt.     On  tbe  raotion,  in  an  infinite  liquid,   of 

a   cylinder   wboae  crosa  section    ie  tlie   inverse  of  an 

ellipse  witb  respect  tO  its  ceritre.     Quart.  Jonro.  XXt.  336-339. 

Die  schon  einmal  von  demselben  Herrn  Verfasser  bebandelte 

Aufgabe  wird  bier  in  einfacherer  Weise  gelöst,  indem  an  Stelle 

der    reohtwinkligea    Coordinaten  (x,y)  in    einer   zur    Aze   des 

Gylinders  Benkrecbten  Ebene,  Coordinaten  (|,  rj)  eingeführt  werden, 

welcbe  mit  jenen  durch  die  Beziehung 

'"+'»=  »o,e+is) 

verbunden  Bind;  dann  ist  bei  passender  Wahl  von  c  die  Gleicbung 
der  Oberfläche  ij  =  Const.  Die  Stromfunction  ergiebt  sieb  in  ein- 
facher Weise  als  unendliche  Reibe,  welcbe  nacb  den  sinns  and 
Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  |  fortschreitet,  wenn  der  Kör- 
per nur  fortschreitende  Bewegung  besitzt,  und  welche  nur  die 
Cosinus  der  geraden  Vielfachen  enthält,  wenn  der  Cylinder  lediglich 
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Der  Herr  Verfasser  entwickelt  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung den  Druck,  den  eine  Scbiffsschraube  in  Richtung  der  fort- 
Bchreitenden  Bewegung  des  Schiffes  erfährt,  indem  er  für  jedes 
Element  der  Schraubenfläche  den  Druck  so  bestimmt,  wie  er 
sich  fbr  ebene  Platten  nach  dem  Kirchhoff-Bayleigh*schen  Wider- 
standsgesetz  ergeben  würde;  es  wird  also  angenommen,  dass 
der  Druck,  den  ein  einzelnes  Flächenelement  erfährt,  im  wesent- 
lichen proportional  ist  dem  Producte  aus  seiner  Geschwindigkeit 
und  deren  Normalcomponente.  Ein  Flügel  der  Schraube  wird 
als  begrenzt  gedacht  durch  die  Axe,  einen  Kreiscylinder  mit  dem 
Radius  r  und  zwei  erzeugende  Gerade  der  Schraubenfläche,  welche 
den  Winkel  tp  mit  einander  bilden.  Da  die  Schiffsschraube  nicht 
eine  geometrische  Fläche,  sondern  ein  Körper  ist,  so  hat  die 
einschneidende  Kante  derselben  auf  die  Wirkungsart  der  Schraube 
einen  Einfluss,  der  nicht  zu  vernachlässigen  ist.  Der  Verfasser  setzt 
voraus,  dass  die  einschneidende  Kante  von  einer  durch  die  Axe 
gehenden  Ebene  gebildet  wird.  Dann  hat  die  einschneidende 
Kante  zwar  keinen  Einfluss  auf  den  Druck,  welchen  die  Schraube 
in  Richtung  ihrer  Axe  erfährt,  wohl  aber  auf  die  Arbeit,  welche 
erforderlich  ist,  um  dem  Schiff  eine  bestimmte  Geschwindigkeit 
zu  erteilen.  Wenn  die  Schraube  sich  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit Ol  um  ihre  Axe  dreht,  mttsste  das  Schiff  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  c  fortschreiten,  damit  die  Schraube  sich  in  sich 
selbst   bewegt      Ist  h    die  Ganghöhe    der  Schraube,   so   wäre 

Thatsächlich  bewegt  sich  aber  das  Schiff  mit^  einer 


c  =  to 


2n 


geringeren  Geschwindigkeit  n;  für  das  Verhältnis  i  =  — ,    ge- 

c 

wohnlich  Vorrückungscoefficient  genannt,  wendet  der  Ver- 
fasser, in  Anlehnung  an  den  französischen  Ausdruck  recul  für 

1  — il,   den  Namen  „Mitlauf**  an.     Das  Verhältnis  -^^^,d.  h.  die 

trigonometrische  Cotangente  des  Randsteigungswinkels ,  nennt 
der  Verfasser  x\  die  Projection  der  Schraubenfläche  auf  eine  zu 
ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  wird  F,  genannt,  ein  gewisser 
Widerstandscoefficient  A,,   dann   ist   der  Druck  P,    welchen   die 
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Schraube  in  Richtung  ihrer  Axe  erfährt,  vorausgesetzt,  dass  die 
Schraube  sich  in  ruhendem  Wasser  bewegt: 


wo 


ist,  L  selbst  also  der  Wert  des  rechtsstehenden  Integrals  ge- 
messen durch  seinen  Wert  fQr  A  =  1.  Bei  gleichmässiger 
Bewegung  des  Schiffes  ist  P  gleich  dem  Widerstände  des 
Schiffes,  d.  h. 

W  =  kFu\ 

I  +  —  J  -^^  ==  jEi,  SO   erhält  man 

den  „MitlauP,  d.  h.  k  aus  der  Gleichung: 

fiX     .,     L  =  1. 

Für  die  Arbeit,  welche  in  der  Zeiteinheit  erforderlich  ist,  uui 
die  Widerstände,  welche  die  Schraube  erfährt,  zu  Überwinden, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck: 

A  =  Pc  +  ik^PyBj 

in  welchem  F,    die  Grösse   der  einschneidenden  Fläche,  B  eine 

von  der  Form  derselben  abhängende  Function  des  Winkels  ß 

l 

ist,  welche  durch  die  Gleichung  tg/J  =  —  =  itgo  bestimmt  ist ; 

z.  B.  ist  für  Rechtecke: 

*  =  --^(l-isinV--itg/Jsin'/J/ctg|-). 

Denkt  man  sich  die  einschneidende  Fläche  als  schmales  recht- 
winkliges Dreieck,  dessen  Spitze  am  Rande  der  Schraube,  dessen 
Grundlinie  in  der  Axe  der  Schraube  liegt,  so  ist 

B  =  ^^(l  +  Hin'/?+Kl-sin/J)8inV--ftg/JBinV/ctg|.). 
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Von  dieser  Arbeit  wird  nun  nutzbringend  verwendet  diejenige, 
welche  zur  Ueberwindung  des  Schiffswiderstandes  gebraucht 
wird,  d.  h.  Wu  =  Pu  =  Pcl,  und  also  ist  der  Nutzeffect: 

Wu 

Setzen  wir  mit  dem  Verfasser  ^ 

so  ist 


'        l+lvB  ' 

d.  h.  stets  kleiner  als  der  Rücklauf.    Diese  Function  von  X  und 

l 

X  (insofern  tg/9  =  —  ist)  ist    nun    bei   der   günstigsten    Form 

der  Schraube  ein  Maximum.  Zwischen  X  und  x  besteht  die 
Gleichung  fix  .,  L  =  1.  Nach  bekannten  Regeln  wird  endlich 
die  noch  fehlende  Bedingungsgleichung  für  das  Maximum  von  rj 
oder,  was  dasselbe  besagt,  das  Minimum  von  —  =  —  +  yB  auf- 
gestellt und  gezeigt,  wie  man  in  einem  concreten  Falle  das 
resultireode  GleichuDgssystem  aufzulösen  habe. 

In  einem  Schlussparagraphen  rechtfertigt  der  Verfasser  noch 
die  seiner  Betrachtuug  zu  Grunde  liegende  Voraussetzung,  dass 
die  Schraube  in  ruhigem  Wasser  arbeitet,  oder,  anders  ge- 
sprochen, die  Vernachlässigung  des  sogenannten  Nachstroraes. 

F.  K. 


E.  Gerlach.     Ableitung  gewisser  Bewegungsformen  ge- 
worfener  Scheiben    aus    dem    Luftwiderstandsgesetze. 

Zeitsch.  des  DeatscheD  Yereios  zur  Forderung  der  Luftschiff  fahrt  V. 
Heft  in. 

Die  Schrift  ist  die  Wiedergabe  eines  Vortrages,  welchen  der 
Herr  Verfasser  vor  der  Gesellschaft  gehalten  hat,  in  deren  Organ 
der  zu  besprechende  Artikel  erschienen  ist.  Es  werden  in  der- 
selben einzelne  interessante  Bewegungsformen  von  Platten  unter 

'  Fortsohr.  d.  Math.  XVm.  3.  58 
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EinfluBS  des  Lunwiderstaodes  theoretisch  erörtert,  und  Mittel 
angegeben ,  diese  ErscbeinuDgen  experimentell  herrorzubrisgeD. 
Zu  Grunde  gelegt  werden  der  Erklärung  die  Ergebnisse  der 
Untersuchungen  von  KirchbofT  und  Lord  R&yleigh  Über  den 
Druck  der  Flflssigkeitaströme  gegen  feste  Wände.  Die  letzteren 
werden  zunächst  besprochen,  in  praktischer  Weise  graphisch 
dargestellt  und  such  durch  numerische  Tabellen  erläutert.  Die 
Resultate,  welche  in  der  rorliegenden  Abhandlung  zur  Verwen- 
dung gelangen,  sind  die  folgenden: 

1)  Der  Druck,  welchen  die  Platte  erleidet,  ist  im  wesentlichen 
proportional  dem  Product  aus  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
ihrer  zur  Platte  senkrechten  Componente;  so  dasa  die  Drucke 
bei  gleicher  Grösse  der  relativen  Geschwindigkeit  sich  nicht  wie 
die  zweiten,  sondern  wie  die  ersten  Potenzen  der  Sinus  der- 
jenigen Winkel  verhalten,  unter  welchen  die  Ströme  die  Platte 
treffen. 

2)  Ist  die  Stromricbtung  zur  Platte  senkrecht,  so  greift  der 
Druck  in  der  Mitte  an;  bei  einem  zur  Normale  geneigten  Strome 
dagegen  rückt  der  Angriffspunkt  nach  vom,  d.  h.  dem  Strome 
entgegen,  im  Grenzfalle  eines  zur  Platte  parallelen  Stromes  am 
V,,  der  ganzen  resp.  '/s  der  halben  Breite. 

Lässt  man  also  eine  genau  horizontal  gehaltene  Platte 
hinabfallen,  so  müsstc  dieselbe  ihre  ursprüngliche  Richtung  bei- 
behalten, während  bei  einer  schief  gehaltenen  Platte  sich  sehr 
bald  ein  aufkippendes  Kräftepaar  geltend  machen  und  bedeutende 
Schwankungen  verursachen  mdsste.  Man  kann  dieselben  beträcht- 
lich vermindern,  indem  man  die  Platte  in  der  Mitte  trennt  und  dana 
ihre  Hälften  so  mit  einander  verbindet,  das»  sie  einen  gewissen 
Abstand  haben.  Dadurch  wird  das  Trägheitsmoment  vergrössert, 
das  aufkippende  Eräftepaar  auf  die  Hälfte  reducirt,  ihr  Ver- 
hältnis also  auch  vergrössert.    Ist  z.  B.  der  Abstand  dreimal  so 
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der  Platte  in  ihrer  eigenen  Richtung  notwendig  eine  Verschiebung 
in  der  Richtung  ihrer  Normale  verbunden  ist 

Dann  gelangen  Erscheinungen  zur  Besprechung,  welche  in 
der  Verschiebung  des  Druckangriffspunktes  nach  vom  ihren 
Grund  haben.  Eine  kreisförmige  Platte  wird  in  horizontaler 
Richtung  fortgeschleudert  und  derselben  gleichzeitig  eine  Rotation 
um  ihre  Axe  erteilt,  und  zwar  vom  Experimentator  aus  gesehen 
von  rechts  nach  links,  d.  h.  im  entgegengesetzten  Sinne  des 
Zeigers  der  Uhr.  Der  Angriffspunkt  des  Druckes  liegt  nach 
vorn,  und  also  wirkt  ein  aufkippendes  Eräftepaar,  welches  den 
vorderen  Rand  gegenüber  dem  hinteren  Rand  hebt;  in  Folge 
dessen  wird  die  Axe  nach  rechts  abgelenkt.  Dadurch  rückt 
nun  aber  auch  der  Druckangriffspunkt  wieder  etwas  nach  rechts, 
und  die  Axe  wird  nahezu  in  demselben  Sinne  abgelenkt  wie 
zu  Anfang.  Das  setzt  sich  so  lange  fort,  bis  die  Platte  ungefähr 
eine  verticale  Stellung  angenommen  hat  und  dann  in  parabolischer 
Bahn  abwärts  fährt.  Die  ursprüngliche  obere  Seite  wird  dabei 
nach  rechts  gelangen. 

Eine  Platte,  welche  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  in  einer 
Flüssigkeit  abwärts  sinkt,  wird  bald  eine  constante  bleibende 
Grenzgeschwindigkeit  U  annehmen,  welche  der  Verfasser  Fall- 
schirmgeschwindigkeit nennt.  Hat  die  Platte  auch  eine  horizon- 
tale Geschwindigkeitscomponente  c,  so  sinkt  sie  viel  langsamer; 
bei  einigermassen  grossem  c  wird  man  die  verticale  Componente 

{/' 

u  durch  die  Relation  u  =  bestimmen  können.    Ein  Mittel, 

c 

diese  Erscheinung  zu  veranschaulichen,  ist  das  folgende.  Mau 
lasse  zwei  aus  Pappe  geschnittene  Sterne  neben  einander  hinab- 
fallen, ohne  ihnen  eine  fortschreitende  Bewegung  mitzuteilen;  der 
eine  von  ihnen  sei  in  Rotation  um  seine  Axe  versetzt,  der 
andere  nicht  Man  wird  alsbald  bemerken,  dass  der  rotirende 
Stern  hinter  dem  nicht  rotirenden  zurückbleibt  Hat  der  roti- 
rende Stern  noch  eine  fortschreitende  Bewegung,  so  wird  man 
eine  Drehung  der  Axe  bemerken.  Dreht  sich  der  Stern  von 
rechts  nach  links,  so  haben  die  Strahlen  auf  der  rechten  Seite 
eine  grössere  Horizontalcomponente  der  Geschwindigkeit  als  die 

58* 
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auf  der  linken  Seite;  in  Folge  dessen  wird  die  Vertioal- 
geschwindigkeit  rechts  kleiner,  links  grösser  sein  mtlBsen  als  in 
der  Mitte,  d.  h.  die  Axe  senkt  sich  nach  links. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Bewegungen  des  ßumerang 
im  AnschluBs  an  eine  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs- Oldenburg 
(Natur  1886,  Heil  8  u.  II)  bilden  den  Schlnss  der  interessanten 
Abhandlung. 

Ein  kleiner  Rechenfehler  ist  unterdes  vom  Herrn  Verfasser 
selbst  verbessert;  übrigens  ist  derselbe  yon  keiner  Bedeutnng, 
da  die  Fol^eniogen  in  verstärktem  Hasse  von  dem  richtigen 
Resultate  gelten.  F.  E. 


H.  ToMLiNSON.      The    coefficieot    of    viscosity    in    air. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XL.  40-42. 


H.  L^ADTE.  Calctil  des  r^gulateurs.  Marche  ration- 
nelle  ä  suivre,  en  pratique,  pour  r^tahliasement  d'uu 
appareil  de  r^gulation   k  action  indirecte.      c.  R.    cii. 

497-500. 
Die  Note  schliesst  sieb  an  die  Arbeit  desselben  Verfassers 
an:  Memoire  sur  les  oscillatioas  ä  longues  pöriodes  dans  les 
macbines  actionn^ee  par  des  moteurs  hydranliques"  etc.  (J.  de  l'fic. 
Pol.  cah.  LV.  1-  126,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  9->9).  Auf  Wunsch 
des  Akademikers  Hru.  Phillips,  welcher  Berichterstatter  Über 
jene  AbbaudluDg  gewesen  war,  stellt  Hr.  L^autä  jetzt  die  prak- 
tischen FolgeniDgen  zusammen,  welche  sich  aus  seinen  Unter- 
suchungen ziehen  lassen,  um  ihre  Anwendung  ftlr  diejenigen  zu 
erleichtern,  welche  hydraulische  Motoren  zu  bauen  bähen. 

L». 
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sich  BrunQenaDlagen  befindeD,  denen  in  der  Zeiteinheit  eine  gewisse 
Wassermenge  entzogen  wird,  so  werden  dadurch  Bewegungen 
im  Grundwasser  hervorgerufen.  Ist  der  Zustand  stationär  ge- 
worden, so  wird  der  ursprünglich  ebene  Grundwasserspiegel  an 
jeder  Stelle  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Senkung  erlitten 
haben,  welche  in  der  Nähe  der  Brunnenanlage  am  stärksten  ist, 
und  sich  im  Unendlichen  asymptotisch  der  Grenze  Null  nähert. 
Einer  rationellen  Bestimmung  des  Grundwasserspiegels  müsste 
natürlich  eine  theoretische  Untersuchung  über  die  Bewegung  des 
Wassers  durch  Sandschichten  yorhergehen.  Eine  solche  wird  in 
der  Yorliegenden  Abhandlung  nicht  gegeben,  vielmehr  beruht  die 
Discussion  der  Grundwasserbewegung  auf  zwei  dem  Referenten 
nicht  unanfechtbar  erscheinenden  und  durch  die  mitgeteilten  Beob- 
achtungen wohl  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  Hypothesen.  Der 
Verfasser  construirt  zunächst  eine  Schar  Cylinder  mit  verticaler  Axe, 
welche  den  Grundwasserspiegel  in  Linien  constanter  Senkung 
schneiden,  welche  als  Niveaulinien  bezeichnet  werden.  Die  Strö- 
mungslinien sollen  dann  in  einer  zweiten  auf  der  ersten  senk- 
recht stehenden  Schar  verticaler  Cylinder  liegen;  ferner  soll  der 
mittlere  Wert  der  horizontalen  Geschwindigkeitscomponente  für 
jede  verticale  Linie  proportional  dem  Gefälle  des  Grundwasser- 
spiegels sein.  Aus  diesen  Bedingungen  folgt  dann,  dass  das 
Quadrat  der  Höhe  H  des  letzteren  über  der  undurchlässigen 
Schicht  der  bekannten  Differentialgleichung  des  logarithmischen 
Potentials  genügt.  Besteht  die  Brunnenanlage  aus  einem  verti- 
calen  Kreiscylinder,  so  sind  die  Höhencurven  natürlich  horizon- 
tale Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  des  Brunnens  liegen, 
wodurch  dann  JT  bis  auf  zwei  linear  auftretende  Constanten  be- 
stimmt ist,  von  denen  die  eine  sich  aus  der  dem  Brunnen  ent- 
zogenen Wassermenge  ergiebt,  während  das  constante  additive 
Glied  sich  bestimmen  lässt,  wenn  die  Höhe  des  Grundwasser- 
spiegels im  Brunnen  bestimmt  ist.  Sind  mehrere  Brunnen  ver- 
schiedener Anlagen  vorhanden,  so  hat  man  die  für  die  einzelnen 
Brunnen  geltenden  Ausdrücke  mit  vorläufig  unbestimmt  gelassener 
Constante  zu  addiren  und  dann  die  additive  Constante,  zu  wel- 
cher sich   die  einzelnen  vereinigen,   derart  zu  bestimmen,  dass 
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im  Unendlicheo  der  Ausdruck  sich  unendlich  wenig  von  dem- 
jenigen unterscheidet,  der  sich  ergeben  würde,  wenn  die  ganze 
Wassermenge  vermittelst  eines  einzelnen  Brunnens  entzogen  wäre. 
Ist  der  Querschnitt  der  Anlage  ein  Spalt,  handelt  es  sich  also 
um  Sickerschlitze,  so  sind  die  Projectionen  der  Niveaulinien 
confocale  Ellipsen,  diejenigen  der  Stromungslinien  Hyperbeln 
mit  denselben  Brennpunkten.  F.  E. 


R.  Bosse.     Das  Ausfliessen  von  Sand.    z.  dtech.  log.  xxx. 

547. 

Es  wird  die  Beobachtung  mitgeteilt,  dass  selbst  unter  der 
stärksten  Belastung  Sand  aus  seitlichen  Oeffnungen  nicht  aus- 
fliesst,  wenn  dieselben  nicht  eine  gewisse  von  der  Dicke  des 
Gefässes  abhängende  Grösse  überschreiten.  Für  spaltformige 
Oeffnungen  in  ebener  Wand  ist  diese  untere  Grenze  dadurch 
bestimmt,  dass  die  durch  den  äusseren  Rand  der  unteren  Spalten- 
grenze und  die  innere  Grenzlinie  der  oberen  gelegte  Ebene  unter 
dem  Böschungswinkel  ansteigen  muss.  F.  E. 


Ch.  Lag  ASSE.     Note  sur  las  jaugeages  des  cours  d'eau 
par  pertuis  et  par  voie  directe.    Bmx.  S.  sc.  X.  A.  48-52, 

52-53. 

Notwendigkeit   der  Eontrolle   beider  Methoden   durch   ein- 
ander. Mn. 


Ph.  Lenard.    Ueber  die  Schwingungen  fallender  Tropfen. 

Dies.  Heidelberg.  37  S,  S«. 


R.  Reiff.     Zur  Kinematik  der  Potentialbewegung. 

Tübingen.  Pues  Verl.  8  S. 


r 
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Gapitel  6. 
Potentialtheorie, 

Bock,     üeber  Potentialwerte  verschiedener  Krilfte  und 
Folgerungen  daraus.     Hamb,  Mitt  119-123. 

Ein  Vortrag,  der  die  Bedeutung  des  Potentials  fbr  die 
Mechanik  und  für  verschiedene  Zweige  der  mathematischen 
Physik  bespricht,  dabei  jedoch  lediglich  Bekanntes  reproducirt. 

Wn. 

J.  Frischauf.     Beitrag  zur  Theorie  der  Potentialfunction. 

Schlömilch  Z.  XXXI.  252-253. 

Es  wird  eine  Modification  des  Dirichlet'schen  Beweises  für 

die  Aenderung  von  -^-—  beim  Durchgang  durch  eine  mit  Masse 

belegte  Fläche  mitgeteilt.  Diese  Modification  besteht  darin,  dass 
man  (cf.  Dirichlet's  Vorlesungen,  herausgegeben  von  Grube,  §  14) 

für  die  Ausführung  der  Integration  a  =  / .  ^'  setzt,  falls  -^  der 

Krümmungsradius  des  betre£fenden  Normalschnitts  ist.  Durch 
diese  Einführung  wird  die  Dirichlet'sche  Voraussetzung  über  das 
Grössenverhältnis  von  x  und  a  überflüssig.  Wn. 


A.  Harnack.     Existenzbeweise  zur  Theorie  des   Poten- 
tiales  in  der  Ebene  und  im  Räume.     Leipz.  Ber.  144-169. 

Der  Beweis  der  Green 'sehen  Formel  für  das  Potential  und 
damit  der  Beweis  f&r  das  sogenannte  Dirichlet'sche  Princip  wird 
hier  zuerst  für  die  Ebene  durchgeführt,  dann  auf  den  Raum 
übertragen.  Da  der  Gang  der  Entwickelung  für  beide  Fälle 
derselbe  ist,  so  beschränken  wir  uns  hier  darauf,  die  Haupt- 
punkte des  Beweises  für  den  Raum  wiederzugeben.  Vorange- 
schickt wird  Folgendes:   1)  Eine  Function  u,  die  im  Innern  eines 
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Raumes  T  nebst  ihren  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  ist,  dort 
der  Gleichung  Ju  =  0  geaUgt  und  an  der  Begrenzung  Torge- 
Hchriebeue  Werte  U  annimmt,  wird  als  barmoniscbe  Function 
bezeichnet.  Die  Existenz  einer  harmoDischen  Function  kann  nach 
den  Arbeiten  von  C.  Neumanu  und  H.  A.  Schwarz  fOr  das  Innere 
jedes  von  Ebenen  begrenzten  Polyeders  als  bewiesen  vorausgesetzt 
werden.  Dasselbe  gilt  demnach  auch  fOr  die  zu  einem  beliebigen 
Punkte  0  im  Innern  des  Polyeders  gehörige  Green'sche  Function. 
2)  Eine  im  Innern  eines  Raumes  T  harmonische  Function  kann 
in  eine  nach  Eugelfunctionen  fortschreitende  Reihe  entwickelt 
werden;  und  zwar  gilt  die  Entwickelung  fOr  das  Innere  einer 
um  einen  beliebigen  Punkt  von  T  beschriebenen  Kugel,  falls 
nur  die  Kugel  ganz  in  T  liegt.  Ans  der  genannten  Entwickelung 
ergiebt  sich  fQr  u  die  Integraldarstellung 

für  die  man  auch  schreiben  kann 

Hier  stellt  f/i  die  Werte  von  u  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius 
R  dar,  da  das  FUcbenelement  der  Kugel,  (da%  den  Raumwinkel, 
unter  welchem  das  Flächenelement  da  von  dem  betrachteten,  im 
Innern  der  Kugel  liegenden  Punkte  x,  y,  z  erscheint;  endlich  ist 
Q  die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Engelmittelpunkt,  l  seine 
Entfernung  von  da.    Ftlr  den  Wert  von  u  im  Mittelpunkte  der 


J       l*      ' 
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auBser  von  E  im  wesentlicheii  nur  yoo  der  Lage  des  betreffenden 
PnnkteB  ab.  Der  Beweis  wird  so  geftthrt,  dass  der  Punkt,  in 
dem  u  =  Ed  ist,  zum  Mittelpunkt  einer  Kugel  gemacht  wird. 
Die  IntegraldarstelluDg  yon  u  and  u,  ergiebt  dann  leicht  die 
Richtigkeit  für  beliebige  andere  Punkte  im  Innern  der  Engel, 
die  dann  ihrerBeits  zu  Mittelpunkten  neuer  Kugeln  genommen 
werden  etc.  Der  obige  einfache  Satz  ist  deshalb  von  Bedentang, 
weil  er  lebrt,  dass  die  Function  u,  falls  sie  Sberat)  dasselbe 
Zeichen  hat,  gleichmässig  fUr  alle  Punkte  im  Innern  der  Fläche 
nach  Null  convergirt,  sobald  sie  in  einem  einzigen  Punkte  mit  i 
beliebig  klein  wird.  Dasselbe  gilt  auch  fQr  die  Ableitungen  der 
Function  u. 

4)  Weiter  ergiebt  sieh:  Ist  fdr  einen  beliebigen  endlichen 
Raum  T  eine  unbegrenzte  Reibe  von  harmonischen  Functionen 
u,,  u„  . . .,  Un,  -  •  -  gegeben,  die  alle  innerhalb  T  einerlei  Zeichen 
haben,  und  convergirt  die  Reihe 

«,+",  +  ■■■  +  «.  +  ■■■ 
an  irgend  einer  Stelle  im  Innern  von  T,  so  convergirt  sie  auch 
fBr  alle  inneren  Punkte  von  T  und  ist  in  T  eine  harmonische 
Function. 
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in  Function  mit  beliebigen 
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m  Green'schen  Functionen 
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en  von  der  Fläche  F  einge- 
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ist,  hat  nichts  Unbefriedigendes,  da  die  Fundamentalsätze  der 
Potentialtheorie  Tagt  insgeBamt  einen  ähnlichen  Charakter  tragen, 
wenn  nicht  Aber  die  Dichtigkeit  besondere  VorausHctzungcD  ge- 
macht werden. 

Von  den  auf  die  Ebene  bezflglicben  Betrachtungen,  bei  denen 
natOrlich  Fourier'sche  Reiben  an  Stelle  der  nach  Kugelfunctionen 
fortschreitenden  treten,  sei  noch  erwähnt  die  Ableitung  der  Eigen- 
schaften der  Green'schen  Function.  Der  Verfasser  folgt  dabei 
wesentlich  dem  Vorgange  von  Riemann  (in  seinen  Vorlesungen 
Uber  Schwere,  Elektricitfit  und  MagnetismuB),  nur  mit  der  Modi- 
fication,   dasB   die  Randcurve  durch    eine    andere  innere  Curre 

md  zwar  durch 
Wn. 
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f.  H.  Halphen.  Sur  le  problfeme  de  Gauss,  concernant 
Tattraction  cVun  anneau  elliptique.  C.  R.  ein.  363-367. 
Zur  Berechnung  der  säculären  Störungen,  welche  ein  Planet 
urch  einen  andern  erfährt,  kann  man  bekanntlich  die  Anziehung, 
velche  dieser  zweite  ausübt,  ersetzen  durch  die  Anziehung,  welche 
^eine  Masse  ausüben  würde,  wenn  sie  auf  der  Bahn  mit  einer 
Dichtigkeit  ausgebreitet  wäre,  die  für  jedes  Bogenelement  der 
mm  Durchlaufen  desselben  nötigen  Zeit  proportional  ist.  Die 
Anziehung  eines  solchen  unendlich  dünnen  elliptischen  Ringes 
hat  nun  Herr  Halphen  nach  einer  neuen  Methode  bestimmt,  die 
nicht,  wie  die  Gauss'schen  Formeln,  die  Auflösung  einer  Gleichung 
dritten  Grades  erfordert.  Die  Hauptresultate,  die  hier  ohne 
Beweis  mitgeteilt  werden,  sind  folgende:  In  einem  beliebigen 
(schiefwinkligen  oder  rechtwinkligen)  Coordinatensystem  sei  M 
das  Quadrat  des  Abstandes  eines  Punktes  x,  y^  2  vom  Anfangs- 
punkte, S  eine  quadratische  Form,  die,  gleich  Null  gesetzt,  einen 
vom  Anfangspunkt  ausgehenden  Kegel  darstellt,  der  gleich  und 
homothetisch  ist  zu  dem  Kegel,  der  den  angezogenen  Punkt  mit 
der  anziehenden  Ellipse  verbindet;  yt  endlich  sei  eine  dritte 
quadratische  Form,  die  den  zum  vorigen  reciproken  Kegel  dar- 
stellt. Der  Quotient  der  Discriminanten  von  g  und  2'  =  S  .  £— If, 
wo  S  ein  variabler  Parameter,  ist  ein  Polynom  dritten  Grades 
in  Sj  dessen  Coefficienten  K  Invarianten  des  Formensystems  sind. 
Von  diesen  Coefficienten  hängen  in  einfacher  Weise  auch  die 
Invarianten  ^„  ^3  der  vorkommenden  elliptischen  Functionen  ab. 
Die  gesuchte  Anziehung  lässt  sich  darstellen  mittelst  einer  quadra- 
tischen Form  O,  die  aus  Jtf,  2,  ^  zusammengesetzt  ist,  und  zwar 

dO      d0      dO 
derart,  dass  die  Ableitungen  -^ — ,  —^ — ,  —5 — ,  wenn  man  darin 

ar,  y,  »  durch  die  Differenzen  der  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  und  des  Brennpunktes  der  Ellipse  ersetzt,  die  Anziehungs- 
componenten  repräsentiren.  Die  Coefficienten  von  O  ergeben  sich 
in  einfacher  Weise  aus  den  oben  erwähnten  Grössen  Ä,  Pj,  g^ 
bis  auf  einen  Factor,  der  eine  transcendente  Function  von 

C  =  ^f  ist. 
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Letztere  Function  aber  l&sst  sich  durcb  hypergeometriBche  Reiben 
ausdrucken.  Wd. 


U.  BiGLKR.  Potential  einer  elliptischen  Walze.  Hopp« 
Arch.  (2)  III.  337-140. 
Id  dem  vorliegenden  Teile  der  Arbeit  wird  lediglicb  das 
Potential  des  Umfange  einer  Ellipse  mit  den  Axen  )'Ä,  }'B  be- 
stimmt fUr  den  Fall,  dass  die  Dicbtigkeit  in  jedem  Punkte  gleicb 
dem  Abstand  des  Mittelpunktes  Ton  der  Tangente  des  Punktes 
ist.  Eis  ist  dies  der  Grenzrall  des  Potentials  einer  von  zwei 
£hnlicben  Ellipsen  begrenzten,  mit  Masse  von  eosstanter  Dichtig- 
keit belegten  Scheibe.    Als  Resultat  ergiebt  sieb 

Dabei  sind  t,  t',  t"  die  elliptischen  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes,  bezogen  auf  ein  System  confocaler  Flächen  zweiten 
Grades,  unter  denen  die  gegebene  Ellipse  als  Grenzfall,  resp. 
als  Focalcurrc  enthalten  ist.  Zur  Ableitung  des  Resultats  geht 
der  Verfasser  Ton  der  sieb  leicht  ergebenden  Gleichung 
(2)        T=^/"Ä 

aus,  wo 

r'  =  {x — y.dco8q5)'-}-(y— }'fisingc)'-f-a' 
ist,  wShrend  x,  y,  »  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  ange- 
zogenen Punktee  sind.  Durch  eine  lange,  wenig  durchsichtige 
Rechnung,  in  der  vielfach  bekannte  Dinge,  wie  die  Auflösung 
der  Gleichungen  vierten  Grades,  in  breitester  Weise  reproducirt 
werden,  wird  dann  das  Integral  (2)  in  die  Form  (1)  transformirt. 
Auf  die  Einzelheiten  dieser  Transformation  gehen  wir  hier  um 
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aus  und  transformirt  dies  Integral  durch  Einführung  neuer 
rechtwinkliger  Axen,  die  zusammenfallen  mit  den  Normalen  der 
durch  den  angezogenen  Punkt  zu  der  Ellipse  gelegten  confocalen 
Flächen.  Den  Schluss  der  Arbeit  bildet  eine  ausführliche  Dis- 
cussion  des  Ausdrucks  (1)  und  der  daraus  folgenden  Anziehungs- 
componenten.  Wn. 

Chr.  Ibrügger.     üeber  die  Anziehung  eines  homogenen 
schiefen  Kreiscylinders.    dIbb.  Jena.  31  S.  4°. 


J.  B.  PoMEY.     Sur  un  problöme  de  potentiel.    Noov.  Ann. 

(3)  V.  483-488. 

Um  den  Punkt  P  seien  zwei  conceutrische  Kreise  beschrieben 
und  in  denselben  zwei  parallele  und  gleiche  Sehnen  gezogen, 
deren  Mitten  C  und  C  seien.  Denkt  man  diese  Sehnen  mit 
Massen  von  der  Dichtigkeit  1  belegt,  so  gilt  für  die  Werte,  welche 
die  Potentiale  I/,  (/'  dieser  Massen  im  Punkte  P  annehmen,  die 
leicht  abzuleitende  Gleichung 

Transformirt  man  die  Figur  mittels  reciproker  Radien  von  P  aus, 
so  gehen  die  gegebenen  concentrischen  Kreise  in  zwei  andre 
conceutrische  Kreise,  die  parallelen  Sehnen  in  Bogen  zweier 
sich  in  P  berührender  Kreise  über,  und  zwar  in  die  Bogen,  die 
ausserhalb  der  letztgenannten  concentrischen  Kreise  liegen. 
Denkt  man  nun  die  so  erhaltenen  Kreisbogen  ebenfalls  mit 
Masse  von  der  Dichtigkeit  1  belegt,  so  haben  die  Potentiale 
dieser  Bogen  in  P  dieselben  Werte  U,  ü'  wie  die  Potentiale 
der  obigen  Geraden,  wie  überhaupt  entsprechende  Bogen  von 
Curven,  die  durch  Transformation  mittels  reciproker  Radien  aus 
einander  entstehen,  im  Pol  gleiche  Werte  des  Potentials  ergeben. 
Zugleich  verhalten  sich  die  Radien  der  mit  Masse  belegten  Bo- 

gen    wie    -±- : -^L.. 
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Damit  ist  die  Aufgabe,  zwei  sich  in  P  berührende  und  ausser- 
dem durch  je  einen  Punkt  0  resp.  0'  gehende  Kreise  zu  be- 
schreiben, deren  ausserhalb  zweier  gegebener  um  P  geschlagener 
concentrischer  Kreise  liegende  Bogen  in  P  Potentialwerte  U^  t/'  er- 
geben, die  der  obigen  Bedingung  genflgeu,  auf  die  elementare  Auf- 
gabe zurückgeführt :  durch  zwei  Punkte  0,  0'  parallele  Linien  zu 
ziehen,  die  in  zwei  gegebenen  concentrlschen  Kreisen  gleiche  Sehnen 
abschneiden.  Die  Construction  dieser  Aufgabe  und  die  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  derselben  werden  abgeleitet  Wn. 


R.  Hoppe.      Anziehung   eines   der  Kugel  analogen  Ge- 
bildes von  n  Dimensionen  auf  einen  Punkt.    Hoppe  Arch. 

(2)  IV.  185196. 

Die  bekannten  Sätze  über  die  Anziehung  einer  homogenen 
Kugel  auf  einen  äusseren  oder  inneren  Punkt  gelten,  falls  die 
Anziehung  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional 
ist,  für  keine  andere  Dimensionenzahl  als  3.  Spricht  man  aber 
das  Newton'sche  Gesetz  so  aus:  Ein  Punkt  zieht  alle  auf  dem 
Radius  normalen  und  sich  perspectivisch  deckenden  Flächen- 
elemente gleich  stark  an,  und  erweitert  dasselbe  in  dieser  Form 
von  3  auf  n  Dimensionen,  so  gelten  die  oben  erwähnten  Sätze 
über  die  Anziehung  einer  Kugel  für  jede  Dimensionenzahl.  Dies 
wird  hier  dadurch  bewiesen,  dass  die  Anziehungscomponenten 
in  Form  von  Doppelintegralen  dargestellt  werden.  Die  Auswertung 
der  Integrale  erfordert  eine  längere  Rechnung,  die  zu  besonderen 
Bemerkungen  keinen  Anlass  giebt  Wn. 


K,  Weihrauch,      üeber    die    dynamischen    Centra    des 
Rotationsellipsoids    mit    Anwendung    auf    die    Erde. 

Ball,  de  1.  Soc.  Imp.  d.  Nat.  de  Moscoq  1886. 

Jedem  Punkte  P  der  Oberfläche  eines  um  seine  Axe  roti- 
renden  Rotationsellipsoids  wird  (Mno  bestimmte  Grösse  und  Rich- 
tung der  Sehr«»!  d.  h.  4bt  KesoUnl»  «Aar  Anziehung  des 
EUipsoids  f  "SgüifiUHll  I  •  -'-  lalilriÄnJIerfttiige  Funkt 


"^^•pigalk 
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P,,  in  welchem  man  sich  die  gesamte  Masse  des  ElHpsoids  ver- 
einigt zu  denken  hat,  damit  ihre  anziehende  Wirkung  nach  Grösse 
und  Richtung  mit  der  in  P  stattfindenden  Schwerkraft  ttberein- 
stimmty  heisst  das  dynamische  Centrum  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  das  anziehende  EUipsoid.  Der  Ort  der  dynamischen  Centra 
ist,  wie  man  sofort  erkennt,  eine  Rotationsfläche,  deren  Meridian- 
Schnitte  algebraische  Curven  sind.  Unter  Voraussetzung  hin- 
reichend kleiner  Abplattung  und  Rotationsgeschwindigkeit  reducirt 
sich  der  Grad  derselben  auf  sechs,  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  P^  lassen  sich  durch  die  geocentrische  Breite  \f)  des 
Punktes  P  in  der  Form  darstellen: 

I  =  co8e//[Ä(2  — C08'i/;)-f  m(2—  3co8*?//)], 
7]  =  — 8ini//[Ä(2-f  cos'i//)-}-3mco8'i//], 

wo  §  den  Abstand  von  der  Axe  und  ^  denjenigen  von  der 
Aequatorebeue  bezeichnet;  und  zwar  ist  in  diesen  Formeln,  wenn 
b  die  kleine  Axe,  a  =  6(1  +  d')  die  grosse  Axe,  lo  die  Rotations- 
geschwindigkeit des  Ellipsoids  bedeutet,  und  k^  die  Kraft  dar- 
stellt, welche  zwei  Masseneinheiten  in  der  Entfernung  1  ausüben: 

36d'      '    ,  bV         b      (o'b' 

Die   Formel    wird    für    yier   specielle   Fälle   discutirt;    nämlich 

1)    für   den    Fall   eines    flüssigen   Rotationsellipsoids;    dort    ist 

2  4 

i'  =  -7- J'  und  folglich  m  =  —h.    2)  Für  ein  homogenes,  nicht 
o  o 

rotirendes   EUipsoid;    in  diesem  Falle   sind  l  und  m  gleich  0. 

3)  Bei  der  Erde  sind  die  Formeln  etwas  zu  modiflciren;  es  er- 
giebt  sich 

§  =  6cosV;(0,005090  — 0,006014cos», 
;  =  -  68inV;(0,001628  +  0,006014co8». 

4)  Würde  die  Erde  plötzlich  ihre  Rotationsgeschwindigkeit  ver- 
lieren, so  ergäbe  sich  als  Ort  des  dynamischen  Centrums 

I  =  6  cos  1/;  (0,00 1624 -0,0008 14  cos», 
ly  =  —  6sini/;(0,001628  +  0,000814co8». 

Dieser  Ort  heisst  der  Ort  der  Attractionscentra  der  Erde  für 
Funkte  ihrer  Oberfläche. 

Fortsohr.  d.  Math.  XVII I.  3.  59 


930  ^*  Abechoitt.     Mecbauik. 

Aus  einer  beigefflgteu  Zeichnung  erkennt  man  besonders 
gut  die  auch  aus  den  Zahlenwerten  leicht  abzuleitende  Uelier- 
einstimmung  der  Curven  1  und  3  resp*  2  und  4.         F.  K. 


J.  W.  Habussler.     Die  Schwere^   analytisch  dargestellt, 
als     ein     mechanisches     Princip     rotirender     Körpei\ 

Exuer  Rep.  XXII.  501-510. 

Die  Erde  wird  als  rotirende  Kugel  aufgefasst,  der  die  Eigen- 
schaft der  Schwere  als  besondere  Kraft  nicht  anhaftet.  Ein 
materieller  Punkt  wird  von  der  Oberfläche  auf  der  Verlängerung 
eines  Erdradius  nach  aussen  verschoben  und  in  der  neuen  Lage 
mit  der  Erde  fest  verbunden.  Dadurch  wird  die  Rotations- 
geschwindigkeit der  Erde  verringert.  Die  Anwendung  des  Prin- 
cips  von  der  Erhaltung  der  Energie  dient  zur  Berechnung  der 
Arbeit,  welche  bei  der  Verschiebung  des  materiellen  Punktes 
aufzuwenden  ist;  aus  der  berechneten  Arbeit  wird  das  Potential 
der  Kugel  hergeleitet.  Der  Verfasser  gelangt  dadurch  u.  a.  zu 
folgenden  Ergebnissen:  „Der  Wert  des  Potentials  ändert  sich 
mit  der  Rotationsgeschwindigkeit  und  ist  dem  Quadrate  derselben 
direct  proportional;  wird  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  gleich 
Null,  so  wird  auch  das  Potential  gleich  Null.  FUr  eine  nicht 
rotirende  Kugel  existirt  demnach  kein  Potential,  also  auch  keine 
anziehende  Kraft.  Die  Ursache  der  anziehenden  Kraft  kann 
also  nur  in  der  rotirenden  Bewegung  zu  suchen  sein."  Referent 
hat  die  Irrtümer  des  Gedankenganges  und  der  Rechnung  in  zwei 
Notizen  (Exner  Rep.  XXIII.  571-574,  XXIV.  324-327)  besprochen, 
begnügt  sich  daher  hier  damit,  auf  jene  Entgegnungen  hinzu- 
weisen. Lp. 

E.  Bkltrami.     Suir  uso  de|le  coordiuate  curviHnee  uelle 
teorie  del  potenziale  et  delF  elasticitJi.     Bologna  Mem.  (4) 

VI.  401-448 
Siehe  Abschnitt  XI,  Cap.  1  A. 
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K.  DB  ßoNATBNTURA  Märtins  Pereira.  La  rotatioD  et 
le  mouvement  curviligne.  Nouvelle  thöorie  de  J'at- 
tiaction  et  de  la  räpulsion  des  corps,  appliqu^e  k  la 
gravitatioD,  h.  la  gravitä,  h  la  cob^sion  et  k  l'affinitä. 


B.  O.  Feirce.  ■  Newtonian    polential   function.     Boiton. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Gapitel  1. 

Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität 

A.    Molecularphysik. 

J.  BoussiNESQ.  Applications  des  potentiels  k  l'^tude  de 
r^quilibre  et  du  mouvement  des  solides  ^lastiques, 
avec  des  notes  öteudues  sur  divers  points  de  physique 

math^matique  et  d'analyse.      Paris.   Gaothier  -  ViUars.   722  s. 
gr.  80. 

Eine  Besprechung  dieses  umfänglichen  .Werkes  über  die 
verschiedenartigsten  Gegenstände  auf  wenigen  Seiten  erscheint 
uns  nicht  angänglich;  daher  wollen  wir  uns  mit  einer  Übersicht- 
liehen  Aufzählung  der  in  ihm  behandelten  Fragen  begnUgen. 

Wir  weisen  zuerst  auf  zwei  Punkte  am  Schlüsse  der  Ein- 
leitung hin:  Ueber  einen  Unterschied,  welcher  in  der  mathemati- 
schen Physik  bei  den  wirklich  einfachen  Lösungen  oder  den 
natürlichen  Elementen  der  allgemeinen  Lösungen  sich  zeigt,  je- 
nachdem  es  sich  um  unbegrenzte  materielle  Systeme  oder  um 
begrenzte  Körper  handelt  (S/ 36-41).  Und  über  die  natürliche 
Definition  der  Differential-Parameter  einer  Punktfunction  (S.  44-49). 
Folgendes  sind  die  in  der  Arbeit  selbst  abgehandelten  Themata: 

Das  inverse  Potential,  das  directe,  das  logarithmische;  ihre 
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AnwenduDg  bei  <]em  Ausdrucke  des  inneren  Gleichgew icliteB  eines 
Körpers,  dessen  Oberfläche  an  einem  kleinen  Teile  ihrer  Aus- 
dehnung beliebige  Drucke  erleidet  oder  gegebene  Verrllekungen 
erführt  (S.  50-103,  18:?-186,  196-201).  Uebermittelung  der  Drucke 
von  derOberflSche  nach  dem  Innern  (S.  104-108,  186-189).  De- 
formationen eines  elastischen  Bodens  unter  der  Einwirkung  ver- 
schiedenartig verteilter  Lasten  (S.  109-127,  139-181,  190  196). 
Analogie  mit  einer  am  Haud^  unterstOtzten  oder  eingeklemmten 
Kreisplatte  (S.  128-138).  lieber  die  Art,  nach  welcher  »ich  das 
Gewicht  eines  Körpers  von  gegebener  Form  zwischen  den  ver- 
schiedenen Teilen  seiner  Berührungsfläche  mit  dem  elastischen, 
ihn  tragenden  Boden  verteilt,  besonders  wenn  seine  Basis  hori- 
zontal mit  elliptischem  fiande,  und  wenn  er  ein  Paraholoid  mit 
verticaler  Aze  ist  (:i02-25&).  Gegenseitiger  Eindruck  und  directer 
StoBB  zweier  convexen  KQrper,  insbesondere  zweier  elastischeD 
Kugeln  (S.  713-710).  Ermittelung  der  verschiedenen  Potentiale 
fOr  die  Punkte  inoerbalb  der  einwirkenden  Massen  (S.  265-^75). 
Gleichgewicht  eines  Körpers  unter  der  Einwirkung  von  Span- 
nungen, die  sich  in  seinem  Innern  geltend  machen,  und  Ueber- 
mittelung dieser  Spannungen  nach  den  benachbarten  Kegionen 
(S.  276-295).  Von  den  örtlichen  Störungen  und  ihrer  BerecliDung 
in  den  einfachsten  Fflllen  (S.  296-318). 

Note  1.  Kugelpotentiale  (8.319-334),  Anschauliche  Inte- 
gration der  Schallgleichung  durch  diese  Potentiale  und  wichtige 
Folgerungen  (S.  335-340).  Gesetze  des  Antriebes  der  Flüssig- 
keiten nach  den  Regionen  hin,  wo  sie  verdünnt  werden,  oder 
nach  Mündungen  hin  (8.341-351).  Erforschung  der  kleinen  in- 
neren Bewegungen  der  homogenen  und  isotropen  Mittel  mit 
Hülfe  der  Kugelpotentiale  (S.  352-356,  690-696,  719). 

Note  II.  Integration  einer  wichtigen  Klasse  partieller  Diffe- 
rentialgleichangen  und  einiger  DiflTerentialgleicbnngea  vermittelst 
iQter  dem  Integralzeichen  das  Pro- 
inctionen  enthalten  (S.  357-403, 
auf  die  Untersuchung  der  ErwSr- 
Fortpflanzung  der  Reibungen  in 
n  aufgelöster  Körper  (S.  404-434). 


) 
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Anwendang  auf  die  Probleme  der  Fortpflanzung  und  der  Zer- 
streuung der  transversalen  Bewegung  in  Stäben  (435-463)  und 
in  ebenen  Platten  (S.  464-480).  Theorie  des  Stosses  von  Stäben 
und  Scheiben  durch  massive  Körper  (S.  481-561,  655-664).  Be- 
wegung einer  rollenden  Last  längs  eines  an  seinen  beiden  Enden 
aufliegenden  Stabes  (S.  561-577).  Anwendung  derselben  Inte- 
grationsmethode auf  die  eingehende  Erforschung  der  an  der 
Oberfläche  einer  Flüssigkeit  entweder  durch  das  Eintauchen  eines 
festen  Korpers  oder  einen  Stoss  z.  B.  des  Windes  erregten  Wellen 
(S.  578-651,  721). 

Note  III.  Ausdehnung  der  in  der  Hauptuntersuchung  für 
die  isotropen  Körper  bewiesenen  Gleichgewichtsgesetze  auf  die 
deformirten  isotropen  Körper  (S.  665-671).  Ermittelung  der  Fort- 
pflanzung der  Bewegung  um  ein  Centrum  in  einem  beliebigen 
homogenen  elastischen  Mittel.  Theorie  der  seitlichen  Abgrenzung 
der  Schall-  oder  der  Lichtwellen  (S.  672-698). 

Ueber  die  asymptotischen  Integrale  der  Differentialgleichungen, 
mit  einer  Note  bezQglich  der  continuirlichen  nicht  differentiir- 
baren  Functionen  und  ihres  Ersatzes  durch  andere  differentiirbare. 
(S.  699-704). 

Ueber  die  successiv  angenäherte  Integration  der  Gleich- 
gewichts-Gleichungen einer  Sandmasse  im  Geröllzustande. 

Mn.  (Lp.) 

E.  Beltrami.    Suir  uso  deJle  coordinate  curvilinee  nelle 
teorie  del  potenziale  et  dell'  elasticitk.     Bologna  Mem.  (4) 

VI.  401448. 

Maxwell  hat  gezeigt,  dass  man  die  Fernwirkung  von  Kräften, 
die  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  wirken,  ersetzen  kann  durch 
ein  System  von  Druck-  und  Zugkräften,  die  den  elastischen 
Kräften  analog  sind.  Um  nun  die  Allgemeingttitigkeit  der 
Maxweirschen  Formeln  zu  prüfen  und  zu  untersuchen,  in  wiefern 
dieselben  etwa  von  der  Natur  unseres  Raumes  abhängen,  leitet 
Herr  Beltrami  jene  Formeln  aufs  neue  her  fdr  einen  Raum  von 
beliebigem  Krflmmungsmass.  In  diesem  Raum  sei  (ebenso  wie 
in  einer  früheren  Untersuchung  des  Verfassers,  die  F.  d.  M.  I. 
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1808.  106  besprochen  ist)  das  Bogenelement  fit  durch  die  Gleichung 
0)         d»'  =  SQudq^dq^,     ((?*,  =  Oti;  A,*  =  1,2,3) 

definirt,  der  Winkel  zwischen  zwei  Richtungen  A*  und  ds  durch 
die  Gleichung 

ds  .3s<Mfi{ds,3s)  =  £Qi,kdqi,3qk- 

Dabei  sind  die  Grössen  Ou  beliebige  Functionen  der  9,  jedoch 
80  beschaffen,  dass  d$*  fflr  reelle  dq  stets  positiv  ist.  Femer 
sei  Q*  die  Determinante  der  Coefficienten  O^i;  fu  seien  die 
Coeflicienten  der  ku  dt''  reciproken  quadratischen  Form,  endlich  sei 

Tk  Sqn     dqt'         '^       ^         M     "    dq^     dqt  ' 


Qf      dq, 

Neben  dem  eben  besprochenen  allgemeinen  System  der  Variabein 
wird  noch  ein  specielies  betrachtet,  in  welchem 

(2)        d«'  =  Edp^-if2Fdpdq-{-Gdq'-\rdr' 
ist.    Dabei  ist  r  der  geodätische  Abstand  eines  beliebigen  Punktes 
des  Raumes  von  einem  festen  Punkte,    und  daher   bleiben  die 
Grössen 

E        r        e        «  [H'  =  EG-F'] 


finirten  Baum  wird 
«leitet.    Ist 

OberflSchenelement 
odrome,  continuir- 
so  gilt  unter  einer 
;atz 
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und  dieser  Satz  bleibt,  wie  durch  Einftthrung  des  Systems  (2) 
sich  ergiebt,  auch  richtig,   wenn  q>  in  discreten  Punkten  von  S 

oder  seiner  Oberfläche  unendlich  wird,  wie  —  für  r  =  0,  falhs  g> 

nur  im  ilbrigen  monodrom  und  endlich  ist.  Die  Beschränkung, 
an  welche  die  Gültigkeit  von  (3)  gebunden  ist,  ist  die,  dass  sich 
S  durch  Hülfsflächen  in  Einzelräume  zerlegen  lässt,  die  cartesi- 
fiTchen  Charakter  besitzen.  Hierunter  ist  Folgendes  zu  verstehen. 
Ordnet  man  jedem  Punkte  P  von  S  denjenigen  Punkt  P'  des 
gewöhnlichen  Raumes  zu,  dessen  cartesische  Coordinaten  gleich 
den  den  Punkt  P  bestimmenden  Variabein  9^,  9,,  7,  sind,  und 
entspricht  bei  dieser  Zuordnung  dem  Räume  S  der  cartesische 
Raum  S\  so  hat  S  dann  cartesischen  Charakter,  wenn  jedem 
Punkte  von  S  nur  ein  Punkt  von  S*  entspricht  und  umgekehrt, 
und  wenn  S'  durch  Parallele  zu  jeder  Coordinatenaxe  nur  in 
zwei  Punkten  getrofifen  wird. 

Für  das  System  (2),  das  nicht  mehr  cartesischen  Charakter 
besitzt,  wenn  der  Punkt  r  =  0  innerhalb  S  liegt,  tritt  an  Stelle 
der  Gleichung  (3)  die  folgende,  welche  eine  Verallgemeinerung 
eines  bekannten  Satzes  von  Gauss  bildet: 

d- 

Hierin  ist  {a\  =  4/1:,  wenn  der  Pol  r  =  0  innerhalb  S,  (a)  =  2n^ 
wenn  der  Pol  auf  der  Oberfläche  von.S,  endlich  (a\  =  0,  wenn 
der  Pol  ausserhalb  S  liegt.     Die  Formel  (4)  gilt  ebenfalls,  wenn 

q>  in  discreten  Punkten  von  S  unendlich  wird,  wie  —  ftlr  r  =  0; 

nur  müssen  jene  Punkte  in  endlicher  Entfernung  vom  Pole  r  =  0 
liegen.     Aus  (3)  und  (4)  folgt 

(5)         f[J,{VW)^  wj,V]dS^  fw^da  =  (CT),  W, 

und  weiter 

C5»)       fiVJ,  W-  WJ,  V)  dS 
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d.h.  der  Green'sche  Satz.  Hier  ist  It"  eine  überall  in  S  mono- 
drome,  continuirliche  und  endliche  Function,  U  wird  fttr  r  =  0 

unendlich    wie   — ,  hat  aber  im  übrigen  dieselben  Eigenschaften 

wie  »^.  Ferner  ist  W^  der  Werth  von  »T  für  r  =  0;  (a),  hat 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  (4),  so  dass  (oX  =  0  wird,  wenn  U 
innerhalb  S  nirgends  unendlich  wird. 

An  diese  Sätze  knüpft  der  Verfasser  die  Definition  des  Po- 
tentials,  «und  zwar  gelten  die  Betrachtungen  für  alle  Punkte 
eines  bestimmten  invariabeln  Raumes  2.  Er  geht  aus  von  einer 
Function  (/,  die  überall  monodrom,  continuirlich  und  endlich  ist 
mit   Ausnahme  eines  Punktes  (ihres  Poles),   wo   sie   unendlich 

wird  wie  —  för  r  =  0,  und  die  der  Gleichung  /^,l/  =  0  ge- 
nügt. Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Function  [/,  auch  wenn 
ihr  Pol  gegeben  ist,  nicht  völlig  bestimmt;  der  Verfasser  denkt 
daher  noch  eine  weitere  Bedingung  irgend  welcher  Art  hinzu- 
genommen, so  jedoch,  dass  zu  jedem  Pole  nur  eine  Function  U 
gehört.  Aus  einer  derartigen  Function  U  wird  eine  neue  Func- 
tion V  gebildet 

V  =  SUptnp.    oder     V  =  J  Updmp, 

die  dem  Potential  des  euklidischen  Raumes  ganz  analog  ist. 
Die  Anwendung  der  Gleichung  (5),  darin  W  =  1  gesetzt,  auf 
die  Function  Up  ergiebt  für  das.  Potential  V  die  Gleichung 

'•  dV 


j 


da  ==  ifiMa^ 


dn 

Hierbei  ist  die  Integration  über  eine  geschlossene  Fläche  a  aus- 
zudehnen, und  Ma  =  2mp  oder  =    /  dmp   ist    die    innerhalb    o 

liegende  Masse.  Doch  ist,  falls  die  Masse  auf  Flächen,  Linien 
oder  in  discreten  Punkten  verteilt  ist,  der  Fall  auszuschliessen, 
dass  auf  der  Fläche  a  selbst  Teile  der  Masse  ausgebreitet  sind. 
Die  Anwendung  der  Gleichung  (5'),  darin  1/  =  1,  H"  =  K  ge- 
setzt, ergiebt  sodann 

■  fj,VdS  +  4nMo  .=   f(Jji-4nk)dS  =  0, 
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unter  k  die  Dichtigkeit  der  räumliehen  Masse  in  S  verstanden. 
Da  der  Raum  S  ein  beliebiger  Teil  des  Raumes  2  sein  kann, 
fQr  den  V  definirt  ist,  so  ist  überall 

.    J,V+4nk  =  0. 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  fttr  das  Potential  einer  mit  Masse 
belegten  Fläche 

wenn  h  die  Flächendichtigkeit  ist.  Man  muss,  um  zu  diesem 
Resultate  zu  gelangen,  nur  die  mit  Masse  belegte  Fläche  durch 
eine  andere  geschlossene  Fläche  umhüllen,  die  jener  unendlich 
nahe  kommt.  Sonach  besitzt  die  oben  definirte  Function  V  alle 
charakteristischen  Eigenschaften  des  gewöhnlichen  Potentials 
[auch  bei  Massenverteilung  auf  Linien  oder  in  discreten  Punkten] 
mit  Ausnahme  der  Eigenschaften,  die  sich  auf  die  unendlich 
fernen  Punkte  beziehen.  Für  den  gewöhnlichen  Raum,  wie 
auch    für    den    pseudosphärischen    Raum    [fhr    welchen    Up  = 

Ä/coth.f-^J—  1}  ist]  Iftsst  sich  die  zunächst  nur  für  einen  end- 
lichen Raum  2  gültige  Definition  leicht  auf  den  unendlichen 
Raum  ausdehnen. 

Aus  V  ergiebt  sich  weiter  das  Potential  des  in  dem  Raum  S 
enthaltenen  Massensystems,  dessen  Dichtigkeit  im  Innern  von 
S  gleich  ky  auf  der  Oberfläche  von  S  gleich  h  ist,  auf  sich  selbst 

P  =  i   frhdo-\-ifvkdS] 

und  es  lässt  sich  nun  der  Zuwachs  dP  berechnen,  den  P  erhält, 
wenn  die  Coordinaten  aller  Punkte  der  Massenverteilung  (ä,  fe) 
die  Variationen  dq  erfahren.  Der  Ausdruck  für  dP  wird  durch 
eine  längere  Rechnung  umgeformt,  und  insbesondere  wird  das 
in  SP  enthaltene  Flächen  integral  durch  ein  Raumintegral  aus- 
gedrückt. 

Soll  es  nun  möglich  sein,  die  Fernwirkung  der  in  Rede 
stehenden  Massenverteilung  durch  ein  System  von  Druck-  und 
Zugkräften,  die  den  elastischen  Kräften  analog  sind,  zu  ersetzen, 
so  muss  der  Ausdruck  von  dP  identisch  werden  mit  der  Arbeit 
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der  elastischen  Kräfte.     Um  die  letztere  zu  ermitteln,   sind  die 

Fundamentalformeln   für    unendlich   kleine  Deformationen  eines 

continuirlichen  Mediums  aufzustellen,  die  fQr  den  Raum  2  gelten. 

Die  Grundzttge  bei  Ableitung  dieser  Formeln  sind  die  folgenden. 

Das  zu  betrachtende  Medium  fülle  den  Raum  S  aus;   auf  jedes 

Volumenelement   mögen  äussere  Kräfte   wirken,   deren  Compo- 

nenten   nach    den  Richtungen  I,  2,  3   [d.  h.   nach   den   Bogen- 

elementen,    für  die  dq^  =  0   und   dq^  =  0,   resp.    dq^  ==  0  und 

dq^  =  0,  resp.  endlich  dq^  =  0  und  c/g,  =  0]  F^dS,  F,dS,  F^dS 

seien.     Die  virtuelle  Arbeit  dieser  KiUfte  für  den  Fall,  dass  die 

Coordinaten  des  Angriffspunktes  die  Variationen  dq  erfahren,  ist 

(F,dq,  +  V\Sq,  +  FJq,)dS, 
wo 

P   OhiFi       Qh2  F'i       QasFs 

'~vq;:   vor,   Vä„ 

ist.  Ferner  mögen  auf  das  Oberflächenelement  da  von  S  Druck- 
kräfte wirken,  deren  Componenten  9>, cto,  g>ida,  q>^do  seien;  ihre 

Arbeit  ist 

{(!>,dq,-\-m,dq,  +  (!)^dq;)da, 

falls  die  O  mit  den  €p  durch  dieselbe  Gleichung  verbunden  sind, 
wie  die  F  mit  den  F.  Durch  die  erwähnten  Verrückungen  mögen 
ferner  innere  Kräfte  hervorgerufen  werden,  von  denen  ange- 
nommen wird,  dass  ihre  Arbeit,  auf  das  Volumenelement  bezogen, 
von  der  Form  ist 

dS  £  Lj^  M,,  (A,  *  =  1,  2,  3;  *a*  =  üf«)- 

hk 

Darin  sind  die  Grössen  M^k  noch  unbekannte  continuirliche 
Functionen  der  Coordinaten,  die  von  dem  Spannungszustand  des 
Mediums  abhängen,  während  die  Coefficienten  Lu  sich  aus  der 
Variation  der  Länge  des  Bogenelements  ds  ergeben;  diese 
Variation  lässt  sich  nämlich  auf  die  Form  bringen 

dds    _    y  r      39h     dqk 

hk 


ds  hk     **     ds      ds 


Die  Gleicbgewichtsbedingung  für  das  Medium  ist  nun 
/(F,  <J?,  +  F,dqJ+  F,dq,)dS  i-/(0,dq,  +  O.Sq,  +  a>,dq,)do 

+  fdS£LKkM,^  =  0. 


940  ^''  Abschoitt     Mathematische  Physik. 

Das  letzte  Integral  lässt  sieb  zerlegen  in  ein  Oberfläehenintegral 
von  der  Form 

und  ein  anderes  Raumintegral.  Die  Erfüllung  der  Gleiehge- 
Wichtsbedingung  erfordert  ferner,  dass  die  Oberflächenintegrale 
für  sich  verschwinden,  dass  also 

ist,  Gleichungen,  die  nach  der  Bedeutung  der  Grössei^  O  und  ^ 
darauf  hinauskommen,  dasis 

Vi  =  iÖiiZMi,  l^Öücos (w,  *)  (t  =  1, 2,  3) 

k 

ist.  Die  letzte  Gleichung  enthält  die  für  das  Gleichgewicht  zu 
erfüllende  Grenzbedingung:  zugleich  ergiebt  dieselbe  die  Be- 
deutung der  vorher  unbekannten  Grössen  Mkk-  Führt  man  statt 
der  Mkk  andere  Bezeichnungen  ein,  indem  man 

(phk  =  Äf/ijfc  iQhk  Okk  (Vhk  =  ffkk) 

setzt,  so  hat  mau  drei  Grenzbedingungen,  deren  erste 
Vi  =  Ti  1  cbs(«,  1)  +  qf>,3  co8(it,  2)  -f-  g),,  cos(ii,  3) 

lautet;  und  die  q)hk  sind  damit  direct  als  Druck-  resp.  Zugkräfte 
definirt.  Der  nach  Ausscheidung  des  Oberflächenintegrals  übrig 
bleibende  Ausdruck  für  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  wird  nach 
Einführung  der.  (phk  an  Stelle  der  Mf,k : 

l^fik  Vkk 


/■ 


dS2: 


y'Qkk  Qkk 

Soll  derselbe  gleich  der  Variation  dP  des  Potentials  der  früher 
betrachteten  Massenverteilung  auf  sich  selbst  sein,  so  muss  zwischen 
dem  Potential  K  jener  Massenverteilung  und  den  Druckkräften  tp^k 


die  Gleichung  bestehen: 


y„=  -   1^^  v,V,  +  -^^'^'-d,r       (A,*  =  l,2,3). 

Die  Bedeutung  der  hier  vorkommenden  Grössen  ist  oben  dar- 
gelegt. Die  letzte  Gleichung  giebt,  auf  den  gewöhnlichen  Raum 
angewandt,  die  bekannten  Maxweirschen  Formeln  für  das  System 
von  Druckkräften,  das  die  Femewirkung  der  Massenverteilung 
ersetzen  kann.    Die  Formeln  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
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man  als  Flächen  9,  =  Const.  die  Flächen  gleichen  Potentials 
nimmt,  während  die  Curyen  9,  =  Const,  q^  =  Const.  die  auf 
jenen  Flächen  senkrechten  Kraftlinien  sind. 

Die  obigen  Betrachtungen  über  das  Gleichgewicht  der  inneren 
Druckkräfte  ergeben  endlich  noch  die  allgero^nen  Eiasticitäts- 
gleichungen  isotroper  Körper  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  in 
folgender  Gestalt: 


\Q 


mm 


[In  der  Arbeit  des  Herrn  Beltrami  findet  sich  in  dieser  "Formel 
ein  Druckfehler-,  in  der  ersten  Summe  steht  dort  fälschlich  bei 
9>m>  und  Ojj  der  Index  t  statt  j].    Setzt  man 

q>hk  =  Äjt  i^kkQkki 
so  ergiebt  sich  noch  die  Relation 


eine  Verallgemeinerung  der  für  den  gewöhnlichen  Raum  gelten- 
den Gleichung  Hk  =  Kh, 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  noch  eine  geometrische 
Interpretation  der  Formeln  für  unendlich  kleine  Deformationen; 
es  führt  dies  zu  Betrachtungen,  die  analog  sind  denen  über 
das  Verschiebungs-  und  das  Elasticitätsellipsöid.  Wn. 


H.  V,  Hblmhdltz.      lieber  die  physikalische  Bedeutung 
des  Princips    der    kleinsten  Wirkung.       Krouecker  J.    0. 

137-166.  213-222. 

Sir  W.  Thomson  spricht  im  §  318  seiner  „Theoretischen 
Physik**  die  Ueberzeugung  aus,  dass  man  dem  Princip  der  klein- 
sten Wirkung  noch  „eine  viel  tiefere  Bedeutung  beilegen  wird, 
nicht  nur  in  der  abstracten  Dynamik,  sondern  auch  in  der  Theo- 
rie mehrerer  Zweige  der  Physik,  die  jetzt  anfangen,  dyn' 
Erklärungen  zu  erhalten."  Diese  tiefere  Bedeutung  er 
Princip  in  der  vorliegenden  Abhandlung. 


942  ^^-  AbachDitt.    Mathematische  Physik. 

Der  Herr  Verfasser  benutzt  dasselbe  in  einer  von  Hamilton'8 
Formen,  welche  zulässt,  däss  auf  das  betreffende  mechanische 
System,  dessen  innere  Kräfte  nur  conservative  sind,  noch  äussere 
von  der  Zeit  abhängige  Kräfte  einwirken,  deren  Arbeit  beson- 
ders berechnet  \fird.  Er  nennt  die  Function  H  =  F^L^  wo  F 
die  potentielle  Energie,  L  die  lebendige  Kraft  ist,  das  kinetische 
Potential,  weil  es  die  Function  ist,  durch  deren  Differential- 
quotienten Lagrange  die  nach  aussen  gewendeten  Kräfte  des 
bewegten  Systems  ausgedrückt  hat,  und  spricht  dann  das  Prin- 
cip  in  folgender  Fassung  aus:  Der  für  gleiche  Zeitelemente 
berechnete  Mittelwert  des  kinetischen  Potentials  ist  auf  dem 
wirklichen  Wege  des  Systems  ein  Minimum  (bez.  fQr  längere 
Strecken  ein  Grenzwert)  im  Vergleich  mit  allen  anderen  benach- 
barten Wegen,  die  in  gleicher  Zeit  aus  der  Anfangslage  in  die 
Endlage  führen.  FQr  das  Gleichgewicht  muss  dann  einfach  die 
potentielle  Energie  ein  Minimum  sein.     Wird  zu  H  noch  £{PaPa) 

hinzugefügt,  wo  pa  die  Coordinaten,  Pa  die  in  der  Richtung  von 
Pa  wirkenden  Kräfte  bedeuten,  und  diese  Pa  gegebene  Functionen 
der  Zeit  sind,  so  erhält  man  aus  jenem  Satze  durch  Variation 
Lagrange's  Gleichungen  für  die  Kräfte  P«.  Alle  speciellen  Un- 
tersuchungen also,  welche  sich  auf  diese  Bewegungsgleichungen 
gründen,  gehören  auch  in  den  Bereich  des  —  etwas  modifi- 
cirten  —  Princips  -der  kleinsten  Wirkung  oder  des  „Minimal- 
satzes des  kinetischen  Potentials^.  Und  danach  erscheint  es  als 
höchst  wahrscheinlich,  dass  dieser  das  allgemeine  Gesetz  aller 
umkehrbaren  Naturprocesse  ist. 

Indem  H  als  beliebige  Function  der  Coordinaten  pa  und  der 
Geschwindigkeiten  ^a,  welche  nur  in  allen  Lagen  endliehe  erste 
und  zweite  Differentialquotienten  nach  pa  und  qa  haben  soll, 
vorausgesetzt,  nicht  aber  darauf  beschränkt  wird,  dass  nur  homo- 
gene Functionen  zweiten  Grades  der  qa  in  dem  Ausdrucke  für 
die  lebendige  Kraft  vorkommen,  wird  der  Minimalsatz  entwickelt 
und  werden  die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  daraus 
hergeleitet.  Besondere  Erwähnung  finden  die  „Fälle  mit  ver- 
borgener Bewegung",  d.  h.  physikalische  Vorgänge,  bei  denen 
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auch  die  Geschwindigkeit  linear  enthaltende  Glieder  in  der 
Function  H  vorkommen,  und  es  werden  femer  Eliminationen  an- 
gegeben, infolge  deren  auch  för  Systeme  wägbarer  Massen 
höhere  Potenzen  der  Geschwindigkeiten  in  den  Gliedern  von  H 
vorkommen  können. 

Aus  dem  Minimalsatze  wird  das  Princip  von  der  Constanz 
der  Energie  abgeleitet,  und  der  Wert  der  letzteren  wird  aus 
demjenigen  des  kinetischen  Potentials  berechnet: 

Nicht  immer  gilt  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  wenn  dem 
Gesetz  von  der  Constanz  der  Energie  genügt  wird;  ersteres 
drückt  noch  einen  besonderen  Charakter  der  vorhandenen  con- 
servativen  Naturkräfte  aus.  Zur  Erläuterung  dienen  Beispiele 
aus  der  Mechanik,  Elektrodynamik  und  Thermodynamik. 

Durch  Integration  der  Gleichung 

wird  dann  umgekehrt  i/  durch  £  bestimmt;  die  auftretende  lute- 
grationsconstante  ist  eine  homogene  Function  ersten  Grades  der 
Qa  und  entspricht  den  verborgenen  Bewegungen. 

Aus  den  Gleichungen  von  Lagrange*  ergeben  sich  für  die 
Kräfte  bewegter  Systeme,  welche  dem  Minimalsatz  der  kineti- 
schen Energie  unterworfen  sind,  Wechselbeziehungen  zwischen 
den  Krärten  einerseits  und  den  Beschleunigungen,  Geschwindig* 
keiten  und  Coordinaten  andererseits;  und  diese  Betrachtungen 
werden  angewandt  auf  die  Verknüpfung  der  elektrodynamischen 
und  elektromagnetischen  Gesetze  mit  dem  Inductionsgesetz,  auf 
thermodynamische,  thermoelektrische  und  elektrochemische  Vor- 
gänge. Ea  wird  noch  bemerkt,  dass  die  Gültigkeit  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  auch  aus  dem  Bestehen  jener  Wechsel- 
beziehungen der  Kräfte  abgeleitet  werden  kann;  der  Beweis 
wird  auf  eine  spätere  Mitteilung  verschoben. 

Es  folgt  die  Herleitung  von  Hamilton's  Differentialgleichung 
unter  den  erweiterten  Voraussetzungen,  welche  in  dieser  Ab- 
handlung gemacht  sind,  und  im  Anschluss  daran  die  Ent Wicke- 


944  •    ^^'  Absobuitt     Matbematische  Pbysik. 

luDg  der  Reciprocit&tsgesetze  fQr  die  durch  kleine  Anstösse  nach 
Ablauf  einer  bestimmten  Zeit  erfolgenden  Aendeningen  der  recht- 
läufigen und  rückläufigen  Bewegung.  Das  Gesetz  der  Reci- 
procität,  welches  der  Verfasser  in  früheren  akustischen  Unter- 
suchungen nachgewiesen  hat,  gehOrt  als  'specieller  Fall  hierher. 
Endlich  werden  noch  die  Bewegungsmomente  statt  der  Oe- 
schwindigkeiten  als  unabhängige  Veränderliche  eingefahrt,  woraus- 
sieh  eine  andere  Form  des  Variationsproblems  und  ein  anderes 
Beciprocitätsgesetz  ergiebt.  Sbt. 


J.  ToDHüNTER.  A  history  of  the  theory  of  elasticity 
and  of  the  streugth  of  niaterials  from  Galilei  to  the 
present  tirae.    Edited  by  K.  Pearson,     Vol.  I.     Galilei 

to    St.    Venant.      1639—1850.        Cambridge    üniveraity  Preis. 

XVI  +  924  S. 

Referat  in  Wiedemann  Beibl.  XL  480.  Lp. 


Gros.      Sur   le    coefficient    de    contraction    des    solides 
ölastiques.    c.  r:  cir.  418421. 

Es  wird  bewiesen,  dass  das  Verhältnis  der  Quercontraction 
zur  Längendilatation  als  obere  Grenze  den  Wert  i  bat.        Rs. 

R.  Weber.     Sur  une  nouvelle  mdthode  pour  d^terminer 
le  coefficient  de  dilatation  des  solides.    C.  B.  CHI.  553-566. 

Vorschlag  zu  einer  Experimentaluntersucbung,  die  der  Ver- 
fasser ausführen  will.  R». 

B.  Elie.      Des  constantes   d'^lasticit^    dans    les   railieux 

anisotropes.        Bordeaux  M6m.  (3)  H,  343-422. 

Der  Inhalt  wird  in  der  Einleitung  kurz  angegeben.  Im 
ersten  Capitel  werden  die  Fundamental  formein  für  schiefwinklige 
Coordinateusysteme  zusammengestellt.    Der  Verfasser  bezeichnet 
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die  Verlängeruogen  und  Verschiebangen  gemeinsain  mit  d^forma- 
tions  und  löst  im  zweiten  Capitel  f&r  scbiefwinklige  Coordinaten 
die  Aufgabe,  die  Deformationen  und  Rotationen  in  Bezug  auf 
ein  Axensystem  als  Functionen  der  Deformationen  oder  Rota* 
tionen  auszudrücken,  welche  sieh  auf  ein  anderes  Axensystem 
beziehen.  Im  dritten  Capitel  werden  die  Beziehungen  für  die 
sechs  Spannungen,  welche  zur  Kenntnis  des  Gleichgewichts  eines 
Mediums  erforderlich  sind,  für  schiefwinklige  Coordinatensysteme 
in  analoger  Weise  gegeben,  wie  die  Beziehungen  für  die  De- 
formationen im  vorhergehenden.  Die  Vereinigung  der  Span- 
nungen und  Deformationen  giebt  im  vierten  Capitel  die  Energie 
der  Volumeneinheit  des  Mediums.  Der  Verfasser  geht  dabei  von 
dem  Green 'schon  Ausdruck  für  die  Energie  aus.  Das  fOnfle 
Capitel  enthält  die  Formeln  ftir  die  Axen  der  Isotropie,  für  die 
Symmetrieaxen  (analog  denen  in  Kirchhoff's  Mechanik),  fQr  das 
heterotatische  und  orthotatische  Ellipsoid  und  die  tasinomische 
Oberfläche  (Rankine  Lond.  Trans.  1855).  Im  letzten  (6.)  Capitel 
werden  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auf  verschiedene 
Erystalltypen  angewandt:  auf  das  kubische,  das  orthorhombische 
System,  auf  das  Rhomboeder,  das  bexagonale,  das  monoklinische 
und  das  asymmetrische  Prisma.  In  einem  Anhange  ist  zusammen- 
gestellt, was  für  den  Experimentator  von  Interesse  sein  kann. 
Dieser  Anhang  ist  fast  wörtlich  im  J.  de  phys.  (2)  V.  204-208 
abgedruckt.  Rs. 


W.  Voigt.    Bestimmung  der  Elasticitäts- Constanten  von 
Beryll  und  Bergkrystall.      Gott.  N.  I886.  93-120,  289-339. 

Eine  Experimentaluntersuchung.  Hier  sei  erwähnt,  dass  auf 
den  Seiten  99-108  gezeigt  wird,  wie  die  Elasticitätsconstanten 
aus  den  Beobachtungen  fOr  einen  Krystall  des  hexagonalen 
Systems  zu  berechnen  sind.  In  einer  Anmerkung  auf  Seite  104 
wird  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  elastischen  Glei- 
chungen fQr  gewisse  krystallinische  Medien  in  den  Vorlesungen 
von  F.  Neumann  über  die  Eiasticitfttstheorie  unter  der  Voraus- 
setzung erhalten   werden,   die  Molecttle   der  Erystalle   besitzen 

fortschr.  d.  Math.  XVUl.  i.  60 


946  ^^'  Abschnitt.    Mathematiscbe  Physik. 

keine  PolaritAt,  während  Poisson  in  seiner  Arbeit  Paris  MänL 
XVIiL  1842  die  Polarität  zulässt,  daher  allgemeinere  Resultate 
erhält.  —  Auf  den  Seiten  289-305  werden  die  Formeln  fttr 
das  rhomboedrisehe  System  gegeben.  Auf  Seite337  wird  der  Beweis 
fflr  den  Satz  mitgeteilt:  Zwei  Prismen,  deren  Orientirangen  durch 
eine  Drehung  um  die  kürzere  Querdimension  um  90^  in  einander 
ttbergehen,  oder  bei  denen  Längs-  und  Breitenrichtung  vertauscht 
sind,  zeigen  den  gleichen  Torsionscoefficienten.  Bs. 


T.  Andrews.  On  the  properties  of  matter  in  the  gazeous 
and  liquid  states  under  various  conditions  of  temper- 
ature   and  pressure.      Lood.  R  S.  i^oc.  XL.  254. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung  in  den  Transaetions. 

Cly. 

H.  ToMLiNSON.  On  the  iufluence  of  stress  and  strain  od 
tbe  physical  properties  of  matter.  Part  l.  Elasticity 
(continued).     The   internal  friction   of  metals.      Lood. 

Phil.    TraoB.    CLXXVII.   801-837,    Lond.  RS.   Proc.   XL.   240-242. 
343-345,  447-449. 

Cly. 

H.  ToMLiNSON.     The   coefficient  of  viscosity   of  the  air. 

Appendix.      Lood.  R.  S.  Proc.  XLI.  816-316. 

Cly. 

O.  Rbtnolds.  On  the  theory  of  lubrication  and  its 
application  to  Mr.  Beauchamp  Tower 's  experimenta 
including  an  experimental  determination  of  the  viscos- 
ity of  olive  Oil.  Lood.  Phil.  Traos.  CLXXVII.  151-234,  Lood. 
R.  S.  Proc.  XL.  191-203. 

Der  Verfasser  nimmt  Bezug  auf  Herrn  Tower's  Experimente, 
die  1883  und  1884  in  den  Proceedings  of  the  Institute  of  Meeban- 
ical  Engineers  veröffentlicht  sind,  und  er  bemerkt,  dass,  obschon 
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seine  eigenen  Forschungen  sieh  auf  die  Umstände  dieser  Experi- 
mente gerichtet  haben,  nämlich  eine  cjlindrische  Walze,  die  sich 
in  einer  cylindrischen  Ffltterung  dreht,  er  es  doch  einerseits  fQr 
nötig  erachtet  hätte,  von  den  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichts zäher  Flassigkeiten  auszugehen,  andererseits  etwas 
allgemeiner  die  physikalische  Eigenschaft  der  Viscosität  und  ihre 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur  zu  betrachten.  Die  Abhand- 
lung zerfällt  in  neun  Abschnitte.  Die  allgemeine  Theorie,  welche 
aus  den  hydrodynamischen  Gleichungen  für  zähe  FlQssigkeiten 
abgeleitet  wird,  steht  in  den  Abschnitten  4  bis  8. 

Cly.  (Lp.) 

P.  DE  Hben.     Note  touchaut  la  loi  qui  r^git  la  dilata- 
bilit^  des  liquides.     Beig.  Buii.  (H)  xi.  ö45-öö4. 

Ergänzung  zu  den  früheren  Untersuchungen  des  Verfassers. 

Mn.  (Lp.) 

A.  Köhler,     üeber  die  hauptsächlichsten  Versuche  einer 
mathematischen    Formulirung    des    psychophysischen 

Gesetzes    von    Weber.       (Aus  Waodt's  philos.  Studien.    Bd.  IIL) 
Diss.  Leipzig.    71  S.    80. 


B.    Elasticitätstheorie. 

A.  Castigliano.  Theorie  des  Gleichgewichtes  elastischer 
Systeme  und  deren  Anwendung.  Aus  dem  Franzö- 
sischen  von    Emil  Hauff.     Mit  50  Holzschnitten   und 

einem  Atlas    von   10  Tafeln.        Wien.    Carl   Gerold's   Soho. 
VIII 4-479  8.  80. 

Das  wissenschaftliche  Hauptwerk  des  im  jugendlichen  Alter 
von  37  Jahren  1884  verstorbenen  Verfassers  (S.  F.  d.  M.  XVII 

60' 


948  ^^-  Abschoitt.    Mathematische  Physik. 

1885.  19)  „Theorie  de  T^quilibre  des  systömes  ^lastiques  et  ses 
applications^  erschien  in  den  Jahren  1879-80,  nachdem  der  Ver- 
fasser die  von  ihm  zur  Grundlage  angenommenen  Sätze  schon 
1873  und  1875  aufgestellt  und  bewiesen  hatte.  Die  neue  Methode 
zur  Begründung  der  Theorie  des  Gleichgewichtes  elastischer 
Systeme  beruht  nämlich  auf  folgenden  drei  Lehrsätzen,  von  denen 
der  dritte  mit  dem  „Principe  der  Elasticität^  von  Menabrea 
identisch  ist. 

1 .  Lehrsatz  von  den  Differentialquotienten  der  Deformations- 
arbeit.  Erster  Teil.  Wenn  man  die  Deformationsarbeit  eines 
gegliederten  Systems  in  Functionen  der  relativen  Verrtickungen 
der  an  den  Eckpunkten  wirkenden  Kräfte  ausdrQckt,  so  erhält 
man  eine  Formel,  deren  Differentialquotienten  mit  Bezug  auf 
diese  Verrückungen  den  Wert  der  correspondirenden  Kräfte 
geben. 

2.  Zweiter  Teil.  Wenn  man  andererseits  die  Deformations- 
arbeit eines  gegliederten  Systems  in  Functionen  der  äusseren 
Kräfte  ausdrückt,  so  erhält  man  eine  Formel,  deren  Differential- 
quotienten mit  Bezug  auf  diese  Kräfte  die  relativen  Verrückungen 
ihrer  Angriffspunkte  geben. 

3.  Lehrsatz  von  der  kleinsten  Arbeit.  Sucht  man  das 
Minimum  der  Function 

welche  die  Deformationsarbeit  eines  gegliederten  Systems  aus- 
drückt, indem  man  die  3ft— 6  Gleichungen  (12)  zwischen  den 
Spannungen  aller  Stäbe  des  Systems  in  Rechnung  zieht,  so  erhält 
man  für  diese  Spannungen  jene  Werte,  welche  in  dem  System 
nach  der  Deformation  herrschen. 

Die  Fassung  der  mitgeteilten  Sätze  bezieht  sich  auf  die 
gegliederten  Systeme,  für  welche  die  Beweise  zuerst  geführt 
werden;  danach  wird  der  Beweis  geliefert,  dass  die  Sätze  auch 
für  die  gefügten  Systeme  in  Geltung  bleiben,  d.  h.  für  Systeme, 
welche  aus  in  einander  gefügten  festen  elastischen  Körpern  zu- 
sammengesetzt sind.  So  lautet  z.  B.  der  Satz  von  der  kleinsten 
Arbeit:  Die  elastischen  Kräfte,  welche  nach  der  Deformation  des 
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Körpers  oder  Systems  zwischen  den  Molecflipaaren  auftreten, 
sind  jene,  welche  die  Deformationsarbeit  zu  einem  Minimum 
machen,  insofern  man  jene  Bedingungsgleichungen  berücksichtigt, 
welche  ausdrücken,  dass  zwischen  diesen  Kräften  um  jedes 
Molecfll  Gleichgewicht  herrscht. 

Nach  den  beiden  ersten  Capiteln,  die  sich  mit  den  ange- 
ftlhrten  Sätzen  beschäftigen,  folgen  in  dem  umfangreichen  dritten 
Capitel  die  allgemeinen  Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichtes 
fester  Körper,  danach  in  den  folgenden  Capiteln  der  Reihe  nach 
angenäherte  Anwendungen,  die  Theorie  der  Gitterträger,  Formeln 
fQr  die  Deformationsarbeit  fester  Körper,  die  Theorie  belasteter 
Träger  mit  geradliniger  Axe,  die  Theorie  der  auf  Zerknicken 
beanspruchten  Träger  mit  geradliniger  Axe,  die  Theorie  der 
krummen  Balken  mit  einfacher  Krümmung,  die  Theorie  zusammen- 
gesetzter Systeme  und  endlich  die  unvollkommen  elastischen 
Systeme,  wie  gemauerte  GewOlbe.  Damit  ist  der  erste  Teil 
erschöpft,  welcher  der  Theorie  gewidmet  ist  Der  zweite  Teil 
enthält  die  Anwendungen.  Die  drei  ersten  betreffen  einen  durch 
zwei  resp.  drei  Zugstangen  aus  Schmiedeeisen  und  eine  resp.  zwei 
Druckstreben  aus  Gusseisen  armirten  Balken.  Die  folgenden  sechs 
behandeln  eine  Halle  aus  schmiedeeisernen  ßundgespärren  mit 
je  0,  1  oder  mehreren  Zugstangen.  Zwei  weitere  enthalten  eine 
eiserne  Bogenbrücke  mit  ebenen  und  cylindrischen  Auflageflächen. 
Die  beiden  letzten  endlich  besprechen  eine  Brücke  aus  Ziegel- 
mauerwerk über  den  Oglio  und  eine  Brücke  aus  Hausteinen  über 
die  Dora  bei  Turin.  Die  10  Tafeln  des  Atlas  gehören  zu  den 
Anwendungen  des  zweiten  Teils,  nämlich  die  erste  Tafel  zu  den 
drei  ersten  Capiteln,  die  anderen  neun  einzeln  zu  je  einem. 

Ueber  die  Treue  der  Uebersetzung  vermag  der  Referent 
nicht  zu  urteilen,  da  er  das  Original  nicht  vergleichen  konnte. 
Im  Stile  sind  manche  Wendungen  und  Constructionen  auffiUlig, 
von  denen  nicht  entschieden  werden  mag,  ob  sie  bloss  als 
specifisch  östreichisch  einem  norddeutschen  Ohre  ungewohnt 
klingen.  Man  vergleiche  z.  B.  S.  202:  «In  dem  speciellen  Falle, 
als  der  Träger  an  seinem  Ende  B  durch  das  Gewicht  P  und 
seiner    ganzen   Länge   nach   durch   ein    gleichmässig   verteiltes 
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Gewicht  von  p  Kilogramm  per  Längeneinheit  belastet  wird,  hat 
man  bei  Beachtung,  dass  sowohl  die  Norroalkräfte  als  auch  die 
Tangentialkräfte,  welche  auf  die  Grundfläche  B  wirken,  gleich 
Null  sind,  Jfj  =0...^  S.  122:  „Nachdem  man  bis  jetzt  ...  noch 
nicht  die  genügende  Anzahl  von  Erfahrungen  hat  und  noch  lange 
nicht  haben  wird,  hat  man  versucht . .  .^.  Der  französische  Name 
Doire  für  den  FIuss  Dora  durfte  in  einer  deutschen  Uebersetzung 
nicht  stehen.  Lp. 

H.  F.  B.  Müller  -  Breslau.  Die  neueren  Methoden  der 
Festigkeitslehre  und  der  Statik  der  Bauconstructionen 
ausgehend  von  dem  Gesetze  der  virtuellen  Verrückun- 
gen  und  den  Lehrsätzen  über  die  Formänderungs- 
arbeit.     Leipzig.  Baumgärtner.  8^. 

Das  vorliegende  Werkchen  ist  eine  Darstellung  der  Festig- 
keitslehre, wie  sie  sich  Dank  den  Untersuchungen  von  Castigliano, 
Mohr,  Fränkel  und  vom  Verfasser  selbst  in  neuerer  und  in  neue- 
ster Zeit  gestaltet  hat.  fintsprechend  den  Hauptproblemen  dieser 
Dlsciplin  zerfällt  das  Buch  in  drei  Abschnitte,  von  denen  der 
erste  die  Theorie  des  Fachwerks,  der  zweite  die  Biegungstheorie 
gerader  und  gekrümmter  Stäbe,  der  dritte  endlich  die  Drehungs- 
und Schubfestigkeit  behandelt.  In  der  Theorie  des  Fachwerks  geht 
der  Herr  Verfasser  von  der  Thatsache  aus,  dass  im  allgemeinen 
die  rein  statischen  Beziehungen  nicht  ausreichen  zur  Bestimmung 
der  Spannungen  und  Auflagerdrucke;  indem  die  Anzahl  der 
ersteren  (m)  meistens  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der  letzteren  (it). 
Wohl  aber  lassen  sich  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Gleichgewichts- 
bedingungen m  der  gesuchten  Grössen  als  lineare  Functionen 
der  n— m  anderen  darstellen,  so  dass  den  statischen  Bedingungen 
ein  (n— m)-fach  unendliches  System  von  Grössen  genügt.  Für 
jedes  derselben  gilt  als  Folge  der  statischen  Beziehungen  auch 
das  Princip  der  virtuellen  Verrücknngen,  so  dass  die  Gleichung, 
welche  dasselbe  darstellt,  in  (n—m)  Bestandteile  zerfällt,  von 
denen  jeder  einzelne  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den  vir- 
tuellen Längenänderungen  der  Stäbe  liefert     Da  nun  die  wirk- 
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lieb  eingetretenen  Längen änderungen  nur  ein  speoieller  Fall  der 
virtuellen  sind,  8o  müssen  die  ersteren  denselben  Gleiebungen 
genügen.  Indem  man  nun  diese  Ausdehnungen  und  Einschrum- 
pfungen nach  dem  Grundgesetz  der  Elasticität  durch  die  Span* 
nungen  der  Stäbe  ausdrückt,  erhält  man  soviel  Gleichungen,  als 
zur  Bestimmung  der  gesuchten  Spannungen  noch  erforderlich 
sind.  Aus  gewissen  in  der  Entwickelung  auftretenden  Gleichungen 
wird  dann  der  Satz  von  Castigliano  (Menabrea),  und  dann  weiter 
die  Theoreme  von  Maxwell  und  Fränkel  abgeleitet.  Es  ist  bekannt, 
dass  der  erste  der  angeführten  Sätze  häufig  in  unzureichender  und 
geradezu  unverständlicher  Weise  ausgesprochen  wird,  und  es  muss 
daher  um  so  mehr  anerkannt  werden,  dass  in  dem  vorliegenden 
Buche  der  fragliche  Satz  eine  präcise,  verständliche  und  unanfecht- 
bare Form  hat.  Aber  andereraeits  muss  doch  auch  gesagt  werden, 
dass  die  (Eleganz  desselben  nicht  voll  zur  Geltung  gelangt,  in- 
dem die  Spannungen  S  und  damit  der  Ausdruck 

(vergl.  bezüglich  der  Bezeichnungen  das  folgende  Referat)  als 
Functionen  der  oben  erwähnten,  doch  willkürlich  ausgewählten 
(n—m)  Grössen  aufgefasst  werden. 

Während  im  ersten  Abschnitt  der  Satz  von  Castigliano  ge- 
wisbcrmassen  ein  mathematisch  interessantes,  den  eigentlichen 
Zwecken  der  Theorie  aber  fremdes  Anhängsel  der  vorgetragenen 
Lehren  bildet,  wird  in  dem  zweiten  und  dritten  Abschnitt 
dieses  Gesetz  in  den  Vordergrund  gerückt  und  fast  aus- 
schliesslich zur  Ermittlung  der  statisch  nicht  bestimmbaren 
Grössen  verwendet.  Die  Grundanschauungen,  welche  verwendet 
werden,  sind  auch  hier  die  geläufigen,  z.  ß.  im  zweiten  Ab- 
schnitt die  bekannte  Navier'schc  Biegungstheorie;  es  verdient 
Erwähnung,  dass  auch  die  Temperaturänderungen  in  diesem  Ab- 
schnitt wie  im  ei*sten  berücksichtigt  werden. 

Zahlreiche  Beispiele  dienen  zur  Erläuterung  der  vorgetra- 
genen Lehren;  nach  Meinung  des  Referenten  wird  der  Gang  der 
allgemeinen  Entwickelung  für  einen  mathematisch  geschulten  Leser 
zu  häufig  unterbrochen;   so   wirken  z.  B.  die  vollständig  durch- 
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geführten  Zahlenbeispiele  im  ersten  Abschnitt  entschieden  er- 
müdend. Diese  Eigenschaft  hat  das  vorliegende  Werk  mit  vielen 
Werken  gemein,  die  technische  Fragen  auf  mathematischem  Wege 
behandeln;  es  erklärt  sich  dieselbe  dadurch,  dass  den  Kreisen, 
für  welche  das  Buch  bestimmt  ist,  im  allgemeinen  weniger  an 
einer  theoretischen  Erörterung  als  an  der  praktischen  Brauchbar- 
keit der  entwickelten  Methoden  liegt.  Trotzdem  glaubt  der  Re- 
ferent das  Werk  allen  Mathematikern  empfehlen  zu  können,  die 
sich  die  Kenntnis  des  heutigen  Standes  der  technischen  Festigkeits- 
lehre zu  erwerben  wünschen.  Auf  einen  Missstand,  der  leicht 
zu  Irrungen  Anlass  geben  kann,  soll  als  einen  bei  späteren 
Auflagen  vielleicht  zu  vermeidenden  hingewiesen  werden;  die 
virtuellen  und  thatsächlichen  Aenderungen  sind  durch  denselben 
Buchstaben  bezeichnet,  was  insofern  unbequem  ist,  als  bald  die 
einen,  bald  die  anderen  in  Anwendung  kommen.  F.  K. 


Mohr.      Ueber    die    Elasticität    der    Deformatioiisarbeit. 

CiviliDg.  (2)  XXXII.  395-400. 

H.  F.  B.  Müller -Breslau.     Zu  dem  Artikel:  Ueber  die 
Elasticität    der    Deformationsarbeit.      CiviliDg.  (3)  xxxiL 

553-660. 

Am  Schlüsse  des  oben  besprochenen  Werkes  „Die  neueren 
Methoden  der  Festigkeitslehre^  giebt  Herr  MOller- Breslau  einen 
historischen  Ueberblick  über  die  Entwickelung  dieser  Methoden 
und  bespricht  dabei  auch  ein  abfälliges  Urteil,  welches  Herr 
Mohr  bei  fr&herer  Gelegenheit  über  die  Sätze  von  Castigliano 
gefällt  habe. 

Hierauf  Bezug  nehmend,  wiederholt  Herr  Mohr  die  früher 
erhobenen  Einwände,  dass  nämlich 

1)  der  Satz  von  Castigliano  in  der  Form  „Die  Deformations- 
arbeit eines  elastischen  Körpers  ist  ein  Minimum"^  nicht  verständ- 
lich sei,  und  dass 

2)  derselbe  in  berichtigter  Form  für  die  Lösung  mancher 
Aufgaben  nicht  hinreiche. 

Diesen  Einwänden  wird  in  der  vorliegenden  Note  der  weitere 
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Vorwurf  hinzugeftigt,  dass  die  Anhänger  des  besagten  Theorems 
ihrem  Satz  zu  Liebe  dem  Begriffe  der  Deformationsarbeit  eine 
unzulässige  Dehnbarkeit  erteilt  hätten. 

Was  den  ersten  Einwand  betrifft,  so  ist  derselbe  unum- 
wunden zuzugeben,  da  ja  in  dem  angegebenen  Wortlaut  eine 
Angabe  Aber  das  Grössensystem  vollständig  fehlt,  innerhalb 
dessen  die  Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist.  Der  Einwand 
wird  jedoch  hinßlllig,  wenn  man  das  betreffende  Theorem  in 
präeiser,  etwa  folgender  Form  ausspricht: 

„Bezeichnen  die  Grössen  t  die  in  den  einzelnen  Stäben  eines 
Fachwerkes  auftretenden  Temperaturänderungen,  so  geht  die 
Function 

a.  =  -S  2£F  +  -^*'^'  +  ^ 2 

der  Grössen  S  für  das  System  der  wirklichen  Spannungen  in 
die  Deformationsarbeit  über  und  nimmt  zugleich  einen  kleineren 
Wert  an  als  f&r  irgend  ein  anderes  System  von  Grössen  S^ 
welches  die  rein  statischen  Beziehungen  der  Spannungen  be- 
friedigt^. Dass  der  Satz,  in  dieser  Form  ausgesprochen,  in  jedem 
Falle  ein  und  nur  ein  System  von  Spannungen  liefert,  davon  wird 
man  sich  leicht  überzeugen  können,  und  damit  erledigt  sich  dann 
auch  der  zweite  der  erhobenen  Einwände.  Anders  liegt  die  Sache 
mit  dem  Namen  der  Deformationsarbeit;  diesen  will  Herr  Mohr  ganz 

allein  zur  Bezeichnung  des  Ausdrucks  S^^r^p  gebraucht  wissen. 

Es  wäre  leicht,  die  Berechtigung  des  Ausdrucks  9[<  zu  dem  ge- 
wählten Namen  nachzuweisen.  Aber  darum  handelt  es  sich  hier 
nicht.  Für  den  Satz  von  Castigliano  kommen  nur  die  beiden 
ersten  Glieder  in  Betracht;,  diese  zieht  Herr  Müller  in  einen 
Ausdruck  9(,-  zusammen  und  nennt  ihn  „ideelle  Deformationsarbeit^. 
Der  Name  mag  nicht  glücklich  gewählt  sein;  aber  es  kann  doch 
durch  denselben,  wenn  er  einmal  definirt  ist,  keine  Verwirrung 
hervorgerufen  werden. 

Es  ist  klar,  dass  es  auf  die  Gestaltung  der  übrigen  Teile 

eines   Fachwerks   und   die   in  ihnen   herrschenden  Spannungen 

^      ohne  Einfluss  ist,  wenn  man  einen  Teil  der  Stäbe  fortlässt,  dafür 


954  ^^*  Abschnitt.     Mathematische  Physik. 

aber  je  zwei  gleiche  und  entgegeDgesetzte  äussere  Kr&fte  ein- 
führt, welche  den  betreffenden  Spannungen  gleich  sind,  and  dass 
man  sich  umgekehrt  die  äusseren  Kräfte  als  Spannungen  passend 
gewählter  Stäbe  vorstellen  kann.  Indem  man  eins  von  beiden 
oder  beides  gleichzeitig  thut,  erhält  man  ein  neues  Fachwerk, 
auf  das  sich  natürlich  auch  der  Satz  von  der  Deformationsarbeit 
anwenden  lässt.  Referent  kann  sich  nicht  der  Meinung  an- 
schliessen,  dass  Herr  Müller-Breslau  dem  Begriffe  der  Deformations- 
arbeit, indem  er  derartige  Betrachtungen  anstellt,  eine  unzulässige 
Ausdehnung  gegeben  habe. 

Mag  dem  nun  aber  sein,  wie  ihm  wolle,  soviel  kann  als 
feststehend  betrachtet  werden:  Wenn  der  fragliche  Satz  in  der 
oben  angegebenen  Weise  ausgesprochen  wird  (und  der  Sache  nach 
geschieht  das  in  dem  Buche  des  Herrn  Müller- Breslau),  so  kann 
über  den  Sinn  desselben  keinerlei  Zweifel  mehr  entstehen.  Trotz- 
dem wiederholt  Herr  Mohr  folgende  schon  früher  ausgeführte 
Argumentation:  Bei  gegebener  Belastung  sind  die  Temperaturen 
t  die  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen,  von  welchen  die 
Deformationsarbeit  abhängt  Um  also  das  Minimum  der  Defor- 
mationsarbeit festzustellen,  müssten  die  Abgeleiteten  der  letzteren 
nach  den  Grössen  t  gleich  Null  gesetzt  werden.  Verzichtet  man 
dann  auf  den  Beweis,  dass  diese  Bedingungen  mit  den  von  Herrn 
Müller-Breslau  aufgestellten  gleichbedeutend  sind,  so  verlässt 
man  das  Gebiet  der  Wirklichkeit;  man  hat  es  dann  nicht  mit 
einem  wirklichen,  sondern  mit  einem  eingebildeten  Minimum 
zu  thun. 

Dem  ersten  Teil  dieser  Ausführung  gegenüber  bleibt  uns 
nichts  anderes  als  die  Berufung  auf  die  oben  angeftthrte  präcise 
Fassung  des  Theorems  übrig.  Warum  aber  das  Minimum,  wie 
es  Herr  Müller-Breslau  und  mit  ihm  viele  andere,  so  auch  wir, 
auffassen,  ein  eingebildetes  sein  soll,  vermag  Referent  nicht  ein- 
zusehen. Ist  denn  die  Eigenschaft  eines  Quadrates,  das  in 
einen  Kreis  eingezeichnet  ist,  grösser  zu  sein  als  jedes  anders 
geartete  Rechteck,  das  sich  demselben  Kreise  einzeichnen  lässt, 
darum  eine  eingebildete,  weil  etwa  von  den  andern  Recht- 
ecken keines  gezeichnet  vorliegt? 
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Zum  Schluss  empfiehlt  Herr  Mohr  noch  folgende  Fassuog 
des  Satzes:  ^Die  ideelle  Deformationsarbeit  ist  ein  ideales  Mini- 
mum". „Der  Satz  ist  zwar  ein  wenig  dunkel^,  dafbr  aber  auch 
„kurz,  allgemeing&ltig  und  unanfechtbar^. 

Die  beiden  ersten  Prädicate  geben  wir  zu.  Ob  aber  auch 
die  beiden  anderen  Eigenschaften  dem  Satze  zukommen,  wagen 
wir  nicht  zu  entscheideu,  da  uns  dieser  Satz  bisher  ebenso 
unverständlich  geblieben,  wie  die  von  Herrn  Mohr  selbst  be- 
mängelte Form  des  Theorems  von  Gastigliano. 

In  der  zweiten  der  oben  erwähnten  Noten  weist  Herr  Müller- 
Breslau  die  hauptsächlich,  wenn  auch  nicht  ausschliesslich  gegen 
ihn  gerichteten  Angriflfe  des  Herrn  Mohr  zurück.  Wenn  auch  in 
dieser  Widerlegung  ein  grösserer  Formelapparat  herangezogen 
wird,  stimmen  doch  die  gegen  Herrn  Mohr  gerichteten  Ausführungen 
dem  Inhalte  nach  mit  unseren  Auseinandersetzungen  überein. 
Der  schon  erwähnte  breite  Apparat  von  Formeln  hindert  uns, 
auf  die  Einzelheiten  der  Entgegnung  einzugehen. 

In  einer  angefügten  Notiz  beharrt  Herr  Mohr  bei  seinen 
Behauptungen;  er  fordert  noch  einmal,  dass  in  dem  Satze  von 
Gastigliano  die  Natur  des  Minimums  zum  Ausdruck  komme;  es 
müsse  ausgedrückt  werden,  dass  es  sich  nicht  um  ein  thatsäch- 
liches,  sondern  um  ein  ideales  Minimum  handle.  F.  E. 


E.  Bkltrami.     Suir  interpretazione  meccanica  delle  for- 

mole   di    Maxwell.      Bologna  Mem.  (4)  VII.  1-38. 

Den  Gegenstand  dieser  Abhandlung  bildet  die  Frage:  Wie 
muss  ein  elastisches  Medium  beschaffen  sein,  damit  bei  passender 
Deformation  die  Druckcomponenten  mit  den  Maxweirschen  Aus- 
drücken übereinstimmen,  d.  h.  die  Form  haben: 

^  ^  \.         ^  1     dV  dV    ^ 

\,  =  Z„  = ^ K-  etc., 

4n   oy     dz 
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WO  V  ein  Newton'sches  Potential  und 

Der  Herr  Verfasser  setzt  das  Potential  der  elastischen  Kräfte 
in  der  Green'scben  Form  an  und  schreibt 

indem  er  unter  a^  ß,  y^  ...  die  Ausdrücke 

du  dv  du>        ^  ,  ^  , 

,«=-ä^'   ''^■a^'    y^-öT'  ^  =  «+'»+y' 

]  1  —    ^0         du)  _   dw    ,    du  _    ^**    .     ^^ 

versteht.  Dann  sind  die  Componenten  der  elastischen  Kräfte 
die  Ableitungen  von  <Z>  nach  o,  /},  >",  1,  f«,  y.  Indem  man  die- 
selben mit  den  unter  (1)  angegebenen  Formeln  vergleicht,  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  sechs  Grössen  a,  /?,  >^,  . . .  sechs  lineare 
Oleichungeo,  als  deren  Auflösung  sich  ergiebt: 

"  =S^  i('ä^)  ~    U  -  AB  ^'  ^\ 

dv  dv 


(3) 


l  4A 


AB    dy    dz 

Nun  bestehen  aber  zwischen  den  zweiten  Ableitungen  von 
o,  /9,  /,  A,  ju,  y  sechs  lineare  Relationen,  und  in  Folge  dessen 
eben  so  viel  Bedingungsgleichungen,  denen  die  dritten  und  zwei- 
ten Ableitungen  von  V  zu  genügen  haben.  Durch  eine  geeig- 
nete Behandlung  derselben  gelangt  der  Herr  Verfasser  zu 
folgender  Relation  zwischen  den  zweiten  Ableitungen  von  V 

(6d)        0iA''4B)0'  +  A(e'+r+9'+2e''+ir+9'')  =  0, 
wo 


(5) 


gesetzt  ist  Man  erkennt  nun  sofort,  dass  die  Gleichung  (6d)i 
wenn  nicht  sämtliche  Grössen  c,  /",  g^  t\  f ,  p'  überall  verschwin- 
den, mit  den  Bedingungen 

(2b)  fi>0,    3i*"4B>0 


>J 
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nieht  vereinbar  ist,    d.  b.  mit  denjeDigen  Bedingungen,    welcbe 
snsdrdcken ,    dass  der  durch  u  =  0,  v  =  0,  n>=0  dargestellte 
Znstand   des  Mediums   ein  Zustand   stabilen  Gleichgewichts  ist. 
Geottgt  V  der  Gleichung  ^,(n  =  0,  so  ist,  abgesehen  von  dem 
schon  angegebenen  speciellen  Falle,  eine  Erfnilung  der  Gleichung 
nur  dadurch  möglinb.  dftHH  A  -^  C\  \»t.      ni<>«nn    Fall    nun   unter- 
zieht der  Verfasse 
sieh  zunächst,  das. 
System  von  Verse 
solche  der  Fall  ist 
hier  ffir  O  ergiebl 


Die  Hesse'sche  Dt 
Dete  Grösse 

lassen  sich  ration 

ist.  Durch  diesf 
deren  Ableitunger 
und  deren  Quadi 
zweiten  Ableitung 

(■«  {:■:: 

Beteicbnet  mau  n 
Kraftlinie,  so  gen 


in  welcher  B  =  - 
Nnn  ist  aber 


daraus  folgt  in  ei 
ständiges  Differen 
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eben  dieser  einen  Variabeln  r  und  genügt  der  Bedingung: 

^  =  -  W)- 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  wird  dann  ffir  r*  der  Aas- 
druck (a?— iP^)'  +  (y— yj'  +  (a  — «o)'  abgeleitet,  welcher  durch 
passende  Wahl  des  Coordinatenanfangspunktes  natürlich  auf  die 
einfachere  Form  a;'-f  9^  +  ^'  gebracht  werden  könnte.  Hiermit 
sind  dann  die  Ausdrücke  $,  tjy  ^,  h  und  damit  die  Orössen 
e,  A  9)  e'y  f'j  h'  bestimmt 
Es  ist  nämlich 

§  =  — j: — )    >?  =  — ;: — »    f— — ;: — »    '^  —  ^r» 

und  die  Differentiale   der   ersten  Ableitungen  von  V  sind  dann 

^t        r^fi        r5r 

Da  nun  die  Grössen  -^,  -^,  -^,  wie  oben  angegeben,  ver- 
schwinden, so  ist 

dm  _  >  dr        ^y    _      ör        ^*   _  >•  ^'^ 
"ö;i"""^'ö^'     'dü^^'dii'     "Ö^^^'ÖÄ'' 
und  es  verhalten  sich  die  ersten  Ableitungen  von  Y  wie  £,  37,  ^. 

Demnach  ist  F  = Y  const.   Die  Druckcomponenten  sind  dann 

die  sechs  zweiten  Ableitungen  nach  den  Coordinaten  der  Function 
%p  =  — —  logr;  die  Grössen  a,  /J,  y,  i,  /m,  y  lassen  sich  eben- 
falls  als   zweite  Ableitungen   einer  Function   von  r  darstellen, 

äfft 

nämlich  der  Function  cp  = -— — ^-r-.     Dadurch   sind   dann   die 

64  nBr^ 

Verrückungen  bis  auf  lineare  Glieder  bestimmt;  sollen  dieselben 

im  Unendlichen  nicht  selbst  unendlich  werden;  so  muss 

dx  ^  3y  '  da 

sein. 
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In  einem  weiteren  Abschnitt  wird  dann  zunächst  die  Frage 
behandelt,  welche  VerrOcknngen ,  die  nur  in  Richtung  der  Ent- 
fernung von  einem  festen  Paukte  geschehen  und  deren  6r($s8e 
lediglich  eine  Function  dieser  Entfernung  ist,  durch  blosse  Ein- 
wirkung von  Druckkräften  zu  stände  kommen.  In  einem  Schluss- 
paragraphen wird  die  zuerst  behandelte  Frage  unter  der  ver- 
änderten Voraussetzung  behandelt,  dass  A  von  Null  verschieden, 
dass  ^,(F)  zwar  nicht  mehr  gleich  Null  ist,  aber  ebenso  wie  V 
selbst  nur  von  r  =  (a^'+y *+»')*  abhängt.    Setzt  man 

u-^      t>~-^      w-^ 
so  ergiebt  sieh  allgemein 

r»?  '     ^         \6nE       ' 
wo  Jf  eine  willkürliche  Constante,  E  der  Elasticitätsmodul  und  ij 
das  Verhältnis  der  Längendilatation  zur  Qnercontraction  ist.    In 
einer  angehängten  Note  werden  die  linearen  Beziehungen  unter 
den  zweiten  Ableitungen  der  Grössen  o,  /?,  y^  A,  /i,  v  besprochen. 

F.  K. 


P.  ÜBLICH.     Die  Festigkeitslehre  und  ihre  Anwendung. 

Mittweida  1885. 

Herr  A.  Ernst  widmet  diesem  Werke  in  der  Zeitschrift  deut- 
scher Ing.  XXX  eine  eingebende  Besprechung.  Trotz  einiger 
Irrtümer  wird  das  Buch  im  ganzen  empfohlen.  F.  E. 


C.  Chreb.     A  new  Solution   of  the  equations  of  an  Iso- 
tropie elastic  solid,  and  its  application    to  the  theory 

of  beams.       Qaart  J.  XXII.  89-118. 

Die  Differentialgleichungen  eines  isotropen  elastischen  festen 
Körpers  werden  mit  Hülfe  von  Eugelfunctionen  integrirt.  Die 
Methode  gestattet  unmittelbare  Anwendung  sowohl  auf  Stäbe, 
als  auch  auf  feste  Körper,  die  von  Kugelflächen  begrenzt  sind. 

Die  erhaltenen  allgemeinen  Gleichungen  werden  auf  gerade 
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cyliodrische  Stäbe  angewandt,  im  speeiellen  auf  St&be  tod 
rechteckigem  und  elliptischem  Querschnitt,  wobei  angenommeii 
wird,  dass  die  auf  die  Seitenflächen  der  St&be  wirkenden  Krifte 
verschwinden. 

Für  den  Fall,  dass  die  elastischen  Kräfte  in  der  Endfläche 
des  Stabes  gegebene  Functionen  sind,  ist  die  Annahme  erforder- 
lich, dass  die  elastischen  und  äusseren  Kräfte  sich  auf  der  E^- 
fläche  in  derselben  Weise  das  Gleichgewicht  halten  wie  bei 
einem  starren  System.  Rs. 


W.  J.  Ibbetson.  On  the  Airy-Maxwell  Solution  of  the 
equations  of  equilibrium  of  an  Isotropie  elastic  solid, 
uuder  conservative  forces.     Lond.  M.  s.  Proc.  xvii.  296-309. 

Neue  Lösung  der  von  Airy  (London  Phil.  Trans,  for  1863) 
und  allgemeiner  von  Maxwell  (Edinb.  Trans.  XXVI.)  behandelten 
Aufgabe.  Rs. 


H.  RfiSAL.     Sur  la  flexion  des  prismes.     c.  R.  cn.  658*666, 

719-722. 

J.  BoussiNESQ.      Observations   relatives  k  une  Note  rd- 
cente  de  M.  Kesal   sur  la  flexion  des  prismes.       c.  B. 

OU.  797-799. 

H.  Resal.     R^ponse.     c.  r.  CIL  799. 

Herr  Resal  hat  gefunden,  dass  er  in  einem  speeiellen  Falle 
nicht  zu  dem  Resultate  gelangte,  welches  aus  der  de  St-Yenant'- 
schen  Theorie  der  Biegung  elliptischer  Prismen  (1856  in  Liouv. 
J.  veröffentlicht)  folgen  würde,  und  glaubt,  dass  ein  Irrtum 
de  St-Venant's  vorliege. 

Herr  Boussinesq  weist  nach,  dass  Herr  Resal  einen  Rechen- 
fehler gemacht  hat. 

Herr  Resal  giebt  dies  zu.  Rs. 
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G.  J.  Michaelis.     Sur  l'^quilibre  d'un  cylindre  ^lastique 
dont    Taxe    est    perpendiculaire   h   un   plan    principal 

d'^lasticit^.  Neerl.  Arch.  XXI.  381-4(15. 
Diese  AbhaDdluni;  schliesst  sich  an  die  Untersuchungen  von 
de  Saint- Venant  und  Clebsch  über  die  Torsion  elastischer  Prie- 
men an;  die  hier  befolgte  Methode  ist  die  von  Kirchhoff  in  seiner 
„Mechanik"  angegebene.  Sie  wird  auf  das  Gleichgewicht  eines 
elastiscben  Cyllnders,  dessen  Axe  senkrecht  auf  der  Hauptebene 
der  ElaBticität  steht,  angewandt.  Hauptsächlich  wird  gezeigt, 
in  welcher  nahen  Beziehung  diese  Aufgabe  zu  der  steht,  welche 
die  Drehung  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  behandelt, 
und  wie  die  bekannten  Eigenschaften  dieser  Bewegung  auf  die 
erwähnte  Aufgabe  itberlragen  werden  können,  wenn  auf  die 
Basis  nur  ein  Kräftepaar  wirkt.  Doch  erhält  der  Verfasser  auf 
diesem  Wege  nicht  die  vollständige  LöBung  des  Problems;  es 
bleibt  eine  schwierige  Integration  Übrig,  durch  welche  die  Bie- 
gungscurve  der  Axe  bestimmt  werden  muss.  Wenn  ausser  dem 
Kräftepaar  noch  eine  Kraft  auf  die  Basis  wirkt,  erhält  er  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  mit  denjenigen  Qbereinkoramen,  die 
die  Bewegung  eines  schweren  Körpers  um  einen  festen  ausser- 
halb des  Schwerpunktes  gelegenen  Punkt  bestimmen.  So  kann 
die  Integration  ausgeführt  werden,  wenn  die  Ase  senkrecht  auf 
einer  Ebene  der  Symmetrie  steht  und  der  Durchschnitt  kreis- 
förmig ist.  0. 


Über  den    elasti- 
B. 

tsetzuDg  derjenigen, 
irde  (F.  d.  M.  XVII. 
ären  Integralen  wcr- 
r  Verfasser  gelangte, 

der  Bedingung   zu 

gen  der  Differential- 
Öl 
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gleichungen  gegeben.  Einer  dieser  Lösungen  entspricht  der  Zu- 
stand des  schweren  elastischen  Cylinders,  wenn  er  in  einem 
Rotationsparaboloid  steht,  das  nur  von  den  Elasticitätecoeffi- 
cienten  und  der  Dichte  abhängt,  und  auf  den  Cylinder  ausser 
der  Schwere  keine  Kräfte  wirken. 

Ferner  wird  eine  Schar  transcendenter  Losungen  hinzu- 
geffigt.  Der  Parameter  hat  transcendente  Form;  da  es  aber  fQr 
einen  Wert  des  Parameters  vier  verschiedene  Lösungen  giebt, 
kann  als  eine  particuläre  Lösung  auch  eine  solche  angesehen 
werden,  welche  einem  bestimmten  Werte  des  transcendent  vor- 
kommenden Parameters  entspricht  und  vier  willkürliche  Constanten 
linear  enthält.  Dies  führt  zu  der  Untersuchung,  welche  Ober- 
flächenbedingungen sich  durch  passende  Wahl  der  Verhältnisse 
dieser  Constanten  erfüllen  lassen.  Rs. 


W.  Voigt.  Gleichgewicht  eines  verticalen  Cylinders  aus 
krystallinischer  Substanz  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft.     Gott.  N.  598-602. 

Der  Verfasser  giebt  die  allgemeine  Lösung  des  in  der 
Ueberschrift  angegebenen  Problems,  während  de  St.-Venant  1856 
nur  einen  speciellen  Fall  behandelte. 

Für  die  Verschiebungscomponenten  werden  Ausdrücke  ge- 
wonnen, welche  zeigen,  dass  man  die  horizontale  Verschiebung 
einer  der  Prismenaxe  parallelen  Faser  zerlegen  kann  in  zwei 
Teile,  11  =  11^4-11^,  r  =  v, -f-r^,  einer  Neigung  gegen  die  Z-Axe, 
welche  die  geradlinige  Gestalt  nicht  tangirt  und  um  so  grösser 
ist,  je  weiter  die  Faser  ursprünglich  von  der  Z-Axe  entfernt  lag, 
und  zweitens  eine  allen  Fasern  gemeinsame  Krümmung,  die  an 
der  Faser,  welche  die  Cylinderaxe  bildet,  ganz  rein  hervortritt, 
und  dass  man  die  vertieale  Verschiebung  eines  ursprünglich 
normal  zur  Z-Axe  liegenden  ebenen  Querschnittes  in  zwei  Teile 
zerlegen  kann,  ir  =  ir,  -f  w/»  ^t  giebt  eine  einfache  Translocatioo 
(ohne  Deformation),  die  um  so  grösser  ist,  je  weiter  der  Quer- 
schnitt vom  Coordinatenanfang  entfernt  lag;   ii>,  dagegen  giebt 
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eine  Deformation  nacti  einem  (allgemein  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen) Paraboloid,  bei  welcher  die  Punkte  der  2-Axe  ihre 
Lage  bewahren.  Rs. 


W.  Voigt.    Ueber  die  ElasticitStsverhältniase  cylindrisch 
aufgebauter  Körper.      Gott.  N.  soi-öH. 

.Stäbe,  Drähte  und  Röhren,  wie  sie  hei  Beobachtungen  h&ufig 
angewandt  werden,  sind  nicht  ieotrop,  was  häufig  angenommen 
wird.  Der  Verfasser  betrachtet  einen  Körper,  welcher  auf 
coaxialen  Kreiscylindem  gleiches  elastisches  Verhalten  zeigt. 
Ein  Volumeuelement,  welches  durch  zwei  unendlich  benachbarte 
Ereiscylinder  dieser  Art,  durch  zwei  Meridianebenen  und  zwei 
Schnitte  normal  zur  Cylinderaxe  begrenit  ist,  kann  als  homogen 
angesehen  werden  bei  der  Voraussetzung,  dass  das  elastische 
Verhalten  sich  mit  den  Coordinaten  stetig,  ändert.  Im  allge- 
meinsten Falle  verhält  sich  das  Volumenelement  wie  ein  rhom- 
bischer Krystall  und  ist  in  elastischer  Beziehung  durch  neun 
Constanten  bestimmt.  Die  Elemente,  welche  sich  parallel  der 
Cylinderaxe  an  einander  reiben,  sollen  gleichartig  und  parallel 
gelegen  sein;  die  auf  demselben  Radius  liegenden  sind  parallel 
orientirt,  haben  aber  verschiedene  Constanten;  die  auf  demselben 
Breitenkreis  liegenden  haben  gleiche  Constauten,  aber  wechselnde 
Axenrichtung.  So  beBchafTene  Medien  werden  „cylindrisch  auf- 
gebaute** genannt,  sie  werdea  als  homogen  bezeichnet,  wenn  die 
neun  elastischen  Constanten  vom  Radius  unabhängig  sind. 

■^^    """  "'  '  '        "  ''     für  den  vorliegenden 

;er  Aufgaben  benutzt: 
ag  von  Druckkräften 
uge  auf  seine  Basis, 
undtläcbe  ausgeübten 
gebogen  durch  ein 
indflächen  um  Axen 
ersten  Falle  werden 
ontraction  Sätze  ge- 
61* 
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Wonnen,   welche  Zweifel  an  der  Berechtigung  von  Folgerungen 
hervorrufen,  die  aus  Beobachtungen  gezogen  sind.  Bs. 


P.  Jabrisch.     Ueber  das  Gleichgewicht  einer  elastischen 

Kugel.     Hamb.  Mitt.  No.  6,  155-167. 

P.  Jaerisch.      Ueber   das  Gleichgewicht  des  elastischen 

Kreiscylinders.     Hamb.  Mitt.  No.  6.  lG7.18t*. 

1)  Die  Aufgabe  wird  mit  Benutzung  von  Polarcoordinaten 
gelöst,  wie  Lam6  es  bereits  getban  hat.  Der  Verfasser  integrirt 
die  Differentialgleichungen  nach  der  Methode,  welche  er  in  seiner 
Arbeit  „Ueber  die  elastischen  Schwingungen  einer  isotropen 
Kugel"  angewandt  hat,  weil  diese  Methode  sich  sowohl  auf 
das  Schwingungsproblem  als  auch  auf  das  Gleichgewichtsproblem 
anwenden  lässt,  während  die  Lam^'sche  Methode  nur  für  das 
letztere  gilt. 

2)  Dieselbe  Integrationsmethode  wird  in  der  zweiten  Arbeit 
auf  den  elastischen  Kreiscylinder  angewandt.  Der  Cylinder 
wird  isotrop  vorausgesetzt,  und  ausser  den  auf  die  Oberfläche 
wirkenden  Kräften  sollen  keine  vorhanden  sein.  Rs. 


V.  Cerruti.     Sulla  deformazione  d'una  sfera  omogenea 

isotropa.      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IIi.  461-470,  586-592. 

Auf  dem  Congräs  de  TAssooiation  fran^aise  pour  l'avance- 
ment  des  sciences  in  Grenoble  1885  hatte  der  Verfasser  die 
Rechnung  für  die  Bestimmung  der  Deformationen  einer  homo- 
genen isotropen  Kugel,  bei  welcher  die  Verschiebungen  in  den 
Punkten  der  Oberfläche  willkürlich  sind,  gegeben;  jetzt  nimmt 
er  an,  dass  gegebene  äussere  Kräfte  auf  die  Oberfläche  wirken. 
Er  bedient  sich  der  schon  in  früheren  Publicationen  benutzten 
Integrationsmethode,  welche  er  in  seiner  Abhandlung  Ricerche 
intorno  alF  equilibrio  de'corpi  elastici  isotropi,  Roma  Acc.  L. 
Mem.  (3)  XIII.  8M22  mitgeteilt  hat.  Diese  Methode  besteht 
in  einer  Vereinfachung  der  von  Betti   in  der  Elasticitätstheorie 
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(Cim.  (2)  VII-X)  gegebenen  Integrationsmethode.  Während  nach 
Betti  die  kubischen  Dilatations-  und  die  Rotationscomponenten 
eines  Körperelementes  von  einem  isotropen  elastischen  Körper 
durch  vier  Gruppen  von  je  drei  HQlfsfunctionen  zu  berechnen 
Bind,  hatte  der  Verfasser  gezeigt,  wie  die  Zahl  der  zu  bestimmen- 
den Hülfsfunctionen  sich  verringern  kann,  was  von  besonderem 
Vorteil  ist,  weil  die  Bestimmung  der  Hülfsfunctionen  oft  Schwierig- 
keiten bereitet. 

Am  Schluss  der  Arbeit  ist  erwähnt,  dass  der  Verfasser  eine 
neue  Lösung  des  zuerst  von  Lama  (Liouv.  J.  XIX.  51-87)  und 
dann  u.  a.  von  W.  Thomson  und  Borchardt  gelösten  Problems 
gegeben  hat.  Rs. 


C.  Chree.      Solid   sphere   or  spherical  shell  of  varying 
elasticity  under  purely   normal  surface   forces.      Qaart. 

J.  XXI.  193-208. 

Das  Gleichgewicht  einer  elastischen  festen  Kugel,  deren 
Oberfläche  nur  gleichmässiger  normaler  Spannung  oder  gleich- 
massigem  normalem  Druck  unterworfen  ist,  wird  betrachtet.  Es 
wird  angenommen,  dass  die  Kugel  aus  Schalen  besteht,  deren 
jede  homogen  und  isotrop  ist,  und  zwar  wird  zunächst  vor- 
ausgesetzt, dass  diese  Schalen  endliche  Dicke  haben,  dann,  dass 
sie  unendlich  dünn  sind,  das  Material  sich  also  continuirlich  so 
ändert,  dass  die  elastischen  Eigenschaften  Functionen  der  Ent- 
fernung von  einem  festen  Punkte  sind. 

Die  erhaltenen  Lösungen  werden  auf  einige  besondere  Fälle 
angewandt:  Eine  Voll-  oder  Hohlkugel  sei  der  Wirkung  eines 
Gases  oder  einer  Flüssigkeit  oder  atmosphärischen  Wirkungen 
ausgesetzt.  Die  Oberflächen  einer  Kugelschale  unterliegen  Gas- 
oder Flüssigkeitsdrucken,  die  Temperaturen  der  innem  und  der 
äussern  Flüssigkeit  werden  constant  erhalten.  Eine  feste  Kugel 
von  ursprünglich  isotropem  Material  werde  bis  zu  einer  gleich- 
massigen  Temperatur  erwärmt  und  kühle  dann  durch  Strahlung 
in  ein  umgebendes  Gas,  dessen  Temperatur  constant  bleibt,  ab. 

Rs. 


\  - 
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P.  Laurent.     Theorie   de  T^quilibre  ^lastique  des  sur- 

faces    COniques.     Rev.  d*Art.   XXVI.  147  - 163,  359  -  3Ö2,  562  -  ö?53. 

(1885). 

P.  Laurent.     De   la   d^formation    de  Tarne  des  canons 
dans  le  voisinage  de  Tobturateur  et  du  d^ulassement 

Rev.  d'Art.  XXVII.  530-550,  XXVllI.  31-47. 

Der  erste  Aufsatz  über  die  Theorie  des  elastisch eo  Gleich- 
gewichtes kegelförmiger  Oberflächen  bezweckt  die  Erforschung 
des  Widerstandes  der  Geschützrohre. 

Während  die  Theorie  des  Widerstandes  einfacher  oder  mit 
Ringen  versehener  Cylinder  schon  länger  gegeben  war,  hat  man 
denjenigen  kegelförmiger  Oberflächen  in  ungenauer  Weise  auf 
die  Untersuchung  von  Cylindern  mit  unendlich  kleiner  Höhe  zu- 
rilckgeftthrt.  Der  Verfasser  sucht  dagegen  in  den  allgemeinen 
Gleichungen  der  Elasticitätslehre  die  Grundlagen  seiner  Theorie. 
Von  den  drei  Teilen  der  Arbeit  dient  der  erste  zu  einer  über- 
sichtlichen Zusammenstellung  der  Lam^'schen  Formeln  für  das 
elastische  Gleichgewicht;  der  zweite  behandelt  das  elastische 
Gleichgewicht  des  Kegels  (Kegelstumpf,  cylindrisch-kegelformige 
Enveloppe,  Relationen  zwischen  den  elastischen  Kräften  im  Ge- 
schützrohre); der  dritte  ist  der  Untersuchung  des  zusammen- 
gesetzten Kegels  gewidmet,  d.  h.  der  über  einander  geschobenen 
Kegelflächen. 

Der  zweite  Aufsatz  handelt  von  der  Deformation  des  Ge- 
schützrohres in  der  Nähe  der  Verschlussstücke,  eine  Frage, 
welche  in  neuerer  Zeit  unter  den  Artilleristen  oft  aufgeworfen 
ist.  Die  durch  die  Methoden  der  Analysis  bisher  erzielten  Re- 
sultate sind  geringfügig  gewesen,  weil  die  Anwendung  der  Lam^'- 
schen  Formeln,  besonders  die  Integration  der  von  ihm  gegebenen 
Difi'erentialgleichungen ,  erhebliche  Schwierigkeiten  verursacht. 
In  der  ersten,  eben  besprochenen  Abhandlung  sind  zwei  parti- 
culäre  Integrale  für  den  Fall  eines  Umdrehungskörpers  gegeben. 
Die  Ergebnisse  der  weiteren  Forschungen  des  Verfassers  sind 
in  der  neuen  Arbeit  vereinigt  Bei  einer  genaueren  Prüfung  der 
erwähnten  particulären  Integrale  erkennt  man,  dass  gewisse 
Seitetkräfte,    wie  z.  B.    die  des  Gleitens  in  der  Längsrichtung, 


Uii)iitiil  t.    Mulecnlarpbfiik,  Blasticital  nod  Capiltarilät.  067 

blosse  Functionen  des  RadiuB  Bind.  Das  rllbrt  davon  her,  dass 
die  Integrale  der  Verrllckungen  willkürliche  Coastanten  enthalten. 
Es  ist  daher  möglich,  allgemeinere  Integrale  zu  finden,  welche 
besser  die  Bedingungen  erfüllen,  unter  welchen  sich  der  betrach- 
tete Körper  befindet.  Oieae  haben  dem  Verfasser  die  Behand- 
lung der  TOD  ihm  aufgeworfenen  Fragen  ermöglicht.  Die  Ab- 
handlung zerfällt  in  drei  Teile.  Der  erste  Teil  ist  der  Aufstellung 
der  neuen  Formeln  gewidmet;  der  zweite  bebandelt  die  Aufgabe 
der  Deformation  der  Seele  in  der  N&he  der  VerBChluesplatte ; 
der  dritte  den  Widerstand  an  der  Schwanzschraube.         Lp, 


E^.  Kaurknt.      Equilibre  ^lastique  des  surfaces  coiiiqueB. 
Application  h.  ta  vol^e  des  boQcbea  k  feu.   Nbdc;.  m  s.  8°. 


IJ.  Masüni.     Delle  sollecitazioni   dinamiche  nei  sistetni 

elaBtici  articolati.  Attl  del  R.  ist.  d'iDCOtaggialoeDto  alle  Bcieoze 
OBtursti  etc.  13  8.  4». 
Die  genaue  Ermittelung  der  Wirkungen  dynamischer  AngrifTs- 
krftfte  auf  elastisohe  Körper  erheischt  die  Erforschung  der 
schwingenden  Bewegungen  und  damit  die  Ausführung  von  Rech- 
nungen, welche  für  die  praktischen  Fälle  zu  verwickelt  und 
mühsam  sind.  Aus  diesem  Grande  hat  schon  Ur.  Cersdini  iu 
seiner  Meccanica  applicata  alle  coatnizioni  nur  einige  besondere 
Fälle  betrachtet  und  die  Rechnungen  auf  die  erste  Annäherung 
beschränkt,  welche  für  die  praktischen  Aufgaben  auareicht. 
TT  j        iL.._  n__-_i.         >_._,   behandelt  Hr.  MaBoni  in  der 

;ben  Systeme,  welche  aus  Stäben 
durch  Gelenke  verbunden  sind, 
D  Systeme.  Ein  solcbeB  System 
blicke  unter  dem  EinflusBC  von 
orauBgesetzt;  ferner  wird  aage- 
\.ugenblicke  neue  Kräfte  hinzu- 
Knotenpunkten  mit  gegebenen 
Bo  Stosskräfte).     E^   wird    das 
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allgemeine  Verfahren  angegeben,  das  man  anzuwenden  hat,  tun 
in  den  von  der  Praxis  gestatteten  Grenzen  der  Annähemng  die 
grössten  Verlängerungen  und  die  entsprechenden  Spannungen  in 
den  das  System  bildenden  verschiedenen  Elementen  zu  berechnen. 
Dadurch  gewinnt  man  ein  Mittel,  in  jedem  Falle  die  Grenze 
der  dynamischen  Einwirkung  festzustellen ,  durch  welche  die 
Sicherheit  des  Systems  nicht  gestört  wird.  Als  praktisches  Bei- 
spiel wird  zuletzt  das  gegliederte  System  der  Hängebrücken  be- 
handelt, insbesondere  unter  der  Einwirkung  eines  von  oben  nach 
unten  senkrecht  geführten  Stosses.  .  Lp. 


C.  Chree.      Longitudinal    vibratious   of  a    circular   bar. 

Quart.  J.  XXL  287-298. 

Auf  einen  elastischen  isotropen  Ereiscylinder  sollen  keine 
Körperkräfte  wirken.  Es  werden  Cylindercoordinaten  (s,  r,  ^) 
eingeführt,  die  Cylinderaxe  wird  als  a-Axe  gewählt;  die  Compo- 
nenten  der  Verschiebung  u  und  u>  in  der  Richtung  von  r  be- 
ziehungsweise von  s  sollen  von  ^  unabhängig  sein.  Die  allge- 
meinen Bewegungsgleichungen  für  u  und  tr  werden  integrirt, 
ohne  dass  zunächst  über  den  Zustand  im  Innern  des  Cylinders 
und  über  die  Grösse  des  Durchmessers  (2a)  eine  Annahme  ge- 
macht wird.  Man  kann  dann  den  Oberflächenbedingnngen 
genügen,  wenn  beide  Enden  fest  sind.  Ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  alsdann  kann  den  Oberflächenbedingungen  erst  angenähert 
genügt  werden,  wenn  a  eine  kleine  Grösse  ist.  Rs. 


J.  LoscHMiDT.      Schwingungszahlen     einer     elastischen 

Hohlkugel.        Wien.  Ber.  (2)  XCIII.  434-446. 

Der  Verfasser  meint,  bei  dem  Bestreben,  eine  theoretische 
Grundlage  für  die  Erforschung  des  Verteilungsgesetzes  der 
Spectrallinien  aufzufinden,  scheine  nicht  das  Gesetz  der  Ober- 
töne oder  das  Studium  schwingender  Stäbe  und  schwingender 
Platten,  sondern  das  Studium  der  Schwingungen  elastischer 
Kugelschalen  am  ehesten  einen  Fingerzeig  zu  geben.    Daher  hat 
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der  Verfasser  die  Vibrationeo  einer  bomogenen  Kugelscliale 
matbematisch  weiter  ausgearbeitet  (am  Tollständigsten  war  es 
bisher  von  Järisch  [F.  d.  M.  XL  1879.  723]  gescbeben). 

Eb  giebt  I)  reinlongitudinaleScbwingungeD,  2)  rein  transver- 
sale, 3)eoexiBtirende  Longitudinal-nnd  Transversal- ScbwinguDgen. 
Für  jedes  dieser  drei  Systeme  sind  zwei  Aufgaben  zu  lösen,  von 
welchen  der  Verfasser  aber  nur  eine  in  der  vorliegenden  Schrift 
untersucht,  n&miich  die  Aufstellung  einer  Formel,  welche  die 
sftmtlicben  in  dem  betreffenden  System  möglichen  Schwingungs- 
zeiten giebt.  Dabei  handelt  es  sich  wesentlich  um  die  Integration 
der  Gleichung 

^^    r,_..(n+i)-[ 

dx'  L  X  -i 

Lama  hat  fUr  das  erste  particul&re  Integral  fiL'*  einen  geechloase- 
nen  Ausdruck  gegeben.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  eine 
homologe  Form  für  das  zweite  Integral  erbalten  und  sämtliche 
Schwingungszeiten  bestimmen  kann.  Rs. 


A.  G.  Grkenhill.     The  period  equatioii  for  lateral  vibra- 
tions.     HesB.  XVL  115-135. 

Bei    der  Erörterung   der  transversalen  Schwingungen  eines 
homogenen    elastischen  Stabes,    dessen    Enden   entweder   einge- 
klemmt oder  frei  sind,  ist  die  Lösung  der  tranecendenten  Glei- 
chungen cosin.coshm=  1  und  costn -coshtn  =  —  1  erforderlich. 
Diese  Gleichangen  können  auch  auf  die  Form  tanghi>n  =  +tangl»i 
und  taneh  1tm=X oote i m  gebracht  werden ,   worin  das  obere 
e  die  ungerade  Reihe  der  Schwin- 
sgenden  Artikel  betrachtet  der  Ver- 
leichungen   und  fügt  geometrische 
e   physikalische    Aufgaben,    deren 
ungen  beruht,   werden  auch  noch 
Gir.  (Lp.) 
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H.  LoLLiNG.  Berechuuug  und  Coustruction  der  wichtig- 
8teu  Maschinenelemeute  auf  Grund  der  neueren  Festig- 
keitsversuche und  Festigkeitslehre  an  praktischen  Bei- 
spielen  erörtert   U.  S.  W.      I.  Teil.      Wien.  Spielhagen  &  Sdm- 

rich.  IV  -f-  79  S.  4^  nebst  autogr.  Skizsenbi.  nnd  eioem  Atlas  photolith. 
Coustractioosblatter. 

Das  als  Hüfsbuch  f&r  den  ausführenden  Constructeur  sowie 
für  den  Unterricht  an  technischen  Lehranstalten  elementar  bear- 
beitete Werk  soll  in  möglichst  einfacher  Entwickelung  die  zur 
Construction  der  wichtigsten  Maschinenelemente  notwendigsten 
Formeln  und  Gesetze  vorführen  unter  Heranziehung  der  dabei 
zum  Verständnisse  erforderlichen  Capitel  aus  der  Festigkeits- 
lehre und  unter  Demonstrirung  an  neueren  praktisch  bewährten 
Constructionen.  Es  soll  aber  auch  den  vorbereitenden  technischen 
Lehranstalten  einen  systematisch  geordneten,  geeigneten  Lehrstoff 
und  ein  kurzes  Lehrbuch  auf  elementarer  Grundlage  geben. 
Der  vorliegende  erste  Teil,  dem  noch  zwei  weitere  folgen  sollen, 
behandelt  im  ersten  Abschnitte  die  Hooke'schen  Gesetze  der 
Elasticitätslehre,  die  Tragkraft  der  Körper,  die  specifische  Ar- 
beitsfestigkeit und  die  Wöhler'schen  Gesetze,  Querschnitte  von 
gleicher  Zug-  und  Druckfestigkeit  nebst  Anwendungsbeispielen. 
Der  zweite  Abschnitt  bespricht  nach  Erörterung  der  Schub-  oder 
Scheerfestigkeit  die  Vernietungen  und  die  Schraubenverbindungen. 
Im  dritten  Abschnitte  wird  nach  Definition  der  Begriffe  Biegungs- 
festigkeit, Trägheitsmoment  und  Widerstandsmoment  für  Biegung 
und  Torsion  die  Theorie  der  Träger,  Zapfen  und  Axen  ent- 
wickelt. Der  vierte  Abschnitt  endlich  handelt  von  der  Torsions* 
festigkeit  und  der  Anwendung  auf  WelleU;  sowohl  wenn  sie  auf 
Torsion,  als  wenn  sie  auf  Biegung  beansprucht  werden.  Die 
Kuppelungen  bilden  den  Beschluss. 

Der  zweite  Teil  des  Werkes,  welcher  auch  noch  1886  er- 
schien, ist  der  Redaction  nicht  zugegangen.  Lp. 


M.  Levy.  Formules  directes  pour  le  calcul  des  mo- 
ments  de  flexion  dans  les  poutres  continues  de  section 
constante  ou  variable,     c  R.  CiL  470-476. 
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Sowobl  der  Querschnitt  als  auch  die  Elasticität  des  Balkens 
können  constant  oder  variabel  sein;  der  Balken  liegt  auf  StQtzen, 
welche  gleich  oder  verschieden  hoch  sein  können,  jede  der 
äussersten  Stützen  kann  eingelassen  sein  oder  nicht;  auf  den 
Balken  wirken  beliebige  senkrechte  Drucke.  Der  Verfasser  giebt 
directe  Formeln  für  die  Berechnung  der  Biegungsmomente,  so 
dass  man  nicht  in  jedem  Fall  eine  grössere  oder  kleinere  Anzahl 
simultaner  Gleichungen  zu  lösen  hat.  Es  seien  A^^  ...,^  ^^^ 
Stützen,  li  =  Ai^iAi  die  Länge  des  Faches  t,  üf.  das  Biegungs- 
moment  bei  der  Stütze  il„  y»  ihre  Ordinate,  M  das  Biegungs- 
moment in  irgend  einem  Punkte  des  Balkens,  E  der  Elasticitäts- 
coefficient,  J  das  Trägheitsmoment  in  irgend  einem  Querschnitt, 
EJ  =  ÄE^jJo  (k  eine  rein  numerische  Function  von  a?,  die  gleich 
1  wird,  wenn  der  Balken  Constanten  Querschnitt  und  constante 
Elasticität  bat,  E^  und  J^  willkürlich  aber  homogen  mit  E  und 
J  gewählte  Grössen), 

Die  Ordinate  y   der   deformirten  Mittellinie  im  Fache  t  ist 


y= 


h 


1     r,        X      r'  Mxdx        X     f^i   M{U—x)  ^   1 

■^E-rX-i^J  -r-^  i-J  — r- H 

daher  die  Neigung  der  Tangente 

^y  _  y^-yi-i   ,     i    r  /*'*  M(ii-x)  ^^_  L  r  ^_^l 


--  + 


dx  li  '   liEJ, 


e-o       „  ^    ^^ 


Für  X  =  /,  hat  man  die  Neigung  bei  der  Stütze  Ai.  Wenn  man 
in  der  letzten  Gleichung  t  in  •  +  1  ändert  und  x  =  0  macht, 
erhält  man  einen  zweiten  Ausdruck  für  die  Neigung  bei  der 
Stütze  Ai.  Indem  man  die  beiden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzt,  erhält  man  „die  P'ormel,  welche  die  ganze  Theorie  der 
continuirlichen  Balken  enthält'': 


V/' 


Mx     , 
— : — ax 
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Bezfiglioh  des  weiteren  specielleren  Inhaltes  sei  Huf  die  Mit- 
teilung Belbst  rerwiesenj  eine  Verallgemeinerung  eines  in  den 
C.  R.  LXXX,  F.  d.  M.  VII.  187ö.  623  gegebenen  Satzes  wird 
erhalten.  Rs. 

C.  Zalbski.     Berechnung  der  Durchbiegung  von  Trägern 
mit  wechselnden  Querschnitten,     z.  Oeitr.  Arcb.  n.  log. 

SXXVin.  165-175. 
Die  Träger,  um  welche  es  sich  handelt,  sind  gerade  Balken- 
trftger,  deren  Querschnitt  an  gewissen  Stellen  sprungweise 
Aenderungen  erleidet.  Die  Belastung  ist  eine  derartige,  dass  das 
Biegungsmonaent  eine  ganze  quadratische  Function  des  Abstandes 
X  von  einer  festen  Stelle  ist.  Damit  ist  die  Differentialgleichung 
l^r  die  neutrale  Faser  dee  Balkens  unmittelbar  gegeben.  FOt 
die  Integration  ist  zu  bemerken,  dasg  y,  d.  h.  die  Senkung  des 

Balkens   an    der   Stelle  x,   ebenso  wie  ~-  stetige  Functionen 

von  X  sind,  und  dass  an  den  Endpunkten  eines  TrSgerfeldes 
if  =  0  ist.  Schwierigkeiten  irgend  welcher  Art  sind,  wie  man 
sofort  tiberaieht,  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  nicht  zu  über- 
winden. Der  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  folgt  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  die  vollständige   Durchführung  zweier 
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G.  RiCHKRT.     Tabellen   zur  Berechnung  der  Tragfähig- 
keit  scbmiedeeisenier  Stäbe    bei   Beanspruchung   auf 

Zerknicken.      Göteborg  1886.     Wettergreo  aod  Eerber. 
Herr  Mflller-Breslau  bespricht  dieBe  TabelIeD  in  der  HaDnOv. 
ZeitBchrift  XXXII.  081-682;  auch  im  Cbl.  der  Bauverw.  VI.  196 
werden  dieselben  augezeigt.  F.  K. 


E.  WiNKLKR.     Vortrage  Über  Brückenbau.     Theorie  der 

Brücken.     I.  Heft.     Aeussere  Kräfte  der  Balkenträger. 

Dritte   Auflage.       Wieo.  Carl  aarold's  Sobo. 

Das  Werk  wird  von  Herrn  Keck  allen  FacbgenoBsen  (d.  b. 

Bauingenieuren)  in  der  HannöverBchen  Zeitschrift  XXXII.  686-689 

empfohlen;   auch  in  Ztsch.  Deutach.  log.  XXX.    und  im  Ctrbl. 

der  Bauverw.  VI.  finden  sich  anerkennende  Besprechungen  des 

genannten  Werkes.  F.  K. 

R.   Bredt        Zerknickungsfestigkeit    und    excentrischer 

Druck,       Z.  dlscli,  Ing.   XXX.  I)'21-ß25. 

Wenn  die  auf  einer  Säule  ruhende  Last  nicht  genau  in  der 
Scbwerpunktslioie  (neutralen  Ase)  wirkt,  so  liegt  die  Gefahr  der 
Verbiegung  vor  und  bei  zu  grosser  Last  diejenige,  dass  der  Träger 
zerknickt.  Das  Problem,  die  Grenze  dieser  Belastung  zu  finden, 
bei  welcher  ein  Zerknicken  eintritt,  ist  seit  Euler's  Zeiten  viel- 

foni.  h»i.»..j^u    „v„o  jno., könnte,  die  Frage  sei  zu 

)  gekommen.  Die  in  vor- 
leint  dem  Ref.  in  mancher 
imt  an,  dass  das  Biegnugs- 
i  der  Stutze  coustant  ist. 
lommen  werden  darf,  dass 
SB  sie  als  unendlich  klein 
bstand  der  Wirkungslioie 
Der  Verfasser  verlässt 
er  aus  derselben  gefolgert, 
liegung  einen  Kreisbogen 
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bildet;  und  er  bestimmt  das  Biegungsmomeot  fQr  das  untere  Ende 
der  Säule  so,  als  ob  der  Abstand  des  Angriflfspunktes  der  Kraft 
von  der  Axe  unendlich  klein  gegen  die  eingetretene  Abweichung 
des  oberen  Stabendes  von  seiner  ursprünglichen  Lage  wäre.  Durch 
dieses  ungenaue  Verfahren  gewinnt  der  Herr  Verfasser  einen 
Ausdruck  fQr  P  als  Function  des  Gentriwinkels  tr,  welcher  zu  der 
verbogenen  Mittellinie  gehört.     Schon    die  Thatsache,   dass  für 

2JE 

Werte,  welche  unterhalb  P  =  -—j—  liegen,  sich  kein  reelles  w  er- 

giebt,  hätte  den  Herrn  Verfasser  dahin  führen  müssen,  dass  seine 
Theorie  nicht  einwurfsfrei  ist,  da  es  wohl  als  ausgemachte 
Sache  betrachtet  werden  darf,  dass  die  Verbiegung  bei  excen- 
trischer  Belastung  nicht  erst  bei  einem  bestinunten  Wert  P 
plötzlich  beginnt,  sondern  bei  gleicher  Excentricität  von  Anfang 
an  mit  wachsendem  P  stetig  wächst.  Im  Folgenden  wird  dann 
untersucht,  welchen  Einfluss  Momente,  wie  sie  durch  unvermeid- 
liche Fehler  jeder  Construction  hervorgerufen  werden,  auf  die 
Spannung  am  Fusse  des  Trägers  ausüben.  F.  K. 


H.  Zimmermann.  Ueber  den  Sicherheitsgrad  der  Bau- 
constructionen,  insbesoudere  der  auf  Knicken  bean- 
spruchten Körper.     Cbl.  d.  Bauverw.  VI.  217-219,  225-227,  243-245. 

Was  sich  nicht  direet  auf  die  Knickfestigkeit  bezieht,  ist  die 
an  vielen  Beispielen  durchgeführte  Erläuterung  der  Thatsache, 
dass  eine  kleine  Variation  der  Belastung,  für  welche  eine  Con- 
struction im  Gleichgewicht  ist,  unter  Umständen  eine  dauernde 
und   weitgehende  Störung   des  Gleichgewichts   bewirken   kann. 

Für  die  Grenze  der  Belastung,  damit  kein  Zerknicken  des 
Stabes  eintrete,  wird  nach  Grashof  der  Euler*sche  Wert 

abgeleitet.  (Hier  wie  in  den  folgenden  Referaten  über  Knick- 
festigkeit bedeutet  J  das  Trägheitsmoment  des  Trägerquerschnittes, 
/  die  Länge  des  Trägers,  E  den  Elasticitätsmodul.)  Es  ist  be- 
kannt,  dass,  wenn  die  durch  den  angegebenen  Ausdruck  bestimmte 
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Last  gerade  im  Mittelpunkt  angreift,  die  Ausweichung  des  oberen 
Endee  sich  nicht  bestimmen  Iftsst,  insofern  bei  jedem  Wert  der 
letzteren  Gleichgewicht  möglich  ist.  Greift  aber  die  Kraft  nicht  im 
Mittelpunkt  an,  so  fuhrt  die  Rechnung  zu  einer  unendlich  grossen 
Abweichung;  daraus  folgt  dann  unmittelbar,  dass,  wenn  das  Zer- 
knicken vermieden  werden  soll,  diese  Belastung  nicht  Überschritten 
werden  darf.  Jede  Formel  fUr  die  zulässige  Belastung,  welche  einen 
grösseren  Wert  als  P  liefert,  ist  also  auf  jeden  Fall  zu  ver- 
werfen. F.  K. 

F.  Frielinghaus.     Einfache  Ableitung  der  Formeln  für 

Knickfestigkeit.  Wocheobl.  für  Bank.  VIII.  381. 
Herr  Frielinghaus  leitet  auf  einem  zwar  kurzen,  aber,  wie 
dem  Referenten  scheint,  nicht  völlig  einwurfsfrei  eu  Wege  fhr  die 
Grenzbelastung  Formeln  ab,  welche  sich  von  den  Euler'schen 
Werten  nur  in  den  Zablencoefficienten  und  zwar  um  weniger 
als  3  Procent  des  Betrages  unterscheiden.  F.  K. 

M.  Möller.     Zur   Ableitung   von   Formeln  für   Knick- 
festigkeit.    Wochenbl.  für  Bank.  VIII.  409-410,  460-461. 

H.  Zimmermann.    Zur  Ableitung  von  Formeln  fUr  Knick- 
festigkeit.     Wocheobl.  für  Bank.  VIIL  461-452. 
Anknöpfend  an  den  soeben  besprochenen  Artikel  von  Herrn 

Frielinghaus,  begründet  flerr  Möller  zunächst  in  äusserst  klarer 

Weise  die  beiden  Forderungen 

(1)        P<-^-^,  (2)        P^SF, 

■l  abhängenden  Zablencoef- 
i  Beanspruchung  bezeichnet, 
:r  Gründe  über,  welche  ihn 

SF 

Fr 
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Herr  ZimmermanD  verweist  bezüglich  dieses  Punktes  auf 
seine  oben  besprochene  Abhandlung  und  zieht  die  Versuchs- 
ergebnisse des  Herrn  Bauschinger  heran,  um  darzulegen,  dass 
der  rechtsstehende  Ausdruck  nicht  denjenigen  Druck  darstelle, 
bei  welchem  Säulen  zerknickten. 

Dem  gegenüber  hebt  Herr  Möller  an  der  Hand  einiger 
Zahlenbeispiele  hervor,  welche  Unzuträglichkeiten  die  einseitige 
Benutzung  der  beiden  ersten  Formeln  in  sich  schliesst. 

F.  K. 


M.  Möller.      Zur    Frage    des    Verhaltens    gusseiserner 
und  schmiedeeiserner  Stützen.   Dtacbe.  Bauatg.  XX.  314-316, 

326-329. 

Untersuchung  über  den  Wert,  welcher  der  Constante  K  in 
der  Schwarz'schen  Knickfestigkeit  beizulegen  ist,  damit  bei  einer 
ungleichmässigen  Erwärmung  hinreichende  Sicherheit  besteht. 
Beträgt  der  Temperatur  -  Unterschied  zweier  entgegengesetzten 
Seiten  der  Stütze  600^  so  ist  K  =  0,00038  für  Schmiedeeisen, 
0,00034  für  Gusseisen  zu  setzen.  F.  K- 


WiKCHKL.      Genauigkeitsgrad    des  geometrischen   Nähe- 
rungsverfahrens für  Durchbiegungsberechnungen. 

Civiling.  (2)  XXXII.  529-536. 

Die  kurze  Abhandlung,  deren  Ziel  durch  den  Titel  hin- 
reichend bezeichnet  ist,  bietet  nur  ein  technisches,  kein  mathe- 
matisches Interesse  dar.  F.  E. 


W.  Ritter.     Der  elastische  Bogen  berechnet  mit  Hülfe 

der   graphischen    Statik.      Zürich.  Meyer  &  Zeller. 

Die  in  erster  Linie  für  Brückenbauer  bestimmte  Schrift  bat 
den  Zweck,  die  graphische  Berechnung  des  elastischen  Bogens, 
deren  Grundzüge  von  Gulodann  in  der  „graphischen  Statik''  ge- 
geben sind,   mit   den  Vervollkommnungen  darzustellen,    welche 
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sie  seitdem  erfahren  hat;  und  zwar  in  ähnlicher  Weise,  wie  der 
Verfasser  die  „elastische  Linie  und  ihre  Anwendung  auf  den 
continuirlichen  Balken"  F.  d.  M.  XV.  1883.  885  behandelt  hat. 
Als  bekannt  werden  vorausgesetzt  die  Elemente  der  Festigkeits- 
lehre, die  Eigenschaften  der  Kräfte-  und  Seilpolygone,  die  gra- 
phische Berechnung  der  Fachwerke  und  die  Theorie  der  Träg- 
heitsellipse. Sbt. 

CüRiONi.      Relazioue    ^Sulle  curve   delle  pressioni  negli 
archi  e  nelle  volte^  del  sig.  Iiig.  Prof.  CamiUo  Guidi. 

Torino  Atti  XXI.  146-148. 

Nach  dem  Berichte  des  Herrn  Curioni  über  die  Arbeit  des 
Herrn  Guidi  soll  dieselbe  in  den  Memorie  der  Turiner  Akademie 
erscheinen.  Sie  ist  eine  Fortsetzung  der  in  derselben  Sammlung 
Bd.  XXXVI  erschienenen  Abhandlung  „Sugli  archi  elastici". 

Lp. 

H.  Haask.      Die  Theorie  der  parabolischen  und  ellipti- 
schen  Bögen  in  ihrer  Anwendung  auf  Eisenconstruc- 

tionen.     Wien.    W.  v.  Waldheim. 

Ein  äusserst  absprechendes,  durch  mitgeteilte  Proben  be- 
gründetes Urteil  fällt  der  nun  verstorbene  E.  Winkler  über  das 
Buch  auf  S.  268  des  Centralbl.  der  Bauverw.  VI.  F.  K. 


M.  Wkstphal.     Festigkeit  und  elastische  Durchbiegung 
eines  Ringes,   z.  dtsch.  Ing.  xxx.  91. 

Ein  ringförmiger  elastischer  Körper,  dessen  Mittellinie  eine 
ebene  Curve  mit  zwei  resp.  einer  Symmetrieaxe  ist,  wird  zwei 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Kräften  unterworfen,  welche  in  den 
Endpunkten  der  einen  Symmetrieaxe  angreifen  und  die  Richtung 
der  letzteren  haben.  Mit  den  übhchen  IlUlfsmitteln  werden  die 
betreifenden  Spannungs*  und  Deformationsverhältnisse  bestimmt. 

F.  K. 


Foruchr.  d.  Math.  XVII I.  3,  62 
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H.  Müller- Brksl AU.      Elasticitätstheorie   der  nach   der 
Stützlinie  geformten  Gewölbe,  z.  f.  Bauwesen,  xxx VL 273-304. 

Bekanntlich  reichen  rein  statische  Beziehungen  nicht  aus, 
den  Fugendruck  in  einem  Tonnengewölbe  nach  Grösse,  Richtung 
und  Angriffspunkt  vollständig  zu  bestimmen;  dieselben  führen 
dazu,  die  Componenten  und  Angriffspunkte  für  eine  beliebige 
Fuge  durch  die  entsprechenden  Elemente  für  eine  bestimmte  Fuge, 
z.  B.  fttr  die  im  Scheitel  oder  für  eins  der  Auflager,  auszudrücken. 
Die  Verbindungslinie  der  Druckangriffspunkte  nennt  man  be- 
kanntlich eine  Stützlinie  des  Gewölbes,  und  man  erkennt  aus 
dem  Gesagten  sofort,  dass  bei  gegebener  Belastung  die  statischen 
Beziehungen  eine  dreifach  unendliche  Schar  von  Stützlinien  lie- 
fern. Fällt  eine  der  Stützlinien  mit  der  Mittellinie  des  Gewölbes 
zusammen,  so  heisst  das  Gewölbe  nach  der  Stützlinie  geformt. 
Mit  derartigen  Gebilden  beschäftigt  sich  der  vorliegende  Artikel. 
Dieselben  werden  als  elastische  Körper  behandelt;  dadurch  ge- 
winnt der  Herr  Verfasser  den  Vorteil,  den  bekannten  Satz  von 
Castigliano  über  die  Deformationsarbeit  anwenden  zu  können. 
Derselbe  liefert  entsprechend  den  drei  Parametern,  von  welchen 
der  Druck  in  den  einzelnen  Fugen  noch  abhängt,  drei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  derselben. 

Bezüglich  der  Durchführung  dieses  Gedankens  muss  in  An- 
betracht der  damit  verbundenen  beträchtlichen  Rechnung  auf  die 
Arbeit  selbst  verwiesen  werden.  F.  K. 


L.  V.  Willmann.     Beitrag  zur  Berechnung  der  Rollvor- 
richtungen für  Brückenverschiebungen,      z.   dtsch.  ing. 

xxx.  914-917. 

Die  im  Titel  genannte  Aufgabe  fordert  die  Bestimmung  der 
Deformationen  und  Spannungen,  welche  bei  Berührung  von 
Kugeln  und  Gylindern  einerseits  und  Ebenen  andererseits  ent- 
stehen. Die  Behandlung  dieser  wohl  schon  wiederholt  unter- 
suchten Probleme  bildet  den  für  Mathematiker  interessanteren 
Teil  der  Abhandlung.  F.  K. 
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K.  Haesuler.     Berechnung  des  Tangentialgelenkes  und 
der  Rollen  eines  Kipplagers.      Wochenbl.  für  Bauk.    viii. 

248-251. 

Es  ist  dieselbe  Aufgabe  der  Elasticitätstheorie  wie  in  der 
Abhandlung  des  Herrn  v.  Willmann,  welche  hier  unter  gewissen 
vereinfachenden  Voraussetzungen  gelöst  und  auf  die  im  Titel 
bezeichnete  Frage  der  Technik  angewandt  wird.  F.  K. 


F.  Stbiner.       Theorie    statisch    unbestimmter    Systeme 
unter      Berücksichtigung      der      Anfangsspannungen. 

Z.  Oestr.  Arch.  u.  Inj^.  XXXVllI.  179-182. 

Obgleich  in  einem  elastischen  Systeme  durch  schon  vor- 
handene Belastungen  Formänderungen  auftreten,  berechnet  man 
gewöhnlich  die  Spannungen,  welche  eine  neue  hinzutretende  Be- 
lastung hervorruft,  so,  als  ob  keine  Formänderungen  vorhanden 
wären.  Der  Verfasser  sucht  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  dass 
dieses  Verfahren  unter  Umständen  zu  Resultaten  führen  könne, 
welches  von  richtigen  Ergebnissen  zu  weit  diflferire.  Referent 
muss  gestehen,  dass  er  sich  mit  den  Ausführungen  des  Herrn 
Verfassers  nicht  in  Uebereinstimmung  befindet.  Man  erlaubt 
sich  jenes  Verfahren  in  der  Voraussetzung,  dass  die  mit  dem- 
selben verbundenen  Fehler  nicht  grösser  sind,  als  die  mit 
den  elastischen  Grundgesetzen  verbundenen,  welche  die  Span- 
nungen als  lineare  Functionen  der  Dilatationen  der  elastischen 
Körper  erklären.  Will  Herr  Steiner  den  Einfluss  der  Deforma- 
tionen auf  die  statischen  Beziehungen  nicht  vernachlässigen,  so 
darf  er  consequenter  Weise  die  Spannungen  nicht  mehr  als 
lineare  Functionen  der  Deformationen  ansehen.  Ausserdem 
scheint  uns,  dass  Herr  Steiner  bei  Durchführung  seines  Beispiels 
Vernachlässigungen  begeht,  die  einer  Rechtfertigung  bedurft 
hätten.  F.  K. 

H.  Müller- Breslau.      Zur  Theorie  der  Biegungsspan- 
nungen in  Fachwerkträgern.  HaDnöv.  Zeitschr.  xxxu.  399-404. 

62* 
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Es   handelt   sich   um  Fach  werke   mit  festen   Knotenpunkts- 
verbindAingen  und  zwar  speciell  um  die  Biegungsmomente,  welche 
durch    die   letzteren   in    den    Enden   der    einzelnen   Stäbe    her- 
vorgerufen   werden.     Wird    ein    Fachwerk   der    eben    beschrie- 
benen Art   in   irgend   einer  Art  belastet,    so  verbiegen  sich  die 
einzelnen  Stäbe  derartig,    dass  die  Tangenten  in  einem  Knoten- 
punkte an  zwei  verbogenen  Stäben  nach  der  Deformation  gerade 
den  Winkel  einschliessen,  welchen  die  Stäbe  vor  der  Deforma- 
tion mit  einander  bildeten;  dagegen  erfahren  die  Winkel  eines 
durch  drei  Knotenpunkte  als  Ecken  bestimmten  Dreiecks  Aende- 
rungen.    Zunächst  werden  diese  Winkeländerungen  in  bekannter 
Weise   als  Functionen    der  in  den  Seiten  herrschenden  und  als 
bekannt  vorausgesetzten  Spannungen  dargestellt,  dann  aber  auch 
als  Functionen  der  sechs  zu  dem  Dreieck  gehörenden  Biegungs- 
momente   in    den    Stabenden    bestimmt.     Man   erhält  also    für 
jedes  Dreieck  drei  Relationen  zwischen  den  fraglichen  Momenten. 
Im  §  2  wird  gezeigt,    wie   man    durch    wiederholte  Anwendung 
dieser  Relationen  und  des  Satzes,  dass  die  Summe  der  zu  einem 
Knotenpunkte  gehörenden  Momente  gleich  Null  ist,  die  Biegungs- 
spannungen für  ein  einfaches  Fachwerk  von  gegebener  Belastung 
bestimmen  kann.     Die  Rechnung  wird  an  einem  Zahlenbeispiel 
vollständig  durchgeführt.     Wie  die  Aufgabe  für  bewegte  Lasten 
zunächst  angenähert  zu  lösen  sei,  wird  angedeutet  und  dann  im 
§  3   die  Bestimmung  der  Biegungsmomente   für  bewegte  Lasten 
genau   durchgeführt.      Der   §  4   giebt   die  Anweisung  zu   einer 
graphischen  Lösung  der  besagten  Aufgabe,  welche  der  Verfasser 
selbst  übrigens  für  weniger  vorteilhaft  hält,  als  die  in  den  ersten 
§§  auseinandergesetzte  rechnerische  Lösung  der  Aufgabe. 

F.  K. 


L.  Dyrssen.     ErmittluTig  von  Futtermauerquerschnitten 
uiit  gebogener  oder  gebrochener  vorderer  Begrenzungs- 

linie.      Z.  f.  Bauwesen.  XXXVI.  127-130,  389-392. 

Es  wird  ein   Näherungsverfahren  für  die  Bestimmung  von 
Futtermauern  angegeben,  bei  welchen  die  Stützlinie  nahezu  mit       ^ 
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der  Linie  zusammeDfäUt,   welche  die  horizontalen  Fugen  nach 
dem  Verhältnis  1  : 2  teilt.  F.  K. 


G.  MocH.     Des  canons  k  fils  d'acier.     Rev.  d'Art.  xxviii. 

48-7Ö,  147-161,  256-276,  369-388,  553-579. 

Die  Festigkeit  und  Dauerhaftigkeit  des  Geschützrohres  wird 
bekanntlich  dadurch  erhöht,  dass  es  mit  aufgepressten  Ringen 
umgeben  wird.  Der  Gedanke,  diese  Ringe  durch  eine  Um- 
wickelung  aus  Stahldrähten  zu  ersetzen  und  dadurch  eine  noch 
grössere  Widerstandsfähigkeit  der  Kanonen  zu  erzielen,  ist  an 
verschiedenen  Stellen,  wie  es  scheint,  unabhängig  von  einander 
entstanden.  Woodbridge  tibergab  dem  Ordnance  Department 
der  Vereinigten  Staaten  von  Nordamerika  1850  eine  eiserne 
Kanone,  die  mit  Reifen  aus  Eisendrabt  versehen  war.  Kurz 
nachher  stellte  der  englische  Ingenieur  J.  A.  Longridge,  in  den 
Rechnungen  von  Ch.  Brooks  untersttitzt,  seit  1855  eine  Reihe 
von  Untersuchungen  über  die  Wirksamkeit  von  Drahtumwicke- 
lungen an  (Vgl.  die  „Minutes  of  Proceedings  of  the  Institution 
of  civil  Engineers**  von  London  XIX  (1860),  LVI  (18710,  LXXVI 
(1884)).  Um  die  von  ihm  ohne  Erfolg  empfohlene  Construction 
in  weiteren  Kreisen  bekannt  zu  machen,  hat  er  dann  1884  bei 
Spon  in  London  das  umfangreiche  Werk  veröffentlicht:  „A 
Treatise  on  the  applieation  of  wire  to  the  Construction  of  Ord- 
nance^, welches  mit  der  mathematischen  Theorie  der  Draht- 
spannung beginnt.  Armstrong  in  Woolwich  hat  sich  gegen  die 
Arbeiten  seines  Landsmannes  ablehnend  verhalten,  wie  Hr.  Moch 
glaubt,  aus  piincipieller  Abneigung  gegen  die  Theoretiker.  In 
Frankreich  endlich  hat  der  Artillerie- Hauptmann  Schultz,  ohne 
die  Arbeiten  von  Longridge  zu  kennen,  seit  1871  Kanonen  ver- 
fertigt, welche  mit  Stahldraht  unter  hoher  Spannung  umwickelt 
sind  und  welche  wiederholt  zu  mannigfachen  Versuchen  gedient 
haben.  Vor  der  VeröflFentlichung  des  Werkes  von  Longridge  ist 
jedoch  Schultz  gestorben,  und  Herr  Moch  übernimmt  es  jetzt, 
nach  mündlichen  Mitteilungen  und  bandschriftlichen  Notizen 
seines  ihm  vorgesetzt  gewesenen  Kameraden  die  Principien  be- 
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kannt  zu  geben,  welche  diesen  letzteren  bei  der  Construction 
der  Kanonen  im  allgemeinen  und  der  „Drahtkanonen"  im  beson- 
deren geleitet  haben.  Die  im  Bd.  XXVIII  der  Rev.  d'Art.  er- 
schienene Reihe  von  Artikeln  ist  noch  nicht  abgeschlossen.  So- 
wohl aus  diesem  Grunde  als  auch  wegen  des  grossen  Umfanges 
der  Arbeit  begnügen  wir  uns  mit  der  Wiedergabe  der  Titel  fllr 
die  einzelnen  Abschnitte. 

Erster  Teil.    Theorie  der  Drähte. 

I.  Grund  für  die  Verwendung  von  Drähten.  II.  Hinzu- 
tretende Vorteile  bei  der  Verwendung  von  Drähten.  III.  Gesetz 
der  Spannungen  nach  dem  Major  Clavarino.  Druck,  den  man 
einer  Röhre  auferlegen  kann.  IV.  Ueber  die  Anwendung  der 
Formeln  des  Generals  Virgile  auf  die  Drähte  und  über  die  bei 
den  Rechnungen  zu  befolgende  Methode.  V.  Formeln  für  den 
Widerstand  homogener  Röhren.  VI.  Bezeichnungen,  die  im  Ver- 
folge der  Rechnungen  benutzt  sind.  VII.  Berechnung  der  Span- 
nungen in  einer  theoretischen  Röhre.  VIII.  Berechnung  der 
Spannungen  in  einer  Kanone  mit  theoretischer  Umwickelung, 
wenn  die  Röhre  und  die  Drähte  denselben  Elasticitätsmodul 
haben.  IX.  Berechnung  der  Spannungen  in  einer  Kanone  mit 
theoretischer  Umwickelung,  wenn  die  Röhre  und  die  Drähte  ver- 
schiedene Elasticitätsmoduln  haben.  X.  Berechnung  des  Zu- 
standes  der  umwickelten  Kanonen  während  der  Ruheperioden. 
XL  Formeln  betreffs  der  Umwickelungen  bei  gleichförmiger  An- 
fangsspannung. XII.  Von  den  Umwickelungen,  bei  denen  die 
Verlängerung  der  Drähte  während  des  Schusses  gleichförmig 
ist.  XIII.  Annahme  des  Reissens  eines  Drahtes.  Die  der  Span- 
nung zu  gebenden  Aenderungen  im  Verlaufe  des  Auflegens  eines 
und  desselben  Drahtes.  XIV.  Rechnungsmässige  Bestimmung 
für  die  Dicke  der  Röhre  und  der  Umwickelung.  XV.  Besprechung 
der  vorangehenden  Formeln.  Lp. 
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G.     Capillarität. 
B.  Weinstein.     Untersuchungen  über  Capillarität,     (Ha- 

bilitationsschrift.)      Wiedemann  Ann.  XXVII.  544-584. 

Die  Theorie  der  Capillarität  ist  nicht  abgeschlossen.  Wenn 
man  auch  weiss,  welche  Annahmen  zur  Erklärung  der  hervor- 
ragendsten Erscheinungen  genügen,  so  reichen  dieselben  doch 
nicht  für  alle  Fälle  aus,  sie  erklären  namentlich  nicht  die  bei 
steigender  Temperatur  eintretenden  Veränderungen.  Die  Resul- 
tate der  verschiedenen  Bearbeitungen  der  Capillaritätstheorie 
scheinen  ferner  nicht  identisch  zu  sein.  Eine  Entscheidung  in 
dieser  Hinsicht  zu  treffen,  ist  der  Zweck  der  zunächst  vorliegen- 
den Abhandlung  des  Verfassers.  Weitere  experimentelle  und 
analytische  Untersuchungen  werden  in  Aussicht  gestellt. 

Die  angedeuteten  Verschiedenheiten  zeigen  sich  in  den 
AusdrQcken  für  die  Laplace'schen  Constanten  K  und  ff,  die  nach 
den  Untersuchungen  von  Laplace,  Poisson,  Gauss  und  Stahl 
immer  andere  werden.  Stahl's  Entwickelungen  werden  nicht  in 
Betracht  gezogen,  weil  sie  nicht  genügend  bekannt  gegeben  sind. 
Poisson's  Ausdrücke,  die  im  Sinne  der  Laplace'schen  Theorie  her- 
geleitet sind,  erscheinen  nach  den  hier  vorliegenden  Untersuchungen 
des  Verfassers  nicht  als  haltbar;  vielmehr  führt  auch  seine 
Methode,  correct  angewandt,  auf  die  Ausdrücke  von  Laplace, 
die  hier  übrigens  auf  andere  Weise  abgeleitet  sind  als  in  dessen 
eigenen  Untersuchungen.  Dieselben  Ausdrücke  erhält  man,  wie  die 
Abhandlung  weiter  zeigt,  wenn  man  die  Laplace'schen  Constanten 
ermittelt  mit  Hülfe  des  Gauss 'sehen  Potentials  einer  Flüssigkeit 
auf  eins  ihrer  Elemente.  Andererseits  sind  diese  Constanten 
nicht  identisch  mit  denen  von  Gauss;  sie  ergeben  sich  aus  den 
letzteren  erst,  wenn  man  besondere  Annahmen  über  die  Molecular- 
kräfte  macht.  Es  erhellt  daraus,  dass  die  Constanten  von  Gauss, 
welche  auch  die  physikalisch  klare  Bedeutung  von  Arbeiten  haben, 
den  Vorzug  verdienen.  Die  Laplace'schen  Ausdrücke,  denen  van 
der  Waals  neuerdings  die  Bedeutung  der  Gauss'schen  beizulegen 
versucht  hat,  gelten  nur  unter  beschränkenden  Voraussetzungen; 
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und   die   geniale  Theorie   von  Gauss    ist  es,    welche   man    für 
weitere  Untersuchungen  über  Capillarität  zu  Grunde  zu  legen  hat. 

Sbt 


R.  EöTVös.     üeber  den  Zusaramenhang  der  Oberflächen- 
spannung   der    Flüssigkeiten    mit    ihrem    Molecular- 

volumen,       Wiedemann  Ann.  XXVII.  448-459. 

Der  Verfasser  beschreibt  zunächst  eine  schon  früher  in  den 
„Müegyetemi  Lapok^  (Budapest  1875)  von  ihm  mitgeteilte 
Keilexionsmethode,  nach  welcher  er  die  Capillaritätsconstanten 
bestimmt,  und  die  besondere  Vorteile  gewährt:  Dadurch,  dass 
Messungen  an  Flüssigkeiten  in  zugeschmolzenen  Glasgefässen 
vorgenommen  werden  können,  wird  namentlich  eine  ausgezeich- 
nete Constanz  der  Oberflächenspannung  erreicht;  die  Veränderung 
der  Capillaritätsconstante  konnte  bis  weit  über  die  Siedetempe- 
ratur hinaus  verfolgt  werden  (z.  B.  bei  Alkohol  bis  236^),  auch 
für  condensirte  Gase  Hess  sich  der  Wert  derselben  bestim- 
men; u.  s«  w. 

Um  nun  einen  Zusammenhang  zwischen  der  Oberflächen- 
spannung nnd  dem  Molecularvolumen  der  Flüssigkeiten  zu  be- 
gründen, vergleicht  der  Verfasser  die  Körper  wie  van  der  Waals 
in  übereinstimmenden  Zuständen,  definirt  letztere  jedoch  anders 
als  jener.  Wenn  bei  „einfach  zusammengesetzten^  Flüssigkeiten, 
d.  h.  bei  solchen,  deren  Molecüle  mit  denen  ihres  Dampfes  gleiche 

Masse   haben,    der  Quotient  —  aus  dem  Molecularvolumen  der 

u 

Flüssigkeit  und  dem  des  gesättigten  Dampfes  für  zwei  ver- 
schiedene Körper  bei  den  entsprechenden  Temperaturen  T,  und  T, 
denselben  Wert  hat,  so  sind  dieselben  ähnlich  zusammengesetzt. 
Dieselben  befinden  sich  dann  auch  im  Sinne  von  van  der  Waals  in 
übereinstimmenden  Zuständen,  wie  die  Gleichungen 


_^_2_    oder    -^  =  -^ 


zeigen.    Ans  der  Annahme,  dass  solche  Körper  auch  im  mecha- 
nischen Sinne   ähnlich  seien,   nämlich   bezüglich   der   zwischen 
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ihren  entsprechenden  Teilen  wirkenden  Kräfte  und  deren  Energien, 
werden  dann  Folgerungen  gezogen,  von  denen  die  wichtigste 
diese  ist:  Ftlr  alle  einfach  zusammengesetzten  Flüssigkeiten  hat 

der  Quotient  --T-(at?^),  wo  a  die  Oberflächenspannung  bedeutet, 

denselben  von  der  Temperatur  unabhängigen  Wert  (wenigstens 
innerhalb  gewisser  Temperaturgrenzen).  Zur  experimentellen 
Prüfung  wurden  des  Verfassers  eigene  Beobachtungen  und  die 
von  Schiff  an  160  verschiedenen  Flüssigkeiten  benutzt.  Es 
ergab  sich  eine  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  Ausnahme 
des  Wassers,  der  Alkohole  und  der  Fettsäuren,  woraus  zu 
folgen  scheint,  dass  diese  Flüssigkeiten  innerhalb  der  unter- 
suchten Temperaturgrenzen  nicht  einfach  zusammengesetzt,  son- 
dern dass  ihre  Molecüle  Vielfache  der  dampfbildenden  Mole- 
cüle  sind  und  bei  höheren  Temperaturen  eine  Zerlegung  er- 
fahren. Sbt. 


K.  Fuchs,     üeber  den  Randwinkel  einander  berührender 

Flüssigkeiten.       Wiedemann  Adu.  XXIX.  140-152. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  dem  Gedanken,  dass  bei  der 
Bildung  von  freier  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  Arbeit  geleistet 
wird,  indem  Binnenmolecüle  in  Grenzhautmolecüle,  also  gesät- 
tigte in  ungesättigte,  verwandelt  werden.  Diese  Arbeit  lässt 
sich  auf  doppelte  Weise  ausdrücken:  sie  ist  für  die  Flächenein- 
heit gleich  c,  wenn  man  sich  die  Oberfläche  durch  Zerreissen 
einer  Flüssigkeitsmenge  gebildet  denkt,  und  andererseits  gleich 
p.l,  wo  p  die  Oberflächenspannung  ist,  wenn  man  sich  die 
Längeneinheit  des  Randes  um  die  Längeneinheit  hinausgeschoben 
denkt.  Die  Entsättigungsarbeit  für  die  Flächeneinheit  (c)  ist 
also  gleich  der  Spannung  der  Oberflächeneinheit  (p).  Auf  Grund 
entsprechender  Betrachtungen  für  zwei  Flüssigkeiten  werden  nun 
Formeln  entwickelt,  welche  die  bei  der  Berührung  mehrerer 
Flüssigkeiten  auftretenden  Erscheinungen  zum  Ausdrucke  bringen. 

Sbt. 
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G.  Van  der  Mensbrugghe.    Sur  Tinstabilit^  de  l'equilibre 
de    la    couche    superßcielle     d'un    liquide.       (Premiere 

partie.)     Belg.  Boll.  (3)  XI.  341-355.  (2«  partie.)     Belg.  Bull.  (3)  XII. 
623-643. 

Eine  freie  Flüssigkeitsmasse  mit  frisch  entwickelter  Ober- 
fläche  ist  als  eine  Vereinigung  von  Molekeln  anzusehen,  welche 
vibrirende  Bewegungen  ausführen  und  deren  mittlere  Abstände 
von  der  äusseren  Oberfläche  bis  zu  einer  Tiefe  hin  abnehmen, 
die  d^m  fiadius  der  Wirkungssphäre  der  Molecularattraction 
gleichkommt.  Die  Temperatur  nimmt  von  der  Oberfläche  bis  zu 
dieser  Tiefe  zu. 

Der    zweite  Teil    der   Arbeit    zerfällt    in    drei    Abschnitte, 

A.  Das  Vorhandensein  einer  für  eine  innere  gegebene  Tempe- 
ratur   jeder    Flüssigkeit    eigentümlichen    Oberflächenspannung. 

B.  Das  Vorhandensein  einer  zusammenziehenden  oder  aus- 
dehnenden Kraft  an  der  Berührungsfläche  einer  Flüssigkeit  und 
eines  festen  Körpers.  C.  Oberflächenspannung  an  der  gemein- 
samen Oberfläche  zweier  nicht  sich  mischenden  Flüssigkeiten. 

Mn.  (Lp,) 

J.  Delsaux.    Sur  la  tension  superficielle  dans  la  thdorie 

de  la  capillaritö.     Brux.  S  sc.  X  B.  43-74. 
Ph.  Gilbert.     Analyse.     Brnx.  ö.  ec.  xa.  53. 

Die  Theorie  von  Laplace  und  Gauss,  welche  nur  mechanische 
Fernewirkungen  in  Betracht  zieht,  genügt  zur  Erklärung  aller 
Capillar-Erscheinungen.  Ferner  führt  diese  Theorie  zur  Betrach- 
tung von  Kräften,  welche  den  fictiven,  bei  der  Hypothese  der 
Oberflächenspannung  gebrauchten  Kräften  äquivalent  sind.  In 
der  Praxis  kann,  besonders  bei  Aufgaben  über  das  Gleichgewicht, 
die  Anwendung  dieser  fictiven  Kräfte  nichts  desto  weniger  sehr 
nützlich  sein.  Mn.  (Lp.) 

A.  W.  Reinold    and    A.  W.  Rücker.      On  the  relation 
between    the    thickness    and    the    surface    teusion    of 

liquid   films.     Lond.  R.  S.  Proc.  XL.  441-445,  Lond.  PhU.  Trans. 
CLXXVIl.  627-684.  Cly. 
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A.  W.  RocKKR.      On    the    critical    curvatuie    of   liquid 
HUrfaces  of  levolution.     Nato«,  xsxiv.  510. 
Bericht  tlber  eioen  Vortrag  vor  der  British  AsaoeiatioD. 

Lp. 
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A.     Akustik. 

P.  Starke,     Die  Messung  von  Schallstärken.     Uibb.  Leip- 
zig-*is.  

G.  A.  Hirn.  Lettre  .'i  M.  Liagre.  Belg.  Bull.  (3)  xi.  131-135. 
Berichtigung  zu  S.  Ib2  eiuer  von  Hrn.  Hirn  in  Bd.  XLVI 
der  Belg.  Mein,  veröffentlichten  Abhandlung.  Die  Schall- 
geschwindigkeit kann  nicht  eiue  Function  der  Scballstärke  sein; 
denn   sonst    w&re   ein  Zusammenspiel    in  der  Musik  unmöglich. 

Mn.  (Lp.) 

W.    ElsAsser.       Ueber    Transversalschwingungen     von 
Röhren.      Dise.  Marburg,  34  S.  i". 
jteferat  in  Wiedemann  Beibl.  XI.  14-15.  Lp. 

R.  Gerhardt.     Ueber  die  Rohrflöle,  ein  Pft 

der  Orgel.  WiedemanD  Ann.  (2)  XXTII!.  281-305. 
An  eine  experimentelle  Untersuchung  der  TÖt 
nannten  Rohrflöten,  d.  b.  derjenigen  gedeckten  Pfeil 
Deckel  ein  engeres  Ansatzröhrcben  eingefügt  ist, 
Verfasser  eine  Theorie  der  Schwingungen  derart 
Diese  Theorie  ist  im  wesentlichen  eine  Reproducti^ 
Bourget  angestellten,    in    den  F.  d.  M.    VIL    1875. 
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chenen  Untersuchung  und  unterscheidet  sich  von  letzterer  da- 
durch, dass  eine  der  Grenzbedingungen  hier  eine  andere  wird. 
Die  zu  behandelnde  Aufgabe  ist  folgende:  Es  sollen  die  Ge- 
schwindigkeitspotentiale 9),  (p*  fUr  beide  Röhren  so  bestimmt 
werden,  dass  sie  der  Gleichung 

ÖV  ,  ö'op 


genügen,  dass  für  die  beiden  Enden  der  Doppelröhren  keine 
Dichtigkeitsänderungen  eintreten,  dass  ferner  an  der  Stelle,  wo 
beide  zusammenstossen,  die  Dichtigkeitsänderungen  beider  ein- 
ander gleich  sind,  dass  endlich  an  der  Ansatzstelle  durch  den 
Querschnitt  beider  Röhren  in  jedem  Zeitteiichen  dieselbe  Luft- 
menge  hindurchgeht.  Diesen  Bedingungen  genügen  die  parti- 
culären  Lösungen: 

.j.  i(p  =  A  ün(px)  cos(paO  [1  -  cotg(pOtgp (/+/')], 

"^  \(f*=  A  sin(pa?)  cos(pa/)  [1  —  cotg(px)tgp (/-}-/')], 

wobei  p  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 

C'i)       -^tg(pO=-tg(pO 

ist.  /,  /'  sind  die  Längen,  g,  q^  die  Querschnitte  beider  Röhren. 
Die  allgemeine  Lösung  erhält  man,  wenn  man  in  (I)  die  ver- 
schiedenen Wurzeln  von  (2)  einsetzt  und  dann  summirt.  Der  Ver- 
fasser hat  nun  die  Wurzeln  von  (2)  für  gegebene  Zahlenwerte  von 
9,  q'  i,  l'  durch  ein  graphisches  Verfahren  berechnet  und  dadurch 
für  verschiedene  Doppelröhren  sowohl  die  Höhe  des  Grundtons 
ermittelt,  als  die  Höhe  der  ersten  mitklingenden  Töne  und  mit 
letzteren  die  Klangfarbe  der  Pfeife;  übrigens  sieht  man  leicht, 
dass  die  Obertöne  zum  Grundton  nicht  harmonisch  sind.  Weiter 
wird  noch  der  Fall  besprochen,  wo  die  Ansatzröhre  geschlossen 
statt  offen  ist.  Dagegen  ist  der  Verfasser  auf  die  Bestimmung 
der  Constanten  der  allgemeinen  Lösung  aus  dem  Anfangszustande 
nicht  eingegangen,  hat  also  in  mathematischer  Hinsicht  das 
Problem  nicht  so  weit  durchgeführt  wie  Bourget.  Wn. 


J.  Lahr.      Die  Grassmann'sche   Vocaltbeorie    im   Lichte 

d^S   Experiments.     Wiedemann  Aon.  (2)  XXVIU.  91-119. 


Capitel  2.    Akastik  und  Optik.  9g9 

Um  festzustellen,  durch  welche  Obertöne  die  einzelnen  Vo- 
cale  charakterisirt  sind,  werden  die  Eindrücke,  welche  man  für 
die  Vocale  auf  dem  Stanniol  des  Phonographen  erhält,  durch 
einen  geeigneten  Apparat  in  vergrössertem  Massstabe  als  Curven 
auf  Papier  übertragen.  Es  werden  dann  diejenigen  Ordinaten 
einer  solchen  Curve  gemessen,  deren  Fusspunkte  die  Abscisse 
einer  Periode  in  n  gleiche  Teile  teilen;  und  daraus  werden  dann 
die  Coefficienten  der  den  betreffenden  Ton  darstellenden  Fourier*- 
sehen  Reihe  berechnet.  Die  Besprechung  der  experimentellen 
Resultate  der  Arbeit  ist  nicht  Aufgabe  des  Jahrbuchs. 

Wn, 


B.    Theoretische  Optik. 

H.  A.  LoRENTZ.     Ovar  den  invloed,   dien   de  beweging 
der  aarde  op   de  Hchtverschijnselen   iutoefent.       Amst. 

Versl.  eo  Meded.  II.  (3)  297-372. 

H.  A.  LoRENTZ.     De  Tinfluence    da    mouvement    de   la 
terra  sur  les   ph^nomfenes  lumineux.      N6erl.  Arch.  xxi. 

103-176. 

« 

Wie  der  Titel  angiebt,  bespricht  diese  Abhandlung  den  Ein- 
fluss,  welchen  die  Bewegung  der  Erde  auf  die  Lichterscheinungen 
ausübt.  Vor  allem  wird  die  Frage  behandelt,  ob  die  Abberration 
des  Lichtes  mit  der  Undulationstheorie  in  Uebereinstimmung  zu 
bringen  sei.  Eingeleitet  wird  sie  durch  eine  Erörterung  der  Unter- 
suchungen, die  über  den  Gegenstand  bereits  angestellt  sind  und 
sich  auf  FresneFs  Theorie  stützen;  so  werden  die  Resultate,  welche 
Stokes,  Hoek,  Veltman  und  Ketteier  erhalten  haben,  beleuchtet 
und  mit  einander  verglichen.  Diese  Untersuchung  benutzt  der  Ver- 
fasser, um  eine  Theorie  der  Aberration  und  der  damit  zusammen- 
hängenden Erscheinungen  aufzustellen,  welche,  aus  der  modi- 
ficirten  Theorie  von  Stokes  entstanden,  jene  von 
einen  besonderen  Fall  enthält. 
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Dabei  wird  angenommen,  dass  der  Aether,  der  die  Erde 
umgiebt,  iu  Bewegung  ist  in  einer  Weise,  die  bis  auf  die  An- 
nahme, dass  ein  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  ist,  unbe- 
stimmt gelassen  werden  kann. 

Besteht  irgendwo  eine  relative  Bewegung  des  Aethers  gegen 
die  Erde,  so  wird  angenommen,  dass  in  durchsichtigen  ponde- 
rablen  Stoffen  der  freie  zwischen  ihren  MolecQleu  vorhandene 
Aether  an  der  relativen  Bewegung  Teil  nimmt,  so  dass  innerhalb 
und  ausserhalb  eines  solchen  Stoffes  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  des  Aethers  durch  dieselbe  continuirliche  Function  der  Coordi- 
naten  dargestellt  werden  kann,  und  dass  auch  das  Geschwindig- 
keitspotential eine  continuirliche  Function  ist.  In  betreff  der  un- 
durchsichtigen Körper  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  der  Aether 
sich  in  denselben  ebenso  wie  in  den  durchsichtigen  Stoffen  ver- 
hält, ausserdem  aber  auch,  dass  er  hinsichtlich  der  MolecQle  der 
undurchsichtigen  Körper  in  Ruhe  ist.  Endlich  wird  noch  eine 
Voraussetzung  gemacht  in  betreff  der  Art,  auf  welche  sich  in 
einem  ponderablen  Stoff,  durch  welchen  der  Aether  sich  bewegt, 
das  Licht  fortpflanzt  Sie  ist  allgemeiner  als  die  von  Fresnel, 
die  sie  als  einen  besonderen  Fall  enthält.  Aus  diesen  Annahmen 
werden  dann  die  Aberration  und  andere  damit  zusammenhän- 
gende Erscheinungen  erklärt.  Die  Bearbeitung  ist  sehr  eingehend, 
aber  stets  klar  und  durchsichtig.  Die  Resultate  werden  mit  denen 
anderer  Forscher  wie  Klinkerfues,  Airy,  Ketteier,  Hoek,  Respighi 
verglichen.  Auch  die  Versuche  von  Arago,  Fizeau,  Babinet  und 
Michelson  werden  einer  theoretischen  Untersuchung  unterworfen 
und  mit  der  Hypothese  des  Verfassers  in  Verbindung  gebracht, 
wodurch  sie  auf  die  einfachste  Weise  erklärt  werden.      G. 


DE  CoLNKT  d'Huart.    Nouvclle  th^orie  servant  k  calculer 
le  raouvement  de  la  liimifere  dans   les   cristaux   birö- 

fringentS    symdtriques.       Luxemburg.    V.  Bück.  48  S.  8°. 
Referat  in  Wiedemann  Beibl.  XI.  46.  Lp. 
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En.  Salles.     Theorie   de  la  double   r^fraction.     Toolouae 

M61D.  (8)  VIII.  130-154. 

Ein  Versuch,  die  Theorie  der  Doppelbrechung  möglichst 
elementar  darzustellen,  insbesondere  schwierigere  mathematische 
Entwickelungen  zu  vermeiden.  An  die  Stelle  der  Rechnung 
treten  teils  der  Erfahrung  entnommene  Httlfsannahmen,  teils  Be- 
trachtungen weniger  strenger  Art.  Es  werden  zunächst  die 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  elastischen  Kräfte  auf- 
gestellt und  die  Eigenschaften  des  Elasticitätseliipsoides  abge- 
leitet. Auf  die  elastischen  Bewegungsgleichungen  aber  geht  der 
Verfasser  gar  nicht  ein,  nimmt  vielmehr  an,  dass  die  bei  der 
Bewegung  des  Aethers  erregten  elastischen  Kräfte  der  Ver- 
rOckung  proportional  sind,  und  wendet  auf  diese  Kräfte  die 
Gleichgewichtsbedingungen  an,  wodurch  er  auf  das  Fresnersche 
Ellipsoid  geführt  wird.  Dann  werden  die  weiteren  Annahmen 
hinzugefügt,  dass  in  dem  elastischen  Medium  sich  transversale 

■%rE 

Wellen  fortpflanzen,  deren  Geschwindigkeit  fr=  ^—  ist,  und 

dass  die  Elasticitätsconstante  E  sich  mit  der  Richtung  ändert, 
für  jede  Richtung  aber  einen  constanten  Wert  hat.  Mit  Hülfe 
dieser  Annahmen  ergeben  sich  dann  die  Hauptthatsachen  der 
Doppelbrechung  aus  der  Betrachtung  des  Fresnerschen  Ellipsoids. 
Die  Ermittelung  der  Wellengeschwindigkeitsfläche  erfordert 
wiederum  Hülfsbetrachtungen,  die  mathematisch  nicht  völlig 
streng  sind.  Wn. 


E.  Beltrami.     Sulla  teoria  delle  onde.      Lomb.  ist.   Reod. 

(2)  XIX.  424-435. 

Bei  der  Ableitung  der  Gesetze  der  Doppelbrechung  aus  den 
Gleichungen  der  Elasticitätstheorie  verfährt  Herr  F.  Neumann 
(Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Elasticität,  herausgegeben 
von  0.  E.  Meyer,  Leipzig  1885)  folgendermassen.  Die  Gleichung 
dritten  Grades,  welche  sich  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer  das  Medium  durchziehenden,  ebenen  Welle  ergiebt,  zerfällt 
fUr  den  Fall,  dass  die  Wellennormale  in  einem  Hauptschnitt  des 
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ErystalU  liegt,  in  eine  lineare  und  eine  quadratische  Gleichung. 
Damit  die  letztere,  aus  welcher  die  Geschwindigkeit  der  longi- 
tudinalen  und  einer  der  transversalen  Wellen  folgt,  wiederum 
in  zwei  lineare  Factoren  zerfalle,  müssen  zwischen  den  sechs 
Constanten  der  elastischen  Gleichungen  drei  Relationen  bestehen 
[die  Relationen  (9)  p.  234].  Diese  Relationen  wendet  nun  Herr 
Neumann  nicht  direct  an,  sondern  verbindet  mit  ihnen  die 
weitere  Annahme,  dass  die  Differenzen  der  Quadrate  der  übrig 
bleibenden  Constanten  vernachlässigt  werden  können-,  eine  An- 
nahme, die  darauf  hinauskommt,  dass  das  Medium  nahezu  isotrop 
ist.  Daraus  ergiebt  sich  dann,  dass  auch  für  eine  beliebige  Lage 
der  Wellennormale  aus  der  Gleichung  dritten  Grades  sich  ein 
linearer  Factor,  und  zwar  der  auf  die  longitudinale  Welle  be- 
zügliche, absondert,  während  der  übrigbleibende  quadratische 
Factor  die  Fresnerschen  Gesetze  ergiebt.  Man  erkennt  aus  der 
eben  skizzirten  Darstellung  nicht,  welchen  £ffect  die  oben  er- 
wähnten Relationen  zwischen  den  Constanten  für  sich  allein  haben, 
und  wozu  die  weitere  Annahme  über  die  Grösse  dieser  Con- 
stanten dient.  Das  zu  untersuchen  ist  der  Zweck  des  vorliegen- 
den Aufsatzes. 

Herr  Beltrami  geht  in  demselben  von  dem  folgenden  Aus- 
druck des  elastischen  Potentials  für  ein  Medium,  das  drei  ortho- 
gonale Symmetrieaxen  besitzt;  aus: 

^[Aa'+Bß'+Cy'+2A'ßy+2B'ya+2C'aß+A"V+B''fi'  +  C'v'l 

wobei  a,  /9,  y  die  Dilatationen,  A,  /u,  v  die  Gleitungen  be- 
zeichnen. .  Von  den  hieraus  folgenden  Formeln  gelangt  man  zu 
den  Neumann 'sehen,  wenn  man  -A'  =  /t"  =  o,  B*  =  Ä"  =  6, 
C'  =z  C*'  =  c  setzt.  Damit  nun  für  eine  in  einem  Hauptschnitt 
liegende  Wellennormale  die  longitudinale  Welle  sich  absondert, 
müssen  zwischen  den  obigen  neun  Constanten  drei  Gleichungen 
bestehen,  deren  erste 

(1)        (B^A"XC-Ä")  =  (A'  +  A'y 

ist.  Doch  genügen  diese  Relationen  für  sich  allein  noch  nicht, 
um  die  Absonderung  der  longitudinalen  Welle  auch  bei  allge- 
meiner Lage  der  Wellennormale  zu  bewirken.    Dazu  ist  vielmehr 
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noch  die  weitere  Beziefaung 

(2)  (A~C"XB-C"XC~B")  =  (A-B"XB-C"XC-A") 
nAtig.  Durch  Umformung  derselben  ergiebt  sieb,  falls  man  noch 
A'  =  A",  B'  =  B",  C  =  C"  setzt,  dass  zwei  der  Constanten 
A",  B",  C"  gleich  sein  mflssen.  Um  diese  EinachrÄnkuDg  zu 
Termeiden,  muss  mao  mit  Nenmann  das  Mittel  als  nahezu 
homogen,  d.  h.  die  Differenzen 

B-C,     C-A,     A  —  B,     B"-C",     C"~A",    A"  -  B" 
als  so  klein  annehmen,  dass  ihre  Quadrate  TernachUssigt  werden 
können.    Bei  dieser  Vemachlftssigung  ist  die  Gleichung  (3)  von 
selbst  erfttllt. 

Weiter  werden  nun  die  FreBDel'Bchen  Gesetze  fQr  die  Ge- 
seh  wind  igkeiten  der  transversalen  Wellen  abgeleitet.  Die  mathe- 
matisch sehr  elegante  Darstellung  unterscheidet  sich  von  der 
Neumann 'sehen  einmal  durch  Beibehaltung  aller  neun  obigen 
Constanten  [natürlich  mit  Berücksichtigung  der  Relationen  (I)], 
sodann  aber  dadurch,  dass  Herr  Beltrami  sieh  lediglich  auf  die 
Umformung  der  Gleichung  des  Fortpflanzungsellipsoids  sttltzt, 
d.h.  desjenigen,  dessen  Axen  durch  dieselbe  Gleichung  dritten 
Grades  bestimmt  werden,  wie  die  Geschwindigkeiten  der  zu  einer 
gegebenen  Normale  gehörigen  Wellen.  Jenes  Ellipsoid  wird 
durch  Einführung  neuer  Constanten  an  Stelle  der  ursprünglichen 
auf  die  Form  gebracht: 

BCx*  +  y'-\-i')~a{m>-nyy-ß(nx—lsy-y(t!,~mxy  =  I. 

Wenn  durch  den 
Lticke  in  der  Neun 
erfährt  die  letztere  < 
gleich  auf  das  Wes 
Schluss  weist  Herr  '. 
der  Redaction  der  ^ 


E.  Jablonski.     Si 

441-466. 
Der  Verfasser 
den  Biniluss  der  pon 
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[cf.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  893-898]  durch  Aufstellaog  einer  Re- 
flexionstheorie. Zur  Durchführung  gelangt  nur  der  Fall  des 
Uebergangs  des  Lichtes  aus  einem  isotropen  Medium  in  ein 
anderes  längs  einer  ebenen  Trennungsfläche.  Die  Grenzbedin- 
gungen werden  aus  dem  vollständigen  Princip  der  Continuität 
hergeleitet  (Gleichheit  der  YerrQckuugen  und  ihrer  Ableitungen 
nach  der  Normale  der  Grenzfläche),  und  ausserdem  wird  noch 
das  Princip  der  lebendigen  Kraft  herbeigezogen.  Um  zu  zeigen, 
in  welcher  Weise  das  geschieht,  fuhren  wir  die  Resultate  für 
ebene  Wellen,  deren  Schwingungsrichtung  senkrecht  zur  Einfalls- 
ebene  ist,  hier  an.  Es  seien  B,  B\  B^  die  Amplituden  der  ein- 
fallenden, reflectirten  und  gebrochenen  transversalen  Welle  [longi- 
tudinale  Schwingungen  entstehen  bei  der  angenommenen  Scbwin* 
gungsrichtung  nicht],  a  der  Einfalls-,  a,  der  Brechungswinkel, 
l  und  l^  die  Wellenlängen,  d  und  d'  die  Aetherdichtigkeiten  in 
beiden  Medien,  so  ergeben  die  Continuitätsbedingungen : 

B  —  B'  =  B, 


(1) 


'I» 


'  '  L    cosof 


und  zwar  gelten  diese  Gleichungen  unabhängig  von  jeder  An- 
nahme über  die  Abhängigkeit  zwischen  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit und  Aetherdichtigkeit,  sowie  tlber  das  Gesetz  der  Kraft- 
Wirkung  zwischen  den  Teilchen.    Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt 

(2)         BUdcosa  =  B"Wcosa  +  *!  Ti"""^  '  '''i*'  ^»«n 
eine  Gleichung,  die,  wenn 

gesetzt  wird,  aussagt,  dass  die  lebendige  Kraft  der  einfallenden 
Welle  gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  reflectirten 
und  der  gebrochenen  Welle  sein  würde,  falls  die  Amplitude  der 
letzteren  gleich  6^  wäre.  Verlangt  man  nun,  dass  die  Amplitude, 
welche  die  gebrochene  Welle  an  der  Trennungsfläche  besitzt, 
auch  beim  weiteren  Eindringen  dieser  Welle  in  das  zweite  Me- 
dium erhalten  bleibt,  so  mOsste 
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6.  =B.,    d.h.  -^ff  =  l 

seiD.  Die  BrechuDgsiDdices  beider  Medien  mfissten  also,  wie  es 
das  Fresnel'scbe  Gesetz  verlangt,  den  Quadratwurzeln  aus  den 
betreffenden  Aetherdichtigkeiten  proportional  sein.  Die  Gültig- 
keit dieses  Gesetzes  würde  aber,  auf  die  Theorie  des  Verfassers 
angewandt,  zu  der  unzulässigen  Folgerung  führen,  dass  die  Wir- 
kung zwischen  zwei  Aetherteilchen  dem  Quadrat  ihres  Abstandes 
direet  proportional  wäre.  Die  hier  hervortretende  Unvereinbar- 
keit des  Fresnerschen  Gesetzes  mit  seinen  eigenen  Grund- 
ansehauungen  führt  den  Verfasser  nicht  zu  einer  Modification 
der  letzteren,  sondern  zur  Verwerfung  des  Fresnerschen  Gesetzes, 
das,  wenn  in  aller  Strenge  gültig,  ja  auch  mit  der  Dispersion 
unvereinbar  wäre.  Er  schliesst  daher  aus  den  obigen  Formeln 
Folgendes.  Die  Gontinuitätsbedingungen  ergeben  zwar  die  Am- 
plitude Bj  der  gebrochenen  Welle  an  der  Trennungsfläche,  aber 
nicht  die  Amplitude,  mit  der  sich  letztere  weiter  im  Innern  des 
zweiten  Mediums  ausbreitet.  Um  letztere  zu  erhalten,  muss  man 
vielmehr  neben  dem  Princip  der  Continuität  noch  das  der  leben- 
digen Kraft  anwenden.  Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  der 
Uebergang  von  der  Amplitude  0,  zu  6,  vor  sich  gehen  soll,  spricht 
sich  der  Verfasser  nicht  aus,  so  dass  hier  eine  Unklarheit  bleibt. 
Abgesehen  von  dieser,  giebt  aber  auch  die  Benutzung  des  Satzes 
der  lebendigen  Eraft|  der  ja  nur  eine  Folge  der  übrigen  Bedin- 
gungen sein  sollte,  als  selbständige  Bedingung  neben  jener  zu 
Bedenken  gegen  die  Stichhaltigkeit  der  ganzen  Argumentation 
Anlass. 

Zu  analogen  Resultaten,  wie  sie  hier  für  die  Schwingungen 
senkrecht  zur  Einfallsebene  besprochen  sind,  führt  auch  der  Fall, 
wo  die  einfallende  transversale  Welle  in  der  Einfallsebene 
schwingt.  Hier  entstehen  neben  der  transversalen  noch  eine 
reflectirte  und  eine  gebrochene  longitudinale  Welle;  und  die 
Amplituden  der  beiden  gebrochenen  Wellen  sind  an  der  Grenz- 
fläche andere,  als  weiter  im  Innern;  letztere  ergeben  sich  erst 
aus  dem  Satze  der  lebendigen  Kraft. 

In  mathematischer  Hinsicht  geben  die  Entwickelungen,  die 

63* 
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in  bekaonter  Art  durchgeführt  werden,  zu  keinen  Bemerkungen 
Anlass.  Wn. 


K.  VonderMOhll.     üeber  Green's  Theorie  der  Reflexion 
und  Brechung  des  Lichtes.     Klein  Ann.  xxvil.  506-514. 

Der  Verfasser  bespricht,  ohne  irgend  welche  mathematischen 
Entwickelungen  zu  geben,   die  wesentlichsten  Punkte  der  von 
Green  in  den  Jahren  1837  und   1838  aufgestellten  Lichttheorie 
und   der   daran   anknüpfenden  Arbeiten   andrer  Autoren.     Jene 
Theorie  geht  von  den   Fresnerschen  Grundanschauungen   aus, 
wonach  der  Aether  in  den  verschiedenen  unkrystallinischen  Me- 
dien  gleiche   Elasticität,   aber   verschiedene  Dichtigkeit   besitzt, 
und  fuhrt  daher  auf  dieselben  Grenzbedingungen,  die  nach  Cauchy 
die  Continuität  der  Bewegung  bedingen.     Danach  müssten  bei 
der  Reflexion  longitudinale  Wellen  entstehen.    Um  diese  fortzu- 
schaffen, hatte  Cauchy  diejenige  Elasticitätsconstante  A^  von  der 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  ab- 
hängt,   als   negativ,    die    Fortpflanzungsgeschwindigkeit   dieser 
Wellen  damit  als  imaginär  angenommen.     Bei  einer  solchen  An- 
nahme aber  wttrde,  wie  Green  zeigt,  stabiles  Gleichgewicht  des 
Aethers  unmöglich  sein.     Green  ersetzt   daher  die  Cauchy'sche 
Annahme  durch  die  andre,  dass  A  einen  unendlich  grossen  posi- 
tiven Wert  habe.   Dadurch  gelangt  er  zu  wesentlich  anderen  End- 
formeln, wie  Cauchy;   und  zwar  stimmen  die  Green'schen  For- 
meln mit  dem  FresneFschen ,  also  auch  mit  der  Erfahrung  nur 
dann  angenähert  aberein,    wenn  das  Brechungsverhältnis  von  1 
wenig  verschieden,   d.  h.  die  Brechung  sehr  schwach  ist.    Ein 
späterer  Versuch  Green's,  eine  grössere  Annäherung  seiner  For- 
meln  an   die  Fresnel'schen   durch  Annahme   einer  Uebergangs- 
scbicht  zwischen  den  Medien  herzustellen,   ist  misslungen;   die 
betreffende  Rechnung  ist  fehlerhaft.     Dasselbe  gilt  von  der  Mo- 
dification    der    Green'schen    Formeln,    die    Haughton    gegeben; 
übrigens  stimmen  die  modificirten  Formeln  auch  bei  Vermeidung 
des  von  Haughton  gemachten  Fehlers  gar  nicht  mit  der  Erfah- 
rung überein. 


Capitel  2.     Akastik  and  Optik.  9^ 

Weiter  wird  eine  Arbeit  von  Strutt  besprochen,  der  ebenfalls 
durch  Berücksichtigung  einer  Uebergangsschicht  die  Green'schen 
Formeln  mit  der  Erfahrung  in  Uebereinstimmung  zu  bringen 
sucht.  Dazu  muss  er  aber  Ober  die  Wirkung  der  Uebergangs- 
schicht eine  Annahme  machen,  die  eine  strengere  Betrachtung, 
wie  sie  der  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  früher  ange- 
stellt hat  [cf.  F.  d.  M.  IV.  1872.  521],  nicht  gerechtfertigt  er- 
scheinen lässt.  Strutt  und  vorher  Lorenz  haben  ferner  den  Um- 
stand, dass  die  Green'schen  Formeln  nur  mit  der  FresneFschen, 
nicht  mit  der  Neumann'schen  Definition  der  Polarisationsebene 
verträglich  sind,  als  gegen  die  letztere  sprechend  hingestellt. 
Der  Verfasser  verwirft  diesen  Schluss,  weil  die  Green'schen  For- 
meln nur  für  schwache  Brechung,  nicht  aber  allgemein  mit  der 
Erfahrung  auch  nur  angenähert  übereinstimmen. 

Zum  Schluss  wird  erörtert,  wie  man  vielleicht  eine  Ueber- 
einstimmung der  Theorie  mit  der  Erfahrung  erreichen  könne. 
Der  Verfasser  meint,  man  könne  zum  Ziele  gelangen,  wenn 
man  zunächst  die  Rechnung  ganz  allgemein,  ohne  jede  An- 
nahme über  die  Elasticitätsconstanten  durchführe  und  hinterher 
eine  passende  Annahme  über  das  Verhältnis  jener  Constanten 
mache.  Die  Durchführung  dieser  Idee  wird  einer  späteren  Ar- 
beit vorbehalten.  Wn. 


P.  Volkmann,     üeber  Mac  Cullagh's  Theorie  der  Total- 
reflexion für  isotrope  und  anisotrope  Medien.     Gotting. 

Nachr.  341-35H,  WiederoaDo  Ann.  (2)  XXIX.  263-300. 

Der  Aufsatz  in  den  Göttinger  Nachrichten  bildet  die  Fort- 
setzung einer  im  vorigen  Jahre  besprochenen  Arbeit  (cf.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  987).  In  dieser  Fortsetzung  geht  der  Verfasser 
zunächst  nochmals  auf  die  Bestimmung  der  Schwingungsellipse 
in  der  gebrochenen  Welle  ein,  insbesondere  für  den  Fall  ein- 
axiger  Erystalle,  der  sich  als  Orenzfall  aus  den  allgemeinen 
Formeln  ergiebt.  Sodann  geht  er  zur  Aufstellung  der  analytischen 
Ausdrücke  über,  aus  denen  die  vollständige  Lösung  des  Problems 
der  totalen  Reflexion  hervorgeht,  und  zwar   gesondert  für   die 
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beiden  Fälle,  dass  Licht  in  einem  isotropen  stärker  brechenden 
Medium  auf  ein  anisotropes  Medium  auffällt  und  totale  Reflexion 
erleidet,  oder  dass  die  totale  Reflexion  innerhalb  eines  KrystaJls 
erfolgt.  Die  Grundlagen,  auf  denen  die  Aufstellung  jener 
Ausdrucke  beruht,  sind  in  dem  Referat  über  den  ersten 
Teil  der  Arbeit  besprochen;  wir  kommen  daher  auf  dieselben 
hier  nicht  zurück.  Auch  die  sich  ergebenden  Endformeln 
müssen  wir  hier  übergehen,  da  sie  sich  nicht  in  Kürze 
wiedergeben  lassen.  Dagegen  mag  in  Bezug  auf  die  Durch- 
führung der  Rechnung  noch  Folgendes  bemerkt  werden.  Im 
ersten  der  beiden  oben  erwähnten  Fälle  werden  zunächst  für 
einen  gegebenen  Einfallswinkel  die  uniradial  einfallenden  und 
reflectirten  Schwingungen  bestimmt,  d.  h.  diejenigen,  für  welche 
nur  eine  gebrochene  Welle  existirt.  Die  Rechnung  wird  zuerst 
für  eine  beliebige  Lage  der  Grenzfläche  angesetzt,  bald  aber 
durch  die  Annahme  vereinfacht,  dass  Grenz-  und  Einfallsebene 
mit  je  zwei  Hauptschnitten  des  Elasticitätsellipsoids  des  betreffen- 
den Krystalls  zusammenfallen.  Die  für  die  reflectirte  Welle  sich 
ergebenden  Amplituden,  die  für  zweiaxige  und  einaxige  Erystalle 
gesondert  berechnet  werden,  rechtfertigen  die  Bezeichnung  „totale 
Reflexion^.  Von  den  besprochenen  uniradialen  Schwingungen 
gelangt  man  sofort  zu  dem  allgemeinen  Resultat  durch  Zerlegung 
einer  beliebigen  einfallenden  Schwingung  in  zwei  uniradiale. 
Auch  der  Fall  der  Reflexion  an  der  Grenze  zweier  isotropen 
Medien  ergiebt  sich  aus  den  abgeleiteten  Formeln. 

Die  zweite  der  oben  angeführten  Abhandlungen  in  Wiede- 
mann's  Annalen  ist  nur  ein  redactionell  etwas  veränderter  Ab- 
druck der  beiden  Teile  der  oben  besprochenen  Arbeit. 

Wn. 

G.  Basso.      Sulla    legge    di    ripartizione    delP  intensitk 
luminosa   fra  i  raggi   birifratti  da  lamine  cristalline. 

Torino  Atti  XXI.  586-602. 

l^ach  den  Messungen  von  Wild  ist  das  Intensitätsverhältnis 
der  beiden  Lichtbündel,  welche  aus  einer  planparallelen  Platte 
eines   einaxigen   Krystalls   austreten,    wenn   auf  dieselben  ein 
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BtlDdel  polarisirter  Strahlen  senkrecht  fällt,  ein  etwas  anderes, 
als  es  nach  dem  Malus'schen  Gesetze  sein  sollte;  während  die 
von  Herrn  F.  Neumann  in  seiner  Reflexionstheorie  aufgestellten 
Formeln  mit  jenen  Messungen  gut  übereinstimmen.  Trotz  dieses 
Ergebnisses  vermag  sich  Herr  Basso  mit  den  Grundanschauungen 
der  Neumann'schen  Lichttheorie  nicht  zu  befreunden,  sucht  viel- 
mehr die  Abweichungen  vom  Malus' sehen  Gesetz  mit  Htllfe  der 
elektromagnetischen  Lichttheorie  zu  erklären.  Anknüpfend  an 
eine  frühere  Arbeit  (cf.  F.  d.  M.  XVIL  1885.  1003)  wendet  er 
die  Formeln  jener  Theorie  auf  den  Fall  an,  dass  das  Licht  aus 
einem  isotropen  Medium  senkrecht  auf  eine  beliebig  orientirte 
Fläche  eines  einaxigen  Erystalls  trifft  und  durch  eine  parallele 
Fläqhe  wieder  austritt.  Jeder  eintretende  Strahl  teilt  sich  im  Innern 
der  Platte  und  erzeugt  daher  auch  zwei  austretende  Strahlen. 
Für  die  Intensitäten  derselben  ergeben  sich,  falls  der  eintretende 
Strahl  die  Intensität  1  hat,  die  Werte 

16a'         ,a        A        16ß'      •  SU 
;^cos'^    und       .       .^  sm'^. 


Dabei  ist  —  der  Brechungsindex  des  ordentlichen  gebrochenen 

Strahls,  also  a  seine  Geschwindigkeit,  bezogen  auf  die  Ge- 
schwindigkeit in  dem  isotropen  Medium  als  Einheit,  c  ist  die 
Geschwindigkeit,  welche  der  ausserordentliche  Strahl  im  Krystall 
bat;  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  des  Cosinus  des  Winkels 
zwischen  beiden  Strahlen.  ^  endlich  ist  der  Winkel,  den  die 
Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtes  mit  den  Hauptschnitten 
des  Erystalls  bildet.  Berücksichtigt  man  auch  die  wiederholten 
Reflexionen  im  Innern  des  Erystalls,  so  ergeben  sich  statt  der 
obigen  Werte  der  Intensitäten  die  folgenden 

(l  C 

und   für   natürliches    Licht  ^j— — j-    wrvA     ,  .    ^  »    Hiernach   be- 

1+a'       "       1-Vc' 

rechnete  Zahlenwerte  kommen  den  \ff\\d'a<i^^^  Messungen  noch 
etwas  näher,  als  die  nach  der  Neum^i,*.   ,ac\^eTvT\\eoTie  berechneten. 


( 
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bei'tLEiGH.      On    the    intensity    of   light    refiected    from 
certain    surfaces    at    nearly    perpendicular    incidence. 

LoDd.  R.  8.  Proc.  XLT.  275-294. 

Cly. 

C.  Spurge.     On  the  eflfect  of  polish  on  the  reflexion  of 
light  from  the  surface  of  Iceland  spar.    Lond.  B.  S.  Proc. 

XLI.'«3-466. 

Ein  Auszug  aus  einer  grösseren  Arbeit,  welche  ober  Ver- 
suche berichtet,  die  zur  Bestimmung  der  Wirkung  der  Politur 
der  Oberfläche  bei  einem  Krystalle  von  isländischem  Spat  ange- 
stellt wurden,  und  ebenso  der  im  reflectirten  Lichte  bewirkten 
genauen  Veränderung.  Cly.  (Lp.)- 

J.  CoNROY.     On   the  polarisation   of  light  by  reflexion 
from  the  surface  of  a  chrystal  of  Iceland  spar.     Lond.  R. 

S.  Proc.  XL.  173-190. 

G.  G.  Stokes.     Note  on  this  object.     Lond.  R.  s.  Proc.  XL. 

190-191. 

Der  Aufsatz  greift  auf  Versuche  von  Sir  David  Brewster 
zurück  (Lond.  Phil.  Trans.  1819,  p.  146),  welche  zeigten,  dass 
eine  Behauptung  von  Malus  inbetreff  des  isländischen  Spats 
ungenau  wäre,  und  auf  Versuche  von  Seebeck  und  Neumann 
aus  den  Jahren  1830-37  über  die  Reflexion  von  Licht  an  isländi- 
schem Spate.  Die  Versuche  von  Brewster  wurden  nie  in  ihren 
Einzelheiten  veröffentlicht,  und  der  Verf.  unternahm  auf  Veran- 
lassung des  Herrn  Stokes  weitere  Beobachtungen  über  den  Gegen- 
stand. Das  von  Brewster  gewonnene  Ergebnis  bestand  darin, 
dass  der  polarisirende  Winkel  vom  Azimut  nicht  unabhängig 
wäre,  sondern  in  Wahrheit  durch  eine  Formel  von  der  Gestalt 
A-\'Bcob26  gegeben  würde.  Des  Verfassers  Versuche  wurden 
mit  Reflexionen  an  einer  Spaltungsfläche  angestellt  in  Luft, 
Wasser,  Carbontetrachlorid  und  an  einer  künstlichen  Ober- 
fläche in  Wasser.  Der  Verf.  lässt  in  seinen  Resultaten  Glieder 
fort,  welche  die  Cosinus  ungerader  Vielfacher  von  ö  enthalten. 
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weil  sie  wahrscheinlich  von  Beobaehtungsfehlern  herrühren,  und 
welche  sicherlich  klein  sind,  und  er  stellt  die  für  die  polarisiren- 
den  Winkel  erhaltenen  Werte  in  der  Formel 4-Ä cos 2Ö+C cos 4 ö 
dar;  auch  für  die  Azimute  der  Polarisationsebene  erhält  er  Aus- 
drücke in  der  Form  Z>sinö -hEsin2e  +  FsinSÖ  +  C8in4e. 

Cly.  (Lp.) 

E.  Ketteler.  Ein  bemerkenswerter  Grenzfall  der  Kry- 
stallreflexion;  seine  Untersuchung  mittels  des  ver- 
vollständigten    Kohlrausch'öchen     Totalreflectometers. 

WiedemaDD  Ann.  (2)  XXVIII.  230-244. 

E.  Kettelkr.  Nachtrag  zur  Totalreflexion  von  Krystallen. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXVIH.  520-524. 

Der  Verfasser  wendet  die  in  seiner  theoretischen  Optik  (cf. 

F.  d.  M.  XVII.  1885.  985)  aufgestellten  Formeln  auf  den  Fall 
an,  dass  an  einer  Krystallfläche  Licht  total  reflectirt  wird,  wäh- 
rend der  Hauptschnitt  des  Krystalls  zur  Einfallsebene  senkrecht 
steht.  In  der  zweiten  Arbeit  werden  die  analogen  Formeln  für 
eine  beliebig  orientirte  spiegelnde  Fläche  entwickelt,  jedoch 
unter  Beschränkung  auf  einaxige  Krystalle.  Wn. 

K.  Schmidt,  üeber  die  Reflexion  an  der  Grenze  kry- 
stallinischer  elliptisch  polarisirender  Medien.    Wiedemann 

Ann.  (2)  XXIX.  451-471.     Auch  als  Separatschrift.  Berlin.  38  S.  8®. 

Der  Verfasser  bat  die  Reflexion  des  Lichtes  am  Quarz  ex- 
perimentell untersucht  und  die  gewonnenen  Resultate  mit  den 
Ergebnissen  der  theoretischen  Arbeiten  von  Voigt  und  Ketteier 
verglichen.  Er  zeigt  zu  dem  Zwecke,  dass,  wenn  man  die  klei- 
nen Differenzen  in  den  optischen  Constanten  des  Quarzes  als 
Grössen  höherer  Ordnung  betrachtet,  die  Anwendung  der  Voigt'- 
schen  Formeln  fQr  circularpolarisirende  Medien  auf  den  Quarz 
gestattet  ist.  Die  aus  diesen  Formeln  folgenden  Zahlenwerte 
stehen  jedoch  mit  der  Erfahrung  nicht  in  Einklang.  Ebenso 
führt  auch  die  Ketteler'sche  Theorie  der  Reflexion  an  isotropen 
Medien  zu  Widersprüchen  mit  der  Erfahrung.  Wn. 
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W.  Voigt.     Allgemeine  Formeln   für  die  Reflexion  des 
Lichtes  an  dünnen  Schiebten  isotroper  absorbirender 

Medien.     Götting.  Nachr.  552-562. 

Herr  Voigt  dehnt  hier  eine  frühere  Untersuchung  (cf.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  1001),  in  der  er  die  Gesetze  fQr  die  Reflexion  des 
Lichtes  an  einer  dünnen  Metallschicht  sowie  für  den  Durchgang 
durch  eine  solche,  beiderseitig  von  durchsichtigen  Medien  be- 
grenzte Schicht  abgeleitet  hatte,  auf  den  Fall  aus,  dass  die  dttnne 
absorbirende  Schicht  einerseits  von  einem  andern  absorbirenden, 
andererseits  von  einem  durchsichtigen  Medium  begrenzt  wird. 
Die  Aufgabe  besteht  darin,  wenn  in  dem  durchsichtigen  Medium 
auf  die  dünne  Schicht  eine  ebene  Welle  fällt,  die  reflectirte  Be- 
wegung  zu  bestimmen.  Die  Aufgabe  wird  in  ganz  analoger  Art 
wie  in  der  früher  besprochenen  Arbeit  durchgeführt.  Die  allge- 
meinen Resultate  lassen  sich  unmittelbar  auf  die  Fälle,  wo  alle 
drei  Medien  durchsichtig,  oder  wo  zwei  durchsichtig  und  nur 
das  eine  absorbirend  ist,  endlich  sowohl  auf  totale,  als  auf  par- 
tielle Reflexion  anwenden.  Die  neuen  Formeln  enthalten  daher 
die  früheren  als  specielle  Fälle  in  sich.  Wn. 


A.  RiGHi.     Sulla  velocitä  dei  raggi  polarizzati  circolar- 
mente  nelF  interno  d'un  corpo  dotato  di  potere  rotatorio. 

Bologna  Mem.  (4)  VI.  159-163. 

Von  den  zwei  circularen  Strahlen,  in  welche  sich  ein  in  ein 
circularpolarisirendes  Medium  eintretender,  vorher  linear  polari- 
sirter  Strahl  zerlegt,  hat  derjenige  die  grössere  Wellenlänge, 
dessen  Schwingungen  in  demselben  Sinne  erfolgen  wie  die  resul- 
tirende  Drehung  der  Polarisationsebene.  Herr  Righi  erörtert 
diesen  bekannten  und  leicht  zu  beweisenden  Satz  hier  noch  ein- 
mal, weil  in  MaxwelFs  „Electricity  and  Magnetism^  (Bd.  II, 
§  812,  813)  irrtümlich  das  entgegengesetzte  Resultat  angegeben 
ist.  Wn. 

L.  SoHNCKE.      Elektromagnetische   Drehung   des  natür- 
lichen   Lichts.      Wiedemann  Aoo.  (2)  XXVII.  203-219. 
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In  der  wesentlich  experimentellen  Arbeit  wird  gezeigt,  dass 
elektromagnetische  Kräfte  auf  natürliches  Licht  in  entsprechen- 
der Weise  wie  auf  polarisirtes  drehend  wirken.  Hierdurch  er- 
hält  die  bisherige  Anschauung  vom  Wesen  des  natfirlichen  Lichtes 
im  Vergleich  zum  polarisirten  eine  neue  Stütze.  Daneben  wird 
eine  neue  Interferenzerscheinung  (Interferenz  zweier  Strahlen, 
die  durch  entgegengesetzt  drehende  Quarzplatten  gegangen  sind) 
beschrieben  und  die  sehr  einfache  Theorie  dieser  Erscheinung 
entwickelt.  Wn. 

W.  C.  L.  VAN  ScHAiK.    Sur  la  formule  de  Maxwell  pour  la 
dispersioD  dlectromagn^tique  des  plans  de  polarisation. 

N6erl    Arch.  XXI.  40G-431. 

Behandelt  die  verschiedenen  Theorien  und  Formeln,  welche 
durch  Becquerel,  Lommel,  Kowland  und  Maxwell  für  die  elektro- 
magnetische  Dispersion  aufgestellt  sind,  die  aus  der  Drehung 
der  Polarisationsebene  entspringt.  Die  theoretische  Behandlung 
des  Gegenstandes  schliesst  sich  an  die  von  Maxwell  an,  während 
die  Resultate  der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  von  Verdet 
und  Becquerel  verglichen  werden.  G. 


M.  Sternberg.     Geometrische    Untersuchung   über   die 
Drehung  der  Polarisationsebene  im  magnetischen  Felde. 

Wien.  Ber.  XCIV.  95-114,    Einer  Rep.  XXII.  746-763. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  folgende,  bereits  von 
Fleischl  und  Cornu  (cf.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  923)  untersuchte 
Frage:  Welches  ist  die  Lichtwellenfläche  in  einem  Medium,  das 
unter  Einfluss  magnetischer  Kräfte  die  Polarisationsebene  des 
Lichtes  dreht?  Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  eine  Drehung  der 
Polarisationsebene  eine  harmonische  Relation  involvirt.  Trägt 
man  nämlich  von  einem  Punkte  0  auf  einer  beliebigen  Linie  nach 
entgegengesetzten  Seiten  die  Wellenlängen  X'  =-  0L\  l"  =  OV^ 
derjenigen  beiden  circularen  Schwingungen  auf,  die  sich  längs 
jener  Linie  fortpflanzen,  trägt  man  ferner  auf  derselben  Linie, 
und  zwar  auf  der  Seite  der  kleineren  der  obigen  beiden  Strecken, 
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die  Strecke  g  =  OR  ab,  die  ein  Strahl  durchlaufen  mUHste,  um 
die  Polarisationsebene  um  2n  zu  drehen,  bo  sind  L\  L"  durch 
0  und  R  harmoniscb  getrennt.  Die  Länge  ^  =  OR  ist  ftlr  die 
verschiedenen  Richtungen  verschieden;  die  Erfahrung  lehrt, 
dass  der  Ort  für  die  Punkte  R  aus  zwei  zur  Richtung  der 
magnetischen  Kraftlinie  senkrechten,  von  0  gleich  weit  abstehen- 
den Ebenen  besteht.  Daraus  folgt  weiter,  dass  die  Wellen- 
geschwindigkeitsfiäche  der  von  einem  Punkte  0  des  Medinma 
ausgebenden  circularen  Wellen  eine  Rotationsfläche  ist,  deren 
Axe  mit  der  magnetischen  Kraftlinie  zusammeniällt,  und  deren 
Meridiancurve  in  Polarcoordinaten  r,  tp  eine  Gleichung  von  der 
Form 


hat,  wobei  Q  noch  eine  unbekannte  Function  von  q)  ist.  Unter 
den  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Curven,  von  denen  mehrere 
besprochen  werden,  befinden  sieb  auch  zwei  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  gegen  einander  verschobene  Ellipsen.  Um  unter  den 
hiernach  noch  verbleibenden  Möglichkeiten  zu  entscheiden,  muss 
man  mindestens  noch  eine  Erfabrungsthatsacbe  Über  das  optische 
Verhalten  des  magnetischen  Feldes  heranziehen.  Das  Comu'sche 
Gesetz,  nach  welchem  das  arithmetische  Mittel  der  Geschwindig- 
keiten der  circular  polaristrten  Wellen  gleich  der  Geschwindigkeit 
im  Medium  ohne  die  Einwirkung  des  Magneten  ist,  erweist  sieb 
zu  dem  angegebenen  Zweck  als  unbrauchbar,  weil  dasselbe  nicht 
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Society  eiae  Schrift,  welche  einige  MeBSungen  der  „dunklen 
Ringle"  im  Quarz  beschrieb.  Die  geg:enwftrtig:e  AbhsndluDg  ent- 
hslt  eineo  Bericht  Ober  ähnliche  Heseungen,  welche  mit  einem 
bedeutend  verbesserteD  Apparate  angestellt  sind  und  sich  aber 
ein  viel  grftsaeres  Feld  erstrecken.  Die  dunklen  Ringe  gewähren 
eine  empfindliche  Methode  zar  Bestimmung '  der  Verzögerung 
der  ausserordentlichen  Welle  gegen  die  ordentliche  in  dem 
Kryatalle  and  folglich  der  Treonong  zwischen  den  beiden  Schalen 
in  verBchiedenen  Punkten  der  Wellenoberfläche.  Er  vergleicht 
seine  Resultate  mit  den  Theorien  Yon  MacCuIlagh,  Cauchy, 
Jamin,  Clebseh,  Sarrau,  Boussinesq,  Lang,  Lommel,  Eetteler, 
Voigt.  Und  was  frllbere  Messungen  der  Verzögerung  in  Quarz 
anbetrifft,  so  bezieht  er  sieb  auf  diejenigen  von  Jamin  und  Hecht, 
und  auf  seine  eigenen  Messungen  in  den  Cambr.  Phil.  Soc. 
Proc.  V.  1883.  Cly.  (Lp.) 


P.  Langer.  Ueber  die  Absorption  des  Lichtes  in  elek- 
trisch leitenden  Medien.  Pr  ResUcb.  Obrdraf. 
Es  werden  zunächst  verschiedene  Liehttheorien  kurz  be- 
sprochen, welche  zur  Erklärung  der  Dispersion  und  Absorption 
eine  Wechselwirkung  zwischen  Körper-  und  Aetherteilchen  postu- 
liren.  Dann  werden  die  Grundgleicbungen  der  Maxwell'schen 
elektromagneti  sehen  Licbttheorie  angeHlhrt  und  aus  denselben 
anter  Einführung  vereinfachender  Annahmen  die  Fortpflanznngs- 
geschwindigkeit  ebener  Wellen  berechnet.  Dieselbe  ergiebt  sieh 
als  abhängig  von  der  LeitungefSliigkeit  des  Mediums  derart,  dass 
mit  einer  ErbtShung  der  letzteren  eine  Verminderung  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit verbunden  ist.  Eine  experimentelle 
PrOfung  dieses  Resultats  hat  dasselbe  nicht  bestätigt.        Wn. 


Diepersionsäquivalent    von 

.XVn.  300-3U. 

versteht  der  Verfasser  den  Aub- 
ecnlargewicht,    d  die  Dichte  der 
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betreffenden  Substanz  und  B  das  zweite  Glied  der  Cauchy'scben 
Dispersionsformel  bezeichnet.  An  einigen  Beispielen  wird  ge- 
prüft, ob  der  obige  rein  empirische  Begriff  wirklich  die  gefor- 
derten Eigenschaften  hat,  d.  h.  ob  das  Dispersionsfiquivalent  einer 
Verbindung  gleich  der  Summe  jener  der  Bestandteile  ist  Die 
in  der  Arbeit  angestellten  Ueberlegungen,  um  a  priori  die  fiichtig- 
keit  des  obigen  Ausdrucks  plausibel  zu  machen,  sind  weder 
streng,  noch  beruhen  sie  auf  klaren  theoretischen  YorstellungeD. 

Wn. 

RaYLBIGH.      On  tbe   Colours   Of  thin    plates.        Edinb.    Trans. 
XXXIII.  167-170. 

Fast  seit  der  Zeit  des  ersten  Lesens  von  Maxwell's  Abhand- 
lung über  die  Farbenbeziehungen  des  Spectrums  hatte  der  Ver- 
fasser den  Wunsch,  die  Arbeit  zu  unternehmen,  aus  seinen  An- 
gaben die  ganze  Reihe  der  Farben  dünner  Blättchen  zu  berechnen 
und  sie  auf  Newton's  Diagramm  darzustellen.  Dies  hat  er  nun 
durch  seine  Tafel  III  S.  163  geleistet,  deren  Ergebnisse  im  Dia- 
gramm Tafel  X  dargestellt  sind;  wir  haben  hier  nämlich  ein 
gleichseitiges  Dreieck,  dessen  Ecken  bestimmte  Farben:  Violett, 
Kot,  Grün  darstellen.  Das  Argument  der  Tafel  ist  K  =  2D  cos/9 
und  die  sich  folgenden  Werte  von  V  werden  durch  Punkte  auf 
dem  Diagramm  dargestellt,  indem  jeder  Punkt  nach  der  Newton'- 
schen  Methode  eine  bestimmte  Farbe  vorstellt.  Das  Diagramm 
erklärt,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  viele  durch  die  Beobachtung 
bereits  bekannte  Umstände,  wie  die  Mattigkeit  des  Blaus  erster 
Ordnung  und  des  Grüns  zweiter  Ordnung;  gutes  Blau  entdecken 
wir  in  der  zweiten  und  dritten  Ordnung,  gutes  Grün  in  der 
dritten  und  vierten.  Der  Punkt,  in  welchem  das  Diagramm  am 
meisten  von  den  Beschreibungen  früherer  Gewährsmänner  ab- 
weicht (z.  B.  Herschel),  ist  das  Hervortreten  des  Rots  in  der 
ersten  und  zweiten  Ordnung.  Das  erste  Rot  ist  gewöhnlich  als 
zurücktretend  angesehen  worden;  aber  der  Grund  scheint  in 
seiner  schwachen  Leuchtkraft  und  somit  in  der  Fähigkeit  seiner 
Vermengung  mit  weissem  Lichte  zu  liegen.  Cly.  (Lp.) 
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B.  LouuRL.  Die  ßeagaiigserscbeinungen  geradliaig 
begrenzter  Sebimie.  HOncbeD.  136  s.  40  n  8  Tsf. 

£.  LouuBL.  Ueber  die  Beugungsei-Bcheinungeu  gerad- 
linig begrenzter  Scbirnie.    Uüuefa.  Ber.  S4-87. 


Struvk.     Ueber  die  allgeiuelne  ßeugungsfigur  in  Fern- 

röhreu.      ät.  Petereburg,  Leipcig.  Vobb.  , 


O.  Chwolson.  Pbototnetrisübe  UnterBochungen  über 
die  innere  Diffusion  des  Lichtes.  P^unb.  Ball.  XXXI. 
213-261. 


C.    Geometrische  Optik. 

Meisbl.  Geometrische  Optik,  eine  mathematische  Be- 
handlung der  einfachsten  Erscheinungen  auf  dem 
Gebiete  der  Lehre  vom  Licht.  Dazu  ein  Atlas  von 
5  Figurentafetn.     Hall».  Scbmidt.  iTi  s.  8«. 

H.  V.  Hklmholtz.  Handbuch  der  physiologischen  Optik. 
Zweite  umgearbeitete  Auflage.     Lieferung  1-3.      Ham- 

bttrg  n.  Leipiig.   L.  Tobb. 

Daa   wohlbekannte   Werk,    dessen  Anfang  hier    in   umg:e- 

arbeiteter  Auflage  vrirliegt,  gehört  insofern  in  den  Ereis  der  im 

Jahrbuch  zu  besprechenden  Arbeiten,  als  darin  auch  die  fDr  die 

Teile  der  physikalischen  Optik 

isondere  Beachtuog  seitens  der 

ient  die  Darstellong  der  Lehre 

Linsensfstems  und  die  Anwen- 

e.     Aber  auch  abgesehen   von 
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der  Linseiitheorie,  stützt  sich  Herr  v.  Helmholtz  vielCaeh  aaf 
mathematische  Betrachtangen.  Wir  erwäfanen  in  dieser  HinBicbt 
aus  den  ersten  drei  Lieferungen,  die  neben  einer  einleitenden 
anatomischen  Beschreibung  des  Auges  die  Dioptrik  des  Auges 
enthalten,  die  Theorie  des  Ophthalmometers,  die  Besprechung  der 
Farbenzerstreuung  im  Auge  (hier  wird  die  Helligkeit  in  einem 
durch  Dispersion  erzeugten  Zerstreuungskreise  eines  einzelnen 
leuchtenden  Punktes,  sowie  die  Helligkeit  am  Rande  einer  gleich- 
mSssig  erleuchteten  Fläche  berechnet),  endlich  die  allgemeinen 
Sätze  zur  Begründung  der  Theorie  des  Augenleuchtens  und  der 
Augenspiegel. 

Gegenüber  der  ersten  Auflage  weist  die  Neubearbeitung 
zahlreiche  Zusätze  und  Aenderungen  auf,  in  denen  die  neueren 
den  Gegenstand  betreffenden  Arbeiten  vollständige  Berücksichti- 
gung gefunden  haben.  Damit  ist  dem  Handbuch  in  der  neuen 
Gestalt  derselbe  hervorragende  Platz  in  der  wissenschaftlichen 
Literatur  gesichert,  den  sich  die  erste  Auflage  schon  seit  lange 
errungen.  Wn. 


Langguth.     Beitrag  zur  Behandlung   der  Optik  in    der 
Prima  des  Realgymnasiums.    Pr.  Realgymo.  Iserlohn  (No.  344). 

52  S.  80. 

Der  Stoff  ist  in  elf  Capiteln  behandelt:  1)  Geradlinige  Aus- 
breitung des  Lichts.  2)  Von  der  Zurdckwerfung  des  Lichts. 
3)  Von  der  Brechung  des  Lichts.  4)  Von  der  Zerstreuung  des 
Lichts.  5)  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichts.  6)  Ele- 
mente der  Undulationstheorie.  7)  Das  Beflexions-  und  Brechnngs- 
gesetz  als  Folgerungen  der  Undulationstheorie.  8)  Ableitung 
der  die  Lichtstärke  betreffenden  Gesetze  aus  der  Undulations- 
theorie. 9)  Theorie  von  FresneFs  Spiegelversuch.  10)  Farben 
dQnner  Blättchen.  11)  Die  durch  Spaltöffnungen  erzeugten  Beu- 
gungserscheinungen.   Anhang:  Mathematische  Hülfssätze. 

Lp. 
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G.  KiRCHBOFF.      Sur  la    throne   des  rayons    lumineux. 

ADD.  de  rfic.  Norm.  (3}  III.  303-342. 
Uebersetiung    aus    dem    Deutschen    durch    Herrn    Uuhem, 
8.  F.  d.M.  XIV.  1882.  829.  Red. 


A.  Mannheim.      Memoire    d'optique  g^omätrlque    etc. 
Jordan  J.  (4j  II.  5-48. 
Bericht,  dieser  Band  S.  615. 


S.  FiNSTKRWALDKR.     ücber  Brennflächen  und  die  läum- 
liche  Verteilung  der  Helligkeit  etc.   Wm.  Tübingen.  .<«  s,  h". 
Beriebt  S.  TdS  dieeea  Bandes. 

E.  Oekinghaus.      üeber  Refractionscurven.     Hoppe  Arcb, 

(2)  IV.  429-434. 
Die  TrennaogsflSche  zweier  brechenden  Medien  sei  eine 
Ebene;  eine  Normalebene  derselben  enthalte  im  ersten  Medium 
dae  beobachtende  Auge,  im  zweiten  Medium  eine  gegebene  Curve 
als  beobachtetes  Object;  der  Verfasser  bestimmt  die  Gleichung 
der  Bildcurve.  Wenn  mit  a  der  senkrechte  Abstand  des  Auges 
von  der  brechenden  £l>ene,  mit  n  der  Brechungsindez  bezeichnet 
wird,  und  n'— ]  =  m'  gesetzt  wird,  so  bestehen  zwischen  den 
Coordinaten  (x,  y)  eines  Objectpunktes  und  denjenigen  (X,  f) 
des  zugehörigen  Bildpunktes  die  Gleichungen: 

,  /,   ,    M-        XY'    \ 

Diese  Formeln  werden  verwendet  einerseits  fUr  den  Fall,    dass 

dass  entweder  die  Objec'teurve 

ixt.     Fällt  man  vom  Auge  auf 

1  lässt  die  Figur  um  dieses  Lot 

nltenen  Resultate  auf  Rotations- 

R.  M. 

64 
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F.  A.  FoREL.     Illusion  de  grossissement  des  coi-ps  sub- 
mergös  dans  l'eau.    Bull.  Soc.  Vand.  (3)  xxri.  81-86. 

Der  Verfasser  bespricht  die  bekannte  Erscheinung,  dass 
Körper  im  Wasser  für  ein  Auge  ausserhalb  desselben  vergi  ossert 
erscheinen,  wenn  die  Trennungsfläche  beider  Medien  eine  Ebene 
ist.  Der  Versuch  zur  mathematisch-physikalischen  Erklärung  ist 
verfehlt,  da  der  Verfasser  zufolge  seiner  Unbekanntschafl 
mit  der  Theorie  der  optischen  Strahlensysteme  über  den  Ort  und 
die  Eigenschaften  des  gesehenen  Bildes  im  Unklaren  ist  Wert- 
voller sind  die  Mitteilungen  über  subjective  Schätzung  der  Ent- 
fernung eines  Gegenstandes  bei  Trübung  des  zwischen  letzteren 
und  dem  Auge  liegenden  Mittels.  Lp. 


B.  Hasselberg.     Ueber   die  Anwendung  von  Schwefel- 
kohlenstofifprismen  zu  spectroskopischen  Beobachtungen 

von    hoher    Präcision.       Wiedemann  Ann.  (2)  XXVIL  415-435. 

Die  Vorzüge  der  Schwefelkohlenstoffprismen,  grössere  Licht- 
stärke und  grössere  Durchsichtigkeit  für  die  brechbareren  Strahlen, 
können  noch  weiter  gesteigert  werden,  wenn  man  statt  einfacher, 
mit  planparallelen  Deckplatten  geschlossener  Prismen  solche  an- 
wendet, bei  denen  die  Deckplatten  selbst  aus  umgekehrt  ge- 
stellten spitzen  Glasprismen  gebildet  sind.  Der  Verfasser  ver- 
folgt in  bekannter  Art  den  Gang  der  Lichtstrahlen  durch  eine 
derartige  Prismencombination  und  ermittelt  daraus  die  günstig- 
sten Verhältüisse.  Wn. 


Deübel.      Beitrag    zur    Prüfung    des    Winkelprisnias, 

Jordan  Z.  f.  V.  138-140,  176. 

Eö  ist  der  von  Herrn  Jordan  geführte  Beweis  wiedergegeben, 
dass  nur  das  nicht  genau  rechtwinkelige  Prisma  bei  der  gewöhn- 
lichen Prüfungsmethode,  wie  sie  bei  der  Kreuzscheibe  und  dem 
Spiegelsextanten  vorgenommen  wird,  nicht  gestattet,  die  Bilder 
nach  rechts  und  nach  links  mit  dem  Object  zur  Deckung  zu 
bringen,  während  beim  rechtwinkeligen,  aber  nicht  genau  gleich- 
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Bchenkeligen  PriBma  diese  Deckong  daon  eiotritt,  wenn  der 
Winkel  zwischen  dem  auffallenden  LJohtstrahle  und  dem  Gin- 
fallslote in  beiden  Fflllen  derselbe  ist.  Ei  giebt  daon  eben 
keinen  ganz  festen  Strahl.  P. 


Häbler.     Geometrische  Construction   der   Linsenforrael. 

HoS'aiana  Z-  XVII.  424-425. 

TrSgt  man  auf  der  Halbirnngslinie  eines  Winkels  von  120* 
vom  Scheitel  ans  die  Brennweite  f  ab  und  legt  durch  den  End- 
punkt deiBclben  eine  Gerade,  so  schneidet  diese  auf  den  Schen- 
keln zwei  Stacke  a  und  b  ab,   welche  der  Gleichung  genUgen 

1  +  1  =  1. 

"        *        ^  ____  ^^■ 

K.   ExNER.      Zur  Linsenformel.      Linsenwirkung  nicht 

homogener  Körper.  WiedemaDD  add.  (i)  xxviii.  iit-ii6. 
K.  ExNER.  Gültigkeit  der  Linsenformel  für  nicht  ho- 
mogene Linsen.  Wiedemana  Ann.  (2)  XXIX.  484-487. 
Es  wird  zunächst  erörtert,  welches  die  eigentlichen  Voraus- 
setzungen bei  der  Ableitung  der  bekannten  Formel  fUr  unend- 
lich dünne  Linsen  sind,  nämlich  das  Vorhandensein  einer  Ebene, 
an  der  die  Lichtstrahlen  eine  Ablenkung  nach  einem  bestimmten 

fi^„^t^  ».r^i..«..      a^j» —  ^:,A :™i    -i»„=  gjj,  durchsichtiger 

3c;liaders,  dessen 
i  von  der  Cylicder- 
der  Minimum  ist, 
Lxe  oder  in  deren 
Linse  wirkt.  Die 
ler  Mähe  der  Axe 
and  von  der  Axe 
chteten,  als  Linse 


1012  ^1-  Abtehnitt.    Maihematiaehe  rbysik. 

wenn  /  die  Länge  der  Cylinderaxe  ist.  Uebrigena  ^U  die  UnseD- 
formel,  wie  bei  gewöbniicben  Linaen,  so  auch  für  alle  Arten 
Dicht  liomogeaer  UneeD.  Wn. 


S.  ExNER.     Ueber  Cylinder,  welche  optische  Bilder  eot- 

werfen.      Exoer  Hep.  XXir.  299-314. 
S.  ExNER.      Nachtrag    zur    Abliandlang    Über  Cylinder, 
welche  optische  Bilder  entwerfen.     Päüger  Arch.  XXXEX. 


L.  Matthiessbn.  Ueber  den  Strahlend archgflng  dui-cfa 
coaxial  continuirlich  geschichtete  Cylinder  mit  Bezie- 
hung auf  den  physikalisch  optischen  Bau  der  Aug^n 
verschiedener  Tiisecten.      Bxuer  Bep.  XXK.  333-3i>4. 

W.  PscHEiDL.     Bestimmung   der  Brennweite  einer  Con- 
ciivlinse    mittels    des   zusammengesetzten    Mikroskops. 
Wien.  Her.  XCIV.  611-70. 
Das  vom  Verfasser   angegebene  Verfahren    stützt  sich   auf 
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vor  resp.  hinter  der  Linse,  ihr  Abstand  \»t  also  viermal  so  gross 
als  die  Brennweite  (bei  VeriiaehlAssigiing  der  Linsendicke). 
Der  Verfasser  lehrt  zuerst  ewei  SammellinBen  so  sueamnaensetKen, 
dasB  der  Abstand  jener  beiden  £benen  Null  wird.  Ein  solclies 
System  kann  im  terrestriBchen  Fernrohr  mit  Vorteil  zur  Auf- 
ricbtuDg  des  verkehrten  Objectivbildes  benutzt  werden;  bringt 
man  es  an  geeigneter  Stelle  zwischen  ObJectiTlinse  und  Objectiv- 
bild,  so  erzeugt  es  statt  des  letzteren  an  derselben  Stelle  ein  gleich 
grosses  aber  aufrechtes  Bild  des  Gegenstandes,  welches  dann 
durch  das  Ocular  beobachtet  wird.  Die  Länge  eines  solchen 
Fernrohres  iBt  alsn  gleich  der  des  astronomiBotien  Fernrohrs, 
welches  dasselbe  Objectiv  hat.  Man  kann  sogar  eine  noch 
grössere  Verkürzung  erzielen,  da  der  Abstand  jener  beiden 
Ebenen  auch  negativ  gemacht  werden  kann.  Der  Verfasser  be- 
spricht sodann  die  Gonstruction  eines  PleBioteleskopB,  d.  h.  eines 
Instruments,  bei  dem  dasselbe  Objectiv  (nämlich  die  obige  Linsen- 
combination)  die  Beobachtung  entfernter  und  naher  Gegenstände 
gestattet.  Auch  zur  Verkdrzung  des  zusammengesetzten  Mikro- 
skops kann  eine  ähnliche  Combination  Verwendung  finden. 

R.  H. 

A.  Kurz.     Ueber  Gesichtsfeld   und  Vergrösser uiig  eines 
Fernrohrs.      Einer  Bep.  XXH.  106-108. 


Ciilcul  k  r^mdö  lies 
256-259. 

liedenen  Farben  ilurcb 
ar  sind  fOr  diese  Dar- 
it  eingegangen  werden 
irkungen  massgebend, 
der  Farbe  an  dei-  roti- 
lann  ergieht  sich  der 
Combination  mehrerer 
Isentirt  wird,   der  mit 
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dem  Schwerpunkt  der  die  Einzelfarben  repräsentirenden  Punkte 
zusammenfällt,  falls  man  in  letzteren  Punkten  Gewichte  anbringt 
proportional  dem  Centriwinkel,  der  zu  der  betreffenden  Farbe 
an  der  Farbenscheibe  gehört  Wn. 


Capitel  3. 

EJlektricität  und  Magnetismus. 

E,  G.  Gallop.     The    distribution   of  electricity    on    the 
circular  diso  and  spberical  bowl.    Quart.  J.  xxi.  22y-256. 

Bekanntlich  hat  W.  Thomson  (Reprint  of  Papers  p.  190) 
und  nach  ihm  Maxwell  (2^^  Aufl.,  I,  p.  292)  den  Ausdruck  ffir  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  inducirte  Belegung  einer  abge- 
leiteten Kalotte  aufgestellt.  Das  Potential  einer  solchen  Belegung 
in  einem  beliebigen  Punkt  ist  von  Ferrers  (Qnart  J.  1882)  und 
Basset  (Lond.  M.  S.  Proc.  XVI,  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1052) 
berechnet  worden;  während  aber  bei  diesen  Entwickelungen 
Kugelfunctionen  benutzt  werden,  berechnet  der  Verfasser  zunächst 
das  Potential  einer  durch  einen  Punkt  ihrer  Axe  inducirten 
Kreisscheibe  mittels  der  Besser  sehen  Function  Jo(&)  (nach  der 
Definition  von  Lommel),  und  leitet  daraus  durch  Inversion  das 
Potential  einer  Kalotte  ab. 

l)  Der  Verfasser  geht  von  folgenden  Integralformeln  aus, 
von  denen  die  drei  ersten  schon  von  H.  Weber  (Journ.  för  Math. 
LXXV.  77  ff.)  aufgestellt  sind. 

/X  y 

C0BaxJ^(bx)dx  =  0(6  <  a)  =  (6  >  a), 

/*=  1 

»inaxJ^  (bx)  dx  =     .  ^      ^  (6  <  a)  =  0(6  >  a), 
u  Va'~6' 

(3)        y "  -^^  J, (hx)dx  =  -^(6  <  o)  =  arc  sin  -|-(6  >  o), 
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Hieraus  ergiel)t  sich,  dase 

das  Potential  einer  Kreisacfaeibe  vom  Radius  a  im  Funkt  (a  X),  r) 
darstellt,  welche  durch  das  Potential 

indueirt  ist;  denn  ¥  genügt  der  Gleichung  ^K  =  0  und  reducErt 
sich  für  3  =  0,  r<  fl  auf  —  J^(cr)  =  —  V\  ferner  ist,  weon 
V  den  Wert  Toa  V  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der 
Kreisscbeibe  bezeichnet,  für  2  =  0 

dV  dV    .  dV        dV       „  ,„ 

-^~  = T—   ftlr  r  <  fl,     — ;—  =  -t—  =  0  für  r  >  a. 

(IS  di  dz  dz 

KQhrt  nun  V  von  einer  Hasse  1  her,  welche  sich  in  einem 
Punkt  0  der  Ase  in  der  Entfernung  k  von  der  Seheibe  auf  der 
positiven  Seite  befindet,  so  ist,  wenn  &  ~  s  >  0, 

folglich 

Die  Berechnung  dieses  lategrals  giebt  für  das  Potential  in 

-: Ti — 1.^  n  n  j 'rischeii  Punkt  zn  0  in  Bezug 

d  B  die  Schnittpunkte   des 
Axe  der  Scheibe   gelegten 


+PBy 
1  .    /PO       AB     \ 


1016  ^''  Abachoitt.    Matbematiache  Phyeik. 

FOr  die  Dichtigkeit  der  Belegung  der  Scheibe  auf  der  positiven 
und  negativen  Seite: 

1    fdV       dU\        ,  _         1    fdV       dU\ 

ergeben  sich  aus  (6)  die  Thomson'schen  Ausdrücke. 

2)  Um  das  Potential  der  Belegung  einer  Kalotte  S,  welche 
durch  eine  in  einem  beliebigen  Punkt  0  befindliche  Elektricitäts- 
einheit  inducirt  ist,  in  einem  Punkt  P  zu  berechnen,  wird  S  und 
0  durch  Inversion  in  eine  Ereisseheibe  S'  und  einen  Punkt  (y 
ihrer  Axe  o'  verwandelt;  zu  diesem  Zweck  ist  als  Inversions- 
centrum C  der  Schnittpunkt  des  Restes  der  Ealottenkugel  mit 
dem  Kreis  K  zu  nehmen,  welcher  durch  0  geht  und  in  der 
durch  die  Axe  der  Kalotte  gehenden  Ebene  £  liegt,  und  in 
Bezug  auf  welchen  die  Schnittpunkte  von  £  mit  dem  fiande 
von  S  conjugirte  Pole  sind;  der  Axe  o'  entspricht  dann  der 
Kreis  üf,  also  den  Schnittpunkten  il',  B*  des  Randes  von  S'  mit 
der  durch  o'  und  V'  gehenden  Ebene  die  Schnittpunkte  A^  B 
des  Randes  von  S  mit  der  durch  K  und  P  gehenden  Kugel;  den 
in  Bezug  auf  S'  symmetrischen  Punkten  0'  und  Q'  entspreehen 
zwei  in  Bezug  auf  die  Kalottenkugel  conjugirte  Pole  0  und  Q. 
Ist  k  der  Inversionsradius,   so  ist  bekanntlich  die  in  0'  anzu- 

k  k 

nehmende  Elektricitätsmenge  e'  =  7^^,  und  Vp  =  Fi»,  -j^^  also 

nach  (6«) 


-7rF  = 


r     1  .    /"  P'O'         A'B'       \ 

1~PW  ^^^  ®*°  \'Ä^  'FA'^FB'J 


CO.CP  IP'O'  \A'0'    P'A'+PB' 

1  .    /FQ'         A'W 


1  .    f  P'Q'  A'ß'        \1 

+  -pTQr  arc  sm  \^-^^  -^,__,_^j. 

Nach  den  aus  der  Theorie  der  Inversion  bekannten  Formeln 
geht  dieser  Ausdruck,  wenn  M  den  Mittelpunkt  und  q  den 
Radius  der  Kalottenkugel  bezeichnet,  ttber  in 

rm,\  IT-  1  AB  •  PO 

(7;        —  TrF  = -^^arc  sin 


PC^"'"  OB.PA+OA.PB 

AB.PQ 


+  Mark    p^  a«*c  sin 


MO.PQ  QB.PA+QA.PB 

Nimmt   man    für   0   den   Mittelpunkt  M  und    die   inducirende 
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Elektricitätsmenge  =  —  ^^  so  wird  V  das  Potential  einer  Gleich- 
gewichtsbelegung der  Kalotte  mit  dem  auf  deraelben  herrschenden 
Potential  1;  da  dann  Q  im  Unendlichen  liegt,  so  wird 

/H  N  I,  ^*        .      ^  .    f  PM        AB      \ 

(70        «  F  =  arc  s.n  -^j^^^g  +  -f^-  arc  sm  {^-^  -^j-^  > 

wo  A  und  B  die  Schnittpunkte  des  Randes  von  S  mit  der  durch 
P  und  die  Axe  gehenden  Ebene  bezeichnen.  Lbg. 


J.  NiEUWKNUUYZKN  Kruseman.     Ovev  de  poteotiaalfunctie 
van    het  elektrische    veld    in    de    nabijbeid   van    eeii 

geladen    bolvormige   kom.       Amst.   Versl.   eo   Meded.   (3)   II. 
265-296. 

Die  Untersuchung  von  W.  Thomson  Aber  die  Verteilung  der 
Elektricität  auf  Kugelschalen  durch  Influenz  wird  hier  durch  die 
Berechnung  des  Potentials  vervollstAndigt. 

Erstens  wird  das  Potential  eines  geladenen  kugelförmigen 
Leiters  berechnet;  durch  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen 
wird  der  Ausdruck  einfacher  als  der,  welcher  von  Thomson 
fttr  die  Dichte  auf  der  Kugel  angegeben  worden  ist.  Das  er- 
haltene Resultat  benutzt  der  Verfasser,  um  die  Capacität  der 
Schale  zu  bestimmen  und  die  ganze  Ladung  zu  berechnen,  welche 
eine  abgeleitete  Schale  durch  Influenz  einer  elektrischen  Ladung 
in  einem  beliebigen  Punkte  annimmt. 

Im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  wendet  er  sich  zu  dem 
Potential  einer  abgeleiteten  Schale,  welche  unter  dem  Einfluss 
einer  Ladung  in  einem  Punkt  P  steht.  Er  leitet  diese  aus  dem 
gefundenen  Potential  des  isolirten  schalenförmigen  Leiters  ab 
mit  Hülfe  der  Inversion  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  und  des 
Satzes,  das»  zwei  Functionen,  welche  hinsichtlich  einer  Kugel 
die  Bilder  von  einander  sind,  dies  hinsichtlich  des  Bildes  dieser 
Kugel  bei  einer  neuen  Inversion  bleiben.  Auf  diesem  Wege 
wird  der  gewOnschte  Ausdruck  fQr  das  Potential  erhalten. 

Schliesslich  entwickelt  der  Verfasser  das  Potential  in  der 
Kähe  einer  geladenen  Schale  nach  Kugelfunctionen.  Er  beweist, 
dass  die  Entwickelung  den  Bedingungen   der   Potentialfunction 
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in  diesem  elektrischen  Feld  genügt,    und   berechnet   daraus  die 
Dichte  auf  der  Kugel,  ohne  elektrische  Bilder  zu  verwenden. 

G. 


J.  J.  Herold.     Elektricitäts Verteilung  auf  einer  Kugel- 

und    Hohlkugeloberfläche.      Pr.  Gymn.  Gladbach. 

In  dem  Hohlraum  eines  von  zwei  concentrischen  Kugeln 
(fj,  r,)  begrenzten  Leiters  sei  an  einer  beliebigen  Stelle  eine  leitende 
Kugel  (q)  isolirt  aufgestellt  und  derselben  freie  Elektricität  mit- 
geteilt; es  soll  die  Verteilung  derselben  sowie  die  Verteiliuig 
der  auf  der  Hohlkugel  durch  Influenz  erregten  Elektricitftt  be- 
stimmt werden.  Diese  Aufgabe  wird  mittels  der  Methode  der 
„successiven  Elektrisiruug^  behandelt;  d.  h.  es  wird  zunächst 
die  Dichtigkeit  auf  q  als  constant  angesehen  und  die  hierbei 
durch  Influenz  auf  r^  erregte  Elektricität  berechnet.  Die  Elek- 
tricität  auf  r,  erregt  durch  Influenz  wieder  eine  neue  Verteilung 
auf  ^,  die  so  berechnet  wird,  als  wärer,  ein  Isolator.  Die 
neue  Verteilung  auf  q  ändert  den  Zustand  auf  r^  etc.  So  ergiebt 
sich  die  schliessliche  Dichtigkeit  auf  q  und  r,  als  unendliche 
Reihe,  von  der  die  ersten  Glieder  nach  bekannter  Methode  be- 
rechnet  werden.  Die  Dichtigkeit  auf  der  äusseren  Kugelfläche 
r,  bleibt,  wie  bekannt,  constant.  Der  Hauptaufgabe  voran- 
geschickt ist  die  Lösung  der  elementaren  Aufgabe,  die  Ver- 
teilung der  Elektricität  auf  einem  von  zwei  concentrischen  Kugeln 
begrenzten  Leiter  zu  ermitteln,  wenn  derselbe  unter  Einfluss 
eines  inducirenden,  im  hohlen  Räume  gelegenen  Punktes  liegt; 
und  zwar  wird  die  Lösung  durch  verschiedene  Methoden  gefunden. 

Wn. 


C.  H.  C.  Grinwis.      De   l'influence  des  conducteurs  sur 
la  distribution  de  T^nergie  ^lectrique,    Neerl.  Arch.  xxi. 

251-282. 

Siehe  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1054.  G. 
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F.  G AUGUR.  Ueber  die  Influenz  eines  elektrischen  Massen- 
punktes auf  einen  Conductor,  der  die  Gestalt  einer 
Fresnel'sehen  Elasticitätsoberfläche  bat.   Dias.  Jena.  278. 4». 


J.  BucHANAN.     A  general  theorem  in  electrostatic  induc- 

tion,  with  application    of  it   to  the  origin  of  electrifi- 

catiou  by  friction.     Lood.  R.  s.  Proc.  XL.  416-430. 

Cly. 

J.  J.  Thomson.      Electrical    oscillations    on    cylindrical 

COnduCtors.       Lond.  M.  S.  Proc.  XVII.  310-328. 

Ein  langer  leitender  Kreiscylinder  vom  Radius  a,  dessen 
Axe  zur  s-Axe  genommen  sei,  befinde  sich  in  einem  Dielektricum 
(z.  B.  Luft);  es  seien  a  und  ^  der  specifische  Widerstand  und 
die  magnetische  Permeabilität  des  Cylinders,  /i'  und  K  die 
magnetische  Permeabilität  und  die  specifische  inductive  Capa- 
cität  des  Dielektricums  (alles  in  elektrostatischem  Mass),    also 

— j—  =  F',    wo    V  die   Lichtgeschwindigkeit   im   Dielektricum 

bezeichnet;  sind  Om  und  ^«  =  \+4nk  die  Werte  von  <y  und  71 

in  elektromagnetischem  Mass,  so  ist  —  =  — ^  =  y.    ^.  B.  fttr 

Kupfer  ist  a„,  =  löOO,  /im  =  1,  also  y=  1500;  fttr  Eisen 
<r,„  =  6.  1500,  liim  =  400,  also  y  =  22).  Mit  den  bekannten 
Maxweirschen  Bezeichnungen,  wobei  (p  das  elektrostatische 
Potential  bedeutet,  gelten  für  den  Cylinder,  wenn  nur  auf  seiner 
Oberfläche  freie  Elektricität  vorhanden  ist,  die  Gleichungen 

dF        dq>       ^  ^^ 

du        de         dw 


dx         dy         dz 
woraus,  wenn  alle  Functionen  den  Factor  c*^""+p')  enthalten, 
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Hiernach  ist  H  = i^  +  ff, ,  wo  JH.  =  ^ff,,  oder  wenn 

p  dx         ^  '  y 

man  Cylindercoordinäten  (qj  z)  einftlhrt  und 

(4)        n»  =  m'  H-  -^^  setzt, 

^917  1       flu 

(a)       ^  +  -^-^-«'ff.  =  0,     al.o  ff,  =  ÄJ/ineM-^^), 

wo  Jo(^)  d*®  Bessersche  Function  0^'  Ordnung  (nach  der  Defini- 
tion von  Hankel  und  Lommel)  bezeichnet,  welche  bekaontlich 
der  Gleichung 

genügt.    Ferner  ist 

A^  4.  ±  _^  --  m>  =  0,    also  ff  =  i47,(tm^)6'(""+i»0, 
mithin 

(b)        H  =  [W„(uie)-  y  ^J,(tmß)]6»(-4P0. 

Ferner  F,  =  --p-,  C,  =  -j^,  wo  x  der  Gleichung  (a)  genügt, 
also  X  =  C//iw^)e'(""+'^>,  mithin 

Aus  Gleichnng  (2)  folgt 

(d)        c=  —  ^B. 

n 

Für  das  Dielektricum  gelten  die  Gleichungen 

4«-  dF       dq>  <V      A     •  Av 

df    ,     da         dh         ^       . 


Js  (/^  (/S 

woraus,  wenn  wieder  alle  Functionen  den  Factor  «^C'^+^o  enthalten, 
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Setzt  man  also 


so  wird 


(4-)        *»  =  m'--^,    H  =  ±^+H„ 


also 

wo  YoC^)  die  zweite  Besser  sehe  Function  (>•'  Ordnung  (nach 
der    Definition   Yon  Hankel)  bezeichnet,   welche   der  Gleichung 

-^MÖ.  ^  _  Y,(x)  genügt.  (Der  Verf.  setzt  -iY^(x)  =  /„(«)). 
Ferner  ^p  =  ^'  y,(img)«^(«"*+'^).    Folglich 

Ferner  wie  oben  x  =  C  r"(t*^)c«<-«+'»'>,  also 

(d')        C'=-^B'. 

Die  Bedingung  der  Continui|ftt  von  f,  G,  ff  und  ihrer  ersten 
Differentialquotienten,  sowie  von  9)  fUr  p  =  a  liefert  ein  Syntcni 
von  Gleichungen,  aus  denen  folgt 

...         inaJ,(ina)    _  _  _4wF'    ikaY,(ikd) 

"San  ist,   wenn  die  ScbwingungszabI  ■—  nicht  sehr   gross  ist, 
sehr  gross  (z.  B.  für  den    obigen  Wert  y  =  1500  und  für 


YP 
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JL.  =  300,  —  =  4 .  10^*),  also  ist   ^v^^l^  sehr  klein,  mit- 

hin  ^a  sehr  klein;  dann  ist  aber  nach  Hankel,  wenn  man 

logd  =  0,577 -log2,    (difco)' =  I   setzt, 

ika  Y^  (ikd)    _  1     ^.     ^ 

Y,{ika)      ~         2<J'  ^''^^^^ 

wodurch  die  Gleichung  (5)  übergeht  in 

(50        llogi  -  ^  ,_^  _^^-^. 

(a)    Es  sei  na  so  klein,   dass  man  — ft^--^    =  2  setzen 
^  '^  '  •  J^(tna) 

kann;  dann  geht  (50  über  in 

(5")        |log§  =  -i-^=-ilV, 
WO  JV  sehr  klein  ist.    Setzt  man 

wo  t]  so  klein  ist,   dass  man  cosx  =  1,   sinx  =  %  setzen  kann, 
so  zerfällt  die  Gleichung  in 

(e)       »?log— ,rj— =  1,    z  =  -^     ^ 


Nt]  '    *        2    1-17' 

und  man  erhält 

(6)        «^?  =  |;  +  *'  =  -^/l  +  T^^-i-^), 


Setzt  man  den  aus  Gl.  (6)  folgenden  Wert  m  =  —  iWo  +  tm,,  also 
gf(mi+pO  =  ß-t«,«^-t(m^-pOj  go  erhält  man  eine  Schwingung  mit 
dem  Exstinctionscoefficienten  m^,  deren  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit F^  =-^  von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit  ist; 


m^ 


mit  den  obigen  Werten  y  =  1500,  -~~  =  300  ergiebt  sich  aus 
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(e)  ij  =  0,026,  — ^  =  16,  mithin  ist  na  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  a  in  der  That  klein. 

b)  Es  sei  na  so  gross,  dass  man  —  "  "^  =  na  setzen 
kann;  dann  geht  (5*)  über  in 

§10g$-  1        ,^^y,      , 

demnach  wenn  man  wieder  m  als  sehr  klein  annimmt,  also 
w  ==  (1  + 1)  y  1^  setzt, 

welche  Gleichung  sich  in  derselben  Weise  wie  Gl.  (ö**)  auflösen 
lässt.  Man  erhält  so,  wenn  man  §  =  M^^  setzt  und  ?  durch 
die  Gleichung 

bestimmt, 

(ßo    ^«=  p;+Ä.  =  ^(,+j_i/T_iXi/z:), 

^    "^  V^  V^  \     ^    2a  ^   np  2a   '    np  ^ 

also  eine  Schwingung,  deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wie- 
der von  der  Ordnung  der  Lichtgeschwindigkeit  ist.  Die  obige 
Bedingung   für  na    ist   z,  B.  für  Eisen  mit  den  obigen  Werten, 

y  =  22,  --^  =  300,    wobei  »  =  (1+1)4^    ist,    für    nicht    zu 

kleine  Werte  von  a  erfüllt. 

In  analoger  Weise  behandelt  der  Verfasser  noch  den  Fall 
eines  submarinen  Kabels,  d.  b.  eines  leitenden  Cylinders,  welcher 
von  einer  isolirenden  Hülle  umgeben  ist  und  sich  in  einem 
Leiter  von  grossem  specifischen  Widerstand  (Wasser)    befindet. 

Lbg. 

iL  NiBBOUR.     üeber  Verteilung  und  Strömung  der  Elek- 
tricitat auf  dem  Parallelepipedon.       Hoppe  Arch.  (2)  IV. 

337-357,  DiBS.  Leipzig.  22  S.  8^ 


t024  ^I'  AbiohaiU.    HktbematiBche  Pfayaib. 

1)  Der  Verfaeaer  beBtiramt  zanäehst  die  eioem  inDeren  Cen- 
trum  p3=(a^,  g^,  Zp)  mit  der  Masse  +1  entspreeheDde  Green'- 
BChe  Function  und  Green'sche  Belegung  fDr  eine  unendliche 
planparallele  Platte  von  der  Dicke  a.  Nimmt  man  als  Coor- 
diDatenaofang:  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Mitte  zwiscben  den 
zwei  Flächen,  die  at-Axe  senkrecht  auf  den  Flfichen,  und  be- 
zeichnet mit  p\  und  p]  die  Bilder  des  Punktes  p  in  den  zwei  Plächen, 
allgemein  mit  pl  das  Bild  des  Punktes  pf-i  in  der  ersten  Fläche 

X  =  — ,  mit  pl  das  Bild  von  pi-i  in  der  zweiten  Fläche,  wobei 

pi  und  pi  mit  der  Hasse  (—1)*"^*  zu  versehen  sind,  so  sind  die 
o;- Coordioaten  dieser  Punkte 

xl  =  ka+i-ifxp,     xi  =  -  fto+  (— I)**p. 
Die  Green'sche  Function  in  dem  innem  Punkt  n  =  (x,  y,  z)  wX 
nun   gleich   dem  Potential   dieser   sämtlichen  Bildpunkte,    also, 
wenn  man  Cyp— y)'  +  ('p~")'  =  P'  setzt, 
p  (_  1)*+" 

wo  für  k  alle  Werte  von  1  bis  ec  und  von  —1  bis  —  oo  zu 
nehmen  sind;  also,  wenn  r^  die  Entfernung  der  Punkte  p  und 
n  bezeichnet, 

(1)     G^„  =  _L  _  *J  i^lL^___ , 

während  in  einem  Susseren  Punkt  «„ 
1      .. 
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Der   Verfasser   drückt   diese   Reihen    durch    ^-Functionen    aus 
mittels  der  Gleichung 

und  der  Definition  der  ^-Function  (fttr  g<0) 

—00 

2)  Für  ein  Parallelepipedum  mit  den  Kanten  a,  /},  y^  dessen 
Mittelpunkt  zum  Goordinatenanfang  genommen  wird,  ergiebt  sich 
hieraus  unmittelbar  für  einen  inneren  Punkt  n  ^  (x^  y,  i),  wenn 
die  Summation  nach  x,  l,  ju  von  —  3q  bis  oo  erstreckt  wird, 

n  fp 


woraus  sich  £^  wie  vorher  bestimmt. 

Die  von  dem  Verfasser  für  die  Strömung  in  einer  unend- 
lichen Platte  und  in  einem  Parallelepipedum  aufgestellten  Reihen 
übergehe  ich,  da  —  abgesehen  von  der  durchgängigen  Ver- 
wechselung des  Punktes,  fttr  welchen  das  Potential  zu  bestimmen 
ist,  mit  dem  Ein-  resp.  Ausströmungspunkt  —  dieselben,  soviel 
ich  sehe,  entgegen  der  Behauptung  des  Verfassers,  divergent 
sind.  Lbg. 

F.  Bennecke.  Untersuchung  der  stationären  elektrischen 
Strömung  in  einer  unendlichen  Ebene  für  den  Fall, 
dass  die  Zuleitung  der  beiden  verschiedenen  Elektrici- 
täten  in  zwei  parallelen  geradlinigen  Strecken  erfolgt. 

(Aus:  Nova  Acta  d.  Ksl.  Leop.-Oarol.  Ueatschen  Akad.  d.  Natorf.  LI. 
No.  4.)     Diss.  OottiogeD.  48  S.  4<^. 


J.  Haubner.     Ueher  die  Linien  gleicher  Stromdichte  auf 
flächenförmigen  Leitern,   ßxoer  Rep.  xxii.  283-290. 


Fortschr.  d.  Math.  XVIII.  3.  65 
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G.  Robin.     Sur  la  distribution  de  r^lectricit^  k  la  sur- 
face  des  conducteurs  ferm^s  et  des  conducteurs  ouvert«. 

Ado  de  I*fic.  Norm.  (3)  III.  Sappl^meot.  3-58. 

Es  sei  e^  und  e,  die  Dichtigkeit  auf  der  Aussen-  und  Innen- 
seite einer  nicht  geschlossenen  Fläche  im  Punkt  p,  welche  durch 
ein  äusseres  Potential  W  inducirt  wird.  Man  denke  sich  S  als 
die  Grenze  zweier  unendlich  nahen  Flächen  S,  und  S/,  C^  und 
C,  seien  die  auf  S,  und  S,  gemachten  Projectionen  einer  um  p  in  der 
tangirenden  Ebene  beschriebenen  Kreisfläche  von  sehr  kleinem, 
aber  gegen  die  Entfernung  von  S^  und  S,  sehr  grossem  Radius.  Ist 
p'  ein  anderer  Punkt  von  S,  pp'  =  r,  «  die  innere  Normale  in 
p,  (m)  der  Winkel  der  Richtungen  pp'  und  n,  so  ist  die  nach  n 
gerichtete  Kraft  von  C,  und  C,  auf  eine  Elektricitätseinheit  in  p 
2fre,  und  —  27ic„    die   von  dem  Rest  von  S  herrührende  Kraft 


=  -/(e;+e;)-^^d5', 


wo  das  Integral  über  die  ganze  Fläche  S  erstreckt  werden  kann; 
die  Oleichgewichts-Bedingung  fQr  den  Punkt  p  ist  also 

Hat  man  also  nach  den  gewöhnlichen  Methoden  e, -f^s  =  ^  be- 
stimmt, so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  die  Verteilung  von 
e  auf  die  beiden  Seiten  der  Fläche.  Für  eine  geschlossene 
Fläche  wird  e^  =  0,  und  die  Gleichung  geht  über  in 

dW 


(2)  2^e=/e'-^5^dS'  + 


dn   ' 

welche  Gleichung  sich  bei  manchen  Problemen  mit  Vorteil  statt 
der  gewöhnlichen  Bedingungsgleicbungen  verwenden  lässt. 

a)  Zunächst  benutzt  der  Verfasser  die  Gl.  (2)  zur  Bestimmung 
der  Gleichgewichts-Belegung  eines  kugelähnlichen  Körpers;  in 
Polarcoordinaten  (p,  ^,  yj)  wird  die  Gleichung  des  Körpers 
^  =  Ä  (1-faf)  gesetzt,  wo  R  eine  Constante,  a  ein  zwischen  0 
und  1   liegender  Parameter,  v  eine  Function  von  &  und  tp  ist; 

indem  e  ■=  *2,  «*«'  gesetzt   und  dieser  Wert  in  die  Gl.  (2)  ein- 
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gefahrt  wird,  ergiebt  eich  durch  Gleichsetzung  der  Coefficiciifen 
von  a*  eine  Kecursionsgleichiing  zur  BeBtimmuDg  von  e,. 

b)  Igt  die  Flache  S  ein  beliebiges  Stück  einer  Kugelfläche 
vom  RadiuB  p,  sind  keine  inducirenden  Massen  vorhanden,  und 
ist  V  das  Potential  von  S,  so  giebt  die  Gl.  (I) 
V 
e,  —  e,  =  -r—  • 
'       '        4ng 

Der  Verfasser  zeigt  weiter,  daas  allgemein  die  Gesamtladung 
eines  offenen  Conductors  auf  der  Auesenaeite  grösser  als  auf  der 
Innenseite  ist. 

c^  Es  sei  S  eine  offene  Fläche,  S+S'  =  S  eine  geschlossene 
Flache.     Die  Aufgabe,   die   elektrische  Verteilung  auf  S  unter 
Einwirkung   äusserer  Massen   zu    bestimmen,   lasst  sich  zurück- 
fahren  auf  die  Aufgabe,    die  Verteilung  auf  S  zu  bestimmen, 
wobei  die  Dichtigkeit  e  sein  möge,    und  auf  die  Aufgabe,    die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  von  S'  auf  dem  abgeleiteten  Gon- 
ductor  S  inducirte  Dichtigkeit  zu  bestimmen.      Denken    wir  uns 
nämlich   auf  2  die   Dichtigkeit  e,    und  ausserdem  auf  S'  die 
Dichtigkeit  — e,  und  ist  e  die  (nach  der  Annahme  bestimmbare) 
durch  letztere  auf  S  inducirte  Dichtigkeit,    so   ist  die  gesuchte 
Dichtigkeit  auf  S  gleich  e+t,  da  t  mit  der  Dichtigkeit  +  e  von  S' 
und  mit  den  äusseren  Massen,  e  mit  der  Dichtigkeit  —e  von  S' 
im  Gleichgewicht  ist,  und  S'  sich  im  neutralen  Zustand  befindet, 
d)  Hchliesslieh  reducirt  der  Verfasser  noch  die  Aufgabe,  die 
on   mehreren  Randcurven 
,  äusserer   Massen   zu   be- 
Es  sei  z.  B.  B  von  zwei 
:lzone),  und  werde  durch 
otten"),  deren  jede  durch 
,   zu   einer   geschlossenen 
)  die  Gleichgewichts- Ver- 
irer  Massen  und  beim  Po- 
bigen  Punktes  von  C  auf 
die  Induction  eines  belle- 
jleiteten    Conduclor  B  +  C. 
Dichtigkeit  e  ausgebreitet, 
65* 
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ferner  über  C  und  C  die  Dichtigkeit  —  e.  Die  Dichtigkeit  —e 
von  C  möge  auf  B  eine  (nach  der  Annahme  bestimmbare) 
Dichtigkeit  ß^J  auf  C  eine  Dichtigkeit  y^  induciren;  ebenso  in- 
ducire  die  Dichtigkeit  —e  von  C  auf  B  die  Dichtigkeit  /^,,  auf 
C  die  Dichtigkeit  y[]  wir  haben  dann  auf  B  die  Dichtigkeit 
e+/?,  +ß\  und  das  Potential  F,  unter  Einwirkung  einer  Dichtig- 
keit y,  auf  C  und  /,  auf  C.  Dazu  fügen  wir  auf  C  eine  Dich- 
tigkeit — /,,  welche  auf  B  eine  Dichtigkeit  ß^^  auf  C  eine  Dich- 
tigkeit y,  induciren  möge,  und  auf  C  eine  Dichtigkeit  — /,, 
welche  auf  B,  resp.  C  eine  Dichtigkeit  ß'^,  resp.  /,  induciren 
möge;  wir  haben  dann  auf  B  die  Dichtigkeit  ß+ft +/*'+/?,  4-/^, 
und  das  Potential  K,  unter  Einwirkung  einer  Dichtigkeit  y,  auf 
C  und  /,  auf  C.  Fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir  schliess- 
lich auf  B  eine  Dichtigkeit  e+*2:(ß»+ßd  und  das  Potential  K, 

im  Gleichgewicht  mit  einer  Dichtigkeit  /»  auf  C  und  y'n  auf  C. 
Bezeichnen  nun  £«,  B«,  C«,  C«  die  entsprechenden  Gesamtladungen, 
so  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  dass  die  auf  einem  abge- 
leiteten Gonductor  inducirte  Ladung  immer  kleiner  als  die  indu- 


cirende  ist,  leicht,   dass  *<J?(ft4B0<  Q+^i?   ^'^o  die  Reihe 

'2!(B$-\-B's)  convergent  ist,  mithin  auch  die  Reihen  2B,  und  ^B^, 

folglich,  da  die  inducirte  Dichtigkeit  überall  dasselbe  Zeichen 
hat,  auch  die  Reihe  2ß,  und  Sß',,  Ferner  ist  limC„  =  limCi  =  0, 
da  sonst  die  durch  — CJ,  auf  B-\-C  inducirte  Ladung  auf  B  den 
Wert  Bn^i  =  0,  auf  C  einen  von  0  verschiedenen  Wert  Cn^i 
haben  würde,  was  bekanntlich  nicht  möglich  ist;  mithin  auch 
lim^n  =  limyi  =  0.     Die  gesuchte  Dichtigkeit  auf  B  ist  also 

e  +  '2;(ß.^ßd' 
l 

Der  Verfasser  wendet  diese  Formel  zur  Berechnung  der  Gleich- 
gewichts-Verteilung auf  einer  Kugelzone  an.  Lbg. 


A.  RiGHi.     Stiuli  suUa  poiarizzazione  rotatoria  magnetica. 

Bologoa  Mem.  (4)  Vil.  443-546. 
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1)  Der  Verfasser  zeigt  zunächst,  dass  die  bisher  versuchten 
experimentellen  Nachweise  des  wirklichen  Zerfallens  eines  gerad- 
linig polarisirten  Lichtstrahls  in  einem  drehenden  Mittel  in  zwei 
entgegengesetzt  -  circulare  mit  verschiedener  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit (Doppelbrechung)  illusorisch  sind,  da  sich  die 
Erscheinungen  auch  erklären  lassen,  wenn  man  von  der  That- 
Bache  der  Drehung  der  Polarisationsebene  ausgeht  Lässt  man 
z.  ß.  zwei  (etwa  rechts  gedrehte)  circulare  Strahlen  durch  zwei 
Röhren  mit  CS,  gehen,  von  denen  sich  die  eine  in  einem  Magnet- 
felde befindet,  und  lässt  sie  interferircin,  so  verschieben  sich 
bekanntlich  die  Fransen  bei  Erregung  des  Magnetfeldes.  Diese 
Phasenänderung  lässt  sich  aber,  statt  durch  eine  Aenderung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  auch  auf  die  obige  Weise  erklären; 
denn  sind  die  Componenten  eines  jeden  der  zwei  circularen 
Strahlen  x  =  asin  K,  y  =  acos  K,  und  erfährt  jede  Componente 
des  einen  Strahls  eine  Rechtsdrehung  ^,  so  werden  die  Compo- 
nenten 

x'  =  asin  Fcos^-f- ACOS  Fsin^  =  a8in(F+^), 
y'  =  —  asin  Ksin^  +  acos  Fcosß  =  acos(F  +  ^), 
d.  h.  dieser  Strahl  erleidet  gegen  den  andern  eine  Phasenände- 
rung Q,  Ebenso  wird  gezeigt,  dass  der  bekannte  Versuch,  bei 
welchem  ein  durch  ein  Quarz- Doppelprisma  längs  der  Axe 
gebender  linearer  Strahl  sich  durch  Brechung  in  zwei  Strahlen 
spaltet,  sich  auch  nach  der  obigen  Annahme  erklären  lässt,  wenn 
man  den  Vorgang  als  ein  Beugungsphänomen  auffasst;  beide 
Hypothesen  geben  denselben  Ausdruck  fOr  die  Ablenkung  der 
zwei  Strahlen  von  der  Axe,  und  zwar  auch  dann,  wenn  die 
Breite  des  Prismas  so  klein  ist,  dass  man  auch  bei  der  Hypothese 
der  Doppelbrechung  die  Erscheinung  als  ein  Beugungsphänomen 
berechnen  muss. 

2)  Um  eine  Entscheidung  zwischen  beiden  Hypothesen  zu 
gewinnen,  lässt  der  Verfasser  einen  geradlinig  polarisirten  Strahl 
j;  =  sinF  normal  durch  eine  dünne  drehende  Platte  gehen;  dann 
hängt  die  Amplitude  des  zweimal  gebrochenen  Strahls  nach  den 
FresneVschen  Formeln  von  seiner  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
in  der  Platte  ab;   denkt  man  sich  also  den  eintretenden  Strahl 
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in  einen  rechtB-  und  einen  linksgedrehten  oircularen  Strahl 

p,  =^sinF     ^^^    fx,  =  i8inF 


ix,  = 


zerlegt,  und  haben  diese  wirklich  in  der  Platte  verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  so  erhalten  die  zwei  austretenden 
circularen  Strahlen  verschiedene  Amplituden,  sodass  ihre  Glei- 
chungen werden 


h    .    ^ 

und 
n 


»9  =  -  yCosF, 


yi  =  yCOsF 
woraus  ein  elliptischer  Strahl  mit  dea  Componenten 

a?  =  — ^r —  sin  V.    y  =  — - —  cos  V 

hervorgeht.  (Ein  etwa  beim  Durchgang  entstehender  Phasen- 
unterschied der  zwei  circularen  Componenten  bewirkt  nur  eine 
Drehung  der  Ellipse  ohne  Formänderung).  Eine  solche  EHipti- 
cität  hat  der  Verfasser  beim  Durchgang  des  Lichts  durch  dQnne 
Eisenschichten  im  Magnetfelde  in  der  That  beobachtet,  und  er 
schliesst  daraus  auf  das  wirkliche  Vorhandensein  der  Doppel- 
brechung. 

3)  Der  Verfasser  leitet  weiter  die  Gleichung  der  Wellen- 
fläche im  Magnetfelde  ab.  Sind  r,  und  v.^  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten einer  ebenen  Welle,  deren  Normale  mit  der 
Kraftrichtung  den  Winkel  a  bildet,  so  ist  nach  dem  Verdef  sehen 
Gesetz  die  Drehung  ftlr  die  Längeneinheit,  wenn  c  eine  Con- 
stante  bezeichnet, 


n  f  l  1  \ 


COSOf, 


oder,  wenn  K  eine  andere  Constante  bezeichnet, 

(1)        =  /ifcosa. 

Mit  dieser  Gleichung  verbindet  bekanntlich  Gornu  die  Gleichung 
f>i  +  v,  =  2i?o,  wo  t?o  die  Geschwindigkeit  ausserhalb  des  Magnet- 
feldes bezeichnet;  der  Verfasser  hält  diese  Gleichung  nicht  fSr 
bewiesen,  und  ersetzt  sie  durch  die  Annahme,  dass  die  Wellen- 
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fläche  um  einen  Punkt  0  aus  zwei  identischen  Flächen  F,  und  F^ 
besteht,  welche  aus  einer  Fläche  F  durch  eine  Verschiebung  ö 
in  der  Kraftrichtung  nach  der  einen  und  andern  Seite,  wodurch 
0  nach  0^  und  0,  kommt,  entstanden  sind.  Dann  ist  offenbar 
v^ — «3  =  2()co8a,  woraus  mittelst  Gleichung  (1)  folgt 

(2)  15,  v,  =  Const.  =  6*. 
Diese  Gleichung  aber  sagt  aus,  dass  F  ein  Sphäroid  um  die 
Kraftrichtung  als  Axe  mit  den  Brennpunkten  0,  und  0^  ist, 
d.  h.  dass  die  Wellenfläche  (F,  F.^)  mit  der  Fleischl'schen  Wellen- 
fläche identisch  ist.  Der  Verfasser  untersucht  dann  weiter  diese 
Wellenfläche  näher  und  zeigt,  dass,  wenn  eine  geradlinig  polari- 
sirte  ebene  Welle  normal  auf  das  Medium  fällt  und  sich  also  in 
zwei  die  Fläche  (f,  FJ  berührende,  circular  schwingende  ebene 
Wellen  zerlegt,  die  zwei  zugehörigen  Strahlen  mit  der  Wellen- 
normale gleiche  Winkel  bilden. 

4)  Weiter  berechnet  der  Verfasser  die  Drehung,  welche 
entsteht,  wenn  ein  geradlinig  polarisirter  Lichtstrahl  schief  durch 
ein  im  Magnetfelde  befindliches  Medium  geht  und  die  Magnet- 
kraft entweder  senkrecht  auf  der  Platte,  oder  ihr  parallel  und 
in  der  Einfallscbene  liegt,  sowie  wenn  der  Strahl  nach  schiefem 
Eintritt  an  der  Hinterfläche  reflectirt  wird  und  wieder  austritt, 
welcher  letztere  Fall  schon  von  Kundt  experimentell  und  theore- 
tisch untersucht  worden  ist.  Er  berechnet  dabei,  ebenso  wie 
Kundt,  die  durch  die  Brechung  und  Reflexion  eintretende  Drehung 
nach  den  FresnePschen  Formeln,  indem  er  von  der  Thatsache 
der  Drehung  der  Schwingungsebene  im  Innern  des  Mediums 
ausgeht,  und  addirt  dazu  die  beim  Durchlaufen  des  Mediums 
eintretende  Drehung.  Dabei  ergiebt  sich  folgender  Satz:  „Hat 
man  den  Polarisator  und  Analysator  anfänglich  zu  einander 
senkrecht  gestellt,  so  ist  bei  ursprünglich  in  der  Einfallsebene 
liegenden  Schwingungen  die  zur  Wiederherstellung  der  Extinc- 
tion  nötige  Drehung  des  Analysators  dieselbe,  wie  die  Drehung 
d^  Polarisators  bei  ursprünglich  auf  der  Einfallsebene  senkrechten 
Schwingungen,  und  umgekehrt".  Die  Versuche  des  Verfassers 
bestätigten  die  aufgestellten  Formeln  sehr  annähernd,  sodass  er 
aus  der  nicht  vollkommenen  Uebereinstimmung  keinen  Schluss 
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ZU  OunBten  der  Hypothese  der  Doppelbrechung,  welche  bei  der 
HerleituDg  der  Formeln  nicht  benutzt  wurde,  ziehen  zu  können 
glaubt.  Lbg. 

P.  DuHKM.      Application    de   la  Therniodynamique    aux 
ph^nomfenes   thermo  -  älectriques   et  pyro  -  ^lectrique«. 

ADD.  de  Vtc.  Norm.  (3)  III.  263-302. 

Ueber  den  ersten  Teil  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1043.  Der 
vorliegende  zweite  Teil  behandelt  die  Theorie  der  Pyro-  und 
Piezo- Elektricität,  welche  letztere  nach  dem  Verfasser  nichts 
weiter  als  Fyro-Elektricität  ist;  nach  einer  brieflichen  Mitteilung 
des  Verfassers  enthält  indessen  die  Theorie  der  Pyro-Elektricität 
einen  Irrtum,  in  Folge  dessen  das  abgeleitete  Resultat  der  Er- 
fahrung widerspricht.  Der  Verfasser  beabsichtigt  binnen  kurzem 
eine  neue  Theorie  der  Pyro-Elektricität  zu  veröflfentlichen. 

Lbg. 

F.   Salzmann.       lieber     therinoelektriscbe    Massbestim- 
mungen.   Di88.  Berlin.  30  8.  H<». 

A.  Wassmüth  und  G.  A.  Schilling.     Ueber  eine  expe- 
rimentelle     Bestimmung      der     Magnetisirungsarbeit. 

Wien.  Ber.  XCIV.  280-301. 

Wird  ein  Eisenstück  einem  inducirenden  Magneten  aus  un- 
endlicher Entfernung  langsam  genähert,  so  wird  dabei  von  der 
Magnetkraft  eine  Arbeit  L  geleistet;  wird  es  dann  aus  seiner 
Endlage  so  schnell  wieder  in  unendliche  Entfernung  gerückt, 
dass  dabei  sein  Magnetismus  ungeändert  bleibt,  so  wird  eine 
grössere  Arbeit  W  gegen  die  Magnetkraft  verbraucht;  die  Differenz 

(1)        A  =  W—L 
nennen   die  Verfasser   nach  W.  Tliomson   die  „Magnetisirungs- 
arbeit  %  eine  Definition,  welche  sich  auch  aus  dem  üblichen  Be- 
griff der  potentiellen   Energie   eines  Magneten   ergiebt     (Vgl. 
z.  B.  Adler,  Wien.  Ber.  XCII,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1082).     Das 
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Eisen  besitze  die  Form  eines  verlängerten  Sphäroids,  dessen  Axe 
beständig  in  die  Richtung  der  Magnetkraft  x  fällt;  diese  sei  fOr  alle 
Punkte  des  Eisens  constant,  in  der  Endlage  =  x^^  und  das  erzeugte 
Moment  der  Masseneinheit  sei  ju,  in  der  Endlage  ju^ ;  dann  ist  W 
(bezogen  auf  die  Masseneinheit)  gleich  dem  Potential  des  Magneten 
auf  das  Eisen  in  der  Endlage,  =  f^i  ^, ;  ferner  ergiebt  sich  leicht 


(2)        L=/"^rfx, 


n 


also 

Zur  experimentellen  Prüfung  der  61.  (2)  wurde  einmal  L  direct 
nach  dieser  Gl.  berechnet,  indem  fOr  eine  Reihe  von  Werten 
von  X  die  zugehörigen  Werte  von  fi  teils  beobachtet,  teils  nach 
der  Neumann*schen  Formel  berechnet  wurden;  andererseits  wurde 

L  =  /  pd&  gesetzt,  wo  p  die  an  der  Wage  gemessene  Anzie- 
hungskraft des  Magneten  auf  das  Eisen  bei  veränderlicher  Ent- 
fernung z  bedeutet.  Es  ergab  sich  genügende  Uebereinstimmung; 
da  fA   nahezu  proportional  mit  x   war,    so   ergab    sich    nahezu 

/  iidx  =  /  xdjM.  Lbg. 

L.   BoLTZMANN.     Zur  Theorie    des   von  Hall  entdeckten 
elektromagnetischen  Phänomens.   Wien.  Ber.  XCIV.  644-669. 

a)  In  einer  vor  Wirkung  der  Magnetkraft  isotropen  Platte, 
auf  welcher  die  (nach  der  s-Axe  gerichteten)  Kraftlinien  senk- 
recht stehen,  lassen  sich  bekanntlich  die  MaxwelFschen  Stro- 
mungsgleichungen schreiben: 

(1)  u+Ä.=    -X.^,  t,-Ä,l=:-X-^, 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  einmal,  wie  Maxwell  thut,  durch 
eine  Veränderung  des  Körpers  in  Folge  der  Magnetkraft  erklären, 
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indem  dadurch  die  MolecQle  eine  spiralige  Anordnung  erhalten. 
iSie  lassen  sich  aber  auch  durch  eine  directe  Wirkung  der  Magnet- 
kraft   auf   die    Elektricität    erklären.      Schreibt    man    nämlich 

v^—x—z \-hu,    so    erscheint   hu   als  eine  elektromotorische 

Kraft  nach  der  y-Axe  in  Folge  der  Wirkung  der  Magnetkraft  if 
auf  den  nach  der  a;-Axe  gehenden  Strom,  welche  Wirkung  nach 
dem  Biot-Savart'schen  Gesetz  erfolgt,  wobei  man  aber  die  Ge- 
schwindigkeit der  positiven  und  negativen  Elektricität  als  ver- 
schieden annehmen  muss,  weil  sonst  beide  gleich  bewegt  werden 
würden.  Es  sei  e  die  Menge  der  positiven  Elektricität  in  der 
Längeneinheit,  ihre  Geschwindigkeit  a  +  2b^  die  Menge  der  nega- 
tiven Elektricität  e, ,  ihre  Geschwindigkeit  a;  bezeichnet  J,  und 
J,n  die  elektrostatische  und  elektromagnetische  Stromintensität,  g 
ihr    Verhältnis,    so    muss   e(a-\'2b)  =  e^a  =  ^J,  =  ^gJm    sein. 

Die  ponderomotorische  Kraft  ist  nun  ~  MJ^n  =  —  MJ^^     wovon 

9 

nach  dem  Weber'schen  Gesetz  die  eine  Hälfte  — */€(a  4-26)  auf 

9 

die  positive  Elektricität,   die  andere  — Me^a   auf   die    negative 

iß 

Elektricität  wirkt;  auf  die  Einheit  der  positiven  resp.  negativen 

Elektricität  wirkt  also  die  Kraft  — M(a  +  2b)  und  — Ma,    oder 

9  9 

die  Kraft  — Jf(a-f  ft)  auf  beide  in  derselben  Richtung,  die  Kraft 

—  Mb  auf  beide  in  entgegengesetzter  Richtung.     Letztere  ist  die 

HaU'sche  Kraft;  sie  entspricht  einer  Fotentialdifferenz  zwischen 

zwei  um  ß  von  einander  entfernten  Punkten  E,  =  —  Mbß  oder 
E,n  =  Mbß, 

b)  Aus  den  Gleichungen  (I)  und  (2)  folgt 

,  H        fdP  dP\ 

1"=  -f+ÄA-rf^  +  *-rfjJ'    "dir  + -5j;r  =  0, 
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C3«) 


oder  wenn  man  h  =  tgy  setzt, 

X       /  dP  dP 

X       /  dP     .  dP  \ 

Ist  also  das  Potential  an  den  Elektroden  gegeben,  und  erstreckt 
sich  die  Platte  nach  allen  leiten  ins  Unendliche,  so  wird  P  durch 
die  Wirkung  der  Magnetkraft  nicht  geändert,  dagegen  werden 
die  Stromlinien,  welche  bei  nicht  erregtem  Magnet  auf  den 
Aequipotentiallinien  senkrecht  stehen,  um  den  Winkel  y  gedreht. 
Hat  die  Platte  einen  freien  Rand,  so  ist  derselbe  vor  der  Erre- 
gung des  Magneten  eine  Stromlinie;  wird  nun  der  Magnet  plötz- 
lich erregt,  so  bilden  die  Stromlinien  mit  dem  Rand  einen 
Winkel  y;  durch  die  hierdurch  auf  dem  Rand  erzeugte  freie 
Elektricität  werden  aber  die  Aequipotentiallinien  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  um  den  Winkel  y  gedreht,  sodass  der  Rand 
wieder  eine  Stromlinie  wird.  Z.  B.  bei  einer  rechteckigen  Platte 
von  der  Länge  A,  Breite  ß  und  Dicke  d,  deren  Seiten  ß  die 
beiden  Elektroden  sind,  ist  vor  Erregung  des  Magneten,  d.  h. 
ftlr  Ä  =  0, 

f  =  —  ox  -}-  6,     w  =  xa,     t?  =  0. 
Ist  nun  ß  sehr  gross  gegen  A,  so  kann  man  die  Platte  als  nach 
der  ^-Richtung  unendlich   annehmen,    erhält  also  bei   Erregung 
des  Magneten  nach  Gleichung  (3) 

P  =  —  ax  \^  0^     u  =  -        .^    ,     V  ^ 


Ist  dagegen  ß  verschwindend  klein  gegen  A,  so  verhält  sich  das 
Innere  der  Platte  wie  der  freie  Rand,  es  wird  also 

M  =  xa,     t?  =  0,     P  =  —  ax  -f  hay  -\-  c. 
In    diesem   Falle    ist    der  Hauptstrom  J  =  xaßd,   die    Uairsche 
Poteutialdiflferenz  zwischen  zwei  gegenüberliegenden  Randpuukten 

also  das  von  Hall  so  genannte  Rotationsvermögen 

Ä  =  -^-  =  A . 

MJ        xM. 
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Schliesslich  berechnet  der  Verfasser  noch  die  Strömung  in 
einer  kreisförmigen  Platte  mit  beliebigen  Einströmungspunkten. 

Lbg. 


F.  ExNER.     Ueber  die    Ursachen    und   die  Gesetze    der 
atmosphärischen  Elektricität.      Wien.  Ber.  xcill.  222-285. 

Die  Abhandlung  enthält  zunächst  eine  historische  Uebersicht 
über  die  bisherigen  Beobachtungen  und  Hypothesen.  Der  Ver- 
fasser schliesst  sich  der  zuerst  von  Erman  ausgesprochenen  und 
später  von  Peltier  weiter  ausgeführten  Ansicht  an,  dass  die  Erde 
eine  elektrische  Ladung  besitzt  (und  zwar  eine  negative,  da 
nach  allen  Beobachtungen  ihr  Potential  bei  normalem  Wetter  mit 
zunehmender  Höbe  wächst),  dass  dagegen  die  Luft  selbst 
unelektrisch  ist  und  die  scheinbare  Ableitung  von  Elektricität 
aus  der  Atmosphäre  nur  von  der  Potentialdifferenz  an  den  Enden 
der  Leitung,  oder,  wenn  man  das  Elektroskop  selbst  nach 
vorheriger  Ableitung  hebt,  von  Influenz  herrührt.  (Die  frühere 
Ansicht,  dass  die  Verdampfung  Elektricität  erzeuge,  ist  durch 
Versuche  widerlegt  worden).  Dazu  kommt  aber  nach  dem  Ver- 
fasser die  von  der  Erde  aus  fortgeführte  negative  Elektricität 
des  Wasserdampfs,  durch  welche  das  Potentialgefälle  von  oben 
nach  unten  vermindert  wird  und  auch  0  oder  negativ  werden 
kann.  Um  zu  zeigen,  dass  der  von  einer  elektrisirten  Flüssigkeits- 
Oberfläche  aufsteigende  Dampf  Elektricität  mitführt,  hat  der 
Verfasser  Beobachtungen  angestellt,  aus  denen  sich  ergab,  dass 
die  Verdampfungsgeschwindigkeit  aus  einer  elektrisirten  Flüssig- 
keit grösser  ist  als  aus  einer  unelektrischen,  und  dass  ferner  ein 
Metallgefäss  von  einer  darüber  aufgestellten  elektrisirten  Metall- 
schale mit  verdampfendem  Aether  Elektricität  aufnimmt.  [Uebri- 
gens  lassen  sich  die  Versuche  nach  der  ersten  Methode  auch 
anders  erklären;  die  Versuche  nach  der  zweiten  Methode  sind 
von  Sohncke  (Wied.  Ann.  XXXIV)  wiederholt  worden,  wobei  sich 
ergab,  dass  die  Mitteilung  der  Elektricität  durch  die  nieder- 
gehenden kalten  Luftströme  bewirkt  wurde;  auch  nach  einer 
andern  Methode  angestellte  Versuche   führten  Sohncke   zu   der 
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Ueberceugung,  dasB  eine  Fortfahrung  von  ElektrieiUt  durch 
Dampf  nicht  stattfinde.   D.  Ref.).    Hiemacb  Btellt  der  Verfasser 

flir  das  Potentialgefälle  -rr-  in  der  Höhe  h  über  der  Erdober- 

fliehe  folgenden  Ausdruck  aaf.  In  geringer  Höhe,  wo  man  die 
Niveauflfiohen  als  horizootale  Ebenen  betrachten  kann,  geht  die 

-  4np,  vo  Q  negativ 

und  proportional  dem  Gehalt  p  an  Waseerdampf,  also  —  419  =  ^ 
ist;  oder,  wenn  man  p  =  p,(l — ah)  setzt, 

^,    <=  Ap.Cl-aft),     woraus     ~  =  kp^h(i-^h)  + B, 
wo  B  den  Wert  von  —jt-  an  der  Erdoberflfiche  bezeichnet.    Also 

dv 
dh 

wo  mau  p  —  0  setzen  kann,  bezeichnet,  und  welcher  derselbe 
ist  wie  der  an  der  Erdoberfläche  bei  möglichster  Abwesenheit 
von  Wasserdampf  beobaebtete, 

Nach  dieser  Formel  hat  der  Verfasser  seine  eigenen  Beobach- 
tungen berechnet  und  eine  ziemliche  Uebcreinstimmung  gefunden. 
Bei    möglichster    Abwesenheit    von    WasHerdarapf    ergab    sich 

-7;-  nahezu  constant  —  ^  =  OfK)  -;. 1   woraus  sich  die  elek- 

dh  Meter 

triache   Dichtigkeit  an   der  Erdoberfläche  u  = 

elektrostatischer  Einheilen,  und  das  Potential  der  Er 
Oberfläche  V  =  —RA  =  -  A.\0*  Volt  ergeben  wtt 


A.  Vascht.     Siir  la  nature  des  actioiis  electri 
un  milieu  isolaiit.      0.  B.  CHI.  uae-im9. 
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Enthält   eine   einfache  Herleitung   des  MaxweH'schen  Aus- 
drucks fOr  den  in  einem  Dielektricum  wirkenden  Zug  und  Druck. 

et' 
Setzt  man  die  Kraft  zweier  Elektricitätsteilchen  =  k — r-,   so  ist 

die  Flächendichtigkeit  auf  einem  Gonductor,  wenn  V  das  Potential, 

dn  die  äussere  Normale  bezeichnet,  er  = t-t  — r- 1  die  Kraft 

^nh    an 

dV 
K  ~  —  i.-_^     also  der  auf  die  Oberfläche  wirkende  normale 
dn 

Druck 


= "' = ^(^^•- 


^nk  \  dnJ  ' 

nimmt  man  diesen  Druck  als  einen  durch  das  Dielektricum  aus- 
geübten Zug  an,  so  muss  beim  Gleichgewicht  der  Gonductor 
einen  gleichen  und  entgegengesetzten  Zug  auf  die  Flächeneinheit 
des  Dielektricums  ausüben.  Denken  wir  uns  nun  eine  durch 
zwei  unendlich  kleine  Conductorilächen  «  und  ^  begrenzte  Kraft- 
röhre von  unendlich  kleiner  Länge,  so  ist  die  Resultirende  der 
auf  ihre  zwei  Endflächen  wirkenden  Zugkräfte,  von  $  aus  nach 
aussen  gerechnet, 

dV  dV 

oder,  da  s  -^ s'       ,    =  Ankq  ist,    wo  q  die   ganze  in   der 

Kraftröhrc  enthaltene  Elektricitätsmenge  bezeichnet, 

''=Tsir["'(f)'-(-^-Wl 

da  man  — -  =  1,  -^p  =  o  setzen  kann.     Das  erste  Glied  dieses 
s  s 

Ausdrucks  ist  aber  die  Resultirende  eines  auf  die  zwei  End- 
flächen wirkenden  gleichmässigen  äussern  Druckes  p,  welcher 
sich  durch  einen  gleichmässigen  äussern  Druck  p  auf  die  Seiten- 
flächen äquilibriren  lässt;  das  zweite  Glied  ist  die  auf  die  innere 
Elektricität  q  wirkende   Kraft.     Zum  Gleichgewicht   der  Kraft- 
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röhre  ist  also  erforderlich,  dass  (abgesehen  von  einer  etwa  vor- 
handenen, der  letztern  Kraft  entsprechenden  Zugdifferenz)  ausser 
dem  den  Kraftlinien  parallelen  Zug  p  und  p'  ein  Druck  p  senk- 
recht zu  den  Kraftlinien  stattfindet.  Lbg. 


J.  Bertrand.     Sur  las  unit^s  ^lectriqiies.     Acta  Math.  vin. 

387-392. 

Der  Verfasser  glaubt  auf  folgende  Weise  einen  Mangel  des 
elektrostatischen  Masssystems  nachweisen  zu  können.  Man  denke 
sich  einen  Stromkreis,  von  welchem  ein  Teil  von  der  Länge  L 
und  der  Masse  M  beweglich  ist  und  von  dem  festen  Teil  angezogen 
wird;  die  elektrodynamisclie,  resp.  elektrostatische  Intensität  des 
Batteriestroms  (also  ohne  Berticksichtigung  der  Induction)  sei 
Jdj  resp.  J«,  der  Widerstand  des  ganzen  Kreises  Rd^  resp.  A«. 
Die  zu  einer  bestimmten  Lagenänderung  nötige  Zeit  lässt  sich 
ausdrücken  durch 

(1)  T  =  F(L,  Jtf,  J„  BdX 
wo  F  eine  Function  bedeutet,  welche  keine  weiteren  dimensionalen 
Grössen  enthält.  (Letztere  Behauptung  ist  nicht  ohne  weiteres 
klar;  ihre  Richtigkeit  ergiebt  sich  aber  leicht  für  den  Fall  zweier 
gleichen  und  parallelen,  von  demselben  Strom  durchflossenen 
Stromkreise.  D.  Ref.).  Nimmt  man  nun  die  Fundamentalein- 
heiten der  Länge,  Zeit  und  Masse  resp.  a-,  /?-,  y-ms.]  so  klein  als 
vorher,  und  beachtet  die  bekannten  Dimensionsgleichungen 

r  Jrf  =  L*  JB»  T~S    Rd  =  LT-\ 

so  erhält  man  an  Stelle  der  Gleichung  (1) 

ßT^F(aL,  yM,  a*y*/J->Jrf,     a/J-^Ä,), 
woraus  durch  Vergleichung  mit  (1)  leicht  folgt 

wo  g>  eine  unbestimmte  Function  bezeichnet.     Ist  Rd  =  oc,   so 
wird    die  Induction    unmerklich,   mithin  T  von  Rd  unabhängig, 

was  nur  möglich  ist,    wenn  qi(x)  =  — :  ist;  in  diesem  Falle  er- 

yx 
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giebt  sich  also 

(4)        T  =  -f]fLM, 

WO  K  eine  reine  Zahl  ist.    Im  aligemeinen  Falle  wird  man  also 
setzen  können 


T=fm[<M^)]. 


WO  (p^  («)  eine  für  a:  =  0  verschwindende  Function  ist. 

Nun  stellt  der  Verfasser  folgendes  Princip  auf:  „Les  unit^ 
doivent  etre  tellement  choisies  qu'il  puisse  exister  des  formules 
exprimant  les  th^or^mes  de  la  science  et  invariables  malgr^  le 
changement  des  unit^s  fondamentales**.  Nach  diesem  Princip, 
meint  er,  müsse  aus  der  Gleichung  (1)  die  analoge  Gleichung 
folgen 

(10         T=F,(L,lf,J,,ÄO, 
wo  F^  ebenso  wie  F  eine  von  den  Fundamentaleinheiten  unab- 
hängige Function  bezeichnet.    Daraus  aber  würde  sich  auf  dem- 
selben Wege  wie  vorher  ergeben 


(30         T  =  LR,v(i^); 


für  Ä,  =  oo  müsste  also  tp(x)  =  ^ —  sein,  mithin 

(40         r=  ÄTLilfi/r^ 
was  offenbar  falsch  ist;  hieraus  schliesst  der  Verfasser,  dasa  das 
elektrostatische  Masssystem    dem   obigen   Princip   nicht   genüge 
und  daher  mangelhaft  sei. 

[Dieser  Schluss  scheint  dem  Ref.  auf  einer  unrichtigen  Anwen- 
dung des  obigen  Princips  zu  beruhen;  dasselbe  kann  nftmlich  unmög- 
lich verlangen,  dass,  wenn  in  einer  Gleichung  auch  solche  Grössen 
vorkommen,  welche  sich  auf  abgeleitete  Einheiten  beziehen 
(Elektricitätsmenge,  Stromstärke,  Widerstand  u.  dgl.),  die  Glei- 
chung auch  bei  Aenderung  dieser  willkürlich  bestimmten  abge- 
leiteten Einheiten  ungeändert  bestehen  bleiben  soll.  Nur  durch 
diese  missbräucbliche  Anwendung  schliesst  der  Verfasser  ans 
der  Gleichung  (1)  die  Gleichung  (10,  welche  offenbar  falsch  ist, 
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fvenn  mao  darin,  wie  der  Verfseser  bei  seinen  weiteren  SchlQasen 
tbut,  unter  F,  eine  nieht  nocb  anderweitig  von  den  Fundamental- 
einheiten  abhfingig^e  Function  verstellt.  Ich  will  der  Einfacbbeit 
balber  den  Widersland  unendlich  gross  annebmen,  ako-die  In- 
duetioc  vernach lässigen,  sodass  in  Gleichung  (I)  R^  nicht  vor- 
kommt', dann  kommt  Ja  nur  in  dem  Ausdruck  fOr  die  pondero* 
motorische  Kraft  JiQ  vor,  wo  Q  eine  nur  von  Längen  abhängige 
Grösse  (oder  vielmelir  im  vorliegenden  Falle  eine  blosse  Zahl) 
bezeichnet.    Im  elektroelatisclien  Masssyateni  aber  ist  diese  Kraft 

=  — =-  JJ  Q,  wo  g  =  -r  die  Dimension  LT-'  einer  Geschwindig- 
g        '  Jd  - 

keit  bat;    die  Gleichung  {{*),   in    welcher  unter  der  Igeraaphlen 

Annahme  R,  wegt^llt,  mu»8  also  lauten 

^9''  

und   aus  dieser  ergiebt  sich  durch  die   Bertrand'schen  ScfalflsM 

T  =  -j~  ^LM,  d.  h.  genau  derselbe  Wert  (4)  wie  im  elektro- 
dynamischen System,  wie  auch  ohne  weiteres  daraus  klar  ist, 
dass  wegen  -^  =  J,,  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung (1)  identisch  ist;  set?^  man  dagegen  mit  dem -.Verfaisser. 
T  =  F,  (L,  M,  J,),  so  ist  F,  eine  noch  von  den  Fundamentatoin- 
heiten  abbäugige  Function,  und  die  zu  der  Gleiehting  (4*)  füh- 
renden Schlosse  des  Verrassers  werden  hinfällig.  Aus  der  An- 
wendung, welche  der  Verfasser  von  seinem  Princip  macht,  wUrde 
man  mit  demselben  Recht  folgern  können,  dass,  weil  im  elektro- 
dynamischen System  die  ponderomotorisclie  Kraft  zweier  Strom- 
kreise X  =  JjJ'j —r-  iwi,  wo  /'  ila«  Poti'ntiftl  der  iwei  "' 
dx 

kietse  auf  einander  ist,  uiul    —r—  die    Dimentiinn   I)    liat, 
^  dx 

Kraft  im  elektrostatisclieii  System  durcli  X^=  J,J',-y- 

drllckt  weiden  mllaste,  woraus  J^ij  =  J.J',  folgen  wllrd« 
der  auch  vom  Verfasser  zu  Grunde  gelegten  Annahme,  d 
und  J,  verschiedene   Dimension   haben,   widerspricht.     De 

Furuclir.  a.  Milh.   Will.  3.  tili 
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wurf  des  Verfassers  reducirt  sich  sonach  im  Orunde  darauf,  dass 

Ja  und  J«  verschiedene  Dimension  haben;  daraus  folgt  allerdings, 

dass  eine  Stromstärke  in  beiden  Systemen   nicht   dieselbe,   nur 

mit  einer  anderen  Einheit  gemessene  Grösse  ist;   J|  ist  zufolge 

jp  jp 

der  Definitionsgleichung  X  =  Jj  Ji  -^,  wo   -i--  eine  reine  Zahl 

bezeichnet,  eine  Kraft,  oder  eine  elektrodynamische  Elektricitäts- 
menge  ist  die  mit  einer  Zeit  mult{plicirte  Quadratwurzel  auft 
einer  Kraft,  während  eine  elektrostatische  Elektricitätsmenge  die 
mit  einer  Länge  multiplicirte  Quadratwurzel  aus  einer  Kraft  ist. 
Will  man  den  Widerspruch  im  Ausdruck,  welcher  in  dem  gemein- 
samen Namen  ^Stromstärke^  liegt,  vero^eideo,  so  muss  man  nicht 
von  einer  Stromstärke  sprechen,  welc^^e  im  elektrodynamischen 
System  diesen,  im  elektrostatischen  jenen  Wert  hat,  sondern  von 
der  mit  einer  gewissen  elektrodynamischen  Stromstärke  ver- 
bundenen elektrostatischen  Stromstärke;  zweckmässiger  noch 
wären  zwei  verschiedene  Namen  ftlr  diese  beiden  verschieden- 
artigen Grössen.    D.  Ref.].  Lbg. 


A.  Vaschy.     Loi  du  rendement  oorrespondant  au  maxr- 
mum  du  travail  utile  dans  une  distribution  ^lectrique. 

C.  R.  CIL  1235-1288. 

In  einem  beliebigen  System  von  Drähten,  in  denen  die 
Stromstärken  t,,  t,,  . . .,  die  elektromotorischen  Kräfte  £,,  £„  . . . 
mit  den  gegebenen  inneren  Widerständen  r,,  r,,  ...  und  die  zu 
erhitzenden  (äusseren)  Widerstände  H,,  H,,  . . .  oder  die  zu  Ober- 
windenden Potentialdifferenzen  E\  =  /^i^,  £',  =  it,t,,  . . .  ange- 
bracht sind,  ist  die  aufgewandte  Energie 

W  =.  SEsi. 
und  die  nutzbare  Energie 

W,  =  2Ki,  =  2R,i!  =  :S(E.t,-r,t;). 

Sind    die    elektromotorischen    Kräfte  £«  constant  und  gegeben, 
und  werden  die  Stromstärken  so  bestimmt,  dass  Wu  ein  Maximum 
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W         ' 

ist,  so  ist  E's  =  ^E,^  also  der  Nutzeffect  -=—  =  i\  der  Verfasser 

beweist  diesen  Satz,  welcher  für  einen  einfachen  Stromkreis  in 
der  Form  Ai  =  |£  bekannt  ist,  für  den  Fall  einer  beliebigen 
Drahtcombination.  Da  nämlich  f&r  jeden  Knotenpunkt  2i«  =  0, 
also  auch  Sdu  =  0  sein  muss,  während  im  fibrigen  die  dt«  von 
einander  unabhängig  sind,  so  kann  man  du  =  en  setzen,  wodurch 
die  Bedingung  des  Maximums 

dWu  =  2(f;,— 2r,gdt,  =  0 

übergeht  in  2(£,  —  2r,t,)«,  =  0  oder  2Wu-  W  =  0. 

Rühren  dagegen  die  elektromotorischen  Kräfte  von  Dynamo- 
maschinen her,  sind  sie  also  von  den  Stromstärken  abhängig,  so 
wird  die  Bedingung  des  Maximums 

dW,  =  j(E.-2r,t,  +  t,-^)df,  =  0, 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  übergeht  in 

:s(£,-~2r^t,  +  t,-^)t,  =  0    oder    2Wu-W+Sii^  =  0] 

dB 

je  nach  den»  Vorzeichen  der  Grössen  — tA  kann  also  der  Nutz- 

d%i 

effect  beim  Maximum  von  W^  <  oder  >  oder  =  ^  sein. 

Lbg. 

A.  Vaschy.     Conditions  räalisant  le  maximum  du  travail 
utile  dans  une  distribution  ölectrique.    0.  R.  Gli.  1457-1461. 

Der  Verfasser  berechnet  die  Intensitäten  t«,  welche  dem 
Maximum  yon  Wu  entsprechen  (siehe  das  vorhergehende 
Referat),  für  den  Fall,  dass  die  elektromotorischen  Kräfte  £« 
constant  und  gegeben  sind.  Pie  Bedingungsgleichung  ist  in 
diesem  Falle 

(1)        dW^  =  2(Es—2r,Qdi,  =  0. 

Sind  nun  v  Drähte  und  n  Knotenpunkte  vorhanden,  so  ist  für 
irgend  einen  Knotenpunkt  a 


r 


(2)        '^a'i.  =  0  (ff  =  1,2,  ...,«), 

66» 


/ 

/ 

/ 

/ 

t 

! 
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wo  a*^  =  +  1  oder  0  ißt,  je  nachdem  der  Draht  s  dem  Knoten- 

9 

punkt  q  angehört  oder  nicht;  die  di»  mflssen  also  der  Bedingung 
genügen 

(3)        '^0:*,=  0  (a=  l,...,ii). 

Multi'pficirt  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  einem  Factor  aa  und 
addirt  sie  alle  zur  Gleichung  (I),  so  geht  diese  aber  in 

'i  (E,~2r,f,  +  i  a^  a{)  di,  =  0. 

Nun  kann  man  aus  den  Gleichungen  (3)  n  der  dt»  durch  die 
V — n  übrigen,  yollkommen  willkürlich  bleibenden  ausdrücken; 
bestimmt  man  also  die  aa  80,.das8  die  Gpefficienten  der  n  ersten 
d%t  in  Yorstehender  Gleichung  verschwinden,  so  müssen  auch  die 
übrigen  verschwinden;,  wir  erhalten  also  das  Gleichungssystem 

(4)        E,-2r,n+''i:ao<  =  0  (*  =  \,...,v). 

Elimini|*t  man  hieraus  die  aa,  so  erhält  man  v  —  n  Gleichungen, 
aus  denen  in  Verbindung  mit  den  n  Gleichungen  (2)  sich  die 
V  Unbekannten  t«  bestimmen.  Die  Berechnung  eines  bestimmten 
t«,  etwa  i(,  macht  man  am  einfachsten  so,  dass  man  aus  den 
Gleichungen'' (4)  die  i«  berechnet,  diese  Werte  ladie  GJeichanr> 
gen  (2^)  einsetzt  und  aus  letzteren  und  der  dem  Wert  9  =  /  ent- 
sprechenden Gleichung  (4)  die  ä«  ~eliminirt.  Lbg. 

R.   Fbrrinl      Snlla^  coiiiposizione    d'iina    pila    voltaica. 

Lorob.  tteud.  (2)  XIX   693.607. 

Setzt  man  s  =2  xy  Elemente  von  der-  elektromotorischen 
Kraft  £  und  dem  innern  Widerstand  r  txl  x  Gruppen  von  je 
y  Elementen  zusammen,  so  ist  die  Stromstärke  bei  einem  ftusae- 
ren  Widerstand  a 

V  • .  xE 

%  =2= 

.     ■    -xr  ' 

—  -}.  a 

y 

Der  Verfasser  untersucht  nun,  für  welchen  Wert  von  y  bei  ge- 
gebener Stmrostärke  die  Anzahl  z  der  Elemente  ein  Minimum 
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wird.    Schreibt  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form 


80  ergiebt  sich  als  Bedingung  des  MinlmuniH  von  i 


also  der  innere  WiderBtand  —  =  a  =    dem    äussern    Wider- 
Blftnd.  Lbg. 


G.  SzARVADY.  8ur  Ift  th^orie  dea  macbines  dynamu- 
6lectriques  fonctionnant  conome  r^ptriceg.  c  R.  eil. 
719-753. 

K.  ScuERiNU.  Das  Deflectoren  -  Bifilavniagnetometer. 
Optl.  N.  lSö-195.  _^_^_^ 

H.  F.  Weber.     Die  Selbstinductiou    bifilar   gewickelter 
Drahtapiralen.    Berl.  Der.  6n-&24. 
Um   die   bisher    übliche    Annahme    der    loduetionslosigkeit 
bifilar  gewickelter  Spiralen  zu  prATen,  berechnet  der  VerfasBCr 
das  Selbstpotential  einer  solchen  Spirale.     Es  seien  zwei  Drähte 
bifilar  zu  einer  Spirale  von  einer  einfachen  Windungslage  ge- 
wickelt;   die    R    Windungen    des    ersten    Drahtes    mögen    mit 
1,  3,  •■■,  3»— I,   die  des  zweiten  mit  2,  4,  ..■,  2n  bezeichnet 
werden;  die  Enden  der  Windungen  2ii^I  und  2n  seien  mit  ein- 
ander verbunden,  sodass  der  Strom  den  Weg  1,  3,  ....  '2n-l, 
2n,  2n— 2,  ...,  2  nimmt;  das  Selbstpotential  der  Windi 
0,,  das  Potential  der  Windungen  *  und  i  auf  einander  j 
Dann  ergiebt  sich  leicht  die  elektromotorische  Kraft  dei 
induction,   in    der  Richtung   nach    dem  Auftrug  der  Wii 

genommen,  =  S-j^,  wo  das  Selbstpotenüal  S  der  Spii 

Wert  bat 

(1)        S  =  (?,  +  (?, -f  ■  ■  ■  +0^-2(P„-i-P„+  ■  ■  ■  +P» 

+  ••■  +2CP,>..  +  P,>)- 
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Sind  alle  Windangen  yoUkommen  gleich  und  haben  je  zwei 
benachbarte  gleichen  Abstand  von  einander,  so  ist 

und  die  Glieder  einer  jeden  Klammer  des  vorstehenden  Ausdrucks 
sind  einander  gleich,  es  wird  also 

(2)        iS  =  nO-(2n^l)P„ 

+  (2ii-2)P„  -(2n-3)P,,+  •  •  •  +2Pi,2.-i— Pi>. 

(Dieser  Ausdruck  ist  schon  von  Hertz,  Wied.  Ann.  X,  dessen 
Abhandlung  aber  dem  Verfasser  unbekannt  war,  aufgestellt 
worden). 

Ist  dagegen  die  Spirale  unifilar  gewiekelt,  sodass  der  Strom 
den  Weg  1,  2,  3,  . . .,  2ft  verfolgt,  so  ist  das  Selbstpote'ntial 

(20    iS'==n(?+(2i»-l)P„+(2n-.2)P„+(2ii-2)P,,  +  ...  +P,^. 

Bezeichnet  r  den  Kadius  der  Mittellinie  einer  Windung,  q  den 
ßadius  des  Querschnitts  des  Drahtes,  d  den  Abstand  zweier 
benachbarten  Mittellinien,  6  die  Höhe  der  Spirale,  und  kann  man 

— ;-  vernachlässigen,  so  iet  (Maxwell,  2^  Aufl«,  p.  432) 

(?  =  47rr(log^-  li), 
P,,  =  4«r(log  -^  -2), 
P.  =  4nr(log^-.2),  . . .,  P,.„  =  4^r(log  ^^^  -2), 


also 

9 


(3)        iS  =  4nrn  (logl  +  ^-^o), 


iS'  =  4«r .  2«'  [log  ^  -  2  +  -ij-(log  4  +i)  -  ^  o'l 


WO 


a  =  (2«-2)log2-(2ii-3)log34--+21og(2n-2)-log(2«-l), 
a'  ==  (2n-2)log2+(2fi-3)log3+-+21og(2«~2)+log(2«— 1). 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  eine  Spirale,  bei  welcher  r  =  50,08^"*, 
(>  =  0,0485^,  d  =  0,1 485^,  2«  =  12  war,  S  =  8045^,  während 
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sich  mitteUt  dm  Telephons  noch  ein  Wert  S  =  10'^'"  beobachten 
lässt.  Die  Beobachtung  in  der  Wheatstone 'sehen  BrQcke  mit 
Telephon  ergab  für  diese  Spirale  S  =  8082«*".  Lbg. 


I.  Klembncic.  Untersuchungen  über  das  Verhältnis 
zwischen  dem  elektrostatischen  und  elektromagneti- 
schen Masssystem.  II.  Wien.  Ber.  XCIII.  470-492,  Exner 
Rep.  XXH.  56Ö-587. 

Die  vorliegenden  Untersuchungen  über  das  Verhältnis  t>  der 
elektrostatischen  zur  elektromagnetischen  Stromstärke  wurden 
mit  demselben  Apparat  ausgeführt  wie  die  früheren  (siehe  F.  d. 
M.  XVI.  1884.  1055);  der  Unterschied  der  Beobachtungsmetbode 
von  der  früheren  bestand  aber  darin,  dass  in  Folge  der  Ein- 
schaltung eines  grossen  Widerstandes  in  die  Galvanometer- Lei- 
tung bei  jeder  Schwingung  des  Stimmgabel  •  Unterbrechers  der 
Condensator  nur  zum  Teil  entladen  wurde.  Ist  9,,  die  ganze 
Ladung  des  Conden8ator8,  q  die  zur  Zeit  t  nach  Beginn  der 
Entladung  noch  vorhandene  Ladung,  R  der  Widerstand  und  5 
das  Selbstpotential  des  Entladungsdrahtes,  C  die  Capacität  des 
Condensators  (alles  in  elektrostatischem  Mass),  so  ist  bekanntlich 


(ft'   "^  8     d<    "^  CS  "•  ^' 


woraus,  wenn  man 


i/7"  4S~ 


setzt, 


^  =  -27  [(y+«)«-^"-^^'  +  (y^a)e-(-^r)% 


oder  da  -^^  =  /i  sehr  klein  war, 

t 

Ist  also  n  die  Schwingungszahl  des  Stimmgabel  -  Unterbrechers, 
ip^  die  Galvanometer- Ablenkung,  wenn  bei  jeder  Schwingung  der 
Condensator  vollständig  entladen  wird,    tp  die  beobachtete  Ab- 
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lenkuDig;,   wenn  jede  Entladung  nar  die  Zeit  t  daaert,   h   eine 
Constante,  so  ist 

alBO 


(1)         V'o~V^  =  Vo(l+^)« 


CR 


woraus  sieh  R  und  damit  ©'  =  -5-,  wo  Bm  den  Widerstand  in 

fi 

elektromagnetischem  Mass  bezeichnet,  berechnen  lässt.  Der 
Widerstand  R  wurde  so  gewählt,  dass  die  Capacität  des  Ent- 
ladungsdrahtes vom  Galvanometer  bis  zum  Stimmgabel  -  Unter- 
brecher keinen  merklichen  Einfluss  ausübte:  die  gefundene  Zahl 
stimmte  mit  der  frühem  fast  genau  ttberein.  Lbg. 


R.  CoLLEY.    üeber  einige  neue  Methoden  zur  Beobachtung 
elektrischer  Schwingungen,  und  einige  Anwendungen 

derselben.       II.       Wiedeinann  Aoo.  XXVHI.  1.2J. 

Nach  der  in  einer  früheren  Abhandlung  (Wied.  Ann.  XXVI, 
vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1063)  beschriebenen  Methode  hat  der 
Verfasser  das  Verhältnis  v  der  elektrostatischen  zur  elektromag- 
netischen Stromstärke  bestimmt.  Bezeichnet  c  die  Capacität  des 
Condensators,  p  den  Selbstinductionscoefficienten  und  r  den 
Widerstand  des  Nebenkreises,  alles  in  elektromagnetischem  Maas, 
80  ist  die  halbe  Schwingungsdauer  des  Extrastroms 


er' 


da  -; —  verschwindend  klein  war.    Ist  also  c,  die  Capacität  des 

Condensators  in  elektrostatischem  Mass,  so  ist  v'  =  — ,  also 

c 

T  wurde  nach  der  a.  a.  0.  angegebenen  Methode  bestimmt,  p  und 
c,  durch  Vergleichung  mit  einer  Normalrolle  und  einem  Normaloon- 
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densator,  deren  SelbstiDdactionscoel^cieut  und  C&pacitit  sich  theo- 
retisch herechoea  liesB.   Als  Mittel  erpab  eicfa  v  =  3,015. 10'" 


C.  A.  PoRGES.      Ueber    eine  Induc 

Wien  Bar.  XCIV.  461-475. 
Ist  zwJBcheD  den  ein  homogenes  Fei 
Elektromagneten  eine  fiaebe  Spirale  aufj 
einen  Winkel  a  mit  den  Kraftlinien  bili 
Erregen  oder  Verschwinden  der  Magnet 
und  durch  die  auf  diexen  ausgeübte 
erhält  sie  eine  Winkelgeschwindigkeit,  ' 
eine  leichte  Rechnung  zeigt,  eine  mit 
lenkung  erfahrt.    Uie  Versuche  beBtätigtei 


Haentzschesl.      Bemerkung  zu  Be 

teilung  der  Elektricität  auf  einer 

tischen  Cylitider.     Scblomilch  z.  XX 

H.  beSSER.      Erwiderung.       Ebeadaael 

HaenIzacheL    wilL    zu  dem    von  Hes 

IK85.   1058)  aufgestellten  ISatze,  dass  die 

einen  unbegrenzten  Cylinder  zweiten  G 

wQhnliche  Differenlialgleiobung  znrQckfll 

gemacht  wissen.    Besser  entgegnet  mit  I 

längst  bekannt  sei. 


L.  SoHNCEE.  Elektromagnetische 
Lichts.  WiedenuoD  Am.  XXVII.  S03- 
Dass  eine  drehende  Kraft  (z.  B.  Qu 
Strom)  auf  natilrHcbes  Licht  ebenso  w 
polarisirtes,  hat  der  Verfasser  auf  folg 
Da  zwei  senkrecht  zu  einander  polarisi 
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feriren,  so  müssen,  falls  die  obige  Annahme  richtig  ist,  die  durch 
zwei  neben  einander  stehende  parallele  Spalten  erzeugten  Inter- 
ferenzfransen bei  durchgehendem  natürlichen  Licht  verschwinden, 
wenn  man  auf  das  eine  Strablenbtlndel  eine  drehende  Kraft 
wirken  l^st,  welche  einen  geradlinig  polarisirten  Strahl  um  00^ 
drehen  würde.  (Für  die  Drehung  durch  Quarz  hat  nach  einer 
Mitteilung  an  den  Verfasser  schon  Abbe  dieses  Verschwinden 
der  Fransen  beobachtet).  Dies  fand  nun  der  Verfasser  in  der  That 
bestätigt;  setzt  man  vor  den  einen  Spalt  eine  um  45^  nach  rechts,  vor 
den  andern  eine  um  45®  nach  links  drehende  Quarzplatte,  so  ver- 
schwinden die  Fransen;  bei  geringerer  Drehung  treten  sie  wieder 
auf,  nur  schwächer,  und  in  demselben  Sinne  wie  ohne  Quarz  (d.  h. 
in  der  Mitte  ein  heller  Streifen),  bei  grösserer  Drehung  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  (d.  h.  in  der  Mitle  ein  dunkler  Streifen).  Ebenso 
treten  sie,  wenn  man  sie  durch  einen  solchen  Doppelquarz  zum  Ver- 
schwinden gebracht  hat,  wieder  auf,  wenn  man  die  zwei  Strahlen 
durch  zwei  genau  gleiche  Glasprismen  gehen  lässt,  welche  von  zwei 
entgegengesetzten  elektrischen  Strömen  durchflössen  werden,  und 
zwar  in  demselben  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  der  ursprüng- 
lichen Fransen,  je  nachdem  die  magnetische  Drehung  der  des 
Doppelquarz  entgegengesetzt  oder  gleich  gerichtet  ist.  (Vgl.  den 
Bericht  S.  1002  dieses  Bandes).  Lbg. 


H.  Jahn.     Ueber  die  Beziehung  von  chemischer  Energie 
und  Stronienergie   galvanischer  Elemente.      WiedemaDo 

ADD.  XXVIII.  21-43  UDd  491-497. 

Ist  C  die  chemische,  G  die  galvanische  Energie,  welche  in 
der  Zeiteinheit  in  einem  vom  Strom  J  durchflossenen  Element 
von  der  elektromotorischen  Kraft  E  bei  der  Temperatur  T  ent- 
wickelt wird,  80  ist  bekanntlich  nach  v.  Helmholtz 

(1)        C-G  =  -JT^- 

Um  diese  Gleichung,  welche  durch  frflhere  Beobachtungen  nur 
unvollkommen  bestätigt  worden  war,  zu  prüfen,  bringt  der  Ver- 
fasser das  Element  in  ein  Eiscalorimeter  und  schliesst  es  ausser- 
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halb  desselben  zwischen  zwei  Punkten  a  und  b  durob  einen  Draht, 
in  welchem  eine  elektromotorische  Kraft  E,  in  gleichem  Sinne  wie 
E  wirkt.  Ist  dann  W  die  beobachtete,  im  Calorimeter  beim  Strom  J 
in  I"  entwickelte  Wftrme,  H'',  diejenige  W&rroe,  welche  im  Ele- 
ment, wenn  eA  in  sich  geschlosBen  wftre,  beim  Strom  J  entwickelt 
werden  würde,  ferner  J  =  Pa^Pi  die  Potentialdifferenz  zwischen 
a  und  b,  g  der  Widerstand  zwischen  den  Punkten  a  und  b  und 
dem  Ein-  und  Austrittapunkt  1  und  *2  des  Stroms  aus  dem 
Calorimeter,  so  Ut  W=  W^  +  J^P^-P,)  =  H',  +  J(^~eJ), 
folglich  W,  =  C=  W-J(J-eJ),  ferner  C  =  JE,  also 

(2)        C-G=  W-J{E+J--qJ). 
A  wird  durch  ein  Galvanometer  in  einer  zwischen  a  und  h  eio- 
gescbalteten  Nebenschliessung  bestimmt,  gegen  deren  Widerstand 
der  Widerstand  des  Stromkreises  &E,a  verschwindet;  der  Tempe- 
ratur-CoefGcient  --T=r  wird  durch  zwei  gleichCj  einander  entgegen- 

geitelzte  Elemente  E  von  verschiedener  Temperatur  beetimmt. 
Die  Gleichung  (1)  fand  sich  durcligehends  bestfttigt.        Lbg. 


H.  Jahn.     Ueber  die  galvanische  Polarisation.     WiedemKQD 

ADD.  XXVIII.  498-508. 
Ist  J  die  Potentialdifferenz  an  den  Elektroden  der  Zer- 
setzungszelle,  w  der  Widerstand  des  Elektrolyten,  so  ist  die 
Stromarbeit  in  der  Zelle  in  1"  JJ  =  J*u>-\-Jp,  wo  Jp  die  zur 
Ueberwindung  der  Polarisation  verbrauchte  Stromarbeit  be- 
zeichnet.   In  einem  Calorimeter,  welches  die  Zelle  enthalt,  wird 

also,  wenn  P  die  Verbindungsw&rme  des  Elek'  "' i--   -^i-  - 

die  Wärmemenge  W  =  JJ—Q  =  J'ip-\-Jp- 
man  die  in  Folge  der  Elektrolyse  an  den  Ele! 
sekundäre  Wftrme  =  W,,  so  wird 

W  =  rw+W.,  wo  W.  =  Jp 
Die  Versuche,  bei  denen  p  direct  beobachtet,  Q 
sehen  Zahlen  berechnet  wurde,  ergab  in  all 
entgegen  der  Ansicht  von  Exner,  wonach  die 


1052  XI*  Abschnitt.     Matbematiscb«'  Physik. 

der  Polarisation  verbrauchte  Stromarbeit  gteiefa  der  Verbindungs- 
wärme  des  Elektrolyten  sein  soll.  Lbg. 


VY.  Hallwachs.       Glektrometriscbe    Untersuchuogen. 

Wiedemaoo  Aon.  XXIX.  1-47,  Habil.-Sohrift.  Leipsig. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  gründliche  Erörterung  der  ver- 
sehiedenen  Messungsmethoden  mit  dem  Quadranten-Elektrometer, 
wodurch  eine  bisher  sehr  fühlbare  Lücke  in  der  Theorie  der 
elektrischen  Untersuchungsmethoden  ausgefllUt  wird. 

1)  Sind  A^  B,  C  die  Potentiale  der  zwei  Quadranten  und 
der  Nadel,  so  ist  das  Drehungsmoment  auf  die  Nadel  nach 
Maxwell 

worin  man  durch  Bestimmung  der  Gestalt  der  Quadranten  und 
der  Nadel  ß  ^  \  machen  kann;  dann  ist  also  die  Ablenkung 

»  =  «(^-ß)(c-^*±i-), 

und  da  hierin  nur  Potentialdifferenzen  vorkommen^  so  kann  man 
alle  Potentiale  von  dem  der  (zur  Erde  abgeleiteten)  Hölle  an 
rechnen.  Es  seien  nun  F^  F,,  V  die  an  die  zwei  Quadranten 
und  die  Nadel  angelegten  Potentiale,  p  das  natürliche  Potential 
der  Nadel  (d.  h.  ihre  Potentialdifferenz  gegen  die  Hülle,  wenn 
beide  verbunden  sind),  9,  und  9,  die  natürlichen  Potentiale  der 

zwei  Quadrantenpaare;  setzt  man  7,— 9,  =  ä,  p —  =  9, 

so  wird 

(1)  n  =  a(F,-K,+*)(F-i^  +7). 

2)  Messungsmethoden,  a)  Quadrantschaltung.  Die  Nadel 
befindet  sich  auf  dem  Potential  F,  das  zu  messende  Potential  P 
wird  dem  ersten  Quadrantenpaar  mitgeteilt,  das  zweite  abge- 
leitet.    Dann  ist  n  =  a(P+Ä)(F  — —  +flf),   und  wenn  n'  die 

Ablenkung  beim  Potential  —  P  ist, 

n  —  n' 


P  = 


2a(V+q^ik) 
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b)  NadelacbaltDiig.  Das  eu  meBsende  Potential  P  wird  der 
Nadel  mitgeteilt,  w&hrend  die  xwei  QaadTanteupaare  auf  die 
Potentiale  +  K,  gebracht  werden;  dann  ist  n  =  a(3K,-fJc)(i'-t-9), 
und  wenn  n'  die  Ablenkung  beim  Potential  —P  bezeicbnet. 


c)  Doppcigcbaltimg.     Das  zu  meaeende  Potential  P  wird  dem 
ersten   QuadrAutenpaar    und   der  Nadel  mitgeteilt,   das    zweite 

Quadrantenpaar  atigeieitet.  Dann  ist  n  =  «('*+*) f  "T  +  ?)'  ''*" 
zeichnet  n'  die  AbleokuBg  beim  Potential  —P,  n,  nnd  r',  das- 
selbe bei  Vertauschung  der  Quadranten  paare,  ao  ist 

worauR  aich  mitteb  eines  bekannten  Potentials  f  die  Empfind- 
licbkeitsconstante  a  bestimmen,  d.  h.  das  Elektrometer  graduiren 
lässt.     Ferner  ist 


''+(",-"'.)  . 


=  2aqP, 


akP, 


woraus  sieb  dann  q  und  k  ergeben.  Die  Bestimmung  von  q 
giebt,  wenn  man  die  Nadel  aus  rerscfaiedenen  Metallen  nimmt, 
die  Contact-PolentialdifTerenzen  dieser  MetAlle  gegen  das  Metall 
der  Quadranten.  Die  Doppelschaltung  gewährt  den  Vorteil  con- 
slanler  Ei 


W.  Hali 

Wiedam 
Um  t 
sebnitt  in 
geteilter  i 
befindet  s 
ihm  paral 
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flächen,  und  berührt  mittels  eines  Fortsatzes  in  seiner  tiefsten 
Lage  eine  zur  Potentialquelle  führende,  in  seiner  höchsten  Lage 
eine  zum  Elektrometer  führende  Feder.    Ist  p  das  Potential  der 

Quelle,  P  das  Potential  eines  Halbcylinders  in  seiner^  bdefesten 

p 

Lage,  also  —  die  Verstärkungszahl  d&k  Condensators,  femer  C 

die  Capacität  des  Halbcj^lknTers  in  seiner  höchsten  Lage,  /  die 
Capacität  des  EUlitrometers,  so  ist  im  Moment  der  ersten  Ladung 
des  ElebMmeters  das  Potential  auf  demselben 

i^j  =  ^        P,  im  Moment  der  zweiten  i//j  =        X. ? 

allgemein  im  Moment  der  n^*°  Ladung 

ytpn^i  +CP  y 

tff^  =^-^ — ' ,  woraus,  wenn  man  -^ —  =  v  setzt, 

V  muss  so  klein  sein,  dass  während  einer  Schwingungsdauer  der 
Nadel  die  volle  Ladung  P  nahezu  erreicht  ist.  Lbg. 


Edm.  Hoppb.      Zur  Theorie    der    unipolaren  Indaction. 

Wiedemaoo  Ann.  XXVIII.  478-491.  XXIX.  544-560. 

E.  Edlund.    Bemerkungen  zu  der  Abbandlang  des  Herrn 
Hoppe:     »Zur    Tbeorie    der    unipolaren    Induction.* 

WiedemaoD  Ado.  XXIX.  420-427. 

Diese  Abhandlungen  werden  im  nächsten  Jahrgang  besprochen. 

'  Lbg. 

HiMSTEDT.     Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des  Lord 
Rayleigb  über  meine  Ohmbestimmung.    Wiedemann  ado, 

XXVIII.  338-354. 

A.  FoEPPL.      Die   Verteilung   der    elektrischen   Ladntig 

in   Leitern.      Wiedeoiano  Add.  XXIX.  591-587. 

Der  Verfasser  sucht  die  Thatsacbe,  dass  sich  die  Elektricität 
auf  einem  Leiter  nur  in  einer  sehr  dünnen  Oberfläohenschicht 
anhäuft,  auf  folgende  Weise  zu  erklären.  Er  nimmt  an,  dass 
ein  Leiter  im  unelektrischen  Zustand    elektrisches  Fiuidum   (er 
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nimmt  ntir  ein  einziges  solcbet,  z.  B.  positives,  an)  von  einer 
bestimmten  Dichtigkeit  e^  enthält,  und  dass  im  elektrisirten  Leiter 
die  Dichtigkeit  in  einer  dünnen  Schicht  unter  der  Oberfläche 
£  =  e^+Je  ist,  wo  Je  bei  positiver  Elektrisirung  positiv,  bei 
negativer  negativ  ist.  Das  elektrische  Fluidum  besitzt  Elasticität, 
und  daher  bewirkt  der  Zuwachs  Je  einen  nach  allen  Richtungen 
gleichen  Flächendruck  p  =  cJij  welcher  zu  den  elektrischen 
Femkräflen  hinzutritt.  Ist  nun  x  die  Tiefe  eines  Punktes  der 
Schicht  unter  der  —  als  eben  zu  betrachtenden  —  Oberfläche, 
q>  das  hier  herrschende  Potential,  so  ist  die  Bedingung  des 
Oleichgewichts  in  einem  Volumelement  dr 

woraus,  wenn  man  im  Innern  ausserhalb  der  Flächenschicht^  wo 
«  =  «0  ist,  9  =  (fi  setzt, 

q>i  —  q>  =  clog —     oder     (2)      log —  =>  »,    wo    ä  =  ^^—L, 

Mittels  der  Oleichuna^  Jf  =  —  4nJe  oder  -Ä-  =  —  4fi(«  — *J 
folgi  Irferaus 


dx^  c 

da 


i^'-lh 


dx 


=  - /-^  («•—)+ ^  =  - /-^  («•-»- 0, 


indem  C  sich  durch  die  Bedingung  bestimmt,   dass   im  Innern, 
d.  h.  fnr  s  =  0,  -^  =  0  ist.    Sehliesslich  folgt 

ax 


' = 1^^  /■' 


dz 


8n«,    /        |^e'-5~l  ' 
wo  Za  den  Wert  von  z  an  der  Oberfläche  bezeichnet.     Nimmt 

man  die  reine  Zahl  z  =  log  -^  als  klein  an  und  setzt  demgemäss 

e'  —  s  —  1  =  J^»',  80  wird 


'o 


(3)      ^=l/IZI,og-?f.=l/^log^?LZ?!L  =  l/.^_,Og4!L 

'   Ane^     ®  5         '    Ane^     °  y.— 9>        ^   4m^     ^  Je 
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c 
Hiernach  ist,  wenn  — sehr  klein  ist,  die  Dichtigkeit  Ji  der 

freien  Elektrieität   schon    in   sehr   geringer  Tiefe  2;  unter   der 
Oberfläche  unmerklich.  v,  r  .Lbg^ 


K.  Lamprbcht.      lieber    die  .  Einwirkung    des    Magnets 
auf   elektrische    Entladungen    in    verdünnten    Gasen. 

Wiedemann  Ann    XXIX.  580-591. 

Aus  den  Gleichungen,  welche  Riecke  (Wiedemann  Ann. 
XXIII,  vgl.  F.  d.  M.  Xyi.  1884.  1010)  für  die  Gleichgewichtsfigor 
eines  biegsamen,  an  peinen  beiden  Enden  befestigten  Stromleiters 
in  einem  beliebigen  Magnetfelde  aufgestellt  hat,  ergiebt  sich, 
dass  in  jedem  Punkt  die  Erttmmungsebene  auf  der  durch  die 
resultirende  Magnetkraft  P  Und  die  Tangente  gelegten  Ebefie 
senkrecht  steht,  und  dass  der  Krümmungsradius  ist 

T 

wo  T  die  constaiite  Spannaiig,  JV  =  PÄin(P,  dt)  die  auf  der 
Tangente  senkrechte  Componente  der  Magnetkraft  bezeichnet. 
Danach  kann  der  Stromleiter  nur  dann  mit  einer  Kraftlinie 
zusammenfallen,  wenn  entweder  ^  =  oc  oder  7  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  entweder  die  Kraftlinie  eine  Gerade  Und  der  Leiter  gerad- 
linig gespannt  i^  oder  wenn  er  schon  ohne  Wirkung  der  Magnet- 
kraft die  Form  einer  Kraftlinie  ohne  Spannung  angenommen  hat. 
Im  letzteren  Falle  ist  aber  das  Gleichgewicht  labil,  da  bei  Drehung 
eines  Stromelements  eine  auf  der  Ebene  (P,  ds)  senkrechte  Kraft 
auftritt,  welche  den  Leiter  weiter  deformirt.  In  keinem  Falle 
kann  also  die  Magnetkraft  eine  solche  Gestalt  des  Leiters  hervor- 
rufen, und  daher  ist  der  Satz  von  Plücker  (Pogg.  Ann.  CIV): 
,.Wentr  auf  einen  vollkommen  biegsamen  Stromleiter  magnetische 
Ri'äfte  wirken,  so  kann  Gleichgewicht  nur  dann  bestehen,  wenu 
der  Leiter  die  Form  einer  magnetischen  Curve  annimmt",  unrichtig. 
Ist  ferner  ein  gewichtsloser  steifer  Stromfaden  nur  am  einen 
Knde  befestigt,  so  muss  wieder  die  KrUmmungsebene  auf  der 
Ebene  (P,  4$)  senkrecht  sein;  ist  k  die  Constante  der  Biegung»- 
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elasticität,  tr  = der  ErQmmungswinkel,  so  wird  ein  Element 

kds^ 
ds  durch  eine  an  seinem  Ende  angreifende  Kraft  ktods  = r 

in  die  Richtung  des  vorhergehenden  Elements  gedreht,  während 
die  Magnetkraft  auf  dasselbe  nach  dem  Biot-Savarf  sehen  Gesetz 
eine  entgegengesetzte  Kraft  JdsPB\n(P^  ds)  oder  ein  Drehungs- 
moment Jds^N  ausObt;    die  Bedingung   des   Gleichgewichts   ist 

also   =  JNds^  woraus 


9  = 


JN 

folgt.  Auch  in  diesem  Falle  also  kann  der  Leiter  nur  dann  mit 
einer  Kraftlinie  zusammenfallen,  wenn  dieselbe  eine  Gerade  ist. 
Nach  Hittorf  soll  die  zweite  Annahme  fUr  die  Kathodenstrahlen 
gelten,  die  erste  f&r  das  Anodenlicht,  welches  die  Anode  mit 
dem  Ende  eines  Kathodenstrahls  in  seiner  jedesmaligen  Lage 
verbindet.  Lbg. 

A.  FoKFPL.      Ueber    die    absolute  Geschwindigkeit    des 
elektrischen  Stroms,  wiedemann  add.  xxvii.  410-414. 

Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  im  elektrischen  Strom  nur 
eine  oder  beide  Elektricitäten  sich  bewegen,  hat  der  Verfasser  eine 
Rolle  aus  zwei  neben  einander  gewickelten  Drähten,  durch  welche 
der  Strom  eines  mitrotirenden  Elements  im  entgegengesetzten 
Sinne  floss,  um  die  Axe  dieser  Rolle  in  Rotation  versetzt 
und  die  Ablenkung  eines  Magneten  durch  dieselbe  untersucht. 
Nach  der  dualistischen  Ansicht  findet  in  diesem  Falle  keine  Wir- 
kung auf  den  Magneten  statt;  nach  der  unitarischen  Ansicht  kann 
die  Wirkung,  wenn  v  die  Stromgeschwindigkeit,  u  die  Linear- 
geschwindigkeit der  Rotation  bezeichnet, 

6  =  (o-f  ti)c  +  (— tj-fti)c  =  2tic 
gesetzt  werden,    wenn  die  Wirkung  bei  gleichgeschalteten  und 

h 

ruhenden  Drähten  a  =  2vc  gesetzt  wird.    Daraus  folgt  —  =  — 

Foruchr.  d.  Math.  XVIII.  a.  67 
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Es  ergab  sich  a  =  600  Skalenteile,  6  =  0;  ob  dieses  negative 
Resultat  von  der  Richtigkeit  der  dualistischen  Ansicht,  oder  nur 
von  der  Kleinheit  von  u  gegen  v  herrührt,  bleibt  natürlich  un- 
entschieden. Lbg. 

G.  Kirchhoff.     Zur   Theorie    der   Gleichgewichts -Ver- 
teilung   der  Elektricität    auf    zwei  leitenden   Kugeln. 

Berl.  Ber.  1886,  WiedemaDo  Aod.  XXVII.  673-679. 

Schon  in  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1031  besprochen. 


V.  Waltenhofen.     Ueber   die  Formeln    von  Müller  und 
Dub  für  eylindrische  Elektronjagnete.      Wiedemaon  Ann. 


XXVII.  630-643. 


R.  K ROGER.     Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung 
der.  vertikalen    Intensität  eines   magnetischen   Feldes. 

Gott.  N.  199-208,  Wiedemann  Ann.  XXVIII.  613-628. 

Der  Verfasser  hat  eine  Bestimmung  der  Verticalcomponente 
des  Erdmagnetismus  mittels  der  von  Riecke  (Wiedemann  Ann. 
XIII.  194)  angegebenen  und  schon  zu  demselben  Zweck  be- 
nutzten „elektrodynamischen  Drehwage^  ausgeführt,  deren  Princip 
folgendes  ist.  An  einem  Draht  hängt  in  einem  Gefäss  mit 
Kupfervitriol  eioe  horizontale  kupferne  Ereisscheibe,  welche  auf 
ihrer  oberen  Seite  ganz,  auf  ihrer  unteren  mit  Ausnahme  eines 
am  Rande  liegenden  Ringes  gefirnisst  ist;  ihr  gegenüber  steht  in 
dem  Gefäss  eine  gleicbgrosse,  feste,  ebenfalls  mit  Ausnahme 
eines  gleichen  Ringes  gefirnisste  Kupferscheibe;  durch  den  Auf- 
hängedraht wird  ein  Strom  i  in  die  obere  Scheibe  geleitet  und 
von  der  unteren  abgeleitet.  Die  Verticalcomponente  V  des  Erd- 
magnetismus übt  dann,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Elek- 
tricität aus  dem  oberen  Ringe  überall  mit  constanter  Dichtigkeit 
vertical  ausströmt,  auf  die  in  der  oberen  Scheibe  fliessenden 
radialen  Ströme  ein  horizontales  Drehungsmoment 
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aus,  wo  {  den  mittleren  Radius  des  Ringes,  d  seine  halbe  Breite 
bezeichnet.    (Der  Verfasser  setzt,  aus  einem  dem  Referenten  nicht 

ersichtlichen  Grunde,  i-j?-  statt  wie  Riecke  -jf).     Ist  also   q> 

die  Ablenkung,  D  die  Directionskraft  der  Torsion,  so  ist 


D(p  =  iFt/»(l  +  -^). 


Lbg. 


E.  BüDDE.      Ein  Mittel   zur  Entscheidung  zwischen  den 
elektrodynamischen    Punktgesetzen    von   Weber,   Rie- 

mann    und    Clausius.       Wiedemann  Aon.  XXIX.  483-490. 

Vorläufige  Ankündigung  einer  im  nächsten  Jahrgang  zu  ber 
sprechenden  ausfuhrlicheren  Abhandlung.  Lbg. 

G.  Wiedemann.      Magnetische  Untersuchungen.      Wiede- 

mann  Add.  XXVII.  376-401. 

Enthält  eine  Fortsetzung  der  frühern  Untersuchungen  des 
Verfassers  über  die  Aenderungen  des  Magnetismus  durch  Torsion. 

Lbg. 

T.  J.  Stieltjes.      Sur  le  nombre  des  pöles  k  la  surface 
d*un  Corps  magn^tique.      c.  R.  oil.  805. 

Eine  Bemerkung  von  Betti  (Teorica  delle  forze  Newtoniane) 
lässt  sich  nach  einer  Methode  von  Reech  (J.  de  l'Ec.  Pol.  Cah. 
XXXVII)  dahin  verallgemeinern,  dass  im  Falle,  dass  der  mag- 
netische Körper  eine  (2Ä4-l)-fach  zusammenhängende  geschlos- 
sene Oberfläche  hat,  die  DiflFerenz  zwischen  der  Anzahl  der 
neutralen  Pole  und  derjenigen  der  anderen  Pole  gleich  2k — 2  ist. 

Lp. 

S.  Bidwell.     On  the  changes  produced  by  magnetisation 
in  the  length  of  iron  wires  under  tension.    Lond.  r.  s. 

Proc.  XL.  257-266. 
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H.  Lorberg.  Bemerkung  zu  zwei  Aufsätzen  von  Hertz 
und  Äulinger  über  einen  Gegenstand  der  Elektro- 
dynamik.    Wiedemaon  Ann.  XX VIT-.  666-673. 

L.  BoLTZMANN.  Bemerkung  zu  dem  Aufsatz  des  Herrn 
Lorberg  über  einen  Gegenstand   der  Elektrodynamik. 

Wiedemann  Aon.  XXIX.  598-603. 

H.  Lorberg.  Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des 
Herrn    Boltzmann  zu  meiner  Kritik   zweier   Aufsätze 

von    Hertz    und    Äulinger.      Wiedemann  Ann.   XXXI.  131-137. 

(1887). 

Aus  dem  Umstand,  dass  die  auf  einen  Pankt  wirkenden  (Kom- 
ponenten der  elektromotorischen  Kraft  eines  veränderlichen  Mag- 
netrings r,  mithin  auch  veränderlicher  geschlossener  Ströme  Ober- 
haupt, sich  als  die  Differentialquotienten  des  Potentials  einer 
von  dem  Ring  begrenzten  elektrischen  Doppelscbicht  d  darstellen 
lassen,  und  dass  daher  auch  die  im  rein  mathematischen  Sinne 
genommene  Resultirende  der  elektromotorischen  Kräfte  des 
Magnetrings  r  auf  eine  zweite  elektrische  Doppelschicht  d  sich 
durch  das  Potential  der  zwei  Doppelschichten  d  und  d  auf  ein- 
ander darstellen  lässt,  welches  dem  Potential  der  ponderomotori- 
schen  Kräfte  zweier  Ströme  analog  ist,  hat  Hertz  (Wied.  Ann. 
XXIII,  vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  949)  geschlossen,  dass  einmal 
zwei  veränderliche  Magnetringe  r  und  g  eine  ponderomotorische 
Kraft  auf  einander  ausüben  mtlssen,  und  dass  daraus  ferner 
nach  dem  Princip  der  Energie  sich  in  derselben  Weise  eine 
neue  Magnetkraft  X,  ergebe,  wie  sich  aus  dem  Potential  der 
ponderomotorischen  Kräfte  zweier  Ströme  eine  elektromotorische 
Kraft  ergiebt.  Gegen  die  Beweiskraft  dieses  Schlusses  wendet 
sich  der  erste  Aufsatz;  in  Betreff  des  ersten  Punktes  bemerkt 
der  Verfasser,  dass  jenes  Potential  der  von  r  auf  d  ausgeübten 
Kräfte  eine  rein  mathematische  Fiction  ist,  welcher  nicht  die 
Bedeutung  des  Potentials  einer  von  r  auf  q  wirkenden  Kraft 
zukommen  kann;  als  Potential  der  von  r  auf  die  einzelnen  elek- 
trischen Pole  von  d  wirkenden  Kräfte  besitzt  es  gar  keine  phy- 
sikalische Bedeutung,  weil  sich  diese  elektromotorischen  Kräfte 
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nicht  wie  an  einem  starren  System  (z.  B.  einer  magnetischen 
Doppelschicbt  oder  einer  Franklin^schen  Tafel)  wirkeVide  Kräfte 
zu  einer  Resultirenden  zusammensetzen  lassen;  und  als  Potential 
der  von  d  auf  r  ausgeübten  Kräfte,  welche  allerdings  vorhanden 
sein  wtlrden,  wenn  eine  solche  Doppelschicht  d  an  Stelle  von  q 
wirklich  vorhanden  wäre,  besitzt  es  jedenfalls  nicht  die  Bedeutung 
des  Potentials  einer  von  q  auf  r  ausgeübten  Kraft,  weil  daraus,  dass 
Q  hinsichtlich  seiner  elektromotorischen  Kräfte  durch  d  ersetzt 
werden  kann,  noch  nicht  ohne  eine  ausdrückliche  Hypothese 
folgt,  dass  eine  solche  Substitution  in  jeder  Hinsicht,  also  auch 
in  Betreff  etwaiger  von  q  ausgehender  ponderomotorischer  Kräfte, 
gestattet  ist.  Hinsichtlich  des  zweiten  Punktes  bemerkt  der 
Verfasser,  dass  aus  der  blossen  Uebereinstimmung  in  der  Form 
zwischen  der  Kraft  von  r  auf  einen  elektrischen  Pol  und  der 
ponderomotorischen  Kraft  eines  Stroms  auf  einen  Magnetpol  noch 
nicht  auf  eine  gleiche  Anwendbarkeit  des  Princips  der  Energie 
geschlossen  werden  kann,  da  bei  dieser  Anwendung  der  Umstand 
wesentlich  ist,  dass  bei  Bewegung  des  Magnetpols  eine  pondero- 
motorische  Arbeit  geleistet  wird,  welche  bei  elektromotorischen 
Kräften,  d.  h.  Kräften  auf  ungehindert  verschiebbare  elektrische 
Pole,  nicht  vorhanden  ist.  In  dem  zweiten  Aufsatz  bemerkt  er 
hierzu  noch,  dass,  falls  wirklich  zwischen  r  und  q  ponderomoto- 
rische  Kräfte  wirken,  eben  diese  die  neuen  Magnetkräfte  A,  sein 
würden,  und  dass  die  aus  ihnen  nach  dem  Princip  der  Energie 
sich  ergebenden  weiteren  Kräfte  elektromotorische,  aber  nicht 
Magnetkräfte  sein  müssten. 

Was  den  Aufsatz  von  Aulinger  (Wiedemann  Ann.  XXVIl) 
betrifft,  so  benutzt  dieser  als  die  oben  als  notwendig  bezeichnete 
Ergänzungshypothese  für  den  Nachweis  einer  ponderomotorischen 
Kraft  zwischen  zwei  veränderlichen  Magnetringen  das  von  Boltz- 
mann  aufgestellte  Princip:  „Wenn  in  einem  elektrischen  Felde 
in  jedem  Punkt  die  elektrostatische  und  die  Magnetkraft  bestimmt 
ist,  so  sind  in  demselben  sämtliche  elektrischen  und  magnetischen 
Kräfte  bestimmt''.  Die  in  seinem  ersten  Aufsatz  gegebene  Kritik 
der  auf  dieses  Princip  gegründeten  Schlussweise  Aulinger's  giebt 
Lorberg  in  seinem  zweiten  Aufsatz  als  nicht  ganz  zutreffend  zu, 
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erkennt  vielmehr  an,  dass  aus  diesem  Princip  in  der  Tbat  das 
erwähnte  Resultat  folgen  würde,  wie  er  auch  in  seinem  Bericht  über 
den  Aufsatz  von  Aulinger  (F.  d.  M.  XVIL  1885.  1085)  ausgeführt 
hat.  Den  Schluss  des  ersten  Aufsatzes  von  Lorberg  bildet  eine 
Verallgemeinerung  der  Berechnung  des  von  einer  elektrostatisch 
geladenen  Hohlkugel  auf  einen  in  ihrem  Innern  befindlichen 
veränderlichen  Strom  nach  dem  Weber 'sehen  Grundgesetz  aus- 
geübten Drehungsmoments,  welche  Berechnung  Aulinger  zu  dem 
Zweck  ausgeführt  hatte,  um  die  Unvereinbarkeit  des  Weber'schen 
Grundgesetzes  mit  dem  erwähnten  Boltzmann'schen  Princip  nach- 
zuweisen. 

Der  Aufsatz  von  Boltzmann  bestätigt  die  Behauptung  von 
Lorberg,  dass  die  Schlussweise  von  Hertz  ohne  Anwendung  einer 
besonderen  Hypothese  lückenhaft  sei;  dass  dazu  das  erwähnte 
Boltzmann'sche  Princip  dienen  könne,  giebt  Lorberg,  wie  schon 
oben  bemerkt,  in  seiner  Erwiderung  zu.  Einige  andere  von 
Boltzmann  gegen  den  Aufsatz  von  Lorberg  geltend  gemachte 
Einwendungen  weist  letzterer  in  seiner  Erwiderung  als  auf 
Missverständnis  beruhend  zurück.  Lbg. 


Rohrbeck.      Vademecum     für     Elektrotechniker.     Halle. 

W.  Knapp. 

E.  Mascart.       Handbuch     der     slatischen    Elektricität. 
Deutsche    Bearbeitung    von    J.   G.    Wallentin.      2BJe. 

921  ü.  690  8.    Wien.     A.  Pichler's  Wwe.  und  Sohn. 

Das  Buch  enthält  im  wesentlichen  die  im  ersten  Bande  von 
Maxwell  behandelten  Gegenstände;  die  Behandlungsweise  scbliesst 
sich  im  ganzen  an  die  der  älteren  LehrbQcher  an  und  zeichnet 
sich  vor  dem  Maxweirschen  durch  eine  eingehendere  Besprechung 
der  Beobachtungsmethoden  und  eine  historische  Darstellung  des 
Beobachtungsmaterials  aus.  Die  musterhafte  Klarheit  und  Correkt- 
heit  der  Darstellung  macht  es  namentlich  für  Anfänger  zu  einem 
höchst  wertvollen  Lehrbuch,  die  grosse  Vollständigkeit  zu  einem 
schätzbaren  Handbuch.  Lbg. 
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E.  Netoliczka.      Illustrirte  Geschichte    der   Elektricität 
von  den  ältesten  Zeiten  bis   auf  unsere  Tage.      Wien. 

A.  Pichler*8  Wwe  &  Sohn.  VHI.  -h  283  S.  8». 


H.  E.  Armstrong.  Electrolytic  conduction  in  regard  to 
molecular  composition,  valency,  and  the  nature  of 
chemical  change:  being  an  attempt  to  apply  a  theory 

of  residual   affinity.     Lond.  R.  S.  Proc.  XL.  268-291. 


Capitel  4. 
Wärmelehr  e*). 

A.    Mechanische  Wärmetheorie. 

L.  BoLTZMANN.  Ncuer  Beweis  eines  von  Helraholtz 
aufgestellten  Theorems  betreflfend  die  Eigenschaften 
monocyklischer  Systeme.  Gott.  N.  209-213. 

Für  den  v.  Helmholtz'schen  Satz  (s.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  854. 
und  863)  wird  ein  zweiter  Beweis  gegeben  in  der  Absicht,  den 
Zusammenhang  desselben  mit  früheren  ähnlichen  Untersuchungen 
hervortreten  zu  lassen.  Dabei  zeigt  sich,  dass  die  Frage,  ob  dQ 
einen  integrirenden  Factor  besitzt,  auf  die  andere  hinauskommt: 
ob  unter  beständig  orthogonaler  Veränderung  der  Grenzen  bei 
Rückkehr  zu  demselben  Zustande  immer  auch  eine  Rückkehr  zu 
denselben  Grenzen  möglich  ist.  Sbt. 


*)  Wegen  einer  roehrmonatlicben  Erkrankung  des  Berichterstatters 
nber  dieses  Capitel  ist  es  unmöglich  gewesen,  die  grossere  Anzahl  der 
hierher  gehörigen  Referate  rechtzeitig  zu  beschaffeo;  es  sind  daher  nur 
die  Titel  der  betreffendeo  Arbeiten  abgedruckt  worden.    Red. 
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L.  ßoLTZMANN.     üeber  die  mechanischen  Analogien  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik.     KroneckerJ. 

C.  201.212. 

Unter  allen  rein  mechanischen  Systemen,  für  welche  Glei- 
chungen bestehen,  welche  den  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  sich  ergebenden  analog  sind,  schei- 
nen diejenigen,  welche  der  Verfasser  und  Maxwell  in  mehreren 
Abhandlungen  untersucht  haben,  weitaus  die  wichtigste  Rolle 
zu  spielen.  Nicht  nur  gilt  die  Analogie  mit  den  wärmetheoreti- 
schen Gleichungen  für  alle  derartigen  Systeme  ohne  Ausnahme, 
sondern  es  lassen  sich  auch  die  meisten  anderen  Systeme,  inso- 
fern sie  unter  mechanisch  einfachen  Bedingungen  durchgreifende 
und  zweifellose  Analogie  zeigen,  den  vom  Verfasser  und  von 
Maxwell  betrachteten  als  specielle  Fälle  unterordnen.  Der  all- 
gemeinste Satz  bezüglich  der  Verwandelbarkeit  der  inneren 
Energie  in  äussere  Arbeitsleistung  bei  diesen  Systemen  war  von 
Herrn  Boltzmann  in  seiner  letzten  Abhandlung  über  diesen  Gegen- 
stand (Kronecker  J.  HC.  68-94,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1093) 
ohne  Beweis  bloss  angeführt.  Diese  Lücke  wird  durch  die  vor- 
liegende Arbeit  ausgefüllt.  Lp. 


L.  Boltzmann.      Ueber  einige  Fälle,  wo  die   lebendige 
Kraft  nicht  integrirender  Nenner  des  Differentials  der 
zugefUbrten   Energie  ist.      Ezoer  Rep.  XXII.  135155. 
S.  F.  d.  M.  XVIL  1885.  1093. 


E.  Cesaro.      Intorno   ad   una   precisa  dimostrazione    di 
termodinamica.    Bau.  G.  XX iv.  158-163. 


W.  Siemens.      Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  im  Luft- 
meere  der   Erde.      Wiedemann  Ann.  XXVIII.  263-281. 

Die  Erklärung  der  Bewegungserscheinungen  im  Luftmeere 
der  höheren  geographischen  Breiten  durch  Maxima  und  Minima 
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de8  Laftdrucks  eothält  LückeD,  so  lange  man  nicht  weiss,  wo 
die  Kräfte  ihren  Sitz  and  Angriffspunkt  haben,  welche  die  ge- 
waltige Energie  in  den  Maximis  und  Minimis  ansammeln.  Diese 
Lücken  sucht  der  Verfasser  mit  Hülfe  der  Lehre  von  der  Erhal- 
tung der  Kraft  auszufüllen.  Er  findet  den  Ursprung  der  in  den 
Winden  und  Stürmen  thätigen  und  lebendigen  Kraft  im  wesent- 
lichen in  der  Beschleunigung,  welche  die  in  den  Tropen  auf- 
steigende Luft  infolge  ihrer  Ueberhitzung  am  Erdboden  erleidet 
Auf  die  Einzelheiten  der  Theorie  einzugehen,  würde  hier 
zu  weit  führen.  Sbt. 


P.  DE  IIeen.  Determination  des  variations  que  le  coef- 
ficient  de  frottement  intörieur  ^prouve  avec  la  tem- 
p^ature.  Consid^rations  th^oriques  qui  d^coulent  de 
Tobservation  de  ces  grandeurs.    Beig.  Bull.  (3)  XI.  29-44. 

Der  Verfasser  stellt  die  folgende  Beziehung  auf: 


''""^=''('+s 


zwischen  den  Reibungscoefficienten  F  bei  einer  beliebigen  Tem- 

dF 
peratur  und  der  Variation  --j—  dieses  Coefficienten  fUr  eine  Tem- 
peraturänderung von  20^  C.  Mn.  (Lp.) 


G.  P.  Grimaldi.  Sulla  relazione  teoretica  trovata  dal 
Duprd  fra  il  volume,  la  temperatura,  ed  i  coefficienti 
di  dilatazione  e  di  compressibilitk  dei  corpi.    Rom.  Acc. 

L.  Reod.  (4)  II,.  238-244. 


Ch.  Ed.  GuiLLAUME.     Sur  le  coefficient  de  pression  des 
tbermom^tres     et    la     oompressibilit^     des     liquides. 

C.  R.  CHI.  1183-1186. 
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A.  ScHRAUF.      Ueber    die  Ausdehnungscoefficienten   des 

Schwefels.      Wiedemaon  Aoo.  XXVII.  315-320. 


H.  Le  Chatelier.     Sur  les  lois  Dum^riques  des  ^qui- 
libres  chimiques.   C.  R.  CHI.  253-256. 

G.  Chaperon.      Sur    la    thöorie    de    la    dissociation    et 
quelques  actions  de  prösence.     C.  B.  CHI.  479-482. 


P.  DE  Heen.     Note  sur  un  travail  de  M.  Robert  Schiff 
sur  la  chaleur  sp^cifique  des  liquides.   Beig.  Bali.  (3)  xii. 

416-422. 

Die  Experimente  des  Hrn.  Schiff  bestätigen  ein  Gesetz  von 
Hrn.  P.  de  Heen.  Mn.  (Lp.) 

E.  Warbürg.     Bemerkungen  über  den   Druck  des   ge- 
sättigten   Dampfes.      Wiedemann  Aoo.  XXVIH.  394-400. 


F.  KoLACRK,     üeber  Dampfspannungen.      wiedemaoD  add. 

XXIX.  347-352.  

Ch.  Antoine.      De  la   density  et   de  la  compressibilit^ 
des  gaz  et  des  vapeurs.    c.  B.  CH.  b63-864. 


M.  Langlois.  Slir  le  calcul  th^orique  de  la  composition 
des  vapeurs,  de  leurs  coefficients  de  dilatation  et  de 
leurs  chaleurs  de  Vaporisation,    c.  B.  CiL  1231-1233. 


R.   V.  Helmholtz.      Untersuchungen   über  Dämpfe  und 
Nebel,  besonders  über  solche  von  Lösungen.    Diw.Ber- 

lin  1885,  Wiedemann  Ann.  XXVII.  508-543,  Berl.  Phya.  Ges.  Verh.  20-21. 
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A.  ScHRAüK.      üeber  Dispersion    und   axiale   Dichte  bei 

prismatischen   Krystallen.     Wiedemann  Ann.  XXVIII.  433-437. 

A.  ScHRAüF.       üeber    Ausdehnungscoefficienten ,     axiale 
Dichte  und  Parameterverhältnis  trimetrischer  Krystalle. 

Wiedemann  Ann.  XXVITL  438-447. 


B.    Gastheorie. 

G.  A.  Hirn.      Recherches  expdrimentales  et  analytiquea 
sur   les   lois  de  Töcoulement  et   du   choq   des  gaz  en 

fonction   de   la   tempdrature.      Paris.  Gauthier-Villare. 

G.  A.  Hirn.     L'avenir  du  dynamisme  dans  les  sciences 

physiques.     Paris.  Gaathier- Villars. 

G.  A.  Hirn.     Nouvelle  röfutation  g^ndrale  des  th^ories 

appel^es   cin^tiques.      Paris.  Gaatbier-ViUars. 

G.  A.  Hirn.     Recherches   exp^rimentales  sur   la  liraite 
de  la  vitesse  que  prend  un  gaz  quand  il  passe  d'une 

pression   a  une  autre  plus   faible.     Paris.  Gauthier-Villars. 

G.  A.  Hirn.      La    cinötique   moderne  et  le  dynamisme 

de   Tavenir.      Paris.  Gaulhier- Villars. 


R.  Clausiüs.    Examen  des  objections  faites  par  M.  Hirn 
ä  la  th^orie  cin^tique  des  gaz.      Belg.  Bull.  (3)  XI  173-193, 

Die  Versuche  des  Herrn  Hirn  sind  in  zwei  Aufsätzen  be^ 
schrieben,  die  in  den  Bänden  XLIII  und  XLIV  der  Belg.  M^m. 
veröffentlicht  wurden.  Diese  Versuche  sind  gut  erdacht  und 
wahrscheinlich  sehr  gut  angestellt,  aber  die  von  ihm  aus  den- 
selben gezogenen  Schlüsse  sind  nicht  streng,  wie  man  dies  nach- 
weisen kann. 

Unter  diesen  Schlüssen  ist  besonders  der  auf  den  Stoss  der 
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Gase  bezügliche  id  präciser  Weise  ausgedrückt  wordeo.  Aus 
einem  Gasometer  mit  comprimirter  Luft  Hess  Herr  Hirn  einen 
Luftstrom  durch  eine  Röhrenleitung  entweichen,  die  am  Ende 
rechtwinklig  nach  unten  gebogen  und  an  diesem  Ende  mit  einer 
Ausströmungsvorrichtung  versehen  war.  In  geringer  Entfernung 
von  dieser  Vorrichtung  befand  sieb  auf  einer  der  Schalen  einer 
Wage  eine  horizontale  Kreisplatte,  die  den  Stoss  des  verticalen 
Luftstromes  erhielt.  Um  dem  auf  die  Platte  ausgeübten  Drucke 
das  Gleichgewicht  zu  halten,  wurde  die  zweite  Wageschale  mit 
Gewichten  belastet,  welche  die  Grösse  des  ausgeübten  Druckes 
massen.  Herr  Hirn  hat  festgestellt,  dass  dieser  Druck  derselbe 
blieb,  wenn  die  Luft  die  gewöhnliche  Temperatur  hatte,  und 
wenn  sie  auf  die  Temperatur  von  200®  gebracht  war.  Er  hält 
dieses  Ergebnis  für  einen  Widerspruch  gegen  die  kinetische 
Gastheorie.  Aber  es  lassen  sich  gegen  die  Schlussfolgerungen, 
auf  welche  er  diese  Ansicht  stützt,  gewichtige  Einwände  er- 
heben. 

Erstens  macht  er  von  vereinfachenden  Hypothesen  einen  so 
ausgedehnten  Gebrauch,  dass  die  Erkenntnis  schwer  wird,  ob  diese 
Schlussfolgerungen  irgend  welche  Kraft  besitzen.  So  ersetzt  er 
die  allseitigen  Bewegungen,  die  man  für  die  Gasmolekeln  in  der 
kinetischen  Gastheorie  annimmt,  durch  Bewegungen  dieser 
Molekeln,  die  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
völlig  unabhängig  stattfinden.  Diese  Bewegungen  sollen  bis  zum 
Znsammentreffen  mit  einer  festen  Wand  bestehen  bleiben.  (In 
der  kinetischen  Theorie  nimmt  man  im  Gegenteil  an,  dass 
zwischen  den  Molekeln  sehr  häufig  exentrische  Stösse  stattfinden.) 

Zweitens  aber,  selbst  wenn  man  diese  Hypothese  von  den 
drei  in  rechtwinkligen  Richtungen  erfolgenden  Bewegungen  zu- 
giebt,  enthalten  die  Rechnungen  des  Herrn  Hirn  einen  Fehler. 
Wenn  ein  Bruchteil  a  von  der  Gesamtzahl  der  Molekeln  sich  in 
einer  zur  Platte  senkrechten  Richtung  bewegt,  so  nimmt  Herr 
Hirn  an,  ihre  eigene  Geschwindigkeit  U  vermehre  immer  die 
Ausflussgeschwindigkeit  F,  so  dass  ihr  Druck  auf  die  Platte 
zu  a((/+  Vy  proportional  sei.  Derjenige  der  anderen  Molekeln 
sei  proportional  zu  (i-'a)K^    Nach  ihm  sei  also  der  Gesamt- 
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druck  auf  der  eiueu  Seite  der  Platte  proportional  zu 

der  Druck  der  ruhenden  Luft  auf  der  anderen  Seite  der 
Platte  proportional  zu  al/'.  Die  Differenz  2aVV-{-  F'  sei  also 
eine  Grösse  proportional  zum  wirklichen,  von  der  Ausströmung 
des  Gases  auf  die  Platte  der  Wage  herrührenden  Drucke. 
Da  nun  das  Glied  2aUV  von  der  Temperatur  abhänge,  so  müsse 
(nach  dieser  von  Herrn  Hirn  gedeuteten  Gastheorie)  der  Druck 
darum  verschieden  sein,  wenn  man  bei  200^  oder  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  experimentire ,  was  den  Thatsachen  widerspreche. 
Aber  diese  Art  zu  rechnen  ist  fehlerhaft.  Augenscheinlich  muss 
man  annehmen,  dass  |a  von  den  Molekeln  mit  einer  Geschwin- 
digkeit V+U  und  ^a  mit  einer  Geschwindigkeit  V—U  die 
Platte  treffen.  Demnach  findet  man  als  eine  zum  Drucke  propor- 
tionale Grösse: 

ia[(F+f7)'  +  (F-f7y]+(I-a)F'-ar'=  V\ 

also  unabhängig  von  U  und  der  Temperatur.  Die  Versuche  des 
Herrn  Hirn  bestätigen  somit  die  kinetische  Gastheorie,  wenn 
seine  vereinfachende  Annahme  von  den  drei  Gruppen  unab- 
hängiger Bewegungen  der  Molekeln  zulässig  ist. 

Die  gegen  die  kinetische  Theorie  von  der  Einwirkung 
ruhender  Luft  auf  einen  bewegten  Körper  hergeleiteten  Einwände 
siod  von  derselben  Art  wie  der  vorige  und  enthalten  in  ihrer 
Entwickelung  dasselbe  Versehen  der  Schlussfolge. 

Ein  anderer  Einwand  des  Herrn  Hirn  besteht  darin ,  dass 
nach  der  kinetischen  Theorie  die  Molecularbewegungen  der 
Gase  in  der  Luft  bei  der  von  Herrn  Hirn  in  dem  einen  seiner 
Versuche  betrachteten  Temperatur  nur  eine  mittlere  Geschwin- 
digkeit von  etwa  500  Metern  haben  können.  Nun  erschliesst  er 
aber  aus  diesem  Versuche  eine  Ausflussgeschwindigkeit  von 
mehr  als  4000  Metern,  was  ein  „argument  mortel  contre  la 
th^orie  cinötique  teile  qu'elle  a  m  ätablie  jusqu'ici^  sein  soll. 
Dem  ist  jedoch  nicht  so.  Die  Geschwindigkeit  von  4000  Metern 
ist  keine  beobachtete,  sondern  aus  gewissen  Formeln  gefolgert, 
die  in  dem  Falle  der  von  Herrn  Hirn  herbeigezogenen  Versuche 


1070  ^^*  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

offenbar  nicht  anwendbar  sind.    Auch  dieser  Einwarf  ist  folglich 
gegenstandslos. 

Zum  Schlüsse  macht  Herr  Clausius  folgende  Bemerkung 
bezüglich  der  rein  kinematischen  Theorie  des  Weltalls:  „Nie  habe 
ich  in  meinen  Arbeiten  über  die  kinetische  Gastheorie  die 
Ansicht  vertreten,  dass  alle  Kräfte  durch  Bewegungen  erklärt 
werden  können;  im  Gegenteil,  ich  habe  einen  Satz  aufgestellt, 
der  das  Entgegengesetzte  beweist,  ich  meine  den  Satz  vom  Virial. 
Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  jede  stationäre  Bewegung  zu  ihrem 
Bestände  gewisser  Kräfte  bedarf,  die  ihr  dynamisch  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  er  drückt  die  Bedingung  dieses  dynamischen 
Gleichgewichtes  durch  eine  Gleichung  aus,  deren  eine  Seite  die 
lebendige  Kraft  der  Bewegung  ist,  während  die  andere  durch 
einen  Ausdruck  gebildet  wird,  der  sich  aus  den  Coordinaten  der 
bewegten  Massen  und  aus  Componenten  von  Kräften  zusammen- 
setzt. Diese  Gleichung  gestattet  den  sicheren  Schluss,  dass  ohne 
anziehende  Kräfte  kein  stabiler  Zustand  in  der  Natur  möglich 
wäre**.  (Man  vergleiche  die  erschöpfende  Darstellung  der  Ein- 
würfe des  Herrn  Hirn  gegen  die  kinetische  Theorie  und  der 
dagegen  zu  machenden  Erwiderungen  von  J.  Delsaux  in  der 
Revue  des  questions  scientifiques  de  Bruxelles,  juillet  1887, 
p.  270-29'^).  Mn.  (Lp.) 


Folie.     Rapport  sur  le  Memoire  intitul^:  ^La  cin^tique 
moderne  et  le  dynamisme  de  Tavenir^,  par  G.  A.  Hirn. 

Belg.  Bull.  (3)  XII.  5-9. 

Bericht  über  einen  Aufsatz  zur  Erwiderung  auf  den  Artikel 
des  Hrn.  Clausius  (Vgl.  das  vorangehende  Referat).  Die  Ver- 
suche des  Hrn.  Hirn  beweisen,  dass  der  Widerstand,  den  ein 
Gas  gegen  die  Bewegung  einer  Platte  leistet,  oder  umgekehrt, 
von  der  Temperatur  dieses  Gases  unabhängig  ist.  Die  kinetische 
Gastheorie,  so  wie  sie  Hr.  Hirn  auffasst,  führt  zum  entgegen- 
gesetzten Ergebnisse;  aber  so  wie  sie  Hr.  Clausius  auffasst,  f&hrt 
sie  zu  demselben  Resultat  wie  der  Versuch.  Mn.  (Lp.) 
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G.  A.  Hirn.  Recherohes  exp^rimentales  et  analytiques 
sur  les  lois  de  T^coulement  et  du  choc  des  gaz  en 
fonction  de  la  temp^rature.     Beig.  M6m.  XLVr.  217  S. 

Man  vergleiche  den  kritischen  Bericht  der  Herren  Folie, 
Melsens  und  Vandermensbrugghe  Ober  diese  Abhandlung  in  Belg. 
Bull,  (3)  IX.  1885.  40-71  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  1097).  Sie  ist 
die  Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XIII.  1881.  811-814  bespro- 
chenen Arbeit.  Mn.  (Lp.) 

G.  A.  Hirn.  La  cin^tique  moderne  et  le  dynamisme  de 
Tavenir.  R^ponses  k  diverses  critiqnes  faites  par 
M.  Clausius  aux  conclusions  de  mes  travaux  pr^c^dents. 

Belg.  M^m.  XLVI.  82  S. 

Versuch  einer  Erwiderung  auf  die  Antwort  von  Hrn.  Clau- 
sius. (Belg.  Bull.  (3)  XI.  173-193.)  Nach  Hrn.  Folie  (XII.  5-9) 
ist  die  von  Hrn.  Hirn  angegriffene  kinetische  Gastheorie  nicht 
die  Clausius'sche.  Mn.  (Lp.) 

G.  A.  Hirn.  La  eindtique  moderne  et  le  dynamisme 
de  Tavenir.    c.  R.  CHI.  514-516. 

Begleitschreiben  zu  dem  Werke  gleichen  Titels,  das  der 
Akademie  ttbersandt  wird.  Lp. 


E.  ToEPLER.     Zur  Ermittlung  des  Luftwiderstands  nach 
der  kinetischen  Theorie.    Wien.  24S.  8*>. 


Ad.  Blümcke.  Tabelle  zu  der  von  Clausius  nach  den 
Versuchen  Andrews*  entwickelten  Formel  fUr  die  Zu- 
standsgleichung    der    Kohlensäure.      Z.  dtech.  ing.    xxx. 

110-114. 

Die  fragliche  Zustandsgleichnng  lautet: 

T  0,00.3688         2,0935 


P  = 


V  -  0,000843    r(ü  -f  0,00097  7) 


'7^^  » 
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wenn  p  den  in  Atmosphäfen  gemessenen  Druck,  T  die  absolute 
Temperatur  und  v  das  Volumen  bedeutet.  Es  wird  zunächst 
eine  graphische  Darstellung  dieser  Gleichung  durch  Curven  ge- 
geben, indem  T  als  Parameter,  v  als  Abscisse  und  p  als  Ordinate 
gilt.  Die  Tabelle  selbst  ist  eine  solche  mit  doppeltem  Eingang 
und  liefert  p  für  die  ganzen  Grade  Celsius  in  dem  Intervall  von 
0**  bis  40*  und  die  um  0,001  wachsenden  Werte  c  von  0,001 
bis  0,050.  In  dem  Intervalle  v  =  0,05  bis  0,100  beträgt  die 
Differenz  zweier  aufeinanderfolgenden  Werte  von  c  0,005,  von 
dort  ab  bis  f>  =  0,200  dagegen  0,010;  den  Schluss  bilden  die 
beiden  Werte  v  =  0,500  und  1,000.  F.  K. 


S.  V.  Wroblewski.  üeber  die  Darstellung  des  Zusammen- 
hanges zwischen  dem  gasförmigen  und  flüssigen  Zn- 
stande  der   Materie  durch    die  Isopyknen.     Exoer  Bep. 

JCXII.  725-745.    Abdraok  aas  Wien.  Ber.  XGIV.  257. 


L.  BoLTZMANN.  ücber  die  zum  theoretischen  Beweise 
des  Avogadro'schen  Gesetzes  erforderlichen  Voraus- 
setzungen.   Wien.  Ber.  XCIV.  613-643. 

Herr  Tait  hat  in  Phil.  Mag.  (5)  XXI.  343.  1886  unter  einer 
Reihe  specieller  Annahmen  einen  exacten  Beweis  für  den  Satz 
geliefert,  dass  im  Falle  des  Wärmegleiohgewichtes  die  mittlere 
lebendige  Kraft  der  Molecüle  zweier  gemischten  Gase  gleich  sein 
muss.  Herr  Boltzmann  meint,  dass  Herr  Tait  nicht  bewiesen 
habe,  die  gemachten  speciellen  Annahmen  seien  zur  Begründung 
des  Satzes  unentbehrlich,  und  verteidigt  sich  dagegen,  dass  yon 
ihm  aufgestellte  Sätze  nicht  richtig  seien.  Die  Verteidigung 
geschieht  im  Anschluss  an  seine  Theorie  der  Gasdiffusion. 
I.Teil  (Wien.  Ber.  LXXXVI.  63.  1882). 

Herr  Stankewitsch  hat  in  Wied.  Ann.  XXIX.  153  (Zur  dy- 
namischen Gastheorie)  einen  Hülfssatz  (dass  eine  gewisse  Fune- 
tionaldeterminante  gleich  Eins  ist)  des  Beweises  für  das  Max- 
weii'scbe  Gesetz  der  Energieverteilung   bewiesen.     Der  Beweis 
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ist  dem  von  Jacobi  fHr  das  Princip  des  letzten  Multiplicators 
gegebenen  nachgebildet.  Herr  Boltzmann  zeigt  in  einem  Nach- 
trage, dass  jener  HQlfssatz  dem  Wesen  nach  mit  einer  Gleichung 
der  vorliegenden  Abhandlung  identisch  ist,  und  giebt  einen  ein- 
fachen Beweis,  indem  er  den  von  Maxwell  angedeuteten  Weg 
benutzt.  Rs. 


ÜSBORNE  Reynolds.     On  the  flow  of  gases.     Manch.  Phil. 

Soc.  Proc.  XXV.  55  71. 

Handelt  über  den  Ausfluss  von  Gasen  durch  eine  Oeffnung 
im  Falle,  dass  die  berechneten  Ergebnisse  von  den  experimen- 
tellen abweichen,  und  weist  auf  die  Voraussetzung  hin,  welche 
die  gewöhnliche  Theorie  fehlerhaft  macht.  Die  Schrift  steht  in 
engem  Zusammenhange  mit  einer  experimentellen  Arbeit  desselben 
Bandes  (p.  17-34)  von  Henry  Wilde  über:  „The  velocity  with 
which  air  rushes  into  a  vacuum".  Gbs.   (Lp.) 


HuGONiOT.      Sur  r^coulement  des   gaz   dans   le   cas  du 
regime  permanent.     CR.  Cll.  1545-1548. 


G.  A.  Hirn.    Röflexions  sur  une  critique  de  M,  Hugoniot, 
relative  aux  lois  d'dcoulement  des  gaz.    C.  R.  CHI.  109-113. 


Parenty.     Sur  las  expöriences  de  M.  G.  A.  Hirn,  con- 
cernant     le    d^bit    des    gaz    k    travers    les    orifices. 

C.  R.  cm.  125-127. 


HuGONiOT.     Sur  la   pression    qui  existe  dans  la  section 
contract^e  d'une  veine  gazeuse.     C.  R.  cm.  241-244. 


Fortschr.  d.  Math.   XVIU.  3.  68 
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G.  A.  Hirn.  R^ponse  k  iine  note  de  M.  Hugoniot  sur 
la  pression  qni  existe  dans  la  section  contract^e  d'uiie 
veine  gazeuse.      c.  R.  cm.  371372. 

H.  DE  LA  GoupiLLiERB.      Ecoulement    vari^    des    gnz. 

CR.  cm.  661-665,  709-712,  785-788. 


Hugoniot.     Sur  r^coulement  d'un  g^z  qui  p^nfetre  dans 
un  rdcipient  de  CHpacitä  limit^e.     c.  R.  cm.  922-925. 


H.  DE  LA  GoüPiLLiBRE.  Remarque  relative  k  une  coiü- 
munication  de  M.  Hugoniot  sur  T^coulement  d'un  gaz, 
qui    p6nfetre    dans    un    r6cipient   de   eapacit^  limit^. 

C.  R.  cm.  925-926. 


Hugoniot.     Sur  le  mouvement  vari6  d'un  gaz  comprini^ 
dans  un  reservoir  qui  se  vide  libreraent  dans  Tatmospfafere. 

C.  R.  cm.  1002-1005. 

G.  A.  Hirn.     Remarques  au  sujet  des  notes  de  M.  Hugo- 
niot sur  Fecoulement  des  gaz.     c.  R.  cm.  1232-1235. 


F.  Lucas.     Le  coefficient  de  dilatation  et  la  temp^rature 
des  gaz.     c.  R.  cm.  1251-1253. 


F.   Lucas.     Sur   le  coefficient  de  dötente  d*un  gaz  par- 
fait.      c.  R.  cm.  118MI83. 
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C.    WärmeleituDg  und  Wärmestrahlung. 

J.  Maurer,  lieber  die  theoretische  Darstellung  des  Teni^ 
peraturgange»  während  der  Nachtstnuden  und  die 
Gröäae  der  von  der  Atmosphäre  ausgestrahlten  Wärme- 
menge. ADD.  d.  Bchneii.  metflorolog.  CentralauBt.,  Jahrg.  18B5. 
Herr  Maurer  behandelt  die  Aufgabe  des  zeitlichen  Teniperatur- 
verlaufes  in  der  Nacbt  als  Folge  von  Strahlung  und  Leitung 
rein  matbematisch  nach  der  Pourier'schen  Wflmietheorie,  um  den 
bestimmenden  Grundelementen  (Dichte,  epeciGsche  Wärme,  ther- 
mische Leitungsfähigkeit),  die  er  in  den  bisherigen  theoretischen 
Untersuchungen  vermiast,  gebOhrend  Rechnung  zu  tragen;  ohne 
diese  Rttcksicht  ist  nämlich  eine  richtige  Deutung  der  Coef- 
ficienten  in  den  Formeln  nicht  möglich.  Eine  erste  Hechoung 
zeigt,  dass  die  Leitung  der  Luftschiebten  hOcbsteos  bis  zu  einer 
Höhe  von  etwa  3,1  m  merkbar  werden  kann,  dass  daher  ftlr  die 
gestellte  Aufgabe  der  EinfluBs  der  erkaltenden  Erdoberfläche, 
insoweit  er  sieh  durch  Wfirmeleilung  bekundet,  gegeuUher  den 
anderen  einwirkenden  Umständen  vernaehlässigt  werden  darf. 
Demnach  ist  der  Verlauf  der  Temperatur  während  der  Nacht- 
stunden bloss  von  der  atmosphärischen  Strahlung  abhängig. 
Nach  verschiedenen  Beobachtuttgsreihen,  die  von  anderen  Meteoro- 
logen für  denselben  Zweck  verwertet  sind,  berechnet  der  Ver- 
fasser aus  seinen  Formeln  den  wohl  definirten  Sfrahlungs- 
coefGcienten  für  atmosphärische  Luft.  Der  Zahlwert  des  ther- 
mischen Strahlungs Vermögens  zeigt  im  Sommer  ein  Maximum,  im 
Winter  ein  Minimum. 

Die  hiernach  aus  der  partiellen  Differential 
wickelte  Formel,  welche  die  Temperatur  als  Fui 
ausdrückt,  enthält  alle  diejenigen  Grössen,  welche 
liehen  Temperaturänderungen  irgend  welchen  best 
Duss  haben  können.  Unter  gewissen  vereinfachen 
kommt  diese  Formel  auf  die  auch  früher  schon,  u. 
mann,  benutzte  Form  der  Kachtgleichung  zurück. 
Zum  Schlüsse  zieht  Herr  Maurer  aus  seinen  1 
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die  allgemeine  Folgerung,  dass  die  gesamte  Strahlung  der  homo- 
genen nicht  erleuchteten  Atmosphäre  fär  eine  Temperatur  von 
0®  C.  pro  Quadratcentimeter  und  Minute  0,39  Calorien  beträgt, 
also  sehr  wohl  mit  der  strahlenden  Energie  des  SonnenkOrpers 
vergleichbar  ist.  Da  nun  nach  Stefanos  Rechnung  diejenige 
Wärmemenge,  welche  von  einem  Quadratcentimeter  einer 
schwarzen  Fläche  bei  der  Temperatur  0**  ausgeteilt  wird,  per 
Minute  0,40  Cal.  ist,  so  würde  daraus  folgen,  dass  das  Emissions- 
oder  Absorptionsvermögen  der  homogenen  Atmosphäre  für  die 
strahlende  Wärme  niedriger  Temperatur,  wie  sie  die  Erdober- 
fläche aussendet,  nahe  gleich  der  Einheit  ist,  dass  also  beinahe 
die  gesamte  von  der  Erde  ausgestrahlte  Wärme  von  ihrer 
Atmosphäre  absorbirt  wird.  Zuletzt  wird  noch  darauf  hinge- 
wiesen, dass  alle  berechneten  Zahlen  nur  die  Bedeutung  vor- 
läufiger Näherungswerte  haben,  dass  insbesondere  der  Strahlungs- 
coefficient  und  das  Absorptionsvermögen  der  atmosphärischen 
Schiebten  wegen  der  in  den  unteren  Luftschichten  suspendirten 
kleinen  materiellen  Teilchen  zu  gross  sein  dOrften.  Lp. 

R,  FuDziSAWA.  Ueber  eine  in  der  WärmeleitHngstheorie 
auftretende,  nach  den  Wurzeln  einer  transcendenten 
Gleichung  fortschreitende  unendliche  Reihe.    Diss.  Straae- 

burg.  24.  S.  40. 

Kirsch.  Die  Bewegung  der  Wärme  in  den  Cylinder- 
wandungeu  der  Dampfmaschine.  Leipzig.  Felix.  IX  u  100  s. 


Zwölfter  Abschnitt. 

Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  1. 

Geodäsie. 

C.  BoHN.      Die  Laüdmes8ung.      Ein    Lehr-   und    Hand- 
buch.    Mit  370  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten 

und    2   lithographirten    Tafeln.       Berlin.  Julius  Springer. 

Kaum  für  ein  Lehr-  und  Handbuch  ist  in  der  geodätischen 
Literatur  wie  in  der  jeder  anderen  Wissenschaft  allerdings 
immer  da;  aber  wir  bezweifeln,  dass  mit  dem  vorliegenden  das 
rechte  getroffen  und  einem  wirklichen  Bedürfnisse  abgeholfen 
worden  ist.  Hinsichtlich  der  Anordnung  und  Vollständigkeit  des 
Stoffes  im  ganzen  springt  zunächst  der  Uebelstand  in  die  Augen, 
dass  die  Theorie  der  Beobachtungsfehler  und  der  Ausgleichungs- 
rechnung nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  den  An- 
hang gesetzt  ist,  während  ihre  Anwendung  bei  der  Triangulirung 
(mit  Ausnahme  der  Pothenot'schen  Aufgabe),  Nivellirung  u.  s.  w. 
durchweg  fehlt.  Welcher  Studirende  ist  wohl  im  Stande,  nach 
der  nackten,  allgemeinen  Theorie  ohne  weiteres  Ausgleichungen 
von  Dreiecksnetzen,  Punkteinschaltungen,  Nivellirungen  u.  s.  w. 
auszuführen?  Dass  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  sehr 
weitläufigen  Rechnungen  führe,  wie  auf  S.  277  gesagt  ist,  trifft 
(ganz  abgesehen  davon,  dass  sie  jetzt  den  preussischen  Land- 
messern vorgeschrieben  ist)  häufig  gar  nicht  zu,  wenn  die  Sache 
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richtig  angefangen  wird.  Ueberdies  ist  im  Vorwort  gleich  zu 
Anfang  gesagt,  dass  auch  die  grossten  und  schwierigsten  Auf- 
gaben der  praktischen  Geometrie,  die  grossen  mathematiscben 
Aufwand  erheischen,  besprochen  und  gelöst  werden  sollen. 
Ein  weiterer  Uebelstand  für  ein  Lehrbuch  zeigt  sich  in  der  Be- 
handlung der  Instrumente:  Von  Theodoliten,  Nivellir-  und  man- 
chen anderen  Instrumenten  ist  eine  übergrosse  Zahl  perspectivi- 
scher  Abbildungen,  die  meist  den  Preisverzeichnissen  der 
Mechaniker  entnommen  sind,  gegeben;  wohingegen  mit  scbema- 
tischen  Darstellungen  und  Durchschnitten,  die  das  Wesentlicbe 
deutlich  hervortreten  lassen,  nur  zu  sehr  gekargt  ist.  Die  Zeich- 
nungen von  verschiedenen  wichtigen  Instrumenten,  wie  Libellen- 
prüfungsapparat, Schraubenmikroskop,  Heliotrop,  BesseFs  Basis- 
apparat u.  s.  w.  fehlen  ganz. 

Das  Inhaltsverzeichnis  weist  ausser  einer  Einleitung  mit 
den  geodätischen  Grundbegriffen  und  allgemeinen  Regeln  über 
die  Vermarkung  und  Bezeichnung  und  ausser  einem  Anhang  mit 
Formeln  und  Sätzen  der  reinen  Mathematik  (einschliesslich  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate)  und  einigen  Bemerkungen  über 
die  Instrumentenpflege  folgende  14  Capitel  auf: 

1.  Einfachste  Vermessungsgesohäfte  und  erforderliche  Hilfs- 
mittel, und  zwar:  Absteckung  von  Geraden  ohne  zwischenliegende 
Hindernisse,  Längenmessungen,  Absteckung  und  Messung  rechter 
Winkel,  Absteckung  von  Geraden  mit  zwischenliegeuden  Hinder- 
nissen, Absteckung  von  Curven,  Stückvermessung  nach  der  Nor- 
malenmethode. 

2.  Pläne  und  Handrisse. 

8.  Flächenermittelungen  und  dahingehörende  Aufgaben. 

4.  Rechnerisches. 

5.  Roh-  und  Augenscheins-Aufnahmen. 

6.  Allgemeines  über  Wiukelmessungen. 

7.  Das  wichtigste  Winkelmessinstrument,  der  Theodolit. 

8.  Gross-  und  Klein-Messungen. 

\K    Polygonmessung  und  die  Bussolen. 
10.    Triangulation  (ebene). 
U.    Zeichnende  Aufgaben  und  der  Messtisch. 


Capitel  1.     Geodäsie.  1079 

12.  Distanzmesser. 

13.  Tachymetrie. 

14.  Nivelliren. 

1.5.  Trigonometrisches  Höhenmessen. 

16.  Barometrisches  Höhenmessen. 

17.  Geodäsie  krummer  Flächen. 

18.  Grösse  und  Gestalt  der  Erde. 

19.  Kartenprojectionen. 

Ohne  auf  eine  ausführliche  Kritik  jedes  Capitels  hier  einzu- 
gehen, wollen  wir  nur  auf  einige  Irrtümer  und  besonders  auf- 
fallende Mängel  hinweisen:  Der  bei  der  Fehlerausgleichung  von 
PolygonzOgen  (S.  295)  zu  Grunde  gelegte  Satz,  wonach  die  Ver- 
besserungen an  den  einzelnen  Winkeln  proportional  ihren  mitt- 
leren Fehlerquadraten  zu  setzen  sind,  welche  selbst  proportional 
der  Summe  der  reciproken  Schenkellängen  sind,  ist  theoretisch 
nicht  richtig,  sondern  ebenso,  wie  auch  die  auf  S.  296  betreffs 
der  Verbesserungen  der  Coordinatenunterschiede  gemachte  An- 
nahme, völlig  unbegründet.     Uebrigens  müsste,  wenn  diese  An* 

nahmen  zulässig  wären,  auf  S.  296  statt  ds  =  c  :  ]^  s  es  d»  =  c.}^ 
heissen.  Im  10^"  Capitel  ist  beim  Vorwärtseinschneiden  (S.  319) 
die  Behauptung,  dass,  insofern  es  sich  um  die  verhältnismässigen 
Seitenfehler  handelt,  das  gleichschenkelige  rechtwinkelige  Drei- 
eck das  günstigste  sei,  unrichtig,  und  falsch  ist  es,  dass,  wie 
S.  .'345  gesagt  wird,  die  Pothenot'sche  Bestimmung  für  den  Mittel- 
punkt des  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  gelegten  Kreises 
am  günstigsten  sei.  Ganz  entstellt  ist  die  aus  Jordan's 
Handbuch  entnommene  Grenzcurve  (Fig.  201)  zur  Vergleichung 
der  Genauigkeit  des  Vorwärts-  und  Rückwärtseinschneidens 
wiedergegeben:  beide  getrennt  gezeichnete  Curven  müssen  eine 
einzige  geschlossene  Linie  bilden,  die  durch  die  Ecken  des 
Dreiecks  geht.  Aus  den  Schichtenplänen  S.  454  und  Tafel  II 
hätten  die  sonderlichen,  zum  Teil  in  der  Natur  gar  nicht  mög- 
lichen Gebilde,  bei  denen  sich  eine  Horizontalcurve  in  zwei 
Zweige  teilt,  herausbleiben  sollen.  Das  barometrische  Höhen- 
messen ist  für  den  Geodäten  etwas  zu  mangelhaft  behandelt  i 
auch  trifft  die  dort  S.  597  betreffs  der  Berechnung  der  Höhen 
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gemachte  Bemerkung  „Tabellen  aber  erscheinen  ganz  unnötig* 
durchaus  nicht  zu.  Für  denjenigen,  welcher  eine  grosse  Zahl 
von  Höhen  zu  topographischen  Zwecken  zu  messen  hat,  sind  auf 
das  Princip  der  rohen  Seehöhen  gegründete  Tafeln  sehr  nützlich. 
Im  17 '^'*  Capitel  fehlen  häufig  die  sonst  in  besseren  Handbüchern 
enthaltenen  Entwickelungen  von  angeführten  Formeln;  und  die 
Kartenprojectionen  sind  überhaupt  nur  beschreibend   behandelt. 

P. 


F.  Baur.  Lehrbuch  der  niederen  Geodäsie  vorzüglich 
fUr  die  praktischen  Bedürfnisse  der  Forstmänner  und 
Landwirte,  Kameralisten  und  Geometer,  sowie  zum 
Gebrauche  an  militärischen  und  technischen  Bildungs- 
anstalten. Vierte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Mit  296  Holzschnitten  und  einer  lithographirten  Tafel. 

Berlin.  Paul  Parey. 

Die  vorliegende  vierte  Auflage  hat  eine  Vermehrung  durch 
folgende  Gegenstände  erfahren:  die  Rechenstäbe,  die  Lehre  vom 
Fernrohr  und  vom  optischen  Distanzmesser,  die  trigonometrische 
Auflösung  der  Pothenot'schen  Aufgabe  und  die  Grundzflge  der 
Tachymetrie.  Das  Werk  teilt  sich  in  die  drei  Teile:  Flächen- 
messkunde,  Höhenmesskunde  und  Planzeichnung.  Der  erste  Teil 
behandelt  die  Masse  und  Massstäbe,  die  Bezeichnung,  das  Ab- 
stecken und  Messen  der  Linien,  die  Vermessungsarbeiten  mit 
Instrumenten  zum  Abstecken  bestimmter  Winkel,  die  Arbeiten 
mit  dem  Messtisch,  dem  Theodoliten  und  der  Waldbussole,  die 
Teilung  und  die  Verwandlung  der  Flächen.  Der  zweite  Teil 
enthält  das  geometrische,  trigonometrische  und  barometrische 
Höhenmessen,  das  Nivelliren  und  die  Grundzüge  der  Tachy- 
metrie. Im  letzten  Teile  endlich  ist  das  Zeichnen,  Copireu,  Ver- 
grössern  und  Verkleinern  der  Karten  und  die  Bergzeichnungs- 
methode besprochen.    Das  Ganze  entspricht  seinem  Zwecke. 

F. 
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Trait^  de  g^od^sie,  publik  avec  le  concours  d'officiers  de 
toutes   armes  et  sous  le  patronage   de  la  rduniou  des 

officiers.      Broxelles.  480  8.  4». 


Veltmann  und  Koll.  Formeln  der  niederen  und  höheren 
Mathematik  sowie  der  Theorie  der  ßeobachtungsfehler 
und  der  Ausgleichung  derselben  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate.     Bodo  47  s.  ö». 


H.  Brüns.     üeber  eine  Aufgabe  der  Ausgleichungsrech- 
nung.     Leipz.  Abh.  XIII.  517-563. 

Es  seien  x^,  x^,  .  .  .,  Xn  die  n  Unbekannten  eines  Problems, 
welche  mit  den  q  beobachteten  Grössen  a,,  öj,  .  .  .?  ^9  (^  ^  **) 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

da  =  2!  baß  Xß 

ß 
verbunden  sind,  wo  die  b  gegebene  Zahlen  bedeuten;  ferner  seien 

die  den  a  zukommenden  Gewichte  p  willkürlich,  mit  der  Ein- 
schränkung, dass  die  Summe  der  p  gegeben,  z.  B.  gleich  Eins 
sein  soll;  dann  sind  die  mittleren  Fehler  der  x^  welche  sich  bei 
einer  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ergeben,  vollständig  bestimmt,  sobald  über  die  p  Verfügung  ge- 
troffen ist,  und  das  Gleiche  gilt  von  den  Elementen  eines  „Grössen- 
complexes''  ^n  2^tt  •  •  m  Vn  dessen  Bestandteile  y  gegebene  lineare 
Functionen  der  x  sind.  Es  wird  nun  gefragt,  welches  die  zur 
Bestimmung  des  Complexes  (y)  günstige  Annahme  der  p  ist, 
wenn  als  Mass  für  die  Güte  jener  Bestimmung  die  Quadratsumme 
der  m.  F.  der  y  benutzt  wird.  Für  den  Fall  r  =  l  ist  die  Auf- 
gabe bereits  von  Herrn  Schreiber  (vgl.  F.  d.  M.  1882.  XIV.  914) 
erledigt  worden,  mit  dem  Ergebnis,  dass  von  den  p  stets  nur  n 
von  Null  verschieden  zu  sein  brauchen,  dass  also  die  Messung 
„überschüssiger''  Stücke  unnötig  ist.  Für  den  allgemeinen  Fall 
ergiebt  sich  das  Resultat,  dass  die  Messung  überschüssiger  Stücke 
bei  der  günstigsten  Gewichtsverteilung  unter  Umständen  erforde*- 
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lieb  sein  kann,  aber  nur,  wenn  die  baß  und  die  Coefficienten 
der  y  gewissen  Bedingungen  genügen,  und  dass  ferner  die  An- 
zahl dieser  überschüssigen  Stücke  unterhalb  einer  bestimmten 
Grenze  bleibt,  wie  gross  auch  q  sein  mag.  ß. 


E.  CzuBER.       Zum    Satze    vom    arithmetischen    Mittel. 

Astr.  Nachr.  2730. 

Ein  neuer  Versuch,  für  die  Herleitung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  den  Satz  vom  arithmetischen  Mittel  zu  be- 
gründen. Bezüglich  des  Wertes  solcher  Versuche  mag  es  genügen 
auf  die  Aeusserung  von  Gauss  in  dem  Briefwechsel  mit  ßesnel 
(pag.  523)  zu  verweisen.  B. 

Jordan.      Zur  Theorie  der   Polygonzüge.     Jordan  z.  f.  v. 

XV.  332-335. 

Im  Anschluss  an  die  früheren  interessanten  Untersuchungen 
über  die  Ausgleichung  eines  gestreckten  gleichseitigen  Zuges 
in  der  Zeitschrift  für  Vermessungsw.  XIII.  (F.  d.  M.  XVI.  1884. 
1087),  ist  die  praktische  Ausgleichung  eines  solchen  Zuges  mit 
Rücksicht  auf  Winkel-  und  Längenfehler  behandelt.  P. 


Steiff.     Ueber  die  Genauigkeit  des  Detaildreiecksnetzes 

in    Württemberg.      Jordan  z.  f.  v.  XV.  177-197. 

Hervorgerufen  wurde  die  Abhandlung  durch  den  von  Hammer 
in  der  Schrift  „Ueber  den  Verlauf  der  Isogonen  im  mittleren 
Württemberg,  Stuttgart  1886^,  angenommenen  grossen  mittleren 
Fehler  (+  0,5"*)  der  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Wttrttem- 
bergischen  Dreiecksnetzes.  Verfasser,  der  seit  1878  mit  Auf- 
nahmen und  Berechnungen  zur  Untersuchung,  Ergänzung  und 
Vervollständigung  dieses  trigonometrischen  Landesnetzes  ständig 
beschäftigt  ist,  giebt  zunächst  den  aus  den  Dreieckssummen- 
widersprüchen ermittelten  mittleren  Richtungsfehler  an;  nachher 
hat  er  die  bei  der  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  erhaltenen   mittleren  Coordinatenfehler   und  die  nach 
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der  Ausgleichung  noch  übrig  bleibenden  Uichtungsfebler  zu- 
sammengestellt, woraus  sich  für  den  mittleren  Goordinatenfebler 
+  0,10"*  ergiebt.  Schliesslich  sind  noch  in  einer  dritten  Tabelle 
die  auf  Grund  von  drei  verschiedenen  Hypothesen  berechneten 
Mittelwerte  der  magnetischen  Declination  ftlr  gewisse,  in  der 
Uammer'schen  Schrift  behandelte  Stationen  aufgeführt.        P. 


C.  Gengk.       Beiträge    zu    graphischen    Ausgleichungen. 

Wolf  Z.  XXXI.  268-312. 

Sind  zur  Bestimmung  eines  Punktes  in  der  Ebene  mehr  als 
zwei  geradlinige  geometrische  Oerter  gegeben,  so  muss  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  die  wahrscheinlichste  Lage 
des  Punktes  die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  von  jenen 
Geraden,  gemessen  durch  die  je  einer  Sekunde  entsprechende 
QuerverschiebuDg,  ein  Minimum  sein.  Wird  nun  für  jeden 
beliebigen  Punkt  der  £bene  die  Summe  der  Quadrate  aller 
seiner  Abstände  in  irgend  einem  Massstabe  als  Senkrechte  zur 
Ebene  in  dem  betreffenden  Punkte  aufgetragen,  so  liegen  die 
Endpunkte  aller  dieser  Senkrechten  in  einem  elliptischen  Para- 
boloid,  dessen  tiefster  Punkt  sich  senkrecht  über  dem  gesuchten 
Punkt  befindet.  Die  Entstehung  dieser  Paraboloidfläche  ist  sehr 
anschaulich  dadurch  erklärt,  dass  von  einer  Geraden  stufenweise 
zu  weiteren  Geraden  übergegangen  wird.  Im  zweiten  Teil  ist 
dann  eine  numerisch -graphische  Bestimmung  der  Projection  des 
Scheitels  des  Paraboloids  mit  Hülfe  eines  geraden  rechteckigen 
Prismas  ausführlich  erörtert,  während  im  dritten  Teil  eine  rein 
synthetisch-graphische  Ausgleichung  durchgeführt  ist,  die  sich 
auf  folgende  Grundidee  stützt: 

Durch  das  Hinzutreten  einer  neuen  Bestimmungsgeraden 
wird  der  Scheitel  des  Paraboloids  nächst  niederer  Stufe  (resp. 
seine  Projection  in  der  Grundebene)  aus  seiner  Lage  abgelenkt 
nach  der  Seite  jener  neuen  Bestimmungsgeraden  hin.  Die 
Richtung  der  letzteren  bestimmt  die  Richtung  der  Ablenkung, 
indem  diese  beiden  Richtungen  zusammen  ein  Paar  conjugirter 
Strahlen  bilden  aus  der  Involution  conjugirter  Durchmesser  sov*  ' 
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in  Bezug  auf  den  früheren  als  auch  in  Bezug  auf  den  neuen 
Scheitel.  Vertauscht  man  von  den  Bestimmungsgeraden  die  neu 
hinzugetretene  successive  mit  je  einer  der  froheren,  so  lassen 
sich  zur  Bestimmung  des  neuen  Scheitels  im  ganzen  ebenso  viele 
geometrische  Oerter  desselben  ableiten,  als  Bestimmungsgeraden 
vorhanden  sind. 

Der  praktischen  Anwendung  dieser  Ausgleichung  in  der 
Geodäsie  wird  leider,  wie  auch  beim  Bertot'schen  Verfahren,  der 
Umstand  entgegen  stehen,  dass  der  durch  die  Zeichnung  erreichte 
Genauigkeitsgrad  der  aufgewandten  Arbeit  nicht  entspricht 

P. 

E.  Pucci.      Sülle  formole   fondamentali   della   Geodesia 

geoidica.        Bnoschi  Add.  (2)  XIV.  193-220. 

Die  Arbeit  stellt  die  im  Band  XIV.  269  der  astronomischen 
Nachrichten  veröffentlichte  Bessel'sche  Abhandlung  „üeber  den 
Einfluss  der  Unregelmässigkeiten  der  Figur  der  Erde  auf  geodä- 
tische Arbeiten  und  ihre  Vergleichung  mit  den  astronomischen 
Bestimmungen^  richtig.  Auf  die  dort  von  Bessel  gemachten 
Fehler  hat  auch  Helmert  in  seinem  1880  herausgegebenen  Werke 
„Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorieen  der  höheren 
Geodäsie.   I.  Teil",    Seite  295  und  538  hingewiesen.  P. 


Th.  Sloudsky.     La  figure  de  la  Terra  d'apr^s  les  obser- 
vations  du  pendula.    Moscoa  I8d6. 

Das  Potential  des  Erdkörpers  wird  nach  Kugel functionen 
entwickelt  gedacht,  die  Entwickelung  bis  zu  den  Gliedern  dritter 
Ordnung  incl.  ausgeführt  und  daraus  der  Ausdruck  für  die 
Schwere  hergeleitet.  Sodann  werden  die  Werte  der  vorläufig 
unbestimmten  Goefficienten  aus  den  vorhandenen  Pendelmessungen 
zu  bestimmen  gesucht.  Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass 
ein  solches  Verfahren  im  wesentlichen  auf  eine  blosse  Rechen- 
ttbung  hinausläuft,  da  die  Werte  der  höheren  Goefficienten  ganz 
wesentlich  von  der  zufälligen  Verteilung  der  Beobachtungen 
abhängen.  B. 
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.    K  BLLER.     Sul  metodo  di  Jolly  per  la  determinazione 
della  densitk  media  della  Terra.      Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4) 

II,.  145-149. 

Es  wird  statt  des  Jol)y*8cheD  Vorscfalage.s  zur  BestimmuDg 
er  mittleren  Dichte  der  Erde  (vgl.  Wiedemann  Ann.  V.  133) 
.urch  Wägung  eines  Gewichtsstttckes  unmittelbar  Qber  einer 
^leimasse  und  dann  in  einer  solchen  Höhe  darflber,  dass  der 
uiziehende  Einfluss  dieser  Bleimasse  als  verschwindend  betrachtet 
werden  kann,  das  Wägen  unmittelbar  über  und  unter  der  Masse 
empfohlen  (also  die  Methode  von  A.  König  und  Richarz.  Red.), 
wodurch  nicht  nur  lange  Aufhängevorrichtungen  und  die  damit 
verbundenen  Uebel  vermieden  werden,  sondern  sich  auch  der 
Einfluss  der  Bleimasse  in  doppelter  Grösse  zeigt.  Nachher  ist 
mittels  der  früher  von  dem  Verfasser  in  der  Abhandlung  ^Suir 
attrazione  delle  montagne  etc."  abgeleiteten  Formeln  für  die 
Maximalanziehung,  die  von  einem  regulären  homogenen  Prisma 
auf  einen  in  der  Mitte  einer  seiner  Grundflächen  befindlichen 
materiellen  Punkt  ausgeübt  wird,  das  Verhältnis  der  Höhe  zum 
Grundflächenumfange  und  die  Anziehungskraft  selbst  berechnet. 
(Vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  847).  P. 


A.  MoRGHBN.  Suir  itifluenza  che  produce  la  densitk  Don 
uniforme  dei  corpi  sulle  misure  relative  alla  compo- 
nente  orizzontale  del  magnetismo  terrestre  e  alla  gravitk. 

Rom.  Aco.  L.  Read   (4)  II,.  87-92. 

Bezeichnet  X  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  das  einem 
als  physisches  Pendel  benutzten  homogenen  Kreiscylinder  ent- 
spricht, und  X'  die  einem  solchen  Cylinder  von  ungleicher  Dichte 
entsprechende  Länge,  so  findet  Verfasser  durch  Versuche  mit 
einem  Cylinder  aus  Messing,  jenachdem  die  Aufhängungsaxe  in 

der  einen  oder  anderen  Endfläche  liegt,  für  1  — r^  bezüglich  die 

Werte  0,00009795  und  0,00010151  und  mit  einem  Cylinder  aus 
Kupfer  0,00006723  und  0,00006891.  Hieraus  ginge  hervor,  dass 
der  Einfluss  der  ungleichen  Dichte  des  Materials  auf  die  Pendel- 
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länge  grösser  ist,  als  der  sonst  bei  der  Bestimmung  dieser  Länge 
zu  beftlrchtende  Fehler.  P. 


K.  Weihrauch,     üeber  die  Zunahme  der  Schwere  beim 
Eindringen  in  das  Erdinnere.     Exoer  Rep.  XXH.  3%-40i. 

Herr  Helmert  hat  in  seinen  ^ Mathematischen  und  physika- 
lischen Theorien  der  höheren  Geodäsie"  II.  493  unter  Voraus- 
setzung eines  bestimmten  mathematischen  Gesetzes  über  die 
Aenderung  der  Dichte  des  Erdkörpers  mit  der  Tiefe  unter  der 
Oberfläche  den  Satz  abgeleitet:  „Die  Schwerkraft  nimmt  zunächst 
zu,  wenn  man  sich  von  der  Erdoberfläche  nach  der  Tiefe  bewegt. 
Die  Zunahme  dauert  an  bis  zur  Tiefe  gleich  0,18  des  Erdradius, 
wo  die  Schwerkraft  ein  Maximum  (gleich  1,05-mal  der  Schwere 
an  der  Oberfläche)  erreicht,  um  von  da  an  stetig  abzunehmen 
bis  zum  Mittelpunkt.''  Um  eine  einfache  und  von  wenigen  Vor- 
aussetzungen ausgehende  Ableitung  dieses  Satzes  oder  eines 
entsprechenden  zu  erhalten,  behält  Herr  Weihrauch  die  Helmert'- 
sche  Annahme  bei,  dass  die  Erde  aus  concentrischen,  homogenen, 
kugelförmigen  Schichten  besteht,  verzichtet  aber  auf  die  Voraus- 
setzung eines  mathematischen  Gesetzes  Ober  stetige  Dichtigkeits- 
änderung mit  der  Tiefe.  Es  zeigt  sich  sofort,  dass  der  Satz 
gilt:  „Geht  man  innerhalb  einer  aus  concentrischen,  homogenen 
Kugelschalen  gebildeten  Kugel  aus  dem  Centrumsabstand  a  +  da 
in  den  Abstand  a,  so  nimmt  die  Schwere  zu  oder  ab,  je  nachdem 
die  Dichte  der  durchbrochenen  Schicht  kleiner  oder  grösser  ist, 
als  zwei  Drittel  der  mittleren  Dichte  der  Kugel,  zu  welcher  man 
gelangt  Einen  fast  gleichlautenden  Satz  hat  Roche  in  seinem 
Aufsatze:  „La  Constitution  int^rieure  de  notre  planete"  seinem 
Landsmanne  Saigey  zugeeignet  (Flammarion,  Revue  mensuelle 
d* Astronomie  II,  1883.  202).  Dort  steht:  „Unterhalb  der  Erd- 
oberfläche muss  die  Schwere  zunächst  bis  zu  einer  gewissen 
Tiefe  zunehmen;  jenseits  derselben  nimmt  sie  ab,  um  im  Mittel- 
punkte Null  zu  werden.  Hierzu  genQgt  es,  dass  die  Dichtigkeit 
der  Oberflächenschicht  geringer  ist  als  zwei  Drittel  der  mittleren 
Dichte,  eine  Bedingung,  die  augenscheinlich  erfüllt  ist.*" 
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Indem  Herr  Weihraach  sodann  willkBrlicbe  Gesetze  für  die 
Verteilung  der  Dichte  im  Erdinneren  annimmt,  berechnet  er  die 
Tiefe  ftlr  das  Maximum  der  Schwere  und  die  Dichte  im  Mittel- 
punkte der  Erde.  Wird  das  Wachstum  der  Dichte  proportional 
der  Tiefe  angenommen,  so  stimmen  die  berechneten  Werte 
ziemlich  genau  mit  denen  von  Helmeii  flberein.  Nimmt  man 
dagegen  die  Dichtigkeitsänderung  proportional  dem  Quadrate  der 
Tiefe  an,  so  folgt  ein  Maximum  der  Schwere,  gleich  1,038  der 
Schwere  an  der  Oberfijtcbe,  in  dei'  Tiefe  0,13  des  Erdbalbmessers. 

Lp. 


H.  Hbnnessy.     Od  the  physicai  atructure  of  tbe  Earth. 

Phil.  Mag.  (6)  XX.  233  u.  328. 

Während    Sir    William    Thomson    der    Hauptvertreter    der 
Meinung  ist,   dass  die  Erde  im  Inneren   starr  sei  and  nur  nach 
der  Oberäfiche  zu  AnsammlnngeD  feurig-ä&ssiger  Maase  enthalte, 
ist    Herr    Hennessy   stets    ein    eifriger    Verteidiger    derjenigen 
ADSchauung  gewesen,  nach  welcher  sich  das  Erdinnere  noch  heute 
im  (feurig)  flüssigen  Zustande  befindet    und  die  äussere  feste 
Schale  verhältnismässig  nur  dllun  ist.    Im  Jahre  1878  hat  dieser 
letztere  Gelehrte  (Philosophical  Magazine  (5)  VI.  363)  die  physi- 
kalischen Gesichtspunkte  hervorgehoben,  welche  in  den  mathema- 
tischen Arbeiten    Bber    diesen   Gegenstand    unberflcksichtigt   ge- 
blieben   sind:    Vor    allem    mUsse    bedacht    werden,    dass   eine 
FlOssigkeit  mit  des  idealen  Eigenschaften  der  Incompressibilität 
und  der  absoluten  Versebiebbarkeit  der  MoIecOle  iu  der  Natur 
nicht  vorkomme.    Im  Gegenteil,  die  CompreBsibil-""  -"—  '^'"-~— 
keiten  ist  grösser  als  die  der  festen  Körper,  un 
der  das   Erdinnere   ausmachenden  Flüssigkeit 
Heschaffenbeit  der  vulcanischen  Lava  erschloas 
z.  B.  mit  der  des  üonigs  verglichen  werden.    Fer 
den  ungeheuren  Druck  im  laueren  der  Erde  schon 
Flüssigkeit  nach  innen  zu  eine  Zunahme  der  Dich 
Endlich  sei  es  eine  absolut  unerwiesene  Annah 
Erstarren  die  Molectlle  der  ursprQnglich  flüssig 
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alle  an  derselben  Stelle  geblieben  seien,  welche  sie  in  der 
herausgerechneten  Gleichgewichtsfigur  angenommen  hätten. 

Alle  diese  Gründe  wiederholt  Herr  Hennessy  in  einem  neuen 
Aufsatze  im  Septemberhefte  des  Phil.  Mag.  und  geht  noch  ge- 
nauer auf  einzelne  derselben  ein.  Neu  ist  die  von  ihm  ent- 
wickelte Hypothese  über  die  Anordnung  der  Erstarrungsschichten 
im  Erdinnern.  Nach  Clairaut  sind  die  Schichten  gleicher  Dichte 
in  einer  rotirenden  Flüssigkeit  sphäroidisch;  die  Ellipticitftt  (Ab- 
plattung) dieser  Schichten  nimmt  aber  nach  innen  zu  ab,  so  dass 
der  innerste  Kern  grösster  Dichtigkeit  der  Kugelgestalt  am  näch- 
sten kommt.  Wenn  dies  auch  richtig  ist,  so  meint  Herr  Hennessy, 
könne  hieraus  nichts  über  die  Schichtungen  in  der  festen  Erd- 
kruste erschlossen  werden.  Die  im  Erdinnern  am  Aequator  aufs 
heftigste  wirkenden  Auswaschungen  der  reibenden,  lavaähnlichen 
Flüssigkeit  ändern  die  Gestalt  des  inneren  Sphäroids,  so  dass 
die  Ellipticität  der  inneren  Fläche  der  Schale  die  der  äusseren 
übertrifft,  aber  nicht  kleiner  sein  kann  als  die  der  letzteren. 
Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  Erdkruste  an  den  Polen 
dicker  sein  müsse  als  am  Aequator,  und  hiermit  stimme  das 
häufigere  Auftreten  der  Vulcane  in  den  Aequatorialgegenden 
gut  über  ein. 

Die  von  dem  Verfasser  unternommenen  Rechnungen  dienen 
hauptsächlich  dazu,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  seine  Theorie 
auf  keine  Widersprüche  mit  den  Gesetzen  der  Mechanik  führe. 
Insbesondere  kann  das  Trägheitsmoment  der  von  ihm  voraus- 
gesetzten Schale  um  die  Erdaxe  immer  noch  grösser  sein  als 
um  einen  Aequatordurchmesser,  so  dass  die  Stabilität  der 
Rotation  auch  bei  seiner  Annahme  gesichert  bliebe. 

In  einem  zweiten  Artikel  (Octoberheft  des  Phil.  Mag.)  wird 
eine  Rechnung  durchgeführt,  die  der  vom  Verfasser  vertretenen 
Theorie  eine  Hauptstütze  zu  geben  bestimmt  ist.  Nach  Unter- 
suchungen von  Hopkins  in  den  Phil.  Transact.  1840  und  1842 
über  die  Präcession  der  Nachtgleichen  würde  die  Präcession  von 
dem  flüssigen  Zustande  des  Erdinneren  unbeeinflusst  sein,  wenn 
die  Ellipticität  der  inneren  und  der  äusseren  Schale  der  Erd- 
kruste dieselbe  wäre   (hierbei    ist   die  Flüssigkeit   als  frei  von 
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Reibung  uad  Viscoeitfit  Toraua^eaetzt).  ladetn  Herr  Hennessf 
die  Grösse  der  Präcession  auf  Gruud  dieser  Annahmen  und 
unter  ZuhQlfenabme  der  besten  Werte  fUr  die  numerischen  Ele- 
mente ausrechnet,  findet  er  55  Bogensecunden ;  dieser  Wert 
weicht  vom  beobachteten  zu  weit  ab,  als  dass  die  Differenz 
Temachlässigt  werden  könnte.  Daher  zieht  der  Verfasser  den 
Scbluss:  „Die  Erde  kann  nicht  aoe  einer  ganz  festen  Masse 
bestehen,  die  aus  Jtquielliptischen  Schichten  zusammengesetzt  ist. 
Sie  besteht  also  aus  einer  festen  Kruste,  die  so  begrenzt  ist, 
wie  ich  anderswo  [im  ersten  Artikel]  angedeutet  habe,  und  aus 
einer  inneren  riscosen  FlQssigkeit,  so  wie  man  dieselbe  aus  den 
Tulcanischen  Oeffnnngen  der  Kruste  ausfliessen  sieht;  letztere 
ist  nach  den  Gesetzen  der  Hydrostatik  in  Schiebten  angeordnet, 
oder  mit  anderen  Worten,  in  Schichten  gleicher  Dichtigkeit, 
deren  Ellipticität  nach  dem  Erdmittelpunkte  hin  abnimmt." 
Lp. 

Ch.  M.  Schols.   Eeue  eqnivalente  projectie  inet  Minimum- 
afwijkiiig   voor  een   cirketroriuig  terreio    van  geringe 
uitgebreidbeid.      Amat.  Veral.  «d  Hed«d.  (3)  I(.  130-145. 
Siebe  F.  d.  M.  XVII.  I8R5.  MIT.  G. 


Ch.  M.  Schols.       La    courbare    rie   la   projection    de  la 
ligne  gäod^Hique.     D«m.  Aod.  d.  l'Ec.  Polft.  ll.  119-230. 
Wie  frühere  Arbeiten  des  Verfassers  behandelt  auch  diese 
die  Deformationen  der  geographisc 
der  Aenderung  von  Winkeln  und  ii 
Curven  kundgeben.    In   der  vorliei 
Deformation  hingewiesen,    die    nocl 
worden  ist,    nämlich  die  KrUmmunf 
welche  anf  der  Erde  als   gerade 
geodätischen  Gurren.     Hier  wird  s 
ausgedrackt  durch  eine  Formel  toi 
ß,  sinM'+fi,  sinM' co8-4'-|-ß. 
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in  welcher  die  Coeffieienten  B  nar  von  dem  Orte  des  Punktes, 
wo  die  Krttmmung  betrachtet  werden  soll,  abhängen  und  A'  den 
Winkel  bedeutet,  welchen  die  geodfitische  Curve  mit  einer  festen 
Richtung  in  der  Ebene  der  Karte  macht.  Nachdem  diese  Formel 
allgemein  abgeleitet  worden  ist,  wird  ihre  Richtigkeit  speciell 
fttr  eine  Rotationsfläche  zunächst  auf  analytischem,  dann  auf 
geometrischem  Wege  bewiesen ;  die  erhaltenen  Resultate  werden 
auf  die  Untersuchung  von  Projectionen  angewandt,  bei  denen 
die  geodätischen  Curven  als  Gerade  und  Kreise  angenommen 
werden.  Die  ausführlichen  Formeln  werden  in  symmetrische 
Form  gebracht,  wodurch  sie  sehr  ttbersichtlioh  werden.         G. 


LOroth.     Eine  Gleichung  zwischen    den   Längen,    Brei- 
ten und  Azimuten  dreier  Erdorte.  Jordao  z.  f.  v.  xv.  529-535. 

Sind  zur  Festlegung  der  gegenseitigen  Lage  von  n  Punkten 
auf  der  Erde  n  Polhöhen,  n— 1  Längendifferenzen  und  die 
n(n — 1)  gegenseitigen  Azimute  beobachtet,  also  im  ganzen 
n^+n-^l  Grössen,  und  sind,  wenn  von  jeder  Annahme  Ober 
die  Erdgestalt  abgesehen  wird,  für  jeden  Ort  die  drei  Coor- 
dinaten  und  die  Lage  der  Lotlinie  zu  bestimmen,  so  wären, 
wenn  die  Z-Axe  nach  dem  Pole  gerichtet  und  die  XZ- Ebene 
durch  einen  zweiten  Punkt  gelegt  wird,  für  den  ersten  Punkt 
die  Richtung  der  Lotlinie  durch  zwei  Grössen,  f&r  den  zweiten 
Punkt  die  Richtung  der  Lotlinie  und  zwei  Coordinaten,  also 
vier  Grössen,  und  fOr  jeden  der  n— 2  anderen  Punkte  die  Rich- 
tung der  Lotlinie  mit  zwei  und  der  Ort  mit  drei  Coordinaten 
zu  ermitteln.  Das  sind  im  ganzen  on— 4  Unbekannte.  Weil 
aber  aus  Winkelmessungen  allein  die  absoluten  Werte  der  Coor- 
naten  sich  nicht  finden  lassen,  sondern  nur  ihre  Verhältnisse,  so 
gehen  nur  5n->5  Unbekannte  in  das  Problem  ein.  Da  nun  der 
Ueberschuss  der  Zahl  der  Beobachtungen  über  die  der  Unbe- 
kannten (»— 2)'  ist,  so  bestehen  zwischen  den  beobachteten 
Grössen  ebensoviel  Bedingungen,  die  genau  erfttUt  sein  müssen, 
wenn  die   Beobachtungen  fehlerfrei  vorausgesetzt  werden.    Für 
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n  =  3  ergiebt  sich  eine  BediDgung.     Diese  ist  in  der  vorliegen- 
den Abhandlung  entwickelt.  P. 


N.  Jadanza.     Sul  calcolo   della   distanza  di    due  pnnti 
le  cui  posizioui  geograBcbe  sono  note.     Torioo  Atti.  xxi. 

469*488. 

Bereits  im  XIX.  Band  hat  Verfasser  diese  Aufgabe  für  kurze 
Entfernungen  (innerhalb  eines  Trapezes  von  20'  Breiten-  und  30' 
Längenausdehnung)  mittels  entsprechend  abgekürzter  Formeln  und 
des  Legendre'schen  Satzes  behandelt  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  1085). 
Bier  ist  eine  weitere  Vereinfachung  auf  folgende  fdr  das  ebene, 
nahezu  rechtwinkelige  Dreieck  abgeleitete  Formeln  gegründet: 

loga  =  logc— logcos^  +  —  sin  1".  Aising  cos^ 

M 

— j-  sin  1".  itf'sin'^  cos'^, 

log  sin  £  =  logsin^ — ^sinl".  <tf  sin^cos^ 

+  —  sin*l" .  öl'  sin*^  cos'^ — §~  ®'°'  ^"  •  *"*» 
wenn  a,  6,  c  die  Seiten,  A^  B^  C  die  diesen  Seiten  bezüglich 
gegenüberliegenden  Winkel,  wobei  A  von  90*  um  -«-  <  30'  ab- 
weicht,  bezeichnen;  ferner  V'  einen  Hülfswinkel  gemäss  der  Be- 
ziehung tg^  =  —  und  itf  den  Modul  der  gemeinen  Logarithmen 

bedeutet.  Die  Formeln  geben  die  Werte  bis  auf  die  siebente 
Decimalstelle  genau.  Es  ist  die  Berechnung  der  Länge  der 
geodätischen  Linie  und  ihrer  Azimute  in  den  Endpunkten  dann 
an  mehreren  Beispielen  erläutert  und  zur  Bequemlichkeit  noch 
eine  Hülfstafel  beigegeben.  P. 


Jordan.  .   FlächenteiluDg  nach  Seitenverhältnissen.    Vor- 
trag im  Hannoverschen  Feldmesserverein  im  December 

1885.       Jordan  Z.  f.  V.  XV.  465473. 

69* 
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Zunächst  ist  von  einem  Viereck  mit  Benutzung  der  Formel, 
die  den  Tnfaalt  durch  drei  Seiten  und  die  beiden  eingeschlossenen 
Winkel  ausdrückt,  ein  Stück  von  bestimmter  Grösse  abgeschnitten, 
so  dass  die  Teilungslinie  die  geschnittenen  Seiten  nach  gleichem 
Verhältnis  teilt,  und  für  dieses  Verhältnis  ausserdem  noch  ein 
Näherungswert  abgeleitet.  Nachher  ist  die  strenge  Formel  auf 
ein  Zahlenbeispiel  (durch  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  gege- 
benes Zehneck)  angewandt,  und  ein  zweites  Beispiel  einmal  mit 
Hülfe  von  Gonstruction  und  plani metrischer  Bestimmung,  dann 
nach  der  Näherungsformel,  die  bei  einem  Grundstück  mit  nahezu 
parallelen  Langseiten  anwendbar  ist,  behandelt.  P. 


Voigt.     Flächenteilung.    Jordan  z.  f.  v.  xv.  20-22. 

An  einem  einfachen  praktischen  Beispiel  der  Grenzregulirung 
mit  Rücksicht  auf  die  Bonität  ist  die  Anwendung  der  Differential- 
rechnung gezeigt.  P. 

Jordan.     Möglichkeit   öder  Unmöglichkeit   einer  pothe- 
noti3chen    Bestimmung..     Jordao  z.  f.  v.  xv.  140-145. 

Es  handelt  sich  darum,  ob  eine  pothenotische  Berechnung  mit 
willkürlich  angenommenen  Winkeln,  die  zu  drei  gegebenen 
Punkten  gehören  sollen,  möglich  oder  unmöglich  ist.  (Vgl.  auch 
Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde  I.  Bd.  S.  321).  Ein 
von  einem  unbekannten  Einsender  aus  Paris  aufgestelltes  ein- 
faches Kriterium  der  Möglichkeit  ist  wiedergegeben,  dem  der 
Verfasser  noch  ein  etwas  anderes,  mit  Benutzung  des  durch  die 
drei  Punkte  gelegten  Kreises,  beigefügt  hat.  P. 


Hatt.      Emploi    des   coordonn^es   azimutales,      c.  R.  cii. 

48.5-4H7. 

Es  Hind  nur  die  mittels  des  Legendre 'sehen  Satzes  abge- 
leiteten Correctionen  des  Azimuts  und  der  Länge  beim  Uebergang 
von  der  Kugel  in  die  Ebene  und  die  Transformationsformeln  für 
rechtwinklige  ebene  Coordinaten  angegeben.  P. 
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Jordan.     Zur  Geschichte  der  Theodolit- Polygonzüge. 

Jordan   Z.  f.  V.   XV.   535-537. 

Ein  kurzer  Ueberblick  über  die  allmähliche  Einführung  der 
Polygonzüge  in  den  verschiedenen  Teilen  Deutschlands.  Das 
Formular  für  Berechnung  polygonaler  Züge  der  ältesten  deutschen 
Vermessungsanweisung  aus  dem  Jahre  1882  ist  mit  angegeben. 

P. 

Jordan,     üeber  die  Genauigkeit  der  Winkelabsteckung 
mit   der  Kreuzscheibe,   dem  Winkelspiegel    und  ähn- 
lichen  Instrumenten.      Jordan   z.  f.  v.   xv.  26  a.  27. 
Es  sind  die  durch   Versuche  ermittelten  Genauigkeitswerte 
für   die  Eegelkreuzscheibe   mit  Spalten,    das   Winkelkreuz   mit 
Fadendioptern,  die  Winkeltrommel  mit  Fadendioptern  und  den 
Winkelspiegel   aufgeführt,    wonach   der   mittlere  Zielfehler   mit 
diesen  Instrumenten  etwa  =  +  2'  angenommen  werden  kann. 

P. 

ScHRKiBKR.     Sinus-  und  Cosinus-Quadrant.     Jordan  z.  f.  V. 

XV.    197-200. 

Das  vom  Verfasser  construirte  Instrument  ist  namentlich  zur 
Ermittelung  der  Seigerteufen  und  Sohlen  bei  bergmännischen 
Aufnahmen  bestimmt.  Die  wesentlichen  Vorzüge  dieser  Einrich- 
tung gegen  die  bis  jetzt  beim  Markscheiden  gebräuchlichen 
Tafeln  sind  angeführt.  Hierauf  folgt  eine  durch  Zeichnung 
erläuterte  Beschreibung  des  Quadranten  und  eine  Tabelle  damit 
gewonnener  Sinus-  und  Cosinuswerte,  welchen  die  durch  eine 
5-steIlige  Logarithmentafel  erhaltenen  gegenübergestellt  sind. 

P. 

Fennbr.     Einfache   Vorrichtung  zur  Untersuchung  der 
Teilungsfehler  von  Nivellirlatten  nebst  Mitteilung  von 
Untersuchungsresultaten.      Jordan  z.  f.  v.  XV.  321-332. 
Die  Untersuchung   erfolgt   mit   einem  Normalmessingmeter, 

auf  dem  ein  Schieber  mit  Nonius  angebracht  ist.  P* 
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C.  Wagnbr.      üeber    die  Httifsmittel    der  Tachymetrie, 
insbesondere  über   die  Vorzüge   der  schiefen   Latten- 

aufstellUög.       Jordan    Z.  f  V.   XV.   337-356.  369-378. 

Die  in  der  Tachymetrie  schon  viel  besprochene  Frage,  ob 
senkrechte  oder  schiefe  Stellung  der  Distanzlatte  vorzuziehen 
sei,  ist  wieder  vom  Verfasser,  der  zwar  die  Unparteilichkeit  f&r 
sich  in  Anspruch  nimmt,  in  sehr  einseitiger  Weise  zu  Gunsten 
der  schiefen  Stellung  erörtert  worden,  wobei  gleichzeitig  dem 
Wagner  -  Fennerschen  Tachymeter  mit  Projectionsapparat  das 
Wort  geredet  wird.  Der  einzige  anzuerkennende  Vorteil  des 
vorgeschlagenen  Verfahrens  besteht  in  der  leichteren  Kontrolle 
vom  Theodoliten  aus;  im  übrigen  treffen,  abgesehen  von  der  Bech- 
nung,  die  Ausführungen  nicht  zu.  Namentlich  hätte  die  kühne  Be- 
hauptung (S.  373),  „dass  die  Feldarbeiten  mit  dem  Tachygrapho- 
meter  nicht  mehr,  sondern,  strenge  beurteilt,  eher  weniger  Zeit  in 
Anspruch  nehmen,  als  diejenigen  mit  dem  Tachymeter-Theodoliten 
oder  irgend  einem  anderen,  zu  tacbymetrischen  Aufnahmen 
geeigneten  Instrument  u.  s.  w.'^,  wegbleiben  sollen.  P. 

O.  Fennkl.     Die  Wagner- FennePschen  Tachymeter   des 
mathematisch-mechanischen  Instituts  von  Otto  Feunel 

in  Cassel.     CaBsel.    KommlBBioDS- Verlag  vod  Jalias  Springer.  Berlin. 

Der  Wagner- FenneP sehe  Tachymeter  ist  zur  Reduction  der 
geneigten  Entfernungen  auf  den  Horizont  und  zur  Ermittelung 
der  Höhen  der  anvisirten  Punkte  mit  einem  Projectionsapparat 
in  folgender  Weise  versehen:  An  dem  zum  Distanzmessen  ein- 
gerichteten Fernrohr  ist  durch  zwei  Arme  ein  mit  einem  Längen- 
massstabe versehenes  Lineal  so  befestigt,  dass  dessen  Oberkante 
parallel  zur  Visirlinie  des  Fernrohrs  ist,  während  die  Seiten- 
flächen in  verticalen  Ebenen  parallel  zu  derselben  Visirlinie  liegen. 
Auf  diesem  Lineal  lässt  sich  ein  durch  selbst  wirkende  Feder- 
hemmung verstellbarer  Schieber  bewegen,  an  dem  zwei  Nonien 
angebracht  sind.  Der  obere  Nonius  ist  um  eine  Axe  drehbar, 
80  dass  er  bei  jeder  Lage  des  Fernrohres  vertical  gestellt  werden 
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kann,  wohingegen  der  untere  Nonius  parallel  dem  Längenmass- 
stabe ist.  Naheza  senkrecht  unter  dem  genannten  Lineal  ist  ein 
zweites,  ebenfalls  mit  einem  Lfingenmassstabe  versehenes  Lineal 
horizontal  befestigt.  Auf  der  Oberkante  des  letzten  Lineals  ist 
mittels  Rollen  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  verschiebbar,  dessen 
verticale  Kathete  wieder  einen  Massstab  tr&gt,  der  in  der  Ebene 
des  oberen  Nonius  liegt  und  so  gestellt  werden  kann,  dass  mit 
diesem  Nonius  gleich  die  Höhe  des  anvisirten  Punktes  über 
irgend  einem  angenommenen  Horizont  abgelesen  wird.  Mittels 
eines  Nonius  neben  dem  horizontalen  Massstabe  werden  die  auf 
den  Horizont  reducirten  Entfernungen  abgelesen.  Das  Fernrohr 
von  .^5''"*  Brennweite  und  einer  31-maligen  Vergrösserung  kann 
sowohl  leicht  umgelegt  als  auch  mit  dem  Ocularende  durchge- 
schlagen werden  und  ist,  damit  das  Instrument  auch  zum  genauen 
Nivelliren  benutzt  werden  kann,  noch  mit  einer  Reversionslibelle 
versehen.  Der  zum  Repetiren  eingerichtete  Horizontalkreis  ist 
entweder  sexagesimal  in  Drittelgrade  mit  30"  Noniusangabe  oder 
centesimal  in  halbe  Grade  mit  1'  Noniusangabe  geteilt.  Ausser- 
dem werden  in  demselben  Institut  noch  Instrumente  mit  Bussole 
statt  des  Horizontalkreises  und  Tachygraphometer  (eine  Verbin- 
dung des  erläuterten  Projectionsapparates  mit  der  Messtischkipp- 
regel)  angefertigt.  Alle  drei  Arten  sind  mit  ihrer  Prüfung  und 
Berichtigung  ausfllhrlich  beschrieben.  P. 


R.  Wagner,  lieber  die  mit  dem  Reichenbach'schen 
Distanzmesser  erreichbare  Genauigkeit  und  einige 
Erörterungen     Ober     die     Fehlerursachen     desselben. 

Jordan  Z.  f  V.  XV.  49-HO,  81-90,  97-104. 

Es  sind  die  Resultate  von  18  Beobachtungsreihen,  die  unter 
günstigen  äusseren  Verhältnissen  erhalten  wurden,  mitgeteilt, 
woraus  weiter  der  Schluss  gezogen  ist,  dass  der  mittlere  Fehler 
der  mit  einem  Distanzmesser  mit  2o-facher  Vergrösserung  und 
der  Constante  =  l(X)  gemessenen  Längen  0,05— 0,06 7o  der 
Länge  beträgt.  Uie  dazu  benutzten  mittleren  Fehler  der  ein- 
zelnen Beobachtungsreihen  wären  noch  zuverlässiger,  wenn  statt 
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der  Abweichung  einer  einzelnen  Beobachtung  vom  arithmetischen 
Mittel  der  wahre  Fehler  —  Abweichung  von  dem  mit  Latten 
gemessenen  Wert  —  in  Rechnung  genommen  worden  wäre. 
So  würde  sich  z.  B.  in  der  Tabelle  2  der  mittlere  Fehler 
m  =  +  6,23  cm  um  fast  207o  grösser  herausstellen. 

Am  Ende  sind  noch  Ergebnisse  von  Zielgenauigkeits-  and 
Sehgenauigkeitsversuchen  angegeben.  P. 


BöRSCH.  Der  CerebotaDi'scbe  Distanzmesser.  Auszug 
aus  der  Abhandlung  in  der  Zeitschrift  für  Instrumenten- 
kunde 1886.   S.  125-134.      Jordan  Z,  f.  V.  XV.  129-137,  214-216. 

Nachdem  von  Jordan  in  der  Z.  f.  V.  1884.  S.  389-396  ttber 
die  mit  dem  Cerebotani'schen  Instrument  auf  der  Versammlung 
des  deutschen  Geometervereins  in  Schwerin  gemachten  Messungen 
ein  Bericht  veröffentlicht  worden  war,  welcher  die  Mängel  des 
damaligen  Verfahrens  deutlich  aussprach,  bat  der  Verfertiger 
jenes  Distanzmessers  sich  weiter  mit  der  Sache  beschäftigt  und 
ein  Instrument  aus  Stahl  mit  1°*  langer  Schiene  (gegen  0,5™ 
früher)  hergestellt,  mit  welchem  im  Herbst  1885  bei  Berlin  Ver- 
suche angestellt  worden  sind.  Dabei  wurde  von  der  unzulässigen 
Distanztabelle  Abstand  genommen,  so  dass  constante  Fehler 
wegfielen,  und  der  unregelmässige  Zielfehler,  der  früher  +  6,ö" 
betrug,  auf  +  2,5"  herabgebracht  P. 


A.  GrOnzweig  von  Eichknsieg.     Die  Teletopometrie  von 

L.    Cerebotani.      Mitt.  ab.  Art.  a.  Genie.  XVII.  Not.  223-226. 


J.  ToMSfi.     Distanzmesser  des  russischen  General- Majors 

MartUScheff.    Mitt.  üb.  Art.  n.  Genie.  XVII.  Not  181-186. 

Der  Distanzmesser  gehört  in  die  Klasse  jener  mit  constanter 
Basis  und  besteht  im  wesentlichen  aus  einem  linksseitigen  Win- 
kelkreuz mit  Distanzscala,  aus  dem  rechtsseitigen  Winkelkreuz 
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und    aus    einer  Schnur.     Jedes  Winkelkreuz   wird    durch   zwei 
Fernrohre  gebildet,  deren  Axen  sich  senkrecht  schneiden. 

Lp. 


Gapitel  2. 

Astronomi  e. 
J.  Merrifibld.      A   treatise  od    nautical    astronomy   for 

the   USe  of  StudeDtS.       Loodou.  Sampsoo  Low,  MarttOD,  Searle, 
and  Riviogtoo. 

Referat  in  Nature  XXXIV.  262-263.  („Ein  ausgezeichnetes 
Werk  für  den  Studirenden,  augenscheinlich  mit  beträchtlicher 
Mühe  zusammengestellt,  auch  von  Seeleuten  mit  Vorteil  zu  be- 
nutzen".) Lp. 

Th.  d'Oppolzer.  Trait6  de  la  d^termination  des  orbites 
des  com^tes  et  des  planstes.  Edition  fran9ai8e,  publice 
d'apr^s  la  deuxi^me  Edition  allemande  par  E.  Pasquier. 

Vol.  L       Paris.  Gaothier  Villars.  XXVI  o.  491  S.  4«  u.  CCIX  S.  Taf. 

Nach  der  Vorrede  des  Uebersetzers  unterscheidet  sich  die 
fVanzösische  Uebersetzung  von  der  deutschen  Ausgabe  in  folgen- 
den Punkten:  1)  Was  das  Zeit-  und  Längenmass  anbetrifft,  so 
bat  der  Uebersetzer  gemäss  den  Festsetzungen  der  Washingtoner 
Versammlung  die  bürgerliche  Zeit  und  die  Weltstunde  ange- 
nommen, giebt  jedoch  in  einer  Note  die  Mittel  an,  die  Angaben 
in  das  alte  System  zu  verwandeln.  2)  Der  vorliegende  Band 
bildet  ein  abgeschlossenes  Ganzes;  es  finden  keine  Verweise  auf 
Bd.  IL  statt,  da  der  uebersetzer  diesem  letzteren  die  Tafeln  VId 
und  XIV  sowie  die  Methode  entnommen  hat,  Normalörter 
zu  bilden.  3)  In  Folge  einer  sorgfältigen  Durchsicht  durch  die 
Herren  von  Oppolzer,  Schräm  und  Pasquier  haben  der  Text  und 
die  Tafeln  verschiedene  Verbesserungen  und  Hinznfügungen  er- 
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fahren.  Die  verbesserten  Tafeln  sind  Xd  col.  Bu  und  Xk.  Als 
Verbesserung  des  Textes  sind  die  neuen  Kriterien  zu  bezeichnen 
bezttglich  des  Zeichens  des  Winkels  &,  der  bei  der  Bestimmung 
der  parabolischen  Bahnen  vorkommt.  Unter  den  HinzufOgungen 
ist  der  Artikel  k  des  Capitels  V  im  ersten  Teile  und  das  Bei- 
spiel des  Kometen  Cruls  von  1882  bemerkenswert,  weil  es  die 
vielfachen  Lösungen  betrifft 

Die    Uebersetzung    ist    unter   Mitwirkung   der  Herren    von 
Oppolzer,  R.  Schräm  und  C.  Dusausoy  gefertigt.        Mn.  (Lp.) 


G.   Pein.     Die  Verbesserung  des  Julinnischen  Kalenders. 

HoffmaoD  ZUcbr.  XVII.  321-380. 

Die  Arbeit  macht  auf  einen  Fehler  aufmerksam,  welcher 
sich  in  den  meisten  LehrbQchem  der  astronomischen  Geographie 
bei  der  Darstellung  der  Gregorianischen  Kalenderverbesserung 
findet.  Von  Caesar  bis  Gregor  XIIL  ist  die  Nachtgleiche  um 
13  Tage  zurückgegangen.  Es  ist  also  falsch,  wenn  angegeben 
wird,  dass  durch  das  thatsächliche  Ueberspringen  von  10  Tagen 
1582  die  Nachtgleiche  wieder  auf  das  Datum  gebracht  worden 
sei,  wie  es  zu  Caesar's  Zeiten  war;  es  muss  heissen:  wie  es  zur 
Zeit  des  Concils  zu  Nicaea  war,  d.  i.  21.  März.  Lg. 


A.  Saporbtti.      Metodo    analitico    della  determinazione 
deir  equazione  del  tempo.     Bologoa  Mem.  (4)  vi.  481-500. 

Analytische  Behandlung  eines  elementaren  Gegenstandes. 

B. 

A.  Gaillot.  Determination  de  Terreur  de  la  constante 
de  la  r^fraction  astronomique,  par  les  observations 
m^ridiennes.     0.  R.  Cll  200-202,  247-250. 

Berechnet  man  die  Polhöhe  eines  Ortes  aus  den  Culmina- 
tionen  zweier  Circumpolarsterne,  die  nahezu  dieselbe  Recta- 
scension  haben,  so  weist  eine  Differenz*  zwischen  beiden  Resul- 
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taten  darauf  hin,  dass  die  RefractioDSConstaDte  und  die  Constante 
der  Biegung  des  Instrument«  einer  Correction  bedürfen.  Aus 
einer  Reihe  von  Beobachtungen  kann  man  beide  Correctionen 
ableiten.  Durch  entsprechende  Beobachtungen  an  mehreren 
Sternen  ergeben  sich  etwaige  Aenderungen  der  Refractions- 
constante,  sowie  auch  ein  genauer  mittlerer  Wert  derselben. 

Wn. 

r^OEWY.     Nouvelle  ni^thode   pour   la  d^termination  des 

öl^ments  de  la  r^fraction.     c.  EL  Cll.  74-78. 
LoKWY.      Determination   des  ^l^ments  de   la  r^fraction. 

C.  R   CIL  290-297. 

LoEWY.      Determination   des   Clements  de   la  refraction. 
Solution  pratique  la  plus  favorable.      c.  R.  CIL  380-385, 

033-539. 

LoEWY.      Nouvelles    m^tbodes    pour    la    d^termination 
directe  de  la  väleur  absolue  de  la  räfraction  k  divers 

degr^S    de   hauteur.      C.  R.  CiL  887-888,  1196-1202,  1273-1279. 

Der  Grundgedanke  der  Methode,  deren  Theorie  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  ausführlich  entwickelt  wird,  ist  fol- 
gender. Vor  dem  Objectiv  des  Beobachtungsfernrohrs  sei  ein 
Glasprisma  mit  versilberten  Flächen  so  angebracht,  dass  die 
Fernrohraxe  zur  brechenden  Kante  senkrecht  steht  und  den 
brechenden  Winkel  halbirt.  Bei  passender  Stellung  von  Fern- 
rohr und  Prisma  erhält  man  dann  gleichzeitig  im  Gesichtsfelde 
die  Bilder  von  zwei  Sternen,  deren  Winkelabstand  am  Himmel 
(nahezu)  gleich  dem  Doppelten  des  brechenden  Winkels  ist.  Die 
Distanz  der  beiden  Bilder  wird  mikrometrisch  gemessen;  die 
Aenderungen  dieser  Distanz  hängen  offenbar  von  den  Aende- 
rungen der  Kefractionen  ftir  die  beiden  Sterne  ab,  können  also, 
wenn  das  Gesetz  der  Refraction  der  Form  nach  bekannt  ist,  zur 
Bestimmung  der  eingehenden  Constanten  benutzt  werden. 

B. 

ÜRüEY.    Sur  les  fonnules  de  M.  Loewy  pour  la  rödnction 
des  circompolaires.     C  R.  CIL  966-970. 
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Herleitung  der  Loewj'sehen  Formeln  znr  Ermittelang  der 
Coordinaten  von  polnahen  Sternen  aus  Mikrometerbeobaebtangen 
in  einem  Meridiankreise  von  grossem  Gesichtsfeld.  B. 


P.  Harzer.     Ueber  ein  dreiflächiges,  nach  Herrn  Scheib- 
ner's  Principien  berechnetes  Objectiv.    Aetr.  Nachr  2751. 

Enthält  die  ausfOhrliche  Mitteilung  der  Berechnung  eines 
Objectivs,  welches  bestimmt  war,  als  praktische  Probe  ftlr  die 
Zweckmässigkeit  der  von  Herrn  Scheibner  (Leipz.  Abb.  XVHI) 
aufgestellten  Gonstructionsbedingungen  zu  dienen.  B. 


F.  Plato.  Beiträge  zur  Behandlung  der  Distanzmes- 
sungen am  Himmel  unter  besonderer  Bertlcksichtigang 
der  Längenbestimmung  durch   Monddistanzen.       DUs. 

Msrbarg.    47  S.   4». 


C.    Prilchard.       Researches     in     stellar     photography. 

1)  In   its  relation   to   the    photometry   of   the    stars. 

2)  Its  applicability  to  astronomical   measurements  of 

great  precision.       Lond.  R  S.  Proc.  XL.  449-450,  XLI.  159-212. 

Cly. 

L.  BiRKENMAjER.  ücber  die  durch  die  Fortpflanzung 
des  Lichtes  hervorgerufenen  Ungleichheiten  in  der 
Bewegung  der  physischen  Doppelsterne.  Analyse 
der  Bahn  §  Ursae  majoris  (Struve  1523).      Wien.  Ber. 

XCIII.   1-76. 

Unter  teilweiser  Vervollständigung  einer  früheren  Arbeit  von 
Villarceau  (Connaissance  d.  T.  1878)  werden  die  Formeln  för 
die  genannten  Ungleichungen  ausftihrlich  entwickelt,  wobei 
namentlich  die  interessanten  Beziehungen  zwischen  diesen  Un- 
gleichungen und  den  BestimmungsstQcken  der  wahren  Bewegung 
erörtert  werden.     Die  Anwendung  auf  denjenigen   Doppelstern, 
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an  welehem  seinerzeit  der  erste  Versuch  einer  Bahnbestimmung 
(von  Savary)  gemacht  wurde,  zeigt  allerdings,  welchen  Schwierig- 
keiten man  hierbei  selbst  in  einem  relativ  günstigen  Falle  be- 
gegnet. B. 

HouzfiAU  et  FoLifi.  Rapport  sur  un  memoire  de 
M.  Ch.  Lagrange  intitul^:  ^M^thode  pour  la  däter- 
mination  des  parallaxes  par  des  observations  Continus. 
Application  k  la  parallaxe  solaire^.       Belg.  Bull.  (3)  XU. 

239-244. 

Darstellung  eines  äusserst  geistreichen  Verfahrens,  welches 
sich  auf  die  Bemerkung  stützt,  dass  der  Winkelabstand  eines 
Gestirns  ohne  eigene  Bewegung,  welches  von  der  Erdoberfläche 
aus  beobachtet  wird,  von  der  Stellung,  wenn  es  vom  Erdmittel- 
punkte au8  beobachtet  würde,  eine  bekannte  Function  der 
Parallaxe  ist.  Um  die  Methode  in  die  Praxis  umzusetzen,  muss 
man  ein  Mittel  ersinnen,  einem  Fernrohre  eine  unveränderliche 
Richtung  zu  geben.  Während  des  Tages  ist  dies  schwierig 
wegen  des  Einflusses  der  Sonnen  wärme;  vielleicht  dürfte  es 
jedoch  während  der  Nacht  gelingen;  und  man  käme  dadurch  zu 
einer  strengen  Bestimmung  der  Differenz  der  Parallaxe  zweier 
Planeten.  Mn.  (Lp.) 

HouzEAU  et  F.  Folie.  Rapport  sur  uu  travail  de 
M.  L.  de  Ball  relatif  k  la  dätermination  de  la  pa- 
rallaxe relative  k  T^toile  principale  du  couple  optiqne 

2   1516    A.  B.      Belg.  Ball.  (3)  XII.  609-611. 

Bestimmung  der  Parallaxe  nach  zwei  verschiedenen  Metboden. 
Der  Verfasser  findet  eine  Entfernung  von  .31  Lichtjahren. 

Mn.  (Lp.) 

HoüZEAü.  Rapport  sur  un  travail  de  M.  L.  de  Ball 
concernant  la  planke  (181)  Eucharis.     B«ig.  Bull.  (3)  xii. 

487-488. 
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Nach  dem  Berichterstatter  enthält  die  tüchtige  Arbeit  des 
Herrn  de  Ball  die  erste  Anwendung  der  Schönfeld'schen  Methode 
zur  Berichtigung  der  provisorischen  Elemente  einer  Bahnlinie. 

Mn.   (Lp.) 

B.  Matthiess£N.      Ueber  die   Bahn    des   Planeten  (107) 

Camilla.       Disa.    Kiel.    34  S.   8<>. 


J.  Rahts.      Berechnung  der    Elemente   des  Tuttle'scheo 
Cometeu     fOr     seine     Erscheinung     im     Jahre    1885. 

(Sep.Abdr.  a.  d.  Aetr.  Nach)    Dias.    KÖDigaberg.    20  S   4<>. 


R.  PoENiscu.     Definitive  Bahnbestimmung  des  Cometen 

1877    III.      Dies.   Leipzig.    20  S.   4«. 


B.  BuszczYNSKi.  Ueber  die  Bahnen  der  am  11.  Decem- 
ber  1852  und  am  3.  December  1861  in  Deutschland 
beobachteten  hellen  Meteore.      Halle  a.  S.   e.  w.  Schmidt. 

8».    32  S. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  Arbeit  besteht  in  der  Discussion 
des  für  die  beiden  genannten  Meteore  vorhandenen  Beobachtungs- 
materials,  wobei  als  Hauptresultat  hervorzuheben  ist,  dass  die 
Rechnung  für  die  Bahnen  ausserhalb  der  Atmosphäre  auf 
Hyperbeln  führt,  deren  Excentricit&t  merklich  von  Eins  ver- 
schieden ist  B. 

O.  Jessic.  Ueber  die  Bestimmung  der  Höhe  der  Stern- 
schnuppen in  bekannten  Bahnen  durch  Beobachtungen 
von   einem  Orte  aus.     Astr.  Nachr.  2722. 

G.  D.  E.  Weykr.  Elementare  Berechnung  der  Stern- 
Schnuppenbahnen  um  die  Sonne.     Astr.  Nachr.  2744. 
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Der  mathematische  Inhalt  der  Arbeit  wird  durch  den  Titel 
erschöpft.  B. 


A.  Sbtdlbr.     Geschichte  des  Dreikörperproblems.     Casop. 

XV.  7.  66,  102.  (Böhm.) 

Enthält  eine  f&r  weitere  Kreise  berechnete,  formgewandte 
wie  sachkundige  Darstellung  der  historischen  Entwickelung  die- 
ses interessanten  mechanischen  Problems  unter  Beibringung  der 
wichtigsten  literarischen  Quellen.  Std. 


O.  Backlund.  Dr.  Harzer's  Untersuchuugen  über  einen 
speciellen  Fall  des  Problems  der  drei  Körper.  Be- 
richt an  die  Akademie  der  Wissenschaften.    P^tersb.  Ball 

XXXI.  126-138. 


P.  Harzer,      üeber  eine  von  Herrn  Tschebyscheff  ange- 
gebene Interpolationsformel.     Astr.  Naobr.  2757. 

Die  Arbeit  giebt  zunächst  eine  Reproduction  der  im  allge- 
meinen wenig  bekannten  Interpolationsmethode  von  Tschebyscheff 
(Petersb.  Mem.  (7)  I.  No.  5)  und  erläutert  dann  die  Anwendung 
derselben  in  ausführlicher  Weise  an  zwei  Beispielen,  von  denen 
das  eine  in  der  That  als  eine  sehr  strenge  Probe  der  Brauch- 
barkeit bezeichnet  werden  darf.  B. 


A.    Weilkr.      lieber    die    Form    der   Integrale    in    dem 
Problem  der  drei    Körper.     Aatr.  Nachr.  2762. 

B. 

ß.  Baillauo.      Memoire    sur    le    d^veloppemeut    de    la 

fonction     pertnrbatrice.       ADoales    de    rObservatoire    de    Tou- 
louse.   II. 

Pttr    die    Entwickelung    wird    zuuächst    das    Quadrat    der 
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Distanz  der  beiden  Planeten  in  der  Form 

J»  =  JJ  +  D, 

Jlr=  A  +  Bco8(m  -u'  +  ß)  +  Cs\n(u  +  u'+  y), 
D  =  aco8(M  +  cr,)  +  6co8(M'4-/^,)-|-ccos2u  +  <'co82ii' 
angesetzt,  wo  u  und  u'  die  beiden  excentrischen  Anomalien  be- 
deuten und  die  übrigen  Grössen  von  den  Bahnelementen  ab- 
hängen. Die  Störungsfunotion  wird  dann  erst  nach  den  Potenzen 
der  in  J^  auftretenden  kleinen  Goefficienten  und  die  hierbei 
entstehenden  Nenner  mittels  der  Lagrange'sehen  Reihe  nach  den 
mittleren  Anomalien  entwickelt.  B. 


B.  Baillaud.  Sur  le  nombre  des  termes  d'un  certaiix 
d^veloppement  de  la  fonction  perturbatrice.     Toni.  M^m. 

(8)  VIII.  73-85. 

In  der  von  Herrn  6.  gegebenen  Entwicklung  der  Störungs- 
function  (Annales  de  rOb8ervatoire  de  Toulouse  II,  siehe  das 
voranstehende  Referat)  erscheinen  die  einzelnen  Glieder  als  ab- 
hängig von  acht  ganzzahligeu  Indices,  welche  die  Ordnung  und 
das  Argument  jedes  Gliedes  bestimmen.  Diese  Indices,  von  denen 
die  Hälfte  stets  positiv  ist,  müssen  ffir  alle  Glieder  einer  bestimmten 
Ordnung  oder  mit  einem  bestimmten  Argument  gewissen  linearen 
Gleichungen  und  Ungleichungen  mit  ganzzahligen  Goefficienten 
genügen.  Es  handelt  sich  darum,  die  Anzahl  der  Terme  bis  zu 
einer  bestimmten  Ordnung  hin  allgemein  anzugeben.  Diese  Auf- 
gabe wird  in  einfacher  Weise  gelöst.  B. 

O.  Callandreau.  Simplifications  qui  se  pr^sentent 
dans  le  calcul  num^rique  des  perturbations  pour 
certaines  valeurs  de  Targument.    Applications.       c.  B. 

CIL  598-601. 

Es  wird  darauf  hiegewiesen,  dass  sich  die  Integrale  der  Form 

/  dx  cos  nxJ'^j  I  dxsiniiar^f"*, 

^'  =  1  -|-  a'  —  2  a  cos  er,  n  incommensurabel, 

direct  auswerten   lassen,    wenn   die  Grenzen  0  und  2hn^  resp. 
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—  n  und  (2k'-\)n  sind,  dass  man  al80  in  den  Störnngsreihen 
für  die  Epochen,  welche  den  angegebenen  oberen  Grenzen  ent- 
sprechen, direct  die  Werte  der  betreffenden  Glieder  erhält. 

B. 


F.  TissERAND.      Sur   uu   cas  remarquable   du   problfeme 
des  perturbations.     c.  R.  cm.  446-451. 

Es  wird  gezeigt,  dass  zwei  Planeten,  welche  angenähert  in  wenig 
gegen  einander  geneigten  Kreisbahnen  um  den  Centralkörper  laufen, 
und  deren  mittlere  Bewegungen  sehr  nahe  das  Verhältnis  (it-f  l):n 
besitzen,  durch  ihre  gegenseitigen  Störungen  eine  Libration  in 
Länge  und  Radiusvector  erzeugen,  die  zusammengenommen  mit 
der  ungestörten  Bewegung  den  Anschein  hervorruft,  als  sei  eine 
merkliche  Excentricität  nebst  einer  nahezu  gleichförmigen  Drehung 
der  Apsidenlinie  vorhanden.  B. 


Th.  von  Oppolzer.      Entwurf  einer  Mondtheorie.      Wien. 

Deokschr.    LI.    69405. 

Da  ein  Referat,  welches  eine  deutliche  Vorstellung  von  dem 
Gedankengange  der  vorliegenden  Arbeit  giebt,  die  hier  ge- 
steckten Grenzen  erheblich  überschreiten  würde,  so  beschränkt 
sich  Referent  darauf,  auf  den  ausführlicheren  Bericht  in  Astr. 
Viertschr.  XXII.  1887  zu  verweisen  und  hier  nur  die  charak- 
teristischen Merkmale  aufzuzählen.  Der  Ansatz  der  Bewegungs- 
gleichungen lehnt  sich  zunächst  an  Hansen 's  Darstellung  an, 
jedoch  werden  nachher  die  Mondcoordinaten  von  sechs  abweichend 
gewählten  Daten  abhängig  gemacht;  die  mittleren  Bewegungen 
von  Knoten  und  Perigaeum  sowie  deren  Differentialquotienten 
werden  als  vorläufig  disponible  Parameter  eingeführt,  deren 
Werte  nachher  sich  durch  die  Bedingung  bestimmen,  dass  gewisse 
saeculare  Glieder  fortfallen  sollen;  zu  demselben  Zwecke  wird 
in  den  Bewegungsgleichungen  der  Masse  „Erd-Mond'*  ein  vor- 
läufig disponibles  Increment  erteilt.  Eigentümlich  und  sinnreich 
ist  endlich  das  Integrationsverfahren,  dessen  Brauchbarkeit  aller- 

Fortwhr.  d.  Math.   XVUI.  3.  70 
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dings  von  der  im  Grunde  genommeD  willkürlichen  Gruppirung 
aller  auftretenden  Glieder  in  bestimmte  GrögBenordnungen  ab- 
hängt. B. 


G.  W.  Hill.  On  the  part  of  the  motion  of  the  lunar 
perigee  wbich  is  a  function  of  tbe  mean  motions  of 
tbe  Sun  and  tbe  Moon.    Acta  Math.  viii.  1-36. 

Die  Arbeit  ist  im  wesentlichen  ein  Abdruck  einer  frdheren 
aus  dem  Jahre  1877  (vgl.  F.  d.  M.  IX.  795).  Es  mag  deshalb 
hier  nur  bemerkt  werden,  dass  das  an  sich  sinnreiche,  aber 
wenig  strenge  Verfahren  des  Herrn  Verfassers  zur  Integration  der 
Differentialgleichung 

nr  +  a? .  X  =  0, 


X  =  «0  +  ^1  cos(  +  öj  cos2<  +  •••, 
seitdem    durch  strenge  Entwickelungen  ersetzt  worden  ist  (vgl. 
F.  d.  M.  1883.  XV.  980-981).  B. 


P.  Ubaghs.     Formales  de  la  nntation  annaeile.    Beig.  m. 

S.  E,     XLVH.    42  S. 

Man  vergleiche  den  Bericht  über  diese  Arbeit  in  Belg.  Bull. 
(3)  VIII.  173-177  (F.d.  M.  XVI.  1884.  1109). 

Die  Arbeit  des  Hm.  Ubaghs  ist  eine  Ergänzung  zu  der  des 
Hrn.  Folie  Ober  denselben  Gegenstand.  Hr.  Ubaghs  hat  die 
Formeln  des  Hrn.  Folie  entwickelt,  indem  er  die  Glieder  ron 
der  vierten  Ordnung  und  diejenigen  berOcksichtigte,  welche  von 
den  hauptsächlichsten  Ungleichheiten  des  Mondes  herrühren. 

Mn.  (Lp.) 

H.  Kbutzbr.     Berechnung  von  Finsternissen.    Pr.  Bealg^mn. 

Offenbach  a.  M.  (No.  588)    15  8.  4°  u.  1  Tat 

Der  Verfasser  giebt  die  Art  und  Weise  der  Berechnungen 
in  kurzem  Zusammenhange  an;  er  will  keine  neuen  Gesichts- 
punkte bieten,  sondern  nur  sich  bemühen,  den  Gang  der  Rech- 
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nuDg  ZU  erläutern  und,  soweit  dies  zum  Verständnis  notwendig 
scheint,  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  nebenbei  erklären. 

Lp. 


Th.  Wittram.    Zur  Berechnung  der  speciellen  Störungen 
der  kleinen  Planeten.     Dorpat.  Rarow. 

Der  Grundgedanke  der  angewandten  Methode  besteht  in 
der  Benutzung  der  Hansen'schen  Partition,  jedoch  mit  vier  ein 
für  alle  mal  festgesetzten  Teilpunkten  (excentrische  Anomalie 
=  0^  90",  180*,  270")»  um  gewisse  numerische  Entwickelungen 
für  alle  kleinen  Planeten  gemeinsam  benutzen  zu  können.  Dies 
festgesetzt,  werden  die  Rechnungsvorschriften  unter  Zugrunde- 
legung der  Uansen'schen  Störungsformeln  vollständig  entwickelt 
und  an  einem  Beispiel  (Planet  Diana)  erläutert,  wobei  sich  das 
nicht  unwichtige  Resultat  ergiebt,  dass  unter  Umständen  es  nicht 
gleichgültig  ist,  ob  man  die  wahren  Oerter  des  Jupiters  oder 
die  aus  einem  mittleren  resp.  osculirenden  Elementensystem  be- 
rechneten benutzt.  B. 

C.  MOnnichmetbr.     Eine  genäherte  Berechnung  der  ab- 
soluten Störungen  der  Themis  durch  Jupiter.     Dies.  Kiel. 

32  S.  80. 

G.    LoRBNTZBN.       Theorie     des     Gaussischen     Pendels. 

Astr.  Naobr.  2728. 

H.  Samter.     Theorie  des  Gaussischen  Pendels  mit  Rück- 
sicht auf  die  Rotation  der  Erde.     Hoppe  Arch  (2)  IV.  199. 

Das  Gaussische  Pendel  ist  ein  Pendel,  welches  in  einer 
Compassaufhftngung  schwingt,  dessen  Bewegung  also  zwei  Grade 
der  Freiheit  besitzt.  Dasselbe  wurde  von  Gauss  angegeben,  um 
die  Foucault'schen  Versuche  über  den  Einfluss  der  Erdrotation 
anzustellen.  Der  Hauptzweck  einer  fQr  die  Vergleichung  mit 
den  Beobachtungen  brauchbaren  Theorie  besteht  nun  darin  fest- 
zustellen,  in   welcher  Weise   die   mechanische  Ausführung   des 

70* 
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physischen  Pendels  auf  den  Verlauf  der  Schwingungen  einwirkt 
Diese  Untersuchung  bietet  zwar  keine  principiellen  Schwierig- 
keiten, da  es  genügt,  die  Bewegungsgleichungen  durch  successive 
Annäherung  zu  integriren,  erfordert  dagegen  eine  ziemlich  um- 
ständliche Entwickelung,  weil  die  Anzahl  der  in  Betracht  kom- 
menden Bestimmungsstiicke  nicht  unerheblich  ist.  Diese  Ent- 
wickelung ist  in  den  beiden  vorliegenden  Arbeiten,  welche  nahezu 
gleichzeitig  und  unabhängig  von  einander  entstanden  sind,  voll- 
ständig soweit  durchgeführt,  als  die  praktische  Anwendung  er- 
fordert. Als  wesentliches  Ergebnis  ist  hier  anzuf&hren,  dass  ge- 
wisse Abweichungen  des  physischen  Pendels  von  seiner  einfachsten 
mathematischen  Idee  sehr  merklich  anf  den  Verlauf  der  Schwin- 
gungen einwirken,  und  dass  deshalb  das  Gaussisehe  Pendel  für 
die  gedachten  Versuche  weniger  geeignet  erscheint,  als  ein  mit 
den  nötigen  Vorsichtsmassregeln  construirtes  Fadenpendel. 

R 


W.  WcsLiCENüs.  Beitrag  zur  Bestimmung  der  Rotations- 
zeit des  Planeten  Mars.  DIm.  Straasbarg.  Leipzig.  W.  Engel- 
mano. 

Nach  einer  historischen  Einleitung  wird  zunächst  das  dem 
Verfasser  zugänglich  gewesene  Beobachtnngsmaterial  zusammen- 
gestellt und  die  Identificirung  der  von  mehreren  Astronomen 
benutzten  Namen  mit  den  Bezeichnungen  der  Schiaparelli 'sehen 
Karte  gegeben.  Hieran  schliesst  sich  die  Darlegung  der  Methode, 
welche  zur  Bestimmung  der  areocentrischen  Goordinaten  der  in 
Betracht  kommenden  Flecken  benutzt  wird,  sowie  eine  Unter- 
suchung über  die  Lage  der  Marsaxe  während  der  Opposition  von 
1877.  Hiermit  sind  dann  die  Vorbereitungen  für  die  im  letzten 
Abschnitte  ausgeführte  Ermittelung  der  Rotationszeit  selber  erledigt. 

B. 


F.    TissERAND.       Memoire    sur    Tanneau    de    Saturne. 

Aonales  de  TObservatoire  de  Touloase.    T.  I.  (1880.) 

Enthält  den  Beweis,    dass,   wie  bereits  Laplace   zu  zeigen 
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raohte,  die  Annahme  eines  flttssigen  ungeteilten  Ringes  mit  der 
Forderung  des  Gleiehgewichts  unvereinbar  ist.  B. 


F.  TisSKRAND.    Sur  las  d^placements  s^culaires  du  plan 
de  Torbite  du  huiti&me  satellite  de  Saturne  (Japhet). 

Anoalee  de  TObeervatoire  de  Tonlouee.    T.  I.   (1880.) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ebene  der  Saturnsbahn 
und  die  Ringebene  fest  seien,  und  dass  letztere  mit  dem  Saturns- 
äquator zusammenfalle,  werden  die  Säcularänderungen  der  Ebene 
der  Japetusbahn  aufgesucht,  soweit  dieselben  herrühren  von  der 
Sonne,  der  Saturnsabplattung,  dem  Bing  und  den  sieben  inneren 
Satelliten.  Es  ergiebt  sieh,  dass  der  Pol  der  Japetusbahn  in 
diesem  Falle  eine  sphärische  Ellipse  beschreibt.  B. 

F.  T18SBRAND.      Sur    le    mouvement    des    apsides    des 
satellites    de    Saturne  et  sur   la  d^tenniuation    de   la 

masse   de   Tanneau.        Aonalee    de    PObservatoire    de    Toulouse. 
T.  1.  (1880.) 

A.  8vEDSTRUP.     Les  petites  planstes  entre  Mars  et  Jupiter, 
(üne  recherche  statistique).     Astr.  Nachr.  2740. 

Man  denke  sich  durch  die  Sonne  senkrecht  zur  Ekliptik 
sechs  gleichmässig  verteilte  Halbebenen  gelegt,  deren  Spur  auf 
der  Ekliptik  resp.  die  Längen  30^  90^  . . .,  330''  besitzt.  Die 
Durchschnitte  der  Bahnen  der  kleinen  Planeten  mit  jeder  Ebene 
geben  dann  eine  Vorstellung  von  der  räumlichen  Anordnung  der 
Bahnen  an  der  betreffenden  Stelle.  Die  Discussion  der  Ver- 
teilung in  diesen  Punktsystemen  (Lage  des  Schwerpunktes  und 
Dispersion)  zeigt,  dass  im  Grunde  genommen  einfache  Gesetz- 
mässigkeiten nicht  vorhanden  sind.  B. 


H.  Cranz.     Zur  geometrischen  Theorie  der  Dämmerung. 

Schlömilcb  Z.  XXXI.  158-165. 
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Es  Yrird  gezeigt,  dass  die  Aufgaben  über  die  Dämmerung 
Bich  graphisch  in  sehr  einfacher  Weise  erledigen  lassen.  Der 
erste  Abschnitt  benutzt  hierbei  Gonstructionen  auf  der  Kugel 
direct,  der  zweite  Gonstructionen  in  der  Ebene  unter  Zugrunde- 
legung der  stereographischen  Projection.  Der  dritte  Abschnitt 
giebt  eine  Ableitung  der  entsprechenden  Formeln.  B. 


F.  Folie.  Rapport  sur  un  memoire  iutitul^:  Determi- 
nation de  la  direction  et  de  la  vitesse  de  transport 
du  Systeme  solaire  dans   l'espace,  par  M.  C.   übaghs. 

Belg.  Bull.  (8)  XL  136-139. 

0.  Struve  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  systemati- 
sche Aberration,  d.  h.  die  von  derjenigen  Bewegung  herrührende, 
mit  welcher  die  Sonne  und  nebst  ihr  die  Erde  behaftet  sind, 
nicht  constant  ist,  sondern  in  Rectascension  und  Declination  mit 
der  Zeit  sich  ändert,  zufolge  der  Variation  selbst  dieser  Coor- 
dinaten.  Folie  hat  daraus  geschlossen,  man  müsse  dieser  Varia- 
tion bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  des  Sonnensystems 
Rechnung  tragen.  Indem  man  so  verfährt,  wird  man  die  Rich- 
tung und  Grösse  dieser  Bewegung,  ja  sogar  die  mittlere  Ent- 
fernung der  Sterne  bestimmen  können,  die  man  benutzt,  wenn 
diese  Sterne  in  Abständen  stehen,  die  wenig  vom  mittleren  ab- 
weichen. Hr.  Ubaghs  hat  diesen  Gedanken  auf  die  Bestimmung 
der  Rectascension  und  Declination  des  Punktes  angewandt,  gegen 
den  die  Sonne  sich  hinbewegt,  ferner  auf  das  Verhältnis  ihrer 
Bewegung  zu  ihrem  mittleren  Abstände.  Dazu  liat  er  drei 
Gruppen  von  Sternen  benutzt,  die  bezw.  56,  145  und  263  Sterne 
umfassen,  und  diese  haben  ihn  zu  hinlänglich  Obereinstimmenden 
Ergebnissen  geführt.  Mn.  (Lp.) 

F.   Ubaghs.      Determination    de    la    direction    et    de   la 
vitesse  du  transport  du  systfeme  solaire  dans  Tespace 
(Premiere  partie).     Belg  m.  s.  ß.  XLVII.  43  s. 
Vgl.  den  voranstehenden  Bericht.  Mn. 
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H.  Sbbligbr.      lieber  den  neuen  Stern  im  Andromeda- 

nebel.      Astr.  Nachr.  2710. 

Id  dem  mathematischen  Teile  der  Arbeit  wird  gezeigt,  dass 
der  Gaog  der  Lichtcurve  des  genaDoten  Objeetes  in  befriedigen- 
der Weise  mit  der  Annahme  übereinstimmt,  dass  man  es  mit 
der  AbkOhlnng  eines  plötzlich  zu  hoher  Temperatur  erwärmten 
Körpers  zu  thun  habe.  B. 


Wolf.  Ueber  die  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe 
mittelst  der  Vorübergfinge  der  Venus  vor  der  Sonnen- 
Scheibe,  für  die  Schule  zurecht  gelegt    Pr.  Lyceam  Meu. 


C.  Wolf.  Les  hypotb^ses  cosmogoniques.  Examen  des 
th^ories  scientifiques  modernes  sur  l'origine  des  mon- 
des,  suivi  de  la  traduction  de  la  Theorie  du  ciel  de 

Kant.     Paris.  Oanthier-VillarB. 


H.  Gtldbn.     Om  ett  bevis  för  planetsjstemets  stabilitet. 

Stockh.  Öfv.  46-49. 


G.  Dillner.      Om    integrationen    af   differentialeqvatio- 
nerna  i  N-kroppars-problemet.      II  und  III.     Stoekh. 

öfv.  173-184,  217-222. 

Fortsetzung  einer  Abhandlung  mit  demselben  Titel  (F.  d.  M. 
XIV.  1882.  751). 
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Capitel  3. 

Mathematische  Geographie  und  Meteorologie. 

S.  Günther.  Grundlehren  der  mathematischen  Geogra- 
phie und  elementaren  Astronomie  zum  Gebrauche  in 
höheren    Mittelschulklassen     und     bei    akademischen 

Vorträgen.     2.  Aufl.      MoDchen.  Tb.  AckermaDo.  XII  n.  157  S.  8®. 

Das  fttr  bayerische  Studienanstalten  (GymnasicD)  1878  ge- 
schriebene Büchelchen  hat  durch  den  Umstand  ein  besonderes 
Gepräge  erhalten,  dass  in  diesen  Schulen  Physik  nicht  gelehrt 
werden  soll.  Der  Verfasser,  dem  ja  ein  reiches  historisches 
Wissen  zur  Verfolgung  steht,  nötigt  den  Leser,  dem  historischen 
Verlaufe  sich  zu  accommodiren.  Ausser  vielen  als  notwendig 
gefundenen  Besserungen  im  einzelnen  ist  am  Plane  des  Lehrbuchs 
in  der  neuen  Auflage  nichts  geändert.  Lp. 


G.  Effekt.     Grundriss  der  mathematischen  und  physi- 
kalischen Geographie.    Zweite  Auflage.     94  s.  Wdrzborg. 

Stobel. 

Dieses  Bfichlein  ist  genau  dem  Unterrichtsgange  der  baye- 
rischen Realschule  angepasst;  in  dieser  werden  die  Anfangs- 
gründe der  beiden  genannten  Disciplinen  Schülern  vorgetragen, 
welche  gerade  erst  mit  den  Elementen  der  Geometrie,  Algebra 
und  Physik  bekannt  geworden  sind.  Dadurch  ist  dem  Verfasser 
seine  Aufgabe  natürlich  sehr  erschwert;  was  aber  mit  den 
erwähnten  beschränkten  Hülfsmitteln  geleistet  werden  kann,  das 
hat  der  Verfasser  redlich  geleistet,  und  insbesondere  wurden 
auch  die  wichtigsten  Thatsachen  der  Erdphysik  in  recht  an- 
sprechender Weise  auseinandergesetzt.  Der  Unterschied  zwischen 
Drift-  und  anderen  Meeresströmungen  (S.  91),  der  hier  gemacht 
wird,  hat  seine  Bedeutung  heutzutage  wohl  fast  ganz  verloren. 

Gr. 
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C.  8.  Cornelius.     Grandriss  der  physikalischen  Geogra- 
phie.     Sechste  Auflage.       257  S.  Halle  a.  S.    H.  W.  Schmidt. 

Das  Bach  entspricht  seinem  Zwecke  aufs  beste.  Mathematische 
Entwicklungen  fehlen  darin  keineswegs,  stehen  aber  nirgends  im 
Vordergrunde.  Der  Verfasser  fasst  den  Begriff  der  von  ihm  zu 
lehrenden  Disciplin  im  denkbar  weitesten  Sinne,  er  trägt  gern 
dem  historischen  Werden  Rechnung,  was  sich  besonders  bei  der 
Gegentibersteilung  der  älteren  (Dove'schen)  und  der  neueren 
(Buys-Ballot*8chen)  Windtheorie  als  sehr  vorteilhaft  erweist,  und 
lässt  es  auch  nicht  an  Literaturverweisen  fehlen.  6r. 


Kozonn-Jarz.      Allgemeine   Grundzüge  für  den    ersten 
geographischen   Unterricht.     9.  Aufl.      Wien  aod  oimut«. 

Hoelzel. 

Die  astronomische  und  physikalische  Geographie,  letzteres 
Wort  im  weitesten  Sinne  genommen,  sind  auf  68  Octavseiten 
behandelt.  Die  Darstellung  ist  eine  sachliche  und  klare,  muss 
jedoch,  da  an  mathematischen  Kenntnissen  nur  ein  Minimum 
vorausgesetzt  wird,  bei  den  ersten  Anfangsgründen  stehen  bleiben. 

Gr. 

S.  Günther.     Erdkunde  und  Mathematik  in  ihren  gegen- 
seitigen  Beziehungen.     lluDcheD.  Theodor  Ackermann. 

Auf  50  Seiten  sind  die  an  sich  einleuchtenden  gegenseitigen 
Beziehungen  zwischen  Erdkunde  und  Mathematik  besprochen  und 
mit  sehr  zahlreichen,  dem  Leser  recht  willkommenen  Literatur- 
angaben versehen.  P. 

F.  8.  V.  8ekfeld.     Astronomische  Aufsätze  eines  Ama- 
teurs  der   Naturwissenschaft.     Gras.  Selbstverlag.  54  S. 

Es  sind  wesentlich  vier  Aufg^^eti^  denen  der  Amateur  sein 
Interesse  zuwendet  Zueilst  bege^-.et^  ^^^  ^^^^^  populären  Dar- 
stellung der  bekannten  statischen  >x^  qv^^  des  Qezeitenpbänomenes, 


i 
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hierauf  einigen  Versuchen,  auf  ungewöhnlichem  Wege  den  Erd- 
halbmesser zu  berechnen,  hierauf  einer  Verallgemeinerung  der 
Fallgesetze  unter  der  Voraussetzung  sehr  grosser  Fallhöhen  und 
endlich  einer  Abschätzung  des  Volumzuwachses,  welchen  Sonne 
und  Mond  stetig  durch  den  Fall  von  Meteoriten  erfahren,  und 
der  gegen  das  Ende  aller  Dinge  hin  die  Vereinigung  der  beiden 
genannten  Himmelskörper  bewirken  soll.  Auf  die  Ausführungen 
des  Verfassers  im  einzelnen  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort; 
erwähnt  sei  nur,  dass  jener  den  Beweis  fQr  die  Richtigkeit  von 
Falb's  bekannten  Prophezeiungen  fär  durchaus  erbracht  ansieht 
und  den  Physikern  einen  Vorwurf  daraus  macht,  dass  sie  die 
Fallgeschwindigkeit  der  Körper  als  von  deren  Masse  unabhängig 
betrachten.  6r. 


Gujou.     Sur  UD   Douveau  Systeme  de  projeetion   de   la 
sphfere.    c.  R.  Cir.  308-810. 

Der  Grundzug  dieser  Methode,  ttber  welche  ihr  Erfinder  im 
Jahrgange  1887  der  „Revue  maritime  et  coloniale^  eine  aus- 
führlichere Abhandlung  veröffentlicht  hat,  besteht  in  einem  leicht 
zu  beweisenden  Satze  der  Sphärik.  Vier  Punkte  liegen  auf 
einer  Eugelfiäche  derart,  dass  sie  die  Ecken  eines  ebenen  Recht- 
eckes bilden;  dann  giebt  es  zwei  sphärische  Ellipsen  von  der 
Beschaffenheit,  dass  jeder  zwei  bestimmte  Paare  dieser  vier 
Punkte  als  Brennpunkte  zugehören,  und  zwar  durchschneiden 
sich  beide  Ellipsen  unter  rechten  Winkeln.  Die  Bogen  zweier 
normalen  Hauptkreise,  welche  gegen  deren  einen  Schnittpunkt 
hin  von  den  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  Kugel  hin- 
durchgehenden beiden  Ellipsen  abgeschnitten  werden,  dienen  zur 
Festlegung  des  fraglichen  Punktes  und  werden  vom  Autor  als 
„elliptische  Länge  und  Breite**  bezeichnet,  die  Begriffe  „ellipti- 
scher Meridian  und  Parallel**  sind  jetzt  ebenfalls  ohne  weiteres 
verständlich.  Diese  elliptischen  Meridiane  und  Parallelen  gehen 
bei  der  Abbildung  in  je  ein  System  von  parallelen  geraden  Linien 
Ober;  damit  die  Projeetion  eine  con forme  werde,  mdssen  die  der 
Länge  Y  und  der  Breite  X  entsprechenden  Paralleleit  vom  Anfangs- 
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meridian  und  Aequator  EntferDUogen  haben,  welche,  uoter  üf  eine 
gewisse  Gonstante  verstanden,  resp.  durch  die  AusdrQoke 

gegeben  sind.     Fallen  je  zwei  Punkte  in  einen  Pol  hinein,  so 
hat  man  if  =  1  zu  setzen  und  bekommt  als  Distanzen  resp. 

J     ^^y^    y   -^^^=logtang(45'+ii). 

Man  sieht  hieraus,  dass  Mercator's  Projection  als  besonderer  Fall 
in  der  Gnjoo'schen  enthalten  ist.  6r. 


Heymann.      Coordioaten  zur    Darstellung   der   Erdhalb- 
kugel in  stereographischer  Aequatorealprojection. 

Jordan  Z.  f.  V.  XV    385-390. 

Nach  Vorausschick ung  der  nötigen  Formeln  ist  eine  Tabelle 
för  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Meri- 
diane und  Parallelkreise  von  10  zu  10^  berechnet.  P. 


Chr.  Sandler.     Johann  Baptista  Homann.     Ein  Beitrag 
zur  Geschichte  der  Kartographie.     (Aqb  ztsobr.  d.  Gük%.  f. 

BrdkuDcle  1886.  H.  4/6.)    Diss.  Mäocheo.  59  S.  8^ 


G.  Egidi.     Lettera  al  R.  P.  Ferrari  intoruo  ad  un  pro- 
blema  di  gnomonica.    Rom.  Aoc.  p.  d.  N.L.  xxxviii.  loi-ioö. 

Das  Problem,  um  welches  es  sich  handelt,  ist  dieses:  Wenn 
die  Polhöhe  eines  Ortes  bekannt  ist,  soll  man  durch  blosse 
Messungen  von  Sonnenhöhen  sowohl  die  Zeit  als  auch  die  mitt- 
lere Declination  der  Sonne  für  den  Beobachtungstag  bestimmen. 
Es  wird  angenommen,  dass  den  drei  ungleichen  Zenitdistanzen 
Z,  Z\  Z*^  resp.  die  Stundenwinkel  A,  h\  A"  entsprechen,  dass  d 
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das  Complement  der  Declinatioo,  l  dasjenige  der  Poihöhe  ist, 
und  dass  auf  einer  äquatorialen  Sonnenuhr  die  Differenzen  (h—h') 
und  (h'—h")  abzulesen  sind.  Der  Cosinussatz  führt  zu  den  fol- 
genden beiden  Gleichungen: 

COSÄ'  COSa  — C08ÄC08»' 


eoslcosd  = 


cosXcosd  = 


cosV — COSÄ 
cosÄ"  cosa'  —  C08Ä'  cos»" 


COSÄ"—  COSÄ' 

Daraus  folgt  wieder  leicht 

Sin — - — sin — - —  sin — - — sm — - — 

Sin  — TT —  sm  — ^r—  sm — - —  sm  — - — 

2  2  2  2 

Durch  Vergleichung  und  geeignete  Abkürzung  folgt  hieraus: 

„   .    h-\-h        --   .    h  +A 

M  sin  — - —  =  N  sin ; 

2  2 

Unter  o,  o',  a"  die  gnomonische  Ablesung,  unter  €  den  Uhrfehler 
verstehend,  setzt  der  Verfasser  A  =  a+«,  ä'  =  a'+€,  A"  =  a"+« 
und  zuletzt 

Afsina, — iVsina, 

tg«  =  1= ■ — j[f ^• 

®  ÄCOSa,  —  iVCOStt, 

Der  Wert  von  d  geht  dann  unmittelbar  aus  jeder  der  beiden 
ursprOnglichen  Gleichungen  hervor.  Gr. 


J.   Plassmann.       Beiträge    zur    Astrophysik.      Pr.  Gymo. 

Warendorf. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  drei  unter  sich  nicht  direct  zu- 
sammenhftngende  Teile. 

I.  Versuch,  das  Rotationsgesetz  und  die  Fleekenperiode  der 
Sonne  zu  erklären.  Die  Formeln,  welche  Garrington,  Faye, 
Spörer  und  Zöllner  für  die  tägliche  Bewegung  eines  Sonnen- 
fleckes unter  verschiedenen  heliographischen  Breiten  aufgestellt 
haben,  werden  discntirt  und  als  unzureichend  erkannt    Der  Ver- 
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fasser  geht  von  der  Annahme  aus,  dass  am  Aequator  der  Sonne 
der  Meteorsteinfall  ein  weit  reichlieherer  sein  mOsse  als  in  höherer 
Breite,  und  dass  hiedurch  aueh  den  äquatorialen  Partien  eine 
beschleunigte  Eigenbewegung  erteilt  werde.  In  einer  Breite  von 
3n^  16'  trete  das  Maximum  der  Verschiebung  und  Reibung  ein. 
Allerdings  liege  die  Zone  der  hauptsächlichsten  Flächenentwicke- 
lung  dem  Sonnengleicher  thatsächlicb  noch  näher;  yielleicht  werde 
man  deshalb,  so  meint  der  Verfasser,  der  Wahrheit  aber  auch  noch 
näher  kommen,  wenn  man  nicht  die  Faye'sche  Formel 
(m— itsin'<]p)  für  die  Winkelgeschwindigkeit  unter  der  Polhöhe  9), 
sondern  eine  auch  höhere  gerade  Potenzen  von  sin  (p  in  sich 
aufnehmende  Formel  zugrunde  lege. 

IL  Selenologische  Fragmente.  Der  Verfasser  sucht  die  Ent- 
wickelungsgeschichte  der  Oberfläche  unseres  Trabanten  physi- 
kalisch zu  skizziren,  indem  er  sich  teilweise  den  Ansichten  von 
Carpenter  und  Nasmyth  anschliesst.  In  den  Rillen  erblickt  er 
Sprttnge,  in  den  „Meeren"  des  Hevelius  wirklich  alten  Seeboden; 
hier  sei  die  Aufsaugung  des  Wassers  durch  das  Gestein  mit 
grösserer  Langsamkeit  als  sonst  erfolgt.  Das  Vorhandensein 
minimaler  Wasserlachen  auch  in  der  Jetztzeit  sei  nicht  ausge- 
schlossen. 

III.  Verzeichnis  von  Meteorbahnen.  Diese  Zusammenstellung, 
grossenteils  auf  eigenen  Beobachtungen  beruhend,  repräsentirt 
eine  dankenswerte  Ergänzung  der  bekannten  Kataloge  von  Heis 
und  J.  Schmidt.  Gr. 


G.  H.  Darwin  and  H.  H.  Turner.     On   the  correotion 
to  tbe  equilibrium  theory   of  the  tides  for  tbe  con- 

tineutS.      Lond.  R.  8.  Proc.  XL.  303-315. 

In  der  Gleichgewichtstheorie  der  Gezeiten,  wie  sie  durch 
Newton  und  Bernoulli  geschaffen  ist,  wird  angenommen,  dass 
die  Gestalt  des  Oceans  in  jedem  Augenblicke  eine  Gleichgewichts- 
fläche ist.  Dagegen  hat  Sir  W.  Thomson  ermittelt,  dass,  wenn 
Teile  des  Erdballs  vom  Land  eingenommen  werden,  das  in  der 
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gebrftucbliohen  Theorie  gegebene  Gesetz  des  Steigens  und  Sin^ 
kens  des  Wassers  nieht  durch  ein  constantes  Wasserrolumen  be- 
friedigt werden  kann.  (Thomson  and  Tait's  Nat  Phil.  1883, 
§  808).  Im  ersten  Teile  wird  durch  Hm.  Darwin  die  Arbeit 
des  Sir  W.  Thomson  in  ein  neues  Licht  gestellt  und  ihre  Schltlsse 
leichter  verständlich  gemacht.  Der  zweite  Teil  von  Hrn.  Turner 
enthält  die  nötigen  Zahlenrechnungen  zur  Anwendung  der  Er- 
gebnisse auf  den  Fall  der  Erde.  Cly.  (Lp.) 


G.  H.  Darwin.     On   the  dynainical    theory  of  tides  of 

long  period.      Lond.  R.  S.  Proc.  XLr.  837-342. 

In  dieser  Note  wird  gegen  die  Laplace'sche  Methode  der 
Behandlung  dieser  Gezeiten  ein  Einwand  erhoben  und  eine  auf 
einer  Schrift  des  Sir  W.  Thomson  beruhende  dynamische  Lösung 
der  Aufgabe  unterbreitet.  Cly.  (Lp.) 


F.  Folie.      Une    simple    remarqüe    fort    utile    pour    la 
dötermination  en  voyage,  de  la  d^clinaison  magnetique. 

Belg.  BqII.  (3)  XI.  90-95. 

Zur  Auffindung  der  magnetischen  Declination  hat  man  den 
Meridian  des  Ortes  oder  ein  beliebiges  Azimut  zu  bestimmen. 
Die  Bemerkung,  welche  eine  Vereinfachung  dieser  Bestimmung 
gestattet,  ist  die  folgende :  Wenn  die  Höhe  eines  Gestirns  seiner 
Declination  gleich  ist,  letztere  mit  ihrem  Zeichen  oder  dem  ent- 
gegengesetzten genommen,  je  nachdem  sie  nördlich  oder  sttd- 
lich  ist,  so  ist  sein  Azimut  das  Supplement  seines  Stundenwinkels 
oder  auch  diesem  Winkel  selber  gleich.  Mn.  (Lp.) 


J.  LiAQRB.      De  rinfluence  de  rattraction  lunaire  sur  le 
baromfetre  ä  niercure.    Belg.  Bull.  (3)  XL  86-87. 

F.  Folie.     Röponse  ä  la  note  pr^c^dente.      Belg.  Bull.  (3) 

XL  87-89. 
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Der  erstere  von  beiden  Forschern  behauptet,  da88  die  Mond- 
anziehung  eine  unbedeutende  Depression  erzeugt,  kleiner  als  ein 
Zehntausendstel  Millimeter,  nach  den  Angaben  von  Hrn.  Folie 
selbst.  Dieser  dagegen  hält  eine  gegenteilige  Abschätzung  auf- 
recht. Mn.  (Lp.) 


K.  Wkihraüch.     lieber  die  Berechnung  meteorologischer 

tlahresmittel.      Dorpat.  Mattieseo.  118. 

Der  meteorologische  Congress  zu  Wien  bestimmte,  es  sollten 
die  Jahresmittel  irgend  eines  meteorologischen  Elementes  (Tem- 
peratur, Niederschlagsmenge  u.  s.  w.)  in  der  Weise  ermittelt 
werden,  dass  man  für  jeden  bttrgerlichen  Monat  den  Mittelwert 
und  aus  diesen  zwölf  Werten  wiederum  das  arithmetische  Mittel 
nähme.  Wie  gross  etwa  der  durch  diese  Anordnung  entstehende 
Fehler  sei,  wusste  man  nicht.  Herr  Weihrauch  untersucht  daher 
diese  nicht  unwichtige  Frage  auf  Grund  der  Besserschen  Formel; 
er  nennt  JT»  das  wahre,  Mc  das  nach  obiger  Festsetzung  erhal- 
tene Tagesmittel,  k  die  Ordnungszahl  eines  Jahrganges,  yt  das 
zugehörige  Tagesmittel  des  betreffenden  Elementes  und  erhält 
so  zunächst  in  bekannter  Weise 

y.  =  Ä«,-fp,cos^g^+9,sin^g^, 

dann  aber,  nach  mehreren  Umformungen, 

M,  =  »^-f  0,00365p,  +0,00449?,. 

Die  Discussion  dieser  Formel  ergiebt  u.  a.,  dass  die  nach 
der  Congress- Vorschrift  berechneten  Jahresmittel  der  Lufttempe- 
ratur auf  der  nördlichen  Halbkugel  zu  klein,  auf  der  sttdlichen 
zu  gross  ausfallen.  Der  Fehler  (Mu — üfe)  gehört  eben  nicht,  wie 
man  offenbar  angenommen  hatte,  zu  den  zuftUigen,  die  im 
Zeichen  ganz  nach  den  Umständen  wechseln,  sondern  zu  den 
systematischen,  die  stets  nach  derselben  Seite  hin  fallen.  Und 
damit  ist  auch  festgestellt,  dass  es  als  bedenklich  erachtet  wer- 
den muss,  wenn  man  von  der  allerdings  sehr  bequemen  Regel 
der  Wiener  Versammlung  Gebrauch  macht.  Gr. 
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Strachey.     On   the  computotion   of  the  Harmonie  corn- 

ponent8   etc.      Lood.  R.  S.  Proc.  XL.  867-368. 

Vorschlag  einer  Methode  zur  BerechnuDg  der  harmonischen 
Componenten  von  Formeln,  welche  die  täglichen  und  jährlichen 
Aenderungen  in  der  Temperatur  oder  dem  Druck  der  Atmosphäre 
oder  bei  anderen  wiederkehrenden  Erscheinungen  darstellen  sollen. 
Dieselbe  ist  weniger  mtthsam  als  die  gewöhnliche  Methode,  ob- 
schon  sie  praktisch  keine  merkbar  grösseren  Fehler  mit  sich 
bringt.  Cly.  (Lp.) 


H.    Wronskl       Application    nautique    de     la    nouvelle 
thöorie  des  mar^es.     Oeuvre  posthume,   propriet^  de 

M.    LadislaS   Zamojski   de  Korn  ick.    Paris.  Gaothier- Villars. 


Chr.  Zeller.     Kalender -Formeln,     acu  Math.  ix.  I3i-i36. 

Regeln   zur  Bestimmung   des  Wochentags   und   des   Oster- 
termines,  die  nichts  wesentlich  Neues  enthalten.  M. 


Friedrich  Mater.    Das  Barometer  und  seine  Anwendung. 
Nebst  einem    Anhang:     Die  Grundzüge  der  neueren 

Witterungslebre.      Pr.  StndienaDSUlten  DilliDgeo. 
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H.  C.  E.  M ARTUS.  Mathematische  Aufgaben  zum  Ge- 
brauche in  den  obersten  Klassen  höherer  Lehranstalten. 
Aus  den  bei  Entlassungsprttfungen  an  preussischen 
Gymnasien  und  Realgymnasien  gestellten  Aufgaben 
ausgewählt  und  mit  Hinzufügung  der  Resultate  zu 
einem  Uebungsbuche  vereint.  Erster  Teil:  Aufgaben. 
7*ö  Aufl:     Zweiter  Teil:  Ergebnisse.     6*«  Aufl.    Leipzig. 

0.  A.  Koch*8  Verl.  (J.  Sengbusch.)  XVI  u.  210  S.  (1886),   II  u.  301  S. 
(1887).  gr.  8». 

Es  genügt,  auf  das  Erscheinen  einer  neuen  Auflage  des  viel 
gebrauchten  Werkes  hinzuweisen,  das  in  der  ihm  gegebenen 
Form  sich  auf  einem  weiten  Gebiete  innerhalb  Deutschlands  und 
über  Deutschland  hinaus  eingebürgert  hat.  Ref.  möchte  indessen 
diesmal  einen  Wunsch  hinzufügen,  den  er  schon  öfter  hat  äussern 
hören,  nämlich  den  Wunsch  nach  einer  kritischen  Prüfung  der 
Ergebnisse  mancher  Zahlenrechnungen.  Es  ist  ein  bekannter 
Fehler,  dass  ein  Schüler  in  einer  Rechnung  eine  Zahl,  wie  z.  B. 
TT,  mit  einer  geringen  Anzahl  von  Stellen  verwendet,  das  End- 
ergebnis aber  mit  einer  viel  grösseren  Anzahl  von  Stellen  angiebt. 
Wenn  nun  in  physikalischen  Aufgaben  Zahlenwerte  für  Gonstanten 
benutzt  werden,  die  durch  Messung  gefunden  sind,  so  können 
im  allgemeinen  nicht  mehr  Stellen  des  Resultates  Anspruch  auf 
\        Gültigkeit  haben,  als  die  in  die  Rechnung  eingeführte  Constante 
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besessen  hat.  In  den  Aufgaben  über  den  freien  Fall  ist  z.  B.  g 
immer  9,81  gerechnet;  daher  hat  die  Angabe  eines  Rechnungs- 
ergebnisses  auf  neun  geltende  Stellen  wie  in  No.  1418*  keinen 
Sinn.  Gerade  die  physikalischen  Aufgaben  können  also  dazu 
dienen,  den  Sinn  für  Genauigkeit  auch  in  dieser  Hinsicht  zu 
wecken,  und  eine  Durchsicht  der  Ergebnisse  unter  diesem  Ge- 
sichtspunkte könnte  in  einer  neuen  Auflage  wohl  noch  geschehen. 

Lp. 

J.   P.  Gram.     Oid    Logarithmer    og    Autilogarithmer. 

Zeathen  T.  (5)  IV.  1-15. 

Um  die  elementare  Theorie  der  Logarithmen  möglichst  zu 
vereinfachen,  empfiehlt  der  Verfasser,  bei  dem  Unterricht  die 
Rechnung  mit  Antilogarithmen  zuerst  einzuüben,  weil  sowohl  die 
Construction  der  Antilogarithmentafeln  als  der  Gebrauch  derselben 
sich  als  einfache  Anwendung  des  vorher  Gelehrten  darbietet. 
Schliesslich  giebt  er  eine  kurze  Darstellung  der  von  Briggs  be- 
nutzten Berechnungsweise  der  Logarithmen,  insbesondere  von 
seiner  „Quinquisectio''  des  Intervalles.  Gm. 


K.  Bryk.      üeber    die   för    den    Schulgebrauch    zweck- 
mässigsteu  logavithmischen  Tafeln.    Pr.  Jaroslao  (polniecb). 

Der  Vergleich  der  Tafeln  von  Schrön,  Vega,  Köhler  und 
Gerverth  führt  den  Verfasser  zur  Ueberzeugung,  dass  die  letzt- 
genannten für  den  Gebrauch  an  den  Realschulen  als  die  besten 
zu  betrachten  sind.  Dn. 


B.    PrYTZ.      Tables  d'anti  -logarithmes.     Copenhagae.'Lehinann 
et  Stage.  27  S. 

Auf  den  Seiten  10-17  werden  die  fünfzehnstelligen  Anti- 
logarithmen der  dreistelligen  Zahlen  gegeben,  auf  Seite  18  und 
19  die  Werte  von  log  (1  + 10"^)  für  L  =  2,64  bis  7,63  auf  eben- 
soviel Decimalen.  Mit  Hfllfe  dieser  Tafeln  kann  man  sowohl 
die    fünfzehnstelligen    Logarithmen    wie    Antilogarithmen    durch 
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AufiBchiage];!  in  denselben  und  durch  einfache  Additiaaen  b^^- 
rechnen.  Seite  20  bis  24  geben  die  entspriechenden  Werte  auf 
zehn  Decimalen,  Seite  26  und  27  auf  fünf.  Seite  25  enthält  eine 
Reihe  Werte  fUr  logcosa  ebenfalls  auf  fünfzehn  Decimalen  und 
damit  die  Mittel,  um  auch  die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Functionen  zu  berechnen.    (Vergl.  F.  d.  M.  XIII.   1881.  865.) 

Hch. 


H.  Gravklius.  Fünfstellige  logarithmisch -trigonometri- 
sche Tafeln  för  die  Decimalteilung  des  Quadranten 
mit  ausführlichen  Tafeln  zum  üebergang  von  der 
neuen  Teilung  des  Quadranten  in  die  alte  und  um- 
gekehrt nebst  vierstelligen  Tafeln  der  Zahlenwerte 
der  trigonometrischen  Functionen  sowie  gewöhnlichen 
Logarithmentafeln  und  Quadrattafeln.    Berlin.  6.  Beimer. 

XV  n.  203  8. 

Das  Buch  ist  mit  einem  Vorwort  des  Herrn  W.  Foerster 
versehen,  in  dem  der  Nutzen  der  Decimalteilung  der  Quadranten 
erörtert  wird.  Der  Inhalt  der  Tafeln  ist  durch  den  Titel  ziem- 
lich vollständig  gegeben;  besonders  zu  bemerken  wäre  noch, 
dass  der  Centigrad  des  Quadranten  mit  ^,  die  Centiminute  mit  ~, 
die  Centisecunde  mit  =  bezeichnet  ist,  Zeichen,  die  sich  der 
Bezeichnung  für  die  alten  Grade,  Minuten  und  Secunden  eng 
anschliessen  und  doch  auch  wieder  von  derselben  genügend 
unterscheiden.     Ausstattung  und  Druck  sind  vorzüglich. 

Hch. 


V.  Jarolimek.     Tafel  der  Brigg,  log.«!     Cosop.  xv   p.  70. 

(Böbmisch ) 

Weil  diese  Logarithmen  bei  gewissen  Aufgaben  der  Combina- 
torik  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zur  Verwendung 
kommen,  wie  der  Verfasser  an  einem  speciellen  Falle  zeigt,  so 
hat  er  sie  für  die  Argumente  1-100  siebenstellig  mitgeteilt. 

Std. 
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Fbnnbr.      Beitrag    zur    Theorie    des    Rollplanimeters. 

Jordan  Z.  f.  V.  XV.  916-219  a.  242-249. 

ZanäcbBt  ist  nachgewieseD,  dass  der  Einfluss  einer  Verschie- 
bung der  Integrirrolle  auf  ihrer  Axe  unscbädlicb  ist;  nachher 
sind  folgende  Fehlerursachen  untersucht:  Die  Ebene  der  Drehaxe 
der  (Celluloid)  Scheibe  und  der  Drehaxe  des  Fahrarmes  bilden 
mit  der  Laufrollenaxe  einen  Winkel;  die  Axe  der  Integrirrolle 
ist  dem  Fahrarme  nicht  parallel;  die  Bewegung  erfolgt  nicht 
genau  rechtwinkelig,  sondern  unter  einem  Winkel  gegen  die 
Laufrollenaxe,  und  schliesslich  die  Rollenaxe  macht  ausser  einer 
beliebig  gerichteten  Bewegung  noch  eine  Drehung.  P. 


Günther.  Der  Mass  -  Planimeter  für  schmale,  lang- 
gestreckte Figuren.  Voi'trag,  gehalten  auf  der 
XIV.  Hauptversammlung  des  Mecklenburgischen  Geo- 
metervereins  zu  Schwerin.    Jordan  z.  f.  v.  XV.   506-512. 

Ausser  der  Beschreibung  und  Theorie  dieses  einfachen 
Instruments  sind  noch  in  einer  Tabelle  die  durch  Versuche 
erzielten  Resultate  mit  den  nach  anderen  Methoden  erhaltenen 
Werten  zusammengestellt.  P. 


Gh.   L  allem  and.      Sur  une   nouvelle   m^thode   g^n^rale 
de  calcul  graphique  au  moyen  des  abaques  hexagonaux. 

0.  R.  CIL  816-819. 

AnkOndigung  einer  neuen  der  Akademie  in  kurzem  vor- 
zulegenden Methode  „graphischer  Tafeln^  (abaques),  welche 
dazu  dient,  die  fUr  viele  Probleme  erforderliche  wiederholte 
Anwendung  einer  und  derselben  Formel  und  die  damit  ver- 
bundenen langen  Rechnungen  zu  vermeiden.  Derartige  Abaci 
wurden  bereits  angewandt  von  L.  Laianne  in  seiner  „G^omötrie 
anamorphique^  (Appendice  k  la  M^ti^rologie  de  Eaemtz,  1843; 
Memoire  sur  les  tables  graphiques  et  la  g^om^trie  anamorphique, 
Ann.  d.  P.  et  Cbaussöes,  1846).  Die  hier  zur  Eintragung  der 
Werte  notwendigen  Scalen  sind  parallel  den  drei  Durohmessern 
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eioea  regelmässigen  Sechsecks,  daher  der  Marne  „abaques  hesa- 
goDBux".  Diese  Tafeln  werden  zur  AasgleichungBrechaung  bei 
NirellemeDts  mit  Vorteil  angewandt.  H. 

Hammer.     Der  drehbare  Rechenschieber.  (Deotscbeg  Reichs- 

Pateot  No.  31889)     Jordao  Z.  f.  V.  IV.  38a-385. 
Das  dem  Ingenieur  A.  Beyerlen  unter  obigem  Namen  paten- 
tirte  Recbenrad,  bei  dem  die  logaritbmischen  Teilungen  auf  gegen 
einander  verdrehbaren  Kreisumf^ngen  aufgetragen  sind,  ist  be- 
Bcbrieben.  P. 

A.  V.  Bäcklund.      Bidrag    tili    theorie«   för  vagrörelsen 

i  ett   gasartadt   medium.     Stockholm.  6h.  XLlll.  3-23,  67-78, 

327-353. 

Die  Reibe   der   Abhandlungen    über   dies  Thema  ist   noch 

nicht  abgeschlossen.     Wenn  dies   der  Fall   sein  wird,   soll   ein 

Referat  hier  erstattet  werden.  H.  L. 


G.  D.  E.   WsiTEK.       Heinrich    Ferdinand    Scherlt.      Ge- 
dächtnisschrift.     Kiel.  19  S.  8*. 

J.  WoisiN.     De  Graecorum  notis  noraeralibus.  DiM.Laip- 

Eig.  54  B.  8°. 

.).   KvACSALA.      Ueber  J.  A.  Comenius'  Philosophie  ius- 
beeondere  Physik,     dibb.  Leipsig.  43  8.  s". 


K.  Schulze.     Herbart's  j4ßC  der  Anschauung.  Dibb.  Bono. 


J.  Heckkb.     lieber  Ruffini's  Beweis  für  die  Unmöglich- 
keit   der    algebraischeu    Auflösung    der    al' 
Gleichung  von  einem  höheren  als  dem  vie 
DisB.  Bonn.  'J9  N.  8". 
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Heinr.  Müller.     Ueber  die  unendliche  Potenzkette  or^! 

Dies.  Tübingen.  31  S.  8». 


F.  RiNECKER.      Ueber  Substitutionsfunctionen  modulo  11 
und    die    analytische   Darßtellung    der    Permutationen 

von    5,   7,    11    Elementen.     Dia».  Erlangen.  29  S.  8«. 


S.  Eichenberg.  Ueber  das  quadratische  Reciprocitäts- 
gesetz  und  einige  quadratische  Zerfällungen  der  Prim- 
zahlen.     Dias.  Qöttingen.  54  S.  8«. 


J.  Schubert.      Ueber    die   Integration    der   Differential- 
gleichung   -^-f  4-  ^-y  -f  /c*ü  =  0  für  Flächen  stücke,  die 

von  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  begrenzt  wer- 
den.       DisB.  Königsberg.  57  S.  S^. 


P.  NiMSCH.  Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Inte- 
grale I.  und  II.  Gattung  als  Functionen  der  rationalen 
Invarianten.      Dias.  Leipzig.  47  s.  4**. 


F.  RoHDE.     Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 

Disa.  Rostock.  76  S.  8». 


M.   N.  Teplow.      Die   Schwingungsknoten- Theorie    der 
chemischen     Verbindungen.       Aus     dem     Russischen 

übersetzt  von    L.    Gawein.       st.  Peterabnrg.  l.  Lieferung  1885, 
72  8.    2.  Lieferung  1886,  IV  u.  64  S.  gr.  8«  nebat  je  1  Taf. 

Die  theoretischen  üntersuchuogen  über  die  Structur  der 
chemischen  Verbindungen  beruhen  auf  der  folgenden  Hypothese, 
welche  der  Verfasser  aus  dem  Wesen  des  elektrischen  Zustandes 
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gefolgert  hat:  „Alle  uns  umgebenden  Gegenstände  und  folglich 
auch  alle  Körper,  von  welchen  die  Chemie  handelt,  bestehen  aus 
passivem  Stoffe,  der  von  einem  activen  Mittel  umsptilt  und  durch- 
drungen wird.  Dieses  Mittel  ist  der  Lichtäther,  dessen  Activität 
in  seiner  von  Ewigkeit  her  unabnehmbaren  schwingenden  Be- 
wegung besteht.  Die  lebendigen  Kräfte  dieser  Schwingungen 
dienen  sowohl  als  Quelle  als  auch  zur  Aufnahme  aller  Energien.*' 
Ein  näheres  Eingehen  auf  die  Entwickelungen  des  Verfassers 
würde  über  die  dem  Jahrbuche  gesteckten  Grenzen  hinausfuhren. 

Lp. 


t 
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